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Vorwort

Das vorliegende Ubungsbuch ist als Begleittext zu dem Buch

Analysis

Anton Deitmar

Springer Spektrum; 3. Auflage: 2020
ISBN-13: 978-3642548093

gedacht. Zitate, die mit Ana- beginnen, beziehen sich auf dieses Analysis-
Buch. Beide Biicher kénnen begleitend zu einer Hochschul-Veranstaltung
oder auch fiir das Selbststudium genutzt werden.

Zum Studium der Mathematik gehort einerseits das Nachvollziehen einer
Vorlesung oder eines Lehrbuchs und andererseits das selbstandige Losen
von Aufgaben. An der Hochschule werden die Losungen in der Regel kor-
rigiert und besprochen. Beim Selbststudium fehlt dieses Feedback. Damit
eine gefundene Losung auf Korrektheit gepriift werden kann, ist in diesem
Fall der Vergleich zu einer gegebenen Losung hilfreich. Deshalb enthilt
dieses Buch im hinteren Teil Losungen zu vielen Aufgaben.

Hier eine eindringliche Mahnung: Schauen Sie sich die Losung einer Aufgabe
erst dann an, wenn Sie sich intensiv mit der Aufgabe auseinander gesetzt
haben, am besten erst dann, wenn Sie selbst eine Losung gefunden haben
und deren Korrektheit und Vollstindigkeit priifen mochten. Sie gefihrden den
Lernerfolg, wenn Sie die Losung zu friih anschauen.

In der Praxis heifst das: Geben Sie sich mehrere Tage, am besten eine
Woche Zeit! Erst dann sollten Sie die Losung nachschlagen. Das mag lang
erscheinen, ist aber die Zeit, die gebraucht wird und entspricht auch der
Vorgehensweise an der Hochschule.




Im hinteren Teil des Buches findet man Losungsvorschlédge fiir viele Auf-
gaben. Die Aufgaben sind markiert, je nachdem, ob eine Lésung oder eine
Losungsskizze zu finden ist:

(L) Eine Losung ist im hinteren Teil des Buches zu finden.

(LS) Eine Losungsskizze wird gegeben.

Zu jeder Aufgabe ist ein Schwierigkeitsgrad angegeben:

(A) Leichte Aufgabe. Durch direkte Anwendung
der Definitionen und Satze zu l6sen.
(B) Mittelschwer. Mit etwas Nachdenken zu l6sen.
© Hier ist ein Trick zu finden oder eine besondere Einsicht.
(E) Fiir Experten.

Fiir jede Art von Feedback an meine Email-Adresse bin ich dankbar. Auf
meiner Homepage finden Sie laufend Updates fiir beide Biicher.

Tiibingen, 2020 Anton Deitmar
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Teil 1

Aufgaben



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Aussagen

Aufgabe 1.1.1. (A) (L)

Es seien
A = und, V = oder.

Zeige: Fiir alle Aussagen A, B gilt
(@) A= (B= A)und

b) (AA-B)VBA-A & AVBA-(AANSB).

Hierbei ist -C die Negation der Aussage C, also ist -C genau dann wabhr,
wenn C falsch ist.

Aufgabe 1.1.2. (A)

Es sei V das ausschliefsliche oder, d.h., fiir zwei Aussagen A und B ist AVS
genau dann wahr, wenn eine und nur eine der beiden Aussagen wabhr ist.
Also

AVB & (AVB)A-(AASB).

Zeige: Fiir beliebige Aussagen A, B, C gilt:

a) (AVB)VC & AV(BVC),
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14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(b) ANBVC) & (ANB)VAANCQC).

1.2 Mengen
Aufgabe 1.2.1. (A) (L)
Seien A, B, C Mengen.
Zeige:
(ANB)N(ANC) =(ANC)\B,
(ANB)N(C\B)=AN(BUC).
Aufgabe 1.2.2. (B) (L)

Sei X eine Menge. Fiir eine Teilmenge A C X schreibt man auch A fiir das
Komplement X \ A. Sei I eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei A; C X
eine Teilmenge. Ferner seien A, B, C C X.

Beweise oder widerlege:

A B M4, (b) (ﬂ AiJC =4

i€l i€l iel iel

(a)

() (ANB)NO) ' =(BNAYUC"

Aufgabe 1.2.3. (B)

Seien A, B,C Mengen und sei die symmetrische Differenz von Mengen
definiert als
AAB := (ANB)U(B\ A).

Zeige:
(a) AAB=(AUB)\(ANB),
(b) (AAB)AC = AA(BAC),
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(c) AN (BAC) = (AN B)A(AN C).

Hintergrund: Die Aussage (b) bedeutet, dass die A-Operation assoziativ ist.
Die leere Menge 0 ist ein neutrales Element, also )AA = A und jede Menge
A hat sich selbst als inverses, also AAA = 0. Da schliefSlich noch AAB = BAA
gilt, folgt, dass die Potenzmenge $(X) einer beliebigen Menge X mit der
A-Operation eine abelsche Gruppe bildet.

Fasst man A als “Addition” und die Schnittbildung N als “Multiplikation”
auf, dann ist Teil (c) gerade das bekannte Distributivgesetz a(b+c) = ab + bc.

In der Tat folgt alles dies, wenn man einer Teilmenge A C X ihre charakteri-
stische Funktion 14 zuordnet, die nach {0, 1} = I, abbildet, den Kérper mit
zwei Elementen, siehe Analysis, Beispiel 2.2.2, wobei

14(x) = 1 x€eA,
AV 0 x¢A.

Auf Grund der Rechenregeln in [F, sieht man dann
Taap =14 + 15, 1ang = 141B,

wobei die Addition und Multiplikation die Operationen in IF, sind.

1.3 Abbildungen

Aufgabe 1.3.1. (O) (L)

Zeige: Jede Abbildung f kann als Komposition f = g o & einer injektiven
Abbildung ¢ und einer surjektiven Abbildung h geschrieben werden.

Aufgabe 1.3.2. (A)

Sei f : X — Y eine Abbildung. Sei f~! : P(Y) — P(X) die Abbildung
A A ={reX: f(x)e Al

Man nennt f~!(A) auch das Urbild von A.

Man beweise, dass fiir beliebige Teilmengen A, B von Y gilt

fHANB) = fHA)NfYB) und fHAUB)=fA)UF(B),
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sowie f~1(A°) = f~1(A)°. In der letzten Aussage ist (.)° jeweils entsprechend
zu interpretieren, also A° = Y\ Aund f~1(A)° = X \ f1(A).

Das bedeutet, dass die Urbild-Funktion mit allen mengentheoretischen
Operationen vertauscht.

Aufgabe 1.3.3. (C) (L)

Man nennt eine nichtleere Menge M abzahlbar, wenn sie leer ist, oder es
eine surjektive Abbildung IN -» M gibt.

Beweise, dass eine Menge M genau dann abzdhlbar ist, wenn M endlich ist
oder wenn es eine Bijektion N — M gibt.

1.4 Vollstindige Induktion

Aufgabe 1.4.1. (A) (L)
Zeige, dass fiir n € IN gilt

Aufgabe 1.4.2. (A)
Beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt
n

n n 2 2
(a)kak _ n(n2+ 1)’ (b)kZ;kz _ n(n+1)6(2n + 1), (C)kzl,k3 _n (n4+ 1) '

Aufgabe 1.4.3. (A)

Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 4 gilt n! > 2".
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Aufgabe 1.4.4. (B) (LS)
Sei f : IN — R eine Polynomfunktion vom Grad d + 1, d.h., gegeben durch

f(n) = ag+ain + -+ agn'tt

mit Koeffizienten ag, ..., 45,1 € Rmitag,; # 0. Sei dann
Af(n) = f(n+1)— f(n).

Beweise:

(a) Die Funktion Af ist eine Polynomfunktion vom Grad 4.

(b) Ist Af =0, dann ist f konstant.

(c) Zu jeder Polynomfunktion g gibt es eine Polynomfunktion f so dass
g =Af.

(d) Sei umgekehrt f : N — R eine Funktion, so dass Af(n) eine Polynom-
funktion vom Grad d ist, dann ist f(n) eine Polynomfunktion vom Grad
d+1.

Aufgabe 1.4.5. (A) L)

Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und jede ganze Zahl 0 < k < n

gilt
n nk
< —.
(k) =T

(Hinweis: Benutze Proposition Ana-1.5.10.)

Aufgabe 1.4.6. (A) (LS)

Sei fi = fo = 1und fur n € IN sei fy42 = fu + fus1. Die Folge (f,,) heifst die
Folge der Fibonacci-Zahlen.

Zeige, dass fiir jede nattirliche Zahl n gilt

-l )
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Aufgabe 1.4.7. (C) (L)

Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen [, m, n mit m < n gilt

(=) ()

k=m

Aufgabe 1.4.8. (A) (L)
Zeige, dass fiir jedes n € IN gilt

(a) n +n?ist gerade,

(b) die Zahl f(n) = 72" — 2" ist durch 47 teilbar.

Aufgabe 1.4.9. (B)

W

Zeige, dass fiir jedes n € IN die Zahl a,, = 2?” + ”Iz -F+ %4 ganz ist, also in
Z liegt.

(Hinweis: Zeige per Induktion, dass 12a,, durch 12 teilbar ist.)

Aufgabe 1.4.10. (A)
Zeige:
(a) Fir jede nattirliche Zahl n ist die Zahl f(n) = n(n + 3) gerade.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Zahl g(1) = n® — n durch 6 teilbar.

Aufgabe 1.4.11. (B) 0
Untersuche folgende Funktionen auf Injektivitdt und Surjektivitét:

(@) f:N =N, f(n) = n+ (1),

b) N>R, f(n)=1+1,

(c)
1 falls n durch 4 teilbar ist,

fN->N,n+— . . .
3n+1 falls n nicht durch 4 teilbar ist.
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Aufgabe 1.4.12. (A)
Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt

)k+1 n

Z k+n

k=1

Aufgabe 1.4.13. (B) (L)

(Division mit Rest) Seien k,m € IN. Zeige, dass es eindeutig bestimmte
g,7 € INp gibt mit r < m und

k=mgqg+r.




Kapitel 2

Die reellen Zahlen

2.1 Korper

Aufgabe 2.1.1. (B) L)

Sei K ein Korper und seien a,b,c,d € K mit b,d # 0. Fiir ab~1 schreibt man
auch 4.
b

Zeige:

Aufgabe 2.1.2. (B) (LS)

Man beweise, dass fiir alle n, m € IN und fiir alle Elemente x, y eines Kérpers
K gilt (xy)" = x"y", sowie x™" = x™x" und (x")" = x"™".

Aufgabe 2.1.3. (B) @L)

Man zeige, dass die Menge
Q+Q‘/§={x+y\/§:x,yeQ}

mit den Operationen von R ein Korper ist.

21
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22 KAPITEL 2. DIE REELLEN ZAHLEN
2.2 Anordnung

Aufgabe 2.2.1. (A)

Zeige mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, dass fiir jedes Element x > 0
eines geordneten Korpers K und jedes n > 2 gilt
2
1T+x)" > %xz,

wobei hier n € IN mit seinem Bild ng in K identifiziert wird.

Aufgabe 2.2.2. (A)

Beweise, dass fiir alle Elemente 0 < a < b eines angeordneten Korpers gilt

2 2 2 2
azﬁ(zab) Sabs(a+b) < il < b

a+b 2 2

(Hinweis: Beweise jede Ungleichung separat. Die meisten fufien auf der
Tatsache, dass Quadrate > 0 sind.)

Aufgabe 2.2.3. (B)
Zeige:
(a) Fira>0gilta + % > 2. Wann herrscht Gleichheit?

(b) Fir alleay,...,a, > 0gilt

Aufgabe 2.2.4. (B)
Zeige, dass fiir alle a, b € R gilt

la] + 1b] < |a + bl + |a - b|.

Wann gilt Gleichheit?
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Aufgabe 2.2.5. (E) (LS)

Fiir einen angeordneten Korper K definiere eine Abbildung n : Ny — K
induktiv durch
T](O) =0k, T](Tl +1) = T](i’l) + 1k,

wobei 0 und 1k die Null und Eins im Korper K bezeichnen.

Zeige, dass 1 zu einer eindeutig bestimmten injektiven Abbildung Q — K
fortgesetzt werden kann, die additiv, multiplikativ und ordnungstreu ist, d.h.,
tur alle a, b € Q die Bedingungen

n(a+b) =n(a)+nb) und 1n(ab) = n(a)n(b)

sowie
a<b o n)<nb)

erfiillt. Man kann auf diese Weise den Korper Q als einen Unterkorper von
K auffassen.

2.3 Intervalle und beschrinkte Mengen

Aufgabe 2.3.1. (A)
Zeige, dass die Menge

M:{xelR:|x+1|s|x—1|}

ein Intervall ist und bestimme die Intervallgrenzen.

Aufgabe 2.3.2. (B) (L)
Fiir eine Teilmenge A C R und ¢ > 0 sei U(A) die e-Umgebung von A, also
U, (A) = U(a —e,a+e).

acA

Zeige: Ist ¢ > 0 gegeben und A beschrankt, dann gibt es eine endliche
Teilmenge E C A so dass
A C U(E).
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2.4 Dedekind-Vollstindigkeit

Aufgabe 2.4.1. (C) (L)

Seia > 0 eine reelle Zahl.
Zeige, dass es genau ein 17 > 0 in R gibt, so dass 1? = a. Man schreibt dieses
Element als +/a.

Aufgabe 2.4.2. (A)

(Arithmetisches und geometrischen Mittel) Seien 0 < 2 < b in R gegeben.
Zeige:

va—bsg.

Der Ausdruck Vabwird das geometrische Mittel und ”er—b das arithmetische
Mittel genannt.

Aufgabe 2.4.3. (A)

Sei
M:{Z""+n‘1:m,ne]N}clR

Hat diese Menge ein Infimum, ein Supremum, ein Minimum, ein Maxi-
mum? Wenn ja, bestimme es jeweils.

Aufgabe 2.4.4. (B)

Bestimme, ob die folgenden Mengen nach unten oder oben beschrankt sind
und bestimmte gegebenenfalls das Supremum, Infimum und entscheide,
ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt.

a) A={xeR:x*<27}, b)B={l:neN}, o C={Z x>-1}.

n+1 x+1

Aufgabe 2.4.5. (B)

Seien @ # A, B € R nach oben beschrankt.
Zeige, dass die Menge

A+B:{a+b:aeA,beB}
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nach oben beschréankt ist und dass gilt

sup(A + B) = sup A + sup B.
Aufgabe 2.4.6. (B) (LS)

Fiir welche a € R ist die Funktion f : R — R,
flx) = ax+x,

Injektiv, bzw. surjektiv?
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Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Konvergenz

Aufgabe 3.1.1. (B) (L)
Sei (a,) eine reelle Folge.

Beweise oder widerlege:
(a) wenn (a,) konvergiert, dann ist (a, — a,+1) eine Nullfolge.

(b) Wenn (a, — a,+1) eine Nullfolge ist, konvergiert (a,,).

Aufgabe 3.1.2. (B) (L)

Beweise oder widerlege: Fiir Folgen (a,),en und (by,)nen in R gilt

(@) (ay)und (b,) konvergieren genau dann beide, wenn (a,, +b,) und (a, —b;,)
beide konvergieren,

(b) wenn (a,) und (a,b,,) konvergieren, dann konvergiert auch (by,).

Aufgabe 3.1.3. (B) (L)

Sei S C RR eine nichtleere, nach oben beschrankte Menge und sei a € R ihr
Supremum.

Zeige, dass es eine monoton wachsende Folge (s,) in S gibt, die gegen a
konvergiert.
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Aufgabe 3.1.4. (A) (L)
Zeige:

(a) Sei (a,) eine Nullfolge und (b)) eine beschrankte Folge. Dann ist (a,b;)
eine Nullfolge.

(b) In Teil (a) kann auf die Beschranktheit von (b,,) nicht verzichtet werden.

Aufgabe 3.1.5. (A)

Man zeige:
(a) Jedes offene Intervall I # @ in R ist tiberabzédhlbar (Definition Ana-3.2.2).

(b) Die irrationalen Zahlen liegen dicht in R. Das heifit, zu je zwei reellen
Zahlen a < b gibt es eine Zahlr e R\ Q,sodassa <r <b.

Aufgabe 3.1.6. (B)
Sei A C R eine Teilmenge mit der Eigenschaft
aeA = FAssgl@—-06,a)NA=0.
Das heifst, zu jedem Element von A gibt es links davon eine kleine Liicke.
Zeige, dass A abzdhlbar ist.
(Hinweis: Q liegt dicht in IR.)

Aufgabe 3.1.7. (C) (LS)
Sei (a,)nen eine beschrankte Folge in R.

Zeige, dass der Limes superior

limsupa, = 31_1’)1010 (sup {ak k> n})

n—oo

und der Limes inferior

liminfa, = lim (inf {ak ik > n})

n—oo n—o00

in R existieren und dass die Folge genau dann in konvergiert, wenn die
beiden gleich sind.
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Aufgabe 3.1.8. (B) (L)

Sei (a,) eine Folge in R. Eine Zahl a € R heifist Hiufungspunkt der Folge,
wenn es zu jedem ¢ > 0 unendlich viele Indizes n € IN gibt mit |2, — a| < €.

Zeige:
(a) EinPunkta € Rist genau dann Haufungspunkt der Folge (a,), wenn es
eine Teilfolge (a,, )ren gibt, die gegen a konvergiert.

(b) Sei(r,)irgendeine Abzdhlung der rationalen Zahlen. Dann istjede reelle
Zahl Haufungspunkt der Folge (r;).

(c) Sei H die Menge der Haufungspunkte einer beschriankten reellen Folge
(an), dann gilt
limsupa, = sup H.

n

(d) Die Menge H der Haufungspunkte ist abgeschlossen in IR.

Aufgabe 3.1.9. (E) (LS)

Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifst subadditiv, falls a,,., < a,, + a, fiir alle
m,n € N gilt.

Zeige:
(a) gSei (bn) eine nach unten beschréankte Folge reeller Zahlen so dass
lim sup b, < by
fiir jedes k € IN gilt. Dann konvergiert die Folge (b,,).
(b) Ist die Folge (a,) stets > 0 und subadditiv, dann konvergiert die Folge

(%)
n/neN’

(Hinweis: Wahle k € IN fest und schreibe n = g,k+r, geméafs der Division
mit Rest, Aufgabe 1.4.13.)

Aufgabe 3.1.10. (A) (L)

Untersuche jeweils die Folge (a,) auf Konvergenz und bestimme gegebe-
nenfalls den Grenzwert (mit Begriindung).

_n+1 n?+4 L
2+l m+12 i

an:(\/n+ —\/ﬁ), (—1)"3n+1 n_n

n+4’ nl

an
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Aufgabe 3.1.11. (B) (L)

Sei (a,) eine Nullfolge in R.
Zeige, dass

n_lzzkak

ebenfalls eine Nullfolge ist.

(Hinweis: Benutze },/_, k = "("2+1) und betrachte fiir gegebenes ¢ > 0 die

Indizes n € N mit |a,| < ¢€.)

Aufgabe 3.1.12. (C)

Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und sei a € R mit der folgenden Eigen-
schaft: zu jeder Teilfolge (a,,) gibt es eine Teilfolge (“nkj ), welche gegen a

konvergiert.

Man zeige, dass die Folge (a,) gegen a konvergiert.

Aufgabe 3.1.13. (C) (LS)

Zeige, dass die rekursiv definierte Folge
a =1, Ape1 = Va, +1

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Aufgabe 3.1.14. (B)

(Konvergenz von Mittelwerten) Fiir eine gegebene Folge (a,) in R mit
a, >0sei A, = %(al + - -+ + a,) das arithmetische Mittel.
Zeige: Konvergiert (a1,) gegen a € R, dann konvergiert auch (A,) gegen a.

Aufgabe 3.1.15. (E) (LS)
Sei (a,,) eine monoton fallende Nullfolge.

Zeige:

(a) Gilt )., a, < 0o, dann geht die Folgt (na,) gegen Null.
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(b) Seien ¢, € {1} so dass die Reihe 2;11 aje; konvergiert. Dann gilt

lijgn(el +---+ey)a, =0.

Aufgabe 3.1.16. (B)
Zeige:
(a) Fiir jede ganze Zahl k > 0 gilt lim, e 5 (}) = 0.

(b) Konvergiert die Folge (a,).eN, gegen a, so konvergiert auch die Folge
by = 2 Lizo (Dax gegen a.

Aufgabe 3.1.17. (C) (LS)

Zeige, dass jede Folge in IR eine monotone Teilfolge besitzt

Aufgabe 3.1.18. (A)
Sei E C R eine endliche Menge.

Konstruiere eine Folge (a,) reeller Zahlen, so dass es fiir jedes ¢ € E eine
Teilfolge von (a,) gibt, die gegen e konvergiert.

Aufgabe 3.1.19. (A)
Zeige, dass fiir jedes x > —1 und jedes n € IN gilt:

1+x)" > 1+nx.

Aufgabe 3.1.20. (E)

Eine Teilmenge S C IN der Menge der natiirlichen Zahlen hat Dichte o €
[0,1], falls

lim %#(s N {1,2,...,N}) = a.

N-oo
Eine Teilfolge (a,, )ken einer Folge (a,)qenw hat Dichte a € [0,1], falls die

Menge der Indizes {nl, no,... } die Dichte a hat. Sei (2,,),eN eine Folge reeller
Zahlen 0 <a, < 1.
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Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) % ij:l a, konvergiert fiir N — oo gegen Null,

(b) es gibt eine Teilfolge (a;, )xen der Dichte 1, die gegen Null konvergiert.

3.2 Reihen

Aufgabe 3.2.1. (B) (L)
(Wurzelkriterium)

Sei (a,)neN eine Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft
lim sup /|a,| < 1.
n

Zeige, dass die Reihe Y., a, absolut konvergiert.

Aufgabe 3.2.2. (B)
Zeige:
(a) Die Reihe Y*°; < konvergiert.

n=1 2

(b) Es seien p und g Polynomfunktionen mit reellen Koeffizienten, so dass
grad(g) > grad(p) + 2 und q(n) # 0 fiir n € IN gilt. Dann konvergiert die

Reihe };74 % absolut.

(Hinweis: Beispiel Ana-3.4.1.)

Aufgabe 3.2.3. (B) (LS)

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:
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Aufgabe 3.2.4. (B)
Seien a,, b,, > 0 mit “Z—:] < bg—:l fiir alle n € IN.

Zeige: Konvergiert die Reihe )”, by, so auch )7 a,.

Aufgabe 3.2.5. (C) (LS)
Zeige, dass fiir jedes n € N die Abschitzung Y;_, % <1 +logn gilt.
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Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

4.1 Stetige Funktionen

Aufgabe 4.1.1. (A) (L)
Seien f, g : R — R stetige Funktionen. Es gelte f(r) = g(r) fiir jedes r € Q.
Zeige, dass f = g ist.

Aufgabe 4.1.2. (B) (L)

Zwei Teilmengen A, B C IR heifSen homdomorph, falls es eine bijektive Abbil-
dung f : A — B gibt, so dass f und ihre Umkehrfunktion f~! stetig sind.
Seiena < bin R.

Zeige, dass das Intervall (2, b)) homdomorph zu R ist, nicht aber zu [, b].

Aufgabe 4.1.3. (B)

Man zeige, dass die Indikatorfunktion des Intervalls [V2, ), also f =
1[ V3 00) in jedem Punkt von Q stetig ist.

Aufgabe 4.1.4. (C) (LS)

Gibt es eine Funktion f : R — R, die in jedem irrationalen Punkt stetig
und in jedem rationalen Punkt unstetig ist?
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36 KAPITEL 4. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Aufgabe 4.1.5. (C) (LS)
Ist die Funktion f : R — R
S S
0 x=0.
stetig?

Aufgabe 4.1.6. (B)

Seipe D c Rundsei f : D — R eine Funktion. Es gelte lim,, f(p,) = f(p)
tiir jede monotone Folge p, — pin D.

Zeige, dass f im Punkt p stetig ist.
(Siehe Aufgabe 3.1.12 und 3.1.17.)

Aufgabe 4.1.7. (B) (L)
An welchen Stellen ist die Funktionen f : R — R stetig?
x [}—C] , x#0,
x) =
) {O x=0.

Hier ist [.] die Gauf$-Klammer, also [x] = max {k €Z k< x}.

Aufgabe 4.1.8. (B) (L)

Seien f,g : R — R stetig und sei m : R — R, m(x) = max(f(x), g(x)) das
Maximum der beiden Funktionen.

Zeige, dass die Funktion m(x) stetig ist.

Aufgabe 4.1.9. (B) (L)

(Sonnenaufgangslemma) Sei f : R — R eine stetige Funktion. Ein Punkt
x € R heifst Schattenpunkt, falls es ein y > x gibt mit f(y) > f(x). Die
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Punkte a < b seien keine Schattenpunkte fiir f, aber das offene Intervall
(a,b) bestehe nur aus Schattenpunkten.

Zeige, dass f(a) = f(b) gilt und f(x) < f(b) fiir alle x € (a, D).

I

Im Bild enthdlt das Intervall I nur Schattenpunkte.

Aufgabe 4.1.10. (B) (L)

(a) Untersuche die Stetigkeitseigenschaften der Funktionen f, ¢ : R — R

sin(l) x#0,

X

f@ =R, ()= {O Ly

(b) Wie miissen a, p € R gewdhlt werden, damit die Funktion f : R — R

1 x<1,
fx)=qax—-2 1<x<2,
pe* x =2

stetig ist?
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Aufgabe 4.1.11. (E) (LS)

Eine Funktion f : R — R heifst halbstetig von unten, wenn fiir jede
monoton wachsende konvergente Folge x,, — x gilt lim,, f(x,,) = f(x).

Zeige:
a) Eine Funktion f ist genau dann halbstetig von unten, wenn

Vier dss0 : ye@—-6% = |f(y)-f@)l<e.

e>0
b) Eine von unten halbstetige Funktion hat nur abzihlbar viele Unste-
tigkeitsstellen.

Hier ist eine Unstetigkeitsstelle ein Punkt im Definitionsbereich, in
dem die Funktion nicht stetig ist.

4.2 Monotone Funktionen

Aufgabe 4.2.1. (E) (L)
Zeige:

(@) Jede monotone Funktion f : R — R mit dichtem Bild ist stetig und
surjektiv. (Definitionen Ana-2.5.10 und Ana-3.8.3)

(b) Es gibt keine monotone Funktion f : R — R mit f(IR) = R\ Q.
(Beachte Aufgabe 3.1.5.)

(c) Sei A C Rnichtleer und abgeschlossen. Es gibt eine monotone Funktion
f:R — Rmit f(R) = A.

Aufgabe 4.2.2. (B) (LS)

Die Funktion f : [a,b] — [a,b] mita,b € Rund a < b sei monoton wachsend
und stetig.

Zeige, dass fiir jedes xg € [a, b] die Iterationsfolge (x,)nen mit x,,11 = f(x;)

a) monoton ist und

b) gegen einen Punkt & € [a,b] konvergent. Zeige, weiter, dass fiir
diesen Punkt gilt f(&) = &, d.h. & ist ein Fixpunkt von f.
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Aufgabe 4.2.3. (B) (LS)
Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — [a, b] sei stetig.

Zeige:

(a) Es gibtein x € [, b] mit f(x) = x.

(b) Die Funktion f ist genau dann injektiv, wenn sie entweder streng mo-
noton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Aufgabe 4.2.4. (A) (L)

Zeige, dass eine monotone Funktion auf einem Intervall nur abzahlbar viele
Unstetigkeitsstellen hat.

4.3 Die Exponentialfunktion

Aufgabe 4.3.1. (C) (LS)
Sei f : R — R eine stetige Funktion mit

fx+y) = fx)fY)
firallex,y € R.

Zeige, dass f(1) > 0 gilt und dass fiir jedes x € R gilt
fl) =a’,

wobei a = f(1) ist. Hier wird vereinbart, dass 0* = 0 fiir jedes x € R gilt.

Aufgabe 4.3.2. (B)

Definiere die Funktion cosh (Cosinus hyperbolicus) durch

e +e*

cosh: R - R, cosh(x) = >

Zeige, dass die Funktion cosh das Intervall [0, c0) bijektiv nach [1, o)
abbildet. Die Umkehrfunktion wird arcosh (Area Cosinus hyperbolicus)
genannt. Zeige weiter, dass fiir jedes x > 1 die Gleichung arcosh(y) =

log (y + Y- 1) gilt. )
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Aufgabe 4.3.3. (A)
Zeige, dass die Funktion f : R — R,

eV x>0,
fo) = {o x <0.

stetig ist.

Aufgabe 4.3.4. (C) (L)
Seien f,g : N — [0, c0) Funktionen. Wir schreiben f < g, falls es eine
Konstante C > 0 gibt so dass f(n) < Cg(n) fiir jedes n € IN gilt.

(a) Istdie Aussage f < gédquivalent dazu, dasseseinng € NundeinC > 0

gibt, so dass f(n) < Cg(n) fir alle n > ng gilt?

(b) Seien
fmy=e”, g =n"
Entscheide, ob f < g oder g < f oder beides gilt.

44 Anwendungen

Aufgabe 4.4.1. (C) (LS)

(Arithmetisch-Geometrisches Mittel). Seien 0 < x < y reelle Zahlen. Seia; =
an+8n

’% und g1 = /xy. Definiere dann induktiv 4,1 = =5** und gu+1 = \angn-

Zeige: Die Folge fillt a, monoton, die Folge g, wachst monoton und es gilt
gn < a,. Beide Folgen konvergieren, und zwar gegen denselben Grenzwert.

Aufgabe 4.4.2. (E) (L)

Gibt es eine Abzédhlung (a,),en der rationalen Zahlen > 0 so dass

lim(a,) = 1?
n
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Aufgabe 4.4.3. (B) (L)

Sei x1 > 0 beliebig und sei x,4+1 = x;". Fiir welche Werte von x; konvergiert
die Folge (x,) und was ist der Grenzwert?

4.5 Komplexe Zahlen

Aufgabe 4.5.1. (A) (L)

Schreibe die komplexe Zahl z in der Form z = a + bi mita, b € R:

24

a) z= 1+

b) z=(1+i)", neN.

Aufgabe 4.5.2. (A)

Sein € IN.
Zeige, dass jede komplexe Zahl z eine n-te Wurzel in C hat, also dass es ein
w € C gibt, so dass w" = z gilt.

(Hinweis: Polarkoordinaten)
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Kapitel 5

Differentialrechnung

5.1 Differenzierbarkeit
Aufgabe 5.1.1. (B) (LS)

(@) Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion und es gelte f'(x) = cf(x)
fir ein ¢ € R und jedes x € R.

Zeige, dass es ein d € R gibt, so dass f(x) = de* fiir jedes x € R gilt.

(b) Es seien f,g : R — R differenzierbar und es gelte f* = gund ¢’ = f,
sowie f(0) =1 und g(0) = 0.

Zeige, dass

) - =1 und f(x)+g(x)=¢" firallex € R.

Aufgabe 5.1.2. (A) (L)

Beweise die Differenzierbarkeit und berechne die Ableitungen der folgen-
den Funktionen

(a) cosh(x) = %(ex +e7%), sinh(x) = %(ex —e™),xeR,
(b) f(x)=x*), x>0,
© g() = (&), x> 0.
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44 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG

Aufgabe 5.1.3. (A)

Zeige, dass die Funktion f(x) = x?sin (;1?) fir x # 0und f(0) = 0 auf ganz R
differenzierbar ist.

Aufgabe 5.1.4. (A)

(Produktregel fiir hohere Ableitungen)
Seien f, g auf einem Intervall definierte, n-mal differenzierbare Funktionen.

Zeige, dass das Produkt fg ebenso oft differenzierbar ist und dass gilt

n

(OREDY (Z)f‘k>g<"—k),

k=0

Aufgabe 5.1.5. (C)

Eine Funktion f auf einem Intervall I heifdt glatt, falls sie unendlich oft
differenzierbar ist.

Zeige, dass die Komposition zweier glatter Funktionen glatt ist.

(Hinweis: Benutze Induktion nach n, um die n-fache Differenzierbarkeit
von f o g zu zeigen.)

5.2 Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Aufgabe 5.2.1. (B)
Es sei f : [a,b] — R differenzierbar und es gelte f'(a) <0 < f'(b).
Zeige, dass es ein y € (a,b) gibt, so dass f'(y) = 0 gilt.

Aufgabe 5.2.2. (B)

Seiena < bin R und sei f : [a,b] — [a,b] differenzierbar mit stetiger
Ableitung f’. Es gelte |f'(x)| < 1 fiir jedes x € [a, b].

Zeige, dass f genau einen Fixpunkt hat.
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Aufgabe 5.2.3. (B) (LS)

Sei 0 < a < 1. Untersuche die Folge (a,) auf Konvergenz und bestimme
gegebenenfalls den Grenzwert:

a, = (n+1)* —n*.

Aufgabe 5.2.4. (C)
Es sei f : (0, 0) — R beschrdnkt und differenzierbar.

Zeige, dass es eine Folge (x,,).eN gibt, so dass x, — cound dass f'(x,) gegen
Null geht.

Aufgabe 5.2.5. (B)
Zeige, dass fiir reelle Zahlen a4, ...,a, > 0 gilt

n

! Hajs %Zaj.

=1 =1

Die linke Seite ist als das geometrische Mittel der Zahlen by, .. ., b, bekannt,
die rechte als das arithmetische Mittel.

(Hinweis: Induktion nach n. Fiir den Induktionsschritt diskutiere die Funk-
tion f(x) = 27:1 aj+x—(n+1) " fx H’;:l aj.)

Aufgabe 5.2.6. (E) (LS)

Zeige: Eine auf einem offenen Intervall konvexe Funktion (Definition Ana-
5.2.11) ist stetig.

Aufgabe 5.2.7. (C) (L)

Zeige, dass fiir gegebenes a > 0 die rekursiv definierte Folge

1
xn+1:—(xn+i), neN
2 Xn

fiir jeden Startwert x; > 0 gegen Va konvergiert.
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Aufgabe 5.2.8. (B) (LS)
Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — [a,]] eine stetige Funktion. Sei

x1 € [a,b] und x,41 = f(xp).

(a) Sei H die Menge der Haufungspunkte der Folge (x,), sieche Aufgabe
3.1.8 oder Definition Ana-8.5.9.

Man zeige, dass f(H) C H gilt.
(b) Seia < a < bund es gelte fiir jedes x € [a, b]:
If(x) —al <|x—al

Zeige, dass die Folge (x,) gegen a konvergiert.

Die Voraussetzung in (b) besagt, dass der Graph der Funktion f in dem
grauen Bereich liegt.

Aufgabe 5.2.9. (B) (LS)
Fiira > 0 sei f(x) = a*.

Zeige, dass f : (0,00) — (0, 00) genau dann einen Fixpunkt besitzt, wenn
a<elle

Aufgabe 5.2.10. (B) (LS)

Seienay,...,a, > 0.
Zeige:

1 1
(a1+---+an)(a—+---+—)2n2.
1
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Aufgabe 5.2.11. (B)
Sei f : R — R stetig differenzierbar und die Ableitung f’ sei beschrankt.
Zeige, dass f gleichmafig stetig ist.

5.3 Die Regeln von de I'Hospital

Aufgabe 5.3.1. (A) (L)
Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren.
. 32 -2x-1 . -

e T ®) I~

() lim — (d) lim i

¢ xl{,% logx x—0 sin(x)
Aufgabe 5.3.2. (A) (LS)
Fiir gegebene a,b > 0 bestimme den Limes, falls existent:

a_
lim x -1

x—>lxb—1°
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Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Aufgabe 6.1.1. (A) L)

Seien a < b reelle Zahlen und f : [4,b] — R Riemann-integrierbar. Es gebe
ein 6 > 0 so dass f(x) > 6 fiir jedes x € [a, D].

Zeige, dass die Funktion 117 Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 6.1.2. (A) (LS)

Fiir m, n € Z berechne das Integral

27
f sin(mx) sin(nx) dx.
0

Aufgabe 6.1.3. (A)

Seien a < b reelle Zahlen und f : [4,b] — R sei stetig differenzierbar. Fiir
y € R sei

b
F) = [ f@sintd
Zeige, dass F(y) fiir [y| — oo gegen Null geht.

(Hinweis: Partielle Integration)
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50 KAPITEL 6. INTEGRALRECHNUNG

Aufgabe 6.1.4. (B)

Zeige, dass fiir ganze Zahlen 0 < k < n gilt

! 1
f K1 = x)"*dx =
0

m+1)(})

Aufgabe 6.1.5. (A) (L)

Berechne die Integrale

e 2 27 1
(@) fllog(x)dx, (b)‘[0 |sinx|dx, (c) ‘Lexp(x+e") dx.

X

Aufgabe 6.1.6. (A) (LS)

Bestimme jeweils eine Stammfunktion zu folgenden Funktionen auf (1, co):

1 2 1 x x— x
(@) logx (b) @ (c) xe (d) oy (e) T30 f Py
6.2 Uneigentliche Integrale
Aufgabe 6.2.1. (A) (LS)
Fiir welche a > 0 konvergiert die Reihe ) l(;qga" ?

Aufgabe 6.2.2. (B)

Zeige, dass die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren:

“ sinx 0
dx, f sin(x?) dx.
0o Vx 0
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Aufgabe 6.2.3. (A) (L)

Untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Existenz und be-
stimme gegebenenfalls ihren Wert:

0 1
@ f (2x — 1)2 ®) j; x(log x)? ax

(c) f e cos(tx)dx, s,te€R.
0

Aufgabe 6.2.4. (A) (L)

Uberprﬁfe die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und be-
stimme gegebenenfalls ihren Wert:

1 00 1
a) f x*dx, a€R, b) f x*dx, a€R, ¢ f log(x) dx.
0 1 0

Aufgabe 6.2.5. (A) (LS)

(@) Sei f : R — R stetig so dass

fle+1) = f(x)
fiir jedes x € R gilt.

Zeige, dass fooo f(x) dx nur existieren kann, wenn f = 0 ist.

(b) Entscheide, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren:

) fo 1 sin(%)dx, (i) fo R
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Kapitel 7

Funktionenfolgen

7.1 GleichmifSige Konvergenz

Aufgabe 7.1.1. (C) (L)

Seien a < b reelle Zahlen. Eine Funktion f : [4,b] — R heifst Regelfunktion
falls f gleichmafiiger Limes von Riemannschen Treppenfunktionen ist.

Zeige: Eine Funktion f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn fiir jedes
xo € [a,b] die einseitigen Limiten lim, ~, f(x) und lim,\ , f(x) existieren.
Zeige ferner, dass jede Regelfunktion Riemann-integrierbar ist.

(Hinweis: Betrachte die Menge A, aller c € [a,b] so dass es eine Treppen-
funktion t : [a,c] — R gibt mit [t(x) — f(x)| < % fir alle x € [a,c].)

Aufgabe 7.1.2. (B) (L)
Konvergiert die Folge f,,(x) = x"(1-x") gleichmé&fig auf dem Intervall [0, 1]?

Aufgabe 7.1.3. (B) L)

Entscheide fiir jeder dieser Funktionenfolgen auf IR, ob sie punktweise und
ob sie gleichméfsig konvergiert.

n

@f©=Fr1, Oge=Y 20 0w = sinm).

k
k=1 2
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Aufgabe 7.1.4. (B)

Sei (fu)new eine Folge stetiger Funktionen f, : [4,b] — R, a < b, mit
fu(x) > fara1(x) fir jedes n € IN und alle x € [a,b]. Die Folge f, konver-
giere punktweise gegen Null.

Beweise, dass sie gleichméfiig konvergiert.

Aufgabe 7.1.5. (B)

Sei f, : I = R eine Folge von Funktionen auf dem kompakten Intervall I,
die gleichméflig konvergiert. Sei xg € I ein Punkt in dem jedes f, stetig ist.

Zeige, dass
lim lim f,(x) = lim lim f,(x).

X—X() n—00 Nn—00 X—X

(Man orientiere sich am Beweis von Satz Ana-7.1.3.)

Aufgabe 7.1.6. (A) (L)
Untersuche die Funktionenfolgen g, f, : R — R mit

(@) gn(x) = \/xz + %, (b) fu(x) = arctan(nx)

auf gleichmaflige Konvergenz.

Aufgabe 7.1.7. (A)

Sei (¢n)nen eine Folge von Funktionen auf R, dergestalt, dass es zu jedem
C > 0 ein ng € IN gibt, so dass fiir jedes x € [-C,C] und jedes n > ny gilt

¢n(x) = 0.
Zeige, dass die Reihe

Y ¢t
n=1

auf jedem kompakten Intervall gleichméaflig konvergiert.
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7.2 Potenzreihen

Aufgabe 7.2.1. (B) (LS)

Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion log x um einen Entwicklungspunkt
a > 0. Wo konvergiert die Reihe? Stellt sie die Funktion dar?

Aufgabe 7.2.2. (C) (LS)
Zeige:

i D" _n
2n+1 4°

n=0

(Hinweis: Stelle die Arcustangens-Funktion als Integral ihrer Ableitung

dar.)

Aufgabe 7.2.3. (A) (L)

Schreibe die folgenden Funktionen als Potenzreihen um den angegebenen
Entwicklungspunkt und bestimme jeweils den Konvergenzradius:

@ f@) =1, a=1,
1
(b) g(x) = Ziora1 b=0,
(c) h(x) = x%¥*1, c=0.
Aufgabe 7.2.4. (B) (LS)

Fiir welche x € R konvergiert die Potenzreihe

i%(\/nz +n— Vn2 + 1)nx”?
n=1
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7.3 Fourier-Reihen

Aufgabe 7.3.1. (A) (L)

Berechne die Fourier-Reihe der periodischen Funktion f, die fur0 < x <1
den Wert f(x) = x hat.

Aufgabe 7.3.2. (A) (LS)
Berechne die Fourier-Reihe der Funktion f(x) = |sin(2mx)|.

Aufgabe 7.3.3. (C)
Sei f : R — C periodisch und stetig und sei

1
oY) = fo fE+y) - FOld.

Zeige, dass die Fourier-Koeffizienten cx von f fiir k # 0 der Abschédtzung
el < %a) (i) geniigen.

Aufgabe 7.3.4. (B) (LS)

Gemafs Definition Ana-7.4.2 bezeichnen wir mit C(IR/Z) die Menge aller
periodischen stetigen Abbildungen f : R — R. Fiir ¢ € C.(R) sei fy(x) =

Ykez P(x + k).

Zeige, dass diese Summe auf jedem kompakten Intervall gleichmafSig
konvergiert und dass die resultierende Funktion f, in C(R/Z) liegt. Zeige
weiter, dass die so entstehende Abbildung

C(R) = CR/Z), = fp

surjektiv ist.
(Hinweis: Wahle eine Funktion ¢ € C.(R) mit ¢ > 0 ohne Nullstellen im

Intervall [0, 1]. Fiir gegebenes f € C.(R/Z) betrachte %)
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Aufgabe 7.3.5. (A) (LS)
Zeige:

(a) Die Funktion f(x) = e~ liegt im Schwartz-Raum und ist ihre eigene
Fourier-Transformierte, d.h., es gilt f = f.
(Hinweis: Zeige, f’(x) = —2nxf(x) und dass die Fourier-Transformierte
f dieselbe Gleichung erfiillt. Betrachte dann den Quotienten f/f.)

(b) Fiir t > 0sei O) = Y jez etk Zeige, dass fiir jedes t > 0

o) = %@(%)




Kapitel 8

Metrische Raume

8.1 Metrik und Vollstindigkeit

Aufgabe 8.1.1. (B) (L)

Sei S eine Menge, n € IN und sei X = S" das n-fache kartesische Produkt
von S mit sich selbst.

Zeige, dass
dix,y) =#i:x # yi)

eine Metrik auf X definiert.

Aufgabe 8.1.2. (B)

Sei X eine beliebige Menge. Sei d die diskrete Metrik wie in Beispiel Ana-
8.1.1. Esist also d(x, y) = 1 wenn x # y.

Zeige:

(a) disteine Metrik auf X. In dieser Metrik ist jede Teilmenge von X sowohl
offen als auch abgeschlossen.

(b) Jede in d konvergente Folge (x,) ist am Ende stationdr, d.h., es gibt ein
np so dass fiir n > ng gilt x,, = xy,.
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60 KAPITEL 8. METRISCHE RAUME

Aufgabe 8.1.3. (B)

Der Raum C([O, 1]) aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R sei mit der
Metrik d(f, g) = fol | f(x) - g(x)| dx versehen.

Zeige: Die Folge

0 x<1i,
— n 1 1 1
fn(X)— nx—i §<X<§+E,
1 x>3+1

ist eine Cauchy-Folge in C([O, 1]), aber nicht konvergent. Hier ein Bild des
Graphen:

NI—=
+
2=

N—=
[y

8.2 Metrische Topologie

Aufgabe 8.2.1. (B) L)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und a € X, sowie r > 0. Nach Lemma Ana-

8.2.4 ist der Ball B,(a) offen. Ist die Menge {x € X:d(x,a) < r} abgeschlossen?
Ist sie gleich dem Abschluss von B, (a)?

Aufgabe 8.2.2. (C)

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit diskret, falls es zujedem
Punkt a € A eine offene Umgebung U C X gibt, so dass AN U = {a}.

Ein Punkt p € X heifst Hiufungspunkt der Menge A C X, wenn jede
Umgebung U C X von p unendlich viele Elemente von A enthilt.
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(Warnung: Ein Haufungspunkt einer Teilmenge ist etwas anderes als ein
Haufungspunkt einer Folge, Definition 8.5.9.)

Zeige, dass eine abgeschlossene Teilmenge A C X genau dann diskret ist,
wenn sie keine Hiufungspunkte hat. Zeige ferner, dass diese Aussage ohne
die Voraussetzung der Abgeschlossenheit falsch ist.

Aufgabe 8.2.3. (C) (L)

Zwei Metriken dy,d> auf X heifien dquivalent, falls sie dieselbe Topologie
induzieren, d.h., falls eine Menge genau dann in der einen Metrik offen ist,
wenn sie es in der anderen ist.

Zeige:
(a) Zwei Metriken dy,d, sind genau dann dquivalent sind, wenn dieselben
Folgen in ihnen konvergieren, d.h., wenn fiir jede Folge (x,) in X gilt

(xy) konvergiertind; &  (x,) konvergiert in ds.
In diesem Fall stimmen auch die Limiten tiberein.

(b) Haben zwei dquivalente Metriken auch dieselben Cauchy-Folgen?

Aufgabe 8.2.4. (E) (LS)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei f : [0,00) — [0, 0) eine monoton
wachsende, subadditive Funktion, d.h., es gilt

fla+b) < fla)+ f(b)

fir alle x, y € [0, 00). Ferner sei x = 0 die einzige Nullstelle von f.

Zeige:
(a) df = f od ist ebenfalls eine Metrik.

(b) Jede monoton wachsende Funktion f : [0, c0) — [0, c0o) mit f(0) = 0, die
konkav ist, ist subadditiv. Hierbei heifst f konkav, wenn —f konvex ist,
wenn also gilt

fA=-tx+ty) > A -t)f(x) +tf(y)

firallex,y > 0undjedes0 <t < 1.
(c) Ist f zusétzlich stetig, dann ist d; dquivalent zu d.

(d) Jede Metrik ist zu einer beschrankten Metrik dquivalent.
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8.3 Stetigkeit

Aufgabe 8.3.1. (B)

Zeige, dass eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen genau
dann stetig ist, wenn es zu jeder in X konvergenten Folge x, — x eine
Teilfolge (x,, )ren gibt, so dass f(xy,) gegen f(x) konvergiert.

Aufgabe 8.3.2. (A)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und seia € X.

Zeige: Sind x, — x und y, — y konvergente Folgen in X, dann konvergiert
d(xn, yn) gegen d(x, y).

Aufgabe 8.3.3. (A)

Seien X, Y metrische Riume und f, g : X — Y stetig.

Zeige, dass die Menge A = {x eX: f(x)# g(x)} offen ist.

Aufgabe 8.3.4. (A)

Sei X ein metrischer Raum und f, eine Folge stetiger Funktionen auf X. Die
Folge konvergiert lokal gleichmiflig gegen eine Funktion f, wenn es zu
jedem x € X eine Umgebung U gibt, so dass die Folge auf U gleichmaflig
gegen f konvergiert.

Zeige, dass in diesem Fall die Funktion f stetig ist.

Aufgabe 8.3.5. (A)

Seien X, Y, Z metrische Rdume und f;, f»,... eine Folge von Abbildungen
X — Y, die gleichmiflig gegen ein f : X — Y konvergiert. Sei g : Y — Z
gleichmaflig stetig.

Zeige, dass die Folge g o f, gleichmifig gegen g o f konvergiert.
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8.4 Zusammenhang

Aufgabe 8.4.1. (B) (L)

Sei X ein metrischer Raum und seien A,B C X zusammenhéngende Teil-
mengen mit AN B # 0.

Zeige, dass die Vereinigung A U B ebenfalls zusammenhéangend ist.

Aufgabe 8.4.2. (C) (L)
Zeige, dass die Menge

:{( sin(ﬁ/x))‘0<XS1}U{(?):Itls1} c R

zusammenhdngend, aber nicht wegzusammenhéngend ist. (Siehe Defini-
tionen Ana-8.4.1 und Ana-8.4.6.)

Aufgabe 8.4.3. (C) (L)
Sei Q ¢ R? eine abzihlbar unendliche Teilmenge.

Zeige, dass X = R? \ Q ist mit der euklidischen Metrik auf R? wegzusam-
menhédngend ist.

(Hinweis: Sei Q = {q1, 42, ...}. Konstruiere induktiv zu jedem j € IN einen
Weg yj, der den ersten j Elementen ausweicht.)




64 KAPITEL 8. METRISCHE RAUME
8.5 Kompaktheit

Aufgabe 8.5.1. (B) (L)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei K C X nichtleer und kompakt. Fiir
x € X sei
di(x) = inf {d(x, k) : k € K}

der Abstand von x zu K.

Zeige, dass dk eine stetige Funktion auf X ist.

Aufgabe 8.5.2. (E) (LS)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Fiir eine Teilmenge A C X und
e >0 sei
Ue(A) = {x € X : d(x, A) < ¢

die e-Umgebung von A. Hierbei ist d(x, A) = inf,e4 d(x, a). Sei
K(X) = {K C X : kompakt }

das System aller kompakten Teilmengen von X. Fiir K,L € K(X) sei die
Hausdorff-Metrik definiert durch

du(K,L) = inf{e > 0: K C Ue(L) und L C U(K) }.

Zeige, dass dy in der Tat eine Metrik auf K(X) definiert und dass diese
Metrik vollstandig ist.

Aufgabe 8.5.3. (E) (LS)
Sei X = RN die Menge aller Folgen (1) jen reeller Zahlen.

Zeige:

(a) Die Vorschrift

[o¢]

1 laj—bjl
(@), ) = Z; 2 T+ bj
]:

definiert eine Metrik auf X.

(b) Eine Folge a, € X konvergiert genau dann gegen b € X in dieser Metrik,
wenn a, ; — b; fiir n — oo fiir jedes j gilt.
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(c) Der Raum (X, d) ist vollstandig.

(d) Der Raum (X, d) ist nicht kompakt.

Aufgabe 8.5.4. (B)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir zwei Teilmengen A,B C X sei der
Abstand der beiden gleich

dist(A, B) = inf{d(a,b) : a € A, b € B}.

Zeige:

(a) Seien A C X abgeschlossen, K ¢ X kompakt und es gelte AN K = 0.
Dann haben A und K positiven Anstand, also dist(4, K) > 0.

(b) Es ist moglich, dass zwei abgeschlossene, disjunkte Teilmengen Ab-
stand Null haben.

Aufgabe 8.5.5. (C) (L)

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und sei ¢ > 0.

(a) Eine Teilmenge F C X heifst e-separiert, falls d(e, f) > ¢ fiir allee # f in
F gilt.
Zeige, dass es ein N = N(¢) € N gibt, so dass fiir jede e-separierte
Teilmenge F C X gilt
|F| < N.

(b) Sei u(e) die minimale Anzahl von offenen Béllen B, (x), die nétig sind,
um X zu iiberdecken, also

.....

=1

Zeige, dass zwischen N(¢) und u(e) die Relation N(2¢) < u(e) < N (¢)
gilt.
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Aufgabe 8.5.6. (B)

(a) Sei (x,) eine Cauchy-Folge in einem metrischen Raum (X, d). Sei (x;,)
eine Teilfolge, die gegen einen Punkt x € X konvergiert.

Zeige, dass auch (x,) gegen x konvergiert.

(b) Beweise, dass jeder kompakte metrische Raum vollstdndig ist.

8.6 Normierte Vektorraume

Aufgabe 8.6.1. (C) (L)
Fiir eine n X n Matrix A € M,(R) sei [|Al| = / lei,an |A; j|* die euklidische

Matrixnorm.

(a) Zeige, dass diese Norm submultiplikativ ist, d.h. dass gilt ||AB|| <
Al IBII-

(b) Man sagt, dass eine Folge (A(V))VGN von Matrizen gegen eine Matrix A
konvergiert, wenn die Folge ||A(V) - A” gegen Null geht.
Zeige, dass dies genau dann der Fall ist, wenn fiir jedes Indexpaar (7, j)
mit 1 <i,j < n giltlimyoe AY) = A;.

(c) Wir sagen: eine Reihe ) ;7 A von n X n Matrizen konvergiert absolut,
falls },2, [JA"]] < oo gilt.

Beweise, dass jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

(d) Zeige, dass fiir eine gegebene Matrix A € M,,(C) die Reihe

[0e]

1
exp(A) = Z 17!AV

v=0
absolut konvergiert und dass fiir zwei Matrizen A, B mit AB = BA gilt
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Gib ein Beispiel, dass diese Aussage falsch wird, wenn man auf die
Bedingung AB = BA verzichtet.
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Aufgabe 8.6.2. (A)
Sei (V,||.]]) ein normierter Raum.

Zeige, dass die Norm ||.|| : V — C eine stetige Abbildung ist.
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Kapitel 9

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

9.1 Partielle Ableitungen

Aufgabe 9.1.1. (A) (L)

Bestimme die partiellen Ableitungen folgender Funktionen R* — R.

a) f(x,y)=x>+y> —3xy,

b) g(x,y) =sinx +siny + sin(x + y),

o) hx,y) = (1+22)".

9.2 Totale Differenzierbarkeit

Aufgabe 9.2.1. (B)

Sei n € IN. Man identifiziert den Vektorraum der n X n Matrizen M,,(IR)
mit R” und betrachtet die Exponentialabbildung exp : M, (R) — M, (RR),
exp(A) = Yo, L A", siehe Aufgabe 8.6.1.

n=0 n!
Zeige, dass diese Abbildung exp in jedem Punkt differenzierbar ist. Zeige,
weiter, dass ihre Differentialmatrix im Punkt A = 0 die n2 x n? Einheits-
matrix ist. (Betrachte die Potenzreihe.)
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Aufgabe 9.2.2. (B) (L)
Sei U = GL,(IR) die Menge aller invertierbaren Matrizen in M,,(IR).

Beweise, dass U eine offene Teilmenge von M,(R) = R" ist und dass
f:U— U, A A7l differenzierbar ist mit Differential

Df(A)B = -A"'BA™L.

Hierbei wird DF(A) als lineare Abbildung von M, (R) = R" in sich aufge-
fasst.

(Hinweis: Betrachte zundchst A = I, die Einheitsmatrix.)

Aufgabe 9.2.3. (A) (LS)
Sei F : R?> - RR? gegeben durch F(x, y) = (x> — 2, 2xy).

Berechne die Funktionalmatrix von F. Ist F surjektiv? Wieviele Urbildpunkte
hat ein gegebener Punkt (x, y) # (0,0)?

Aufgabe 9.2.4. (A)

Sei U C R" ein beschrankter offener Ball und f : U — R stetig differenzier-
bar. Es gebe eine Konstante K > 0 mit

|IDf)|| <K fiirallex € U.

Zeige, dass f beschrankt und gleichmaéfig stetig ist.

9.3 Kurven

Aufgabe 9.3.1. (A) (L)

Fiir welches a > 0 ist die Lange der Kurve
t
vq:10,1] = R3, t > (cos(at), sin(at), ;)

am kleinsten und welchen Wert nimmt sie dann an?
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Aufgabe 9.3.2. (A)

Seiena < bund ¢ < d in Rund sei f : [4,b] — [d, c] bijektiv und f, f~! seien
beide stetig differenzierbar. Sei y : [a,b] — R? die Kurve y £(t) = (t, f(1)).

Zeige, dass yy und y ;1 rektifizierbar sind und dieselbe Bogenldnge haben.

Aufgabe 9.3.3. (A) (L)
Zeige, dass die Helix

y:i[-n,n] — R3, t — (cos(t),sin(t), t)

rektifizierbar ist und berechne ihre Lange.

9.4 Taylor-Formel und lokale Extrema

Aufgabe 9.4.1. (A) (LS)
Bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion f : (0, 00) X (0, ) — R,

X—y

flx,y) =

x+y

im Punkt (1, 1) bis zu den Gliedern 2. Ordnung.

Aufgabe 9.4.2. (A) (L)

Bestimme die lokalen Extrema der folgenden Funktionen R2 > R.
@ flx,y)=(2+yPe .

(b) g(x, y) = sin(x) sin(y).
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9.5 Lokale Umkehrfunktionen

Aufgabe 9.5.1. (B) (L)

Es sei Q) = {x eER3:x1+x+x3 # —1} und die Abbildung f : Q — R3 sei
gegeben durch
1

X = X.
1+x1+x2+x3

(a) Berechne Df(x1, x2, x3).

(b) Bestimme das Bild f(Q), zeige Injektivitdt und gib die Umkehrabbil-
dung f7: f(Q) — Q explizit an.

(c) Bestimme die Differentialmatrix von 1.
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Kapitel 10

Mehrdimensionale
Integralrechnung

10.1 Parameterabhingige Integrale

Aufgabe 10.1.1. (A) (L)
Zeige:

(a) Fiir eine im Punkt (xo, xo) differenzierbare Funktion F : R> — R ist die
Funktion f(x) = F(x,x) in x = xo differenzierbar und es gilt f'(xp) =
D1F(xo, x0) + D2F(xo, x0)-

(b) Die Funktion
t elx

gt = : de

26 —e

ist fiir t > 0 differenzierbar und hat die Ableitung g¢’(f) =

Aufgabe 10.1.2. (A)

eZ (Lt (l+x )t

Sei f: R — R, f(t) = [, S dx.

Zeige, dass die Funktion f differenzierbar ist und die Ableitung f’(t) =
2

—2¢ 7t fot e du hat. Zeige weiter, dass gilt ( fot e du) = I - f(t) gilt.

Folgere, dass fooo e du = @
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Aufgabe 10.1.3. (A) (LS)

Sei k € IN und C’;(]R”) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : R" — R, fiir die D f beschrénkt ist fiir jedes & € INjj mit |a| < k.

Beweise:

(a) Die Abbildung

f ”f“k = Z sup{lD“f(x)I 1x € ]R”}

lal<k
ist eine Norm auf dem Vektorraum C]lj (R™).

(b) Der normierte Vektorraum (Clg (R™), ||/l ) ist vollstandig.

10.2 Stetige Funktionen mit kompakten Tragern

Aufgabe 10.2.1. (A) L)

Zeige, dass das Faltungs-Produkt (Definition Ana-10.2.12) assoziativ ist,
also dass fiir f, g,h € C.(R") gilt

(f*8)xh=fx(gxh).

Aufgabe 10.2.2. (A)
Sei f € C.(IR) und sein p(x) eine Polynomfunktion vom Grad n.

Beweise, dass das Faltungs-Integral f *p(x) fiir jedes x € R existiert (Defini-
tion Ana-10.2.12) und f * p ebenfalls eine Polynomfunktion vom Grad < n
ist.

Aufgabe 10.2.3. (B)

Sei C(IR/Z, R) die Menge aller periodischen stetigen Funktionen f : R — RR.
Seil : C(IR/Z,R) — R ein positives Funktional mit I(t,f) = I(f) fiir jedes
f € C(R/Z,R) und jedes a € R, wobei 7,f(x) = f(x — a) (siehe Definition
Ana-10.2.5).
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Zeige, dass es ein c > 0 gibt, so dass

1
1=c [ feax

(Hinweis: Fir ¢ € C.(R,R) betrachte die Funktion x +— )z ¢(x + k).
Verwende Aufgabe 7.3.4 und Satz Ana-10.2.9.)

Aufgabe 10.2.4. (B)

Sei f € CP(R,R) eine glatte Funktion mit kompaktem Trédger. Es gelte
f(x) > 0 fiir jedes x € R. Zeige, dass \/7 ebenfalls eine glatte Funktion ist.

(Hinweis: Taylor-Formel)

10.3 Die Transformationsformel

Aufgabe 10.3.1. (C) (L)

Fiir zwei Punkte x, y € R" sei
[x,y] = {(1—t)x+ty:0§t§1}

die Verbindungslinie zwischen x und y. Eine Teilmenge K C IR" heifst kon-
vex, falls fiir je zwei x, y € K gilt [x, y] C K.

Fiir gegebene vy, vy, ..., v, € R" sei die konvexe Hiille definiert durch

k n
COHV(Ul,.,.,'()k): thvj:tl,...,tkzolztj:]_ .
j=1 j=1
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Zeige:

(a) Die Menge conv(vy,...,v) ist die kleinste konvexe Menge, die die
Punkte vq, ..., v, enthilt.

(b) Es gilt

k n
conv(0,v1,...,7;) = thvj:tl,...,tkzo, ti<1
j=1 Jj=1

(c) Die Menge D = conv(0, vy, ..., ) enthdlt genau dann eine nichtleere
offene Menge, wenn vy, ..., v den Vektorraum R" aufspannen.

Aufgabe 10.3.2. (B) (L)

Sei K Cc R" kompakt mit vol(K) > 0, siehe Definition Ana-10.3.10. Sei weiter
v € R" ein Vektor mit ||[v]| = 1. Fir s € R sei

H» = {x eR" : {x,0) > s}
der Halbraum zu s und v, wobei (v, w) = vjw; + - -+ + v,w, das kanonische
Skalarprodukt auf dem Vektorraum IR"” bezeichnet.

Man beweise, dass fiir einen gegebenen Vektor v die Abbildung

R — [0,00)
s = vol(KNHspy)

stetig und monoton fallend ist. Man folgere, dass es ein sy € R gibt, so dass
vol(K N Hy, ) = vol(K N H_g; ).

In diesem Fall sagt man, dass der affine Unterraum A, = Hsy0o N H_g),—0
eine gerechte Teilung von K definiert. Ist sy eindeutig bestimmt?




10.3. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL 77

Aufgabe 10.3.3. (A) (LS)

Sei D die Menge aller (x, y) € R?> mitx,y > 0und x+y < 1. Sei R die Menge
aller (x,y) E R mit0<x+y<2und 0 <x -y <2.

D R

Berechne
f eV dxdy  und f(x2 — ) dxdy.
D R

Aufgabe 10.3.4. (A)

Fiir eine Basis vy, ..., v, des R" sei die abgeschlossene Fundamentalmasche
F = F(vq,...,v,) definiert als

Fo={to1+ + b0, :0< b, by S 1)
Hier ein Bild im Fall n = 2:

02

U1

Sei dann das Volumen der Basis definiert als das Volumen von # gemafs
Definition Ana-10.3.10, also vol(v,...,v,) = vol(F). Sei A die Matrix mit
Spalten vy, ..., v,.
Zeige:

vol(vy,...,v,) = |det(A)|.
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Aufgabe 10.3.5. (B)

(@) Sei K € R" ein Kompaktum mit K ¢ U C R” fiir einen Untervektor-
raum U # R"™.

Zeige, dass vol(K) = 0.
(b) Sei K c R" kompakt und konvex (siehe Aufgabe 10.3.1) und es gelte
0 ek

Zeige, dass vol(K) > 0 genau dann gilt, wenn K eine Basis des Vektor-
raums R" enthilt.

Aufgabe 10.3.6. (A)

SeiL = f_ o; e~ dx. Schreibe L2 = f_ o; f_ O:o e~ dy und benutze Polar-
koordinaten, um einen neuen Beweis von L = /i zu liefern.
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Kapitel 11

Gewohnliche
Differentialgleichungen

11.1 Existenz und Eindeutigkeit

Aufgabe 11.1.1. (B) (LS)

Das Picard-Lindel6f-Verfahren ist das folgende Iterationsverfahren, dasim
Beweis des Existenzsatzes Ana-11.1.10 verwendet wird. Ist U C RXIR" offen
und f : U — R" eine Abbildung, die einer lokalen Lipschitz-Bedingung
geniigt. Sei dann (a,v) € U. Man setzt

Po(¥) =v, Prra(x) =v+ f f(t, dr(t)) dt.

Dann konvergiert die Funktionenfolge (¢) lokal-gleichmifig gegen die
eindeutig bestimmte Losung ¢ des Anfangswertproblems

P = fx, o),  Pa) =0

Bestimme mit Hilfe des Picard-Lindel6f-Verfahrens die Losung des Glei-
chungssystems

Vi=-Y2, V=W
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = (1,0).
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Aufgabe 11.1.2. (A)

Sei f : RXR — R eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-
Bedingung gentigt. Es gelte

f=xy) ==f(xy)
firallex,y € R.

Zeige, dass jede Losung y : [-r,r] — R mit r > 0 der Differentialgleichung
Yy = f(x, y) eine gerade Funktion ist.

Aufgabe 11.1.3. (A)

Seien I, ] C R offene Intervalle, /1 : I — R sei stetig und g : ] — R sei stetig
differenzierbar.

Man beweise, dass fiir die Differentialgleichung

v =h(ngy), (ryelx]

die folgenden Aussagen gelten:

(@) Ist xgp € I und yg € J mit g(yo) = 0, dann ist ¢ : I — R mit ¢(x) = yo die
eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung mit ¢(xo) = yo.

(b) Sei ¢ : I; — R eine Losung auf einem Intervall I; c I. Gilt g(i(x1)) # 0
fir ein x1 € I1, dann ist g(y(x)) # 0 fur alle x € I;.

Aufgabe 11.1.4. (C) (L)

Sei f : R? - R eine stetige Funktion mit
xyf(x,y) <0 falls xy # 0.
Zeige, dass ¢ = 0 die einzige Losung der Gleichung v’ = f(x, y) auf R ist,

die ¢(0) = 0 erfiillt.
(Hinweis: Welche Vorzeichen hat f in den vier Quadranten?)
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Aufgabe 11.1.5. (B) (L)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung

y =@ -1y’

in einer Umgebung der Null.

Aufgabe 11.1.6. (A)

Sei y : R — R zweimal stetig differenzierbar und erfiille die Differential-
gleichung

y'=fty),

mit einer stetigen Funktion f : R?> — (0, o).

Beweise, dass es ein T € [—o0, 0] gibt, so dass y(t) im Intervall (—oo, T)
streng monoton fillt und im Intervall (T, o) streng monoton wéchst.

Aufgabe 11.1.7. (B)

Ein Seil soll einen schweren Kronleuchter in einer Kirche halten. Die Reifsfe-
stigkeit des Seils ist proportional zu seiner Querschnittsfliche. Das Gewicht
des Seils ist proportional zu seinem Volumen. Gesucht ist ein Seil, das den
Kronleuchter und sein eigenes Gewicht tragen kann. Sei Q(x) die minimale
Querschnittsfliche eines Seils in der Hohe x > 0 iiber dem Kronleuchter,
das diese Aufgabe erfiillt. Wir setzen Q(x) als stetig voraus.

Zeige, dass die Querschnittsfliche Q(x) von der Form Q(x) = goe™ sein
muss. Hierbei ist g9 die Grundquerschnittsfliche, die gebraucht wird um
den Kronleuchter zu tragen, c > 0 ist der Proportionalitdtsfaktor zwischen
Gewicht und Volumen des Seils.

Aufgabe 11.1.8. (B) (L)

Bestimme alle Losungen von
V= - Qt+Dy+1+t+1,

in einer Umgebung von to = 0. (Ansatz: y = t + u()™!)
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11.2 Lineare Differentialgleichungen

Aufgabe 11.2.1. (A) (LS)

Bestimme alle auf R definierten Losungen der Differentialgleichung

y =5y +t.

Aufgabe 11.2.2. (B) (LS)

Lose das Anfangswertproblem

ff=g+h
g =f+h
W=f+g

auf R mit den Anfangswerten f(0) = 1, g(0) = 2 und h(0) = 3.

Aufgabe 11.2.3. (E) (L)

Bestimme ein reelles Fundamentalsystem von Losungen fiir die Differenti-
algleichung

V=Y -y
und driicke die Losungen durch komplexe Exponentialfunktionen aus.

(Hinweis: Fiir C = ¢27/® Zeige man BC=-1und1+3+C=0)

Aufgabe 11.2.4. (B) (L)
Sei A : R — M, (R) eine differenzierbare Abbildung.
Zeige: Gilt A(t)A(s) = A(s)A(t) fir alle s,t € R, dann folgt A’(f)A(s) =
A(s)A’(t) fur alle s, t € R und

(exp(A(®)) = A'(H) exp(A(H).

Gib ein Beispiel, das zeigt, dass die Voraussetzung A(t)A(s) = A(s)A(t)
notwendig ist.
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Aufgabe 11.2.5. (A)
In einer Umgebung der Null in R betrachte die Differentialgleichung

F+h@)f = Af

fur eine Konstante A, wobei h eine gegebene glatte ungerade (h(—x) = —h(x))
Funktion ist, die in einer Umgebung der Null in R definiert ist.

Zeige, dass nicht jede Losung f eine gerade Funktion ist.

11.3 Trennung der Variablen

Aufgabe 11.3.1. (C) (L)

Bestimme die Losungen und die maximalen Existenzintervalle der An-
fangswertprobleme

@) y =<+t £>0, y(1) =0,

b) v =+1-13 teR  y0)=0,
© ¥y =+1-93 teR  y(0)=1.

Aufgabe 11.3.2. (A)

Zeige, dass y(t) = 3elF -2 die eindeutig bestimmte Losung des Anfangs-
wertproblems
Py =2+yin(0,00) mit y(1)=1

ist.
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Kapitel 12

Allgemeine Topologie

12.1 Abstrakte Topologie

Aufgabe 12.1.1. (A) (L)

Ein topologischer Raum X heifit T1-Raum, wenn alle einelementigen Teil-
mengen abgeschlossen sind.

Beweise, dass ein topologischer Raum X genau dann T1 ist wenn es zu je
zwei Punkten x # y von X eine offene Umgebung U von x gibt, die y nicht
enthalt.

Aufgabe 12.1.2. (C)

(Gerade mit doppeltem Nullpunkt) Sei Xop = R \ {0} und X = X, U {a,b},
wobei a und b zwei neue Punkte sind. Sei 7~ € P(X) das System aller
Teilmengen U C X so dass

(i) UnN X ist offen in der Topologie von R \ {0},
(ii) Ista € U oder b € U, dann gibt es ein ¢ > 0 so dass ((—e, €) N\ {O}) c u.
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86 KAPITEL 12. ALLGEMEINE TOPOLOGIE

Zeige, dass 7 eine Topologie auf X ist und dass X mit dieser Topologie kein
Hausdorff-Raum ist.

e

°)h

12.2 Stetigkeit

Aufgabe 12.2.1. (B) L)

Sei f : X — Y eine stetige Bijektion zwischen kompakten Hausdorff-Raum-
en.

Zeige, dass f ein Homdomorphismus ist.

Aufgabe 12.2.2. (B)

Eine stetige Abbildung f : X — Y heifsit eigentlich, wenn die Urbilder
kompakter Mengen kompakte Mengen sind. Seien X und Y Hausdorff-
Raume und seien X bzw. Y ihre Einpunkt-Kompaktifizierungen. Eine stetige
Abbildung f : X — Y wird durch f(cox) = ooy zu einer Abbildung f : X -
Y fortgesetzt.

Zeige, dass die Abbildung f genau dann stetig ist, wenn f eigentlich ist.

12.3 Kompaktheit und das Lemma von Urysohn

Aufgabe 12.3.1. (C) (L)
Sei C ein kompakter topologischer Raum und sei f : XXC — R eine stetige
Abbildung. Ist die Funktion

g: X - R, stup{f(x,c):CEC}

ebenfalls stetig?.
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Aufgabe 12.3.2. (C) (L)

Seien X, Y topologische Rdume und sei C(X,Y) die Menge aller stetigen
Abbildungen von X nach Y. Die Kompakt-Offen-Topologie auf C(X, Y) ist
die Topologie, die von allen Mengen der Form

LK, U) = {f € CX,Y) : f(K) c U]

erzeugt wird, wobei K € X kompakt und U C Y offen ist.

Man zeige: Ist Y ein metrischer Raum, dann konvergiert eine Folge f, €
C(X,Y) genau dann in der Kompakt-Offen-Topologie gegen ein f € C(X, Y),
wenn die Folge auf jeder kompakten Menge gleichméfiig konvergiert.

(Man muss verlangen, dass Y ein metrischer Raum ist, damit tiberhaupt
von gleichméfiiger Konvergenz gesprochen werden kann.)

Aufgabe 12.3.3. (A)

Es sei IN mit der diskreten Topologie versehen und N = NU {co} die
Einpunkt-Kompaktifizierung von IN.

Zeige, dass eine Menge A C N genau dann kompakt ist, wenn co € A oder
A endlich ist.

Aufgabe 12.3.4. (B)
Seien X, Y, Z lokalkompakte Hausdorff-Rdume.

Zeige, dass die Komposition c : C(X, Y) X C(Y, Z) — C(X, Z) eine stetige Ab-
bildung ist, wenn alle Abbildungsraume mit der Kompakt-Offen-Topologie
aus Aufgabe 12.3.2 versehen werden.
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12.4 Erzeuger

Aufgabe 12.4.1. (A) (L)

Sei (Xj)ier eine beliebige Familie topologischer Rdume und sei X = [];¢; X;
der Produktraum. Sei a € X ein fester Punkt.

Zeige, dass die Menge
D= {xEX:xj :ajfiirfastallejel}

dicht in X liegt.

Aufgabe 12.4.2. (A)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Zeige, dass die Abbildung d : X X X — IR stetig ist, wenn X X X mit der
Produkttopologie versehen wird.

Aufgabe 12.4.3. (A)
Sei (X;)ie eine Familie von Hausdorff-Raumen.

Zeige, dass das Produkt [, X; ebenfalls ein Hausdorff-Raum ist.

12.5 Der Satz von Stone-Weierstrafs

Aufgabe 12.5.1. (A) L)

Sei f : [0,1] — R stetig und es gelte fol ft"dt=0farallen =0,1,2....
Folgere, dass f = 0 ist.

Aufgabe 12.5.2. (E) (LS)

Sei 0 # T C R eine offene Teilmenge. Fiir t € T sei f; : [0,1] — C definiert
durch fi(x) = e@+’,
Zeige, dass V = Spann(f; : t € T) dicht in C([0, 1]) liegt.
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12.6 Die Sitze von Baire und Tietze

Aufgabe 12.6.1. (B) (L)

Zeige, dass der Banach-Raum V = C([0, 1], R) aller stetigen Funktionen f :
[0,1] — R Elemente enthilt, die an keinem Punkt von (0, 1) differenzierbar

sind.
Hinweis: Betrachte die Mengen
< n} .

fle+h) - f(x)
h

Ap = { f €V deo,1-1/n] Yie©,1/n)

12.7 Netze

Aufgabe 12.7.1. (C) (L)

(@) Sei (X;)ier eine Familie von topologischen Rdumen und sei X = [];; X;
der Produktraum.
Zeige, dass ein Netz (x4),ec4 in X genau dann gegen x € X konvergiert,
wenn jede Koordinate (x,)aca gegen x; konvergiert.

(b) Sei Y ein Hausdorff-Raum, X ein beliebiger topologischer Raum und
f : X — Y eine stetige Abbildung.

Zeige, dass der Graph G(f) = {(x, f(x) :x € X} eine abgeschlossene
Teilmenge von X X Y ist.

Aufgabe 12.7.2. (B) (L)

Sei S eine unendliche Menge und sei I die Menge aller endlichen Teilmengen
von S. Sei f : S — [0, o) eine beschrankte Abbildung und fiir jede endliche
Teilmenge E C S sei

fe = sup f(s).
seS
s¢E
Zeige:
(a) Die Menge I ist durch
E<XF & ECF

gerichtet.
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(b) Das Netz (fr)pe konvergiert genau dann gegen Null, wenn fiir jede
Folge (s)jen mit paarweise verschiedenen Folgegliedern gilt

lim f(s;) = 0.

j—)oo
(c) Der Ausdruck} s f(s) sei definiert durch

Zf(s) = supi(s).

s€S Eel sef

Dann sind dquivalent:

(i) Loes f(s) < oo

(ii) Die Menge S-o = {s €S: f(s) # 0} ist abzahlbar und fiir jede
Abzihlung (1) jen dieser Menge konvergiert die Summe Y 2, f(r).
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Kapitel 13

Mafstheorie

13.1 Sigma-Algebren

Aufgabe 13.1.1. (A) L)

Fiir n € N bezeichne A, ¢ P(IN) die von &, := {{1} 2%, ..., {n}} erzeugte
o-Algebra auf dem Grundraum X = IN.

Zeige, dass A, aus allen Mengen A C IN besteht, fiir die entweder A C
{1,2,...,n} oder A° C {1,2,...,n} gilt.

Ist |J A, eine o-Algebra auf IN?

n=1

Aufgabe 13.1.2. (A)

Sei X eine Menge und seien A; C X, i = 1, ..., n. Die symmetrische Differenz
AAB von Teilmengen von X (Ana-14.5.3) ist nach Aufgabe 14.5.3 assoziativ.

Zeige, dass die Menge
A =A1AAA . AA,

genau aus den x € X besteht, fiir die die Anzahl
I(x,A1,...,Ap)) =#{ieIN:i<n, xe€ A}
ungerade ist.

(Hinweis: Benutze Induktion nach n.)

91

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2021
A. Deitmar, Ubungsbuch zur Analysis, https://doi.org/10.1007/978-3-662-62860-7_13


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-662-62860-7_13&domain=pdf

92 KAPITEL 13. MASSTHEORIE

Aufgabe 13.1.3. (B) (L)

Sei (An)n>1 eine Folge von Teilmengen von X. Wir definieren den Limes
superior der Folge (A;) als die Menge

limsup A, = {x € X : x € A, fiir unendlich viele nn € ]N m U Ay

=00 n=1 k>n

und den Limes inferior als

11m1ann—{xeX es gibt np € N mit x € A, furallen>no :UﬂAk

n—o00
n=1k>n

Zeige:
C
(@) (lim sup An) = liminf AS,
n n
(b) Liimint, 4, = hm mf 14, und 1hmsup 4, =limsup1,,,

n—0oo

(c) liminfA, Nlimsup B,, C limsup (A, N By),
n n n

(d) (lim sup An) N (lim iann) = limsup (An \ Ap+1).

Aufgabe 13.1.4. (B) (L)

Sei X eine Menge. Eine Folge (A;),>1 von Teilmengen von X heift konvergent,
falls
limsup A, = hm 1nf A,

n—oo

In diesem Falle nennt man

lim A, :=limsup A, = liminf A,

n—-oo n—00 n—-oo

den Limes der Folge (A).>1 und sagt, die Folge (A;),>1 konvergiert gegen
lim A,.

n—oo

Weiterhin heifit die Folge von Mengen monoton wachsend, falls A, C A,
fur alle n € IN und monoton fallend, falls A, > A4 flir allen € IN.

Zeige:

(a) Jede monotone Folge von Teilmengen von X konvergiert.
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(b) Eine Folge (A;) konvergiert genau dann gegen A C X, wenn die Funk-
tionenfolge (14,) punktweise gegen 14 konvergiert. (Die Definition
von 14 wird in Ana-1.2.11 gegeben.)

(c) Eine Folge (A;)u>1 von Teilmengen von X konvergiert genau dann
gegen die leere Menge, wenn zu jedem x € X nur endlich viele n € IN

existieren mit x € A,,.

(d) Fiir zwei konvergente Folgen (A;).en und (By)nen von Teilmengen
einer Menge X konvergieren auch die Folgen

(A5), (AxNBy), (AysUBy).

Aufgabe 13.1.5. (C)
Zeige, dass eine 0-Algebra entweder endlich oder tiberabzéhlbar ist.

(Hinweis: Sei (X, A) ein Messraum. Fiir x € X betrachte (e, yea A.)

Aufgabe 13.1.6. (C)

Eine Partition der Menge X ist eine Familie (A;);c; nichtleerer Teilmengen
sodass AiNAj=0fallsi # jund X = ;g A;-

Zeige: Ist die o-Algebra A von einer Partition erzeugt, dann ist sie als o-
Algebra isomorph zu der abzédhlbar-coabzidhlbar-Algebra 8 auf einer Men-
ge Y. Dies soll bedeuten, dass es eine bijektive Abbildung ¢ : A — B gibt,
so dass fiir alle A, A;, Ay -+ - € A gilt

$(0) =0, P (A%) = p(A),

sowie

Zeige ferner: Ist X abzdhlbar, dann ist jede o-Algebra von einer Partition
erzeugt.
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13.2 Messbare Abbildungen

Aufgabe 13.2.1. (B) (L)

(a) (Initial-o-Algebra). Sei f; : X — X, i € I eine Familie von Abbildungen
in Messraume (X;, A;).

Zeige, dass es eine kleinste o-Algebra A auf X gibt, so dass alle f;
messbar werden. Diese heifst Initial-o-Algebra. Zeige ferner, dass Ab-
bildung g : Z — X von einem Messraum Z genau dann messbar ist,
wenn alle Kompositionen f; o ¢ messbar sind.

(b) (Final-o-Algebra). Sei f; : X; — X, i € I eine Familie von Abbildungen
von Messraumen (X;, A;).

Zeige, dass es eine grofite o-Algebra A auf X gibt, so dass alle f;
messbar sind. Diese heifst Final-o-Algebra. Zeige, dass eine Abbildung
g : X = Z in einen Messraum Z genau dann messbar ist, wenn alle
Kompositionen g o f; messbar sind.

Aufgabe 13.2.2. (B) L)

Sei (X, A, u) ein Maflraum und sei (f;) eine Folge messbarer Funktionen
fi: X—-R

Ist die Menge
{x € X : lim f;(x) existiert in [—oo, oo]}
)
messbar?
Aufgabe 13.2.3. (C) (LS)

Beweise oder widerlege: Ist f : X — X eine messbare Bijektion auf dem
Messraum (X, A), dann ist die Umkehrabbildung f~! ebenfalls messbar.

Aufgabe 13.2.4. (C) (LS)

Sei f : R — R und es gelte lim,, f(x,) = f(x) fiir jede monoton wachsende
konvergente Folge x,, /" x € R.

Zeige, dass f Borel-messbar ist.
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13.3 Mafie

Aufgabe 13.3.1. (A) (L)

Es sei (X, A, u) ein Mafiraum mit u(X) < oo und sei (A,)y>1 eine Folge
messbarer Teilmengen von X. Der Limes superior von Mengen ist in Auf-
gabe 13.1.3 definiert.

Zeige:
v (lim inf An) < liminf pu(A;) < limsup u(A,) < u (lim sup(An)) .
n—oo n—oo n—00 n—oo
Aufgabe 13.3.2. (E) (LS)

Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Die symmetrische Differenz AAB zweier Men-
gen A, B wurde in Ana-14.5.3 definiert, siehe auch Aufgabe 1.2.3.

Man zeige:

(a) Die Relation
A~B & uAAB)=0

ist eine Aquivalenzrelation auf A.
(b) Es gilt
A~B & esgibteine Nullmenge N so dass AUN = BUN.

(c) Ist u endlich, so ist die Abbildung
(IAL [B]) - d([A], [B]) = u(AAB)
wohldefiniert und ist eine Metrik auf der Menge M = A/ ~.

(d) Der metrische Raum (M, d) ist vollstandig.

Aufgabe 13.3.3. (B)

Sei p # 0 ein Maf3 auf der Borel-o-Algebra von R, welches nur die Werte 0
und 1 annimmt.

Zeige, dass es ein xp € R gibt, so dass
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Aufgabe 13.3.4. (B)
Sei (X, A, 1) ein Mafsraum.

(a) Seien Aj,..., A, messbare Mengen endlichen Mafles.

u CJA Z( 1)y ﬂAz),
i=1

iel
wobei die Summe tiber alle mchtleeren TeilmengenIvon{l, ..., n}lauft.

Zeige:

(b) Es sei (Aj)jen eine Folge messbarer Mengen. Fiir m € IN sei By, die
Menge der x € X, die in mindestens m der A; liegen.

Zeige, dass B, messbar ist und dass

u(Ba) < ~ Z u(A).

§

Aufgabe 13.3.5. (B)
Sei (X, A, i) ein Mafsraum mit p(X) < co. Fiir S C X sei
u'(S) = inf{u(A) : Sc Ae Al

Man zeige:
(a) Die Abbildung u* ist ein dufieres Maf3. Die o-Algebra der u*-mess-
baren Mengen, A", ist genau die u-Vervollstindigung A von A.

(b) Die Aussage von Teil (a) bleibt richtig, wenn u nur als o-endlich
vorausgesetzt wird und sie wird falsch, wenn man auf diese Voraus-
setzung verzichtet.

Aufgabe 13.3.6. (A)

Sei (X, A, u) ein Mafiraum und seien A, A, ... messbare Mengen. Es gelte
Yoreq MAg) < oo

Zeige, dass es eine Nullmenge N gibt, so dass fiir jedes x € X\ N die Menge
{keIN:xe Ay

endlich ist.
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13.4 Das Lebesgue-Mafs

Aufgabe 13.4.1. (A)

Seien (a,),en eine Folge in R und

a = liminfa, € [-o0,0), b =limsupa, € (—oo, c0].
n n

Zeige, dass a und b jeweils Limiten von geeigneten Teilfolgen von (a;), sind.

Aufgabe 13.4.2. (B) (L)

Sei A C R eine Teilmenge. Ein Punkt xp € R heifst Hiufungspunkt von A,
talls jede Umgebung U von xo unendlich viele Punkte aus A enthélt. (War-
nung: dieser Begriff unterscheidet sich vom Begriff des Haufungspunktes
einer Folge in Definition Ana-8.5.9.)

Sei A C R und sei H(A) die Menge der Haufungspunkte von A.
Zeige:

(a) Die Menge H(A) C R ist abgeschlossen.

(b) Die Menge A \ H(A) ist abzéhlbar.

(c) Sei A C R Lebesgue-messbar. Sei H(A) eine Nullmenge, dann ist A eine
Nullmenge. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 13.4.3. (B) (LS)

Eine Teilmenge P C R heifst perfekt, falls sie gleich der Menge ihrer
Haufungspunkte ist. Eine Teilmenge N C R heifst nirgends dicht, falls
ihr Abschluss N keine offene Menge # 0 enthlt.

Zeige, dass das Cantor-Diskontinuum C nirgends dicht und perfekt ist.

Aufgabe 13.4.4. (C)

Eine Teilmenge T C R heifit total messbar, wenn jede Teilmenge von T
Lebesgue-messbar ist.
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Zeige, dass eine Menge T genau dann total messbar ist, wenn T eine
Lebesgue-Nullmenge ist.

(Hinweis: Man orientiere sich an dem Beweis von Satz Ana-13.4.15.)

Aufgabe 13.4.5. (B) (LS)

Sei f : R — R stetig differenzierbar und sei
A={xeR: f(x)=0}.

Zeige, dass f(A) eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Aufgabe 13.4.6. (B)

Zeige, dass es fiir jedes 0 < a < 1 eine kompakte Menge C C [0, 1] gibt, so
dass

(a) A(C)=aund

(b) C enthilt kein Intervall positiver Lange.

(Hinweis: Man orientiere sich an der Konstruktion des Cantorschen Dis-
kontinuums. Man entferne nur bei jedem Schritt weniger als ein Drittel.)

Aufgabe 13.4.7. (A)
Sei (X, A, i) ein Mafsraum.

Zeige, dass die Vervollstindigung A aus Satz Ana-13.4.21 (siche auch
Definition Ana-13.4.22) in folgendem Sinne minimal ist: Ist (X, B,v) ein
vollstandiger Mafiraum mit 8 O A, so dass v das Maf3 i fortsetzt, dann ist

AcCB.

Aufgabe 13.4.8. (C) (L)

Sei (X, A, u) ein Maflraum mit p(X) < co und sei f : X — [-o0, 0] eine
Funktion.
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Zeige, dass es eine Lebesgue-messbare Funktion f* : X — [—oo, o] gibt, so
dass f* > f und f* ist minimal mit dieser Eigenschaft, genauer: fiir jede
Lebesgue-messbare Funktion & : X — [—oco,c0] mit h > f gilt p-fast tiberall
h > f*. Man nennt f* die messbare obere Hiille zu f.




Kapitel 14

Integration

14.1 Integrierbarkeit und Konvergenzsitze

Aufgabe 14.1.1. (B) (L)
Sei X eine Menge und sei i : P(X) — [0, o] das Zahlmaf.
Zeige, dass fiir jede Funktion f : X — [0, co) gilt

sup Zf(x):‘f);fdy.

EcX
E endlich *<F

Man schreibt in diesem Fall auch ).,y f(x) fiir dieses Integral.

Aufgabe 14.1.2. (A)
Seien (X, A, 1) ein Mafiraum und f : X — [0, oo] messbar.
Zeige:

(a) Bezeichnet {f > t} fiir t > 0 die Menge aller x € X, fiir die f(x) > t ist,
dann gilt

1
w(tr=n) < ¢ [ st

(b) Ist f integrierbar, so gilt y( {f = 00}) =0.
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Aufgabe 14.1.3. (E) (LS)

(a) SeienI C R ein offenes Intervall und @ # K C I kompakt.
Zeige, dass es eine Folge stetiger Funktionen g, mit kompakten
Tragern in I gibt, die monoton von oben gegen 1x konvergiert.

(b) Seien A, B Lebesgue-messbare Teilmengen von R mit endlichem Maf.

Zeige, dass die Funktion
fap:x = AAN(x+ B))

stetig ist, wobei A das Lebesgue-Mafs bezeichnet.

(Hinweis: Stelle f4p als Integral dar und benutze die Regularitat des
Lebesgue-MafSes.)

Aufgabe 14.1.4. (A)
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum mit p(X) < oo.

Zeige, dass eine messbare Funktion f : X — C genau dann integrierbar ist,

wenn
(o)
2 (iA1= )
n=1

Aufgabe 14.1.5. (B) (LS)
Sei A das Lebesgue-Maf$ auf R und sei f : R — R Lebesgue-integrierbar.

Zeige:
lim f(x+n)=0= lim f(x —n)
n—o0 n—o0

fiir A-fast alle x € R.

Aufgabe 14.1.6. (B) (LS)

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum mit u(X) < oo und sei (f;) eine Folge messbarer
Funktionen f] : X = R, die punktweise gegen f : X — R konvergiert.

Zeige, dass fiir jedes ¢ > 0 ein Q) € A existiert, so dass u(Q)S) < ¢ und die
Folge f; gleichmifig auf (), gegen f konvergiert.
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Aufgabe 14.1.7. (B) (LS)

Sei (X, A, u) ein Mafsraum und (X, §l, ZD seine Vervollstindigung wie in Satz
Ana-13.4.21.

Zeige, dasses zujedem f € L} (ﬁ) ein ¢ € L1(u) gibt, sodass f = gauBerhalb
einer u-Nullmenge. Fiir jedes B € A gilt:

fodﬁ=fBgdu-

Aufgabe 14.1.8. (C)

Seien g, f, : X — R messbare Funktionen auf einem Mafsraum (X, A, p).
Schreibe g_ := max(0, —g). Es gelte fX g-du <ocound g < f, fiirjedes n € IN.

Man beweise, dass

ffdyﬁliminfffndy,
X n—o0 X

wenn f = liminf, f,.

(Hinweis: Die Funktion f,, — g ist positiv.)

Aufgabe 14.1.9. (B) L)

Sei (X, A, u) ein Maflraum und sei (f;) eine Folge messbarer Funktionen
X — IR, die fast tiberall gegen f : X — IR konvergiert. Weiter gebe es
Funktionen hj, h € Ll(y) so dass |f;| < hj, sowie |f| < hund h; konvergiert in

LY(u) gegen h.
limffjdp:ffdp.
7 JX X

Aufgabe 14.1.10. (B) (LS)

Zeige:

Sei f : X — [0, o0) eine messbare Funktion.

limnflog(l+j—f)dlu:ffd[u.
n—eo Jx n X

Zeige:
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Aufgabe 14.1.11. (B) (LS)

Es sei (7)) jen eine Abzdhlung von Q N [0, 1] und fiir n € Ny, x € [0, 1] sei

fil) = Y 2 = (L= (o= )
k=1

Ist g = Y.~ fu integrierbar tiber [0, 1]?

Aufgabe 14.1.12. (A)

Sei (X, A) ein Messraum. Seien (i, u1, li2, ... endliche Mafe auf X, so dass
tiir jedes messbare A C X die Folge (uj(A)) gegen u(A) konvergiert.

Zeige, dass fiir jede beschrankte messbare Funktion f gilt
hmffd#j:ffd#-

Aufgabe 14.1.13. (E) (L)

Die Funktion f : [1, 00) — C sei integrierbar.
Beweise, dass fiir A-fast alle x € [1, o0) gilt

f(nx)

n—eo 1 + log(n) ke

14.2 Parameter und Riemann-Integrale

Aufgabe 14.2.1. (B) (L)
Sei A das Lebesgue-Maf8 auf R und f € L1(A).
Zeige, dass die Funktion F : [0, c0) = C

F(x) := f fdA

(0]

gleichmaflig stetig ist.
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Aufgabe 14.2.2. (B) (LS)

Zeige, dass die Gamma-Funktion (Definition Ana-6.4.9) auf dem Intervall
(0, o) differenzierbar ist.

Aufgabe 14.2.3. (B) (LS)

(Substitution) Seien I, | offene Intervalle, f : I — (0, o) eine messbare Funk-
tion und ¢ : | — I eine monoton wachsende, surjektive, stetig differenzier-
bare Funktion.

Man zeige:

f] f (ﬁb(t))gb’(t)dA(t) = fl F(x) dA(x).

Aufgabe 14.2.4. (E)
Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [4,b] — R eine beschrankte Funktion.

Zeige, dass die folgenden Punkte (a) und (b) dquivalent sind.

(a) fist Riemann-integrierbar,

(b) f ist stetig ausserhalb einer Nullmenge.

14.3 Der Rieszsche Darstellungssatz

Aufgabe 14.3.1. (B) (L)
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum.

Zeige, dassjedes positive Funktional P : C¢(X) — Cin der Supremumsnorm
stetig ist, siehe Definition 14.4.1. Das bedeutet, dass es ein C > 0 gibt, so
dass fiir jedes f € C.(X) die Abschidtzung |P(f)| < C|| f||X gilt. Hierbei

ist || f ||X = sup,.x|f(x)| die Supremumsnorm. Zeige ferner, dass dieselbe
Aussage fiir einen lokalkompakten Raum falsch sein kann.




Kapitel 15

Rdume integrierbarer
Funktionen

15.1 Hilbert-Raume

Aufgabe 15.1.1. (B) (L)

Gib ein Beispiel eines Hilbert-Raums H und zweier abgeschlossener Un-
terrdaume VW C H so dass VNW = 0 aber V + W nicht abgeschlossen
ist.

Aufgabe 15.1.2. (A) (LS)

Zeige, dass zwei Hilbert-Rdume V, W genau dann unitdr-isomorph sind,
wenn sie Orthonormalbasen gleicher Machtigkeit haben.

Aufgabe 15.1.3. (A)

Seih : R/Z — C stetig und seien (cx)iez) die Fourier-Koeffizienten. Es gelte
Ykez lcxl < oo.

Zeige, dass fiir jeden Punkt x € R gilt hi(x) = Y4z cre?™*~.
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Aufgabe 15.1.4. (C) (L)

Sei V ein normierter Raum und sei (v;);c; eine Familie von Vektoren. Fiir
jede endliche Teilmenge E C I sei vg = ) ;cr vi. Die Menge aller endlichen
Teilmengen von I ist durch Inklusion partiell geordnet und E + vf ist ein
Netz in V. Man schreibt }_;.; v; = v falls dieses Netz gegen v konvergiert.
In diesem Fall sagt man auch, die Familie (v;);c; ist summierbar, oder die
Summe };; v; existiert und ist gleich v.

Beweise, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
@) Liervi =0,

(b) Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine endliche Menge Ey C I gibt, so dass fiir
jede endliche Menge Eqg C E C I gilt

Yo

ieE

< €.

(c) Nur abzihlbar viele der v; sind ungleich Null und die Summe {iber
diese konvergiert in V in jeder beliebigen Reihenfolge.

Aufgabe 15.1.5. (B) (LS)
Zeige:
(a) Ist H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (., .), dann ist

HxH—-C, (v, w) > (v, w)

eine stetige Abbildung.
(Hinweis: die aus der Linearen Algebra bekannte Cauchy-Schwarz-
Ungleichung kann benutzt werden.)

(b) Sei M eine Teilmenge eines Hilbert-Raums H, dann ist
M* = {v eH: (v,m)= ovmeM}
ein abgeschlossener Untervektorraum von H.
(c) Fiir einen Untervektorraum L C H eines Hilbert-Raums sind dquivalent
(i) L ist abgeschlossen, ({i)H=Le&L*.

(d) Sei H ein Hilbert-Raum und U C H eine abgeschlossener Unterraum.
Firve HseiA = v+U := {v + u : u € U} der affine Raum mit Ortsvektor
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v und linearem Teil U. Dann existiert genau ein ag € A, so dass ||ag|| =
infgea [lall.

15.2 Vollstindigkeit

Aufgabe 15.2.1. (E) (L)

Sei A die Menge aller Funktionen f : R — C, fiir die es a5 € C, k € Z mit
Ykez laxl < oo gibt, so dass fiir jedes x € R gilt

f() = Z ek
keZ.
Zeige:
(a) Die Vorschrift
”f”ﬁ Z|ﬂkl, flx) = Z e2mikx
keZ

definiert eine Norm auf A, die A zu einem vollstindigen Raum macht.

(b) Sind f, g € A, dann liegt auch die Funktion h(x) = f(x)g(x) in A und es
gilt < ]l

(c) Seio >0und f €e Amitd < f < 1.Sei g =1— f. Die Reihe }. " ¢"
konvergiert absolut in der Norm ||-|| 5.

(d) (Wiener Lemma) Sei f € A mit der Eigenschaft, dass f(x) # O fiir jedes
x € R. Dann liegt die Funktion 1/ f ebenfalls in A.

Aufgabe 15.2.2. (B)

Fiir einen Mafiraum (X, A, u) zeige man:

(a) Sei s eine einfache Funktion s = Z?:l cila; mit Ay, ..., A, paarweise
disjunkt und ¢; # 0 fiir jedes j. Dann gilt

sintegrierbar &  u(A)) < oo fiir jedes j.

(b) Der Vektorraum S der einfachen integrierbaren Funktionen liegt dicht
in LP(u) fiir jedes gegebene 1 < p < oo.
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Aufgabe 15.2.3. (B)
Sei (X, A, i) ein Mafsraum und f € LF(u) N L9(u), wobeil < p < g < oo.
Zeige, dass fiir jedes r € [p, q] gilt

Al < I A
wobei
1 A 1-A
- = — 4 —
rop q

(Hinweis: Verwende die Holder-Ungleichung.)

15.3 Der Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym

Aufgabe 15.3.1. (C) (LS)
Es sei u ein endliches Mafd auf X und 1 <p,q < oo,

LP(u) = L)

in dem Sinne, dass zu jedem beschrankten linearen Funktional A : LF(u) —
C (siehe Definition Ana-15.4.7) ein eindeutig bestimmtes g € L9(u) existiert,
so dass

1,1 _ :
p t g = 1. Zeige, dass

A= [ fodu

Aufgabe 15.3.2. (A)
Es seien (X, A) ein Mafiraum und v, p signierte Mafle auf ‘A.

Man zeige:
(a) Fir A € A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Aisteine v-Nullmenge.
(i) A isteine v*- und eine v~-Nullmenge.
(iii) A ist eine [v|-Nullmenge.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

i vdip, (i) v*Lpundv™ Lp,
(i) Wl Lp, @iv) vl L lpl.
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Aufgabe 15.3.3. (B)

Essei A das Lebesgue-Mafi auf der Borel-o-Algebra 8von [0, 1].Sei C C [0, 1]
das Cantor-Diskontinuum und sei F : C — [0, 1] gegeben durch

r [i 2xi3_i] = i xi27"
i=1

i=1

Zeige, dass die Abbildung F monoton wachsend und bijektiv ist. Zeige
ferner, dass sie Borel-messbar ist und dass sie Borel-messbare Mengen auf
Borel-messbare Mengen abbildet. Zeige schliefilich, dass die Vorschrift

w(A) = A (EANC)

ein Borel-Maf3 u auf [0, 1] definiert, welches die folgenden Eigenschaften
hat:

e ulA,

° y({x}) = 0 fiir jedes x € [0, 1],

o u([0,1])=1.

Aufgabe 15.3.4. (B)

Es sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und u ein Radon-Maf3 auf
X. Der Trager (engl.: support) von u ist die Teilmenge

supp(u) = {x € X : u(U) > 0 fiir jede offene Umgebung U von x}.

Zeige, dass ein x € X genau dann in supp(u) liegt, wenn fiir jedes 0 < f €
Ce(X) mit f(x) > 0 gilt [, f du > 0.
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Kapitel 16

Produktintegral

16.1 Produktmafie

Aufgabe 16.1.1. (B) (L)
Sei (X, A, 1) ein Mafsraum und sei f : X — [0, ) eine messbare Funktion.

Zeige, dass die Menge
V() ={y) e XxR:0<y < f(x)]

messbar ist und dass gilt

ue A(V(f) = fX fdu.

Aufgabe 16.1.2. (B) (LS)
Sei f : R — R Lebesgue-messbar.
Zeige, dass der Graph G(f) von f eine Nullmenge in IR? ist.

(Hinweis: Beachte das Cavalierische Prinzip, Lemma Ana-16.3.2)

Aufgabe 16.1.3. (E) (L)

Sei X eine iiberabzdhlbare Menge und sei A die o-Algebra, die von den
abzéhlbaren Teilmengen von X erzeugt wird.

Beweise oder widerlege: Die Diagonale A = {(x, X); X € X} liegt in A® A.
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Aufgabe 16.1.4. (C) (L)

Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum mit abzdhlbar erzeugter Topo-
logie. (Siehe Ana-12.1.2, Ana-12.3.5 Ana-12.4.2)

Zeige:

(a) X ist o-kompakt, d.h. es gibt kompakte Mengen K, Ky, --- C X so dass

(b) Jedes endliche Borel-Maf3 auf X ist ein ein Radon-Ma£3.

16.2 Der Satz von Fubini

Aufgabe 16.2.1. (A) (L)
Sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (11/2,0) und (1t/2, 1t/2).

Berechne das Integral der Funktion f(x, y) = %(x) tiber D.

Aufgabe 16.2.2. (A) (LS)

Stelle eine Formel fiir

k kn
f ' dA (x)
[allbl]x'“x[ﬂnzbﬂ]

auf und beweise sie mit Hilfe des Satzes von Fubini.

Aufgabe 16.2.3. (B) (LS)
Sei A das Lebesgue-Maf} auf R und f, g € L!(A).

Zeige, dass das Faltungsintegral f = g(x) = fIR f(x—=1v)g(y) dA(y) fast tiberall
in x konvergiert. Definiere eine Funktion x - f * g(x) durch dieses Integral,
falls es konvergiert und Null sonst.

Zeige, dass diese Funktion messbar ist und dass || f= g”1 < || f ||1 || g”1 gilt.
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Aufgabe 16.2.4. (B)
Sei f : (0, 00) — R stetig mit kompaktem Trager. Es gelte fooo f(t)ydt =0.

Beweise, dass fiir jedes a > 0 die Identitdt

foa(famf(xy)dy) dx_fam(j:f(xy)dx) dy = j{;mf(t)log(t)dt
gilt.

(Dies zeigt, dass der Satz von Fubini fiir uneigentliche Integrale nicht gilt.)

Aufgabe 16.2.5. (A) (LS)
Ll x—y
dxd
fo fo crpp Y
Ll xoy
dydx.
fo fo Gryp !

Berechne die Integrale

und

Was folgt?

Aufgabe 16.2.6. (B) (LS)
Sei U ¢ R? offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
Man benutze den Satz von Fubini, um zu beweisen, dass

Jd o Jd o
g@f(x, y) = @@ﬂx’ ).

Aufgabe 16.2.7. (E)
Sei g : (0, 0) — [0, o0) stetig so dass

[ swparen <o
(0,1)x(1,00)

Zeige, dass ¢ konstant gleich Null ist.
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Aufgabe 16.2.8. (C)
Zeige, dass die n-dimensionale Einheitskugel B}(0) c R" das Volumen

n

T(2

An (B'f (0)) = m
2

besitzt. Folgere, dass dieses Volumen gegen Null geht fiir n — oo.

(Hinweis: Benutze Induktion nach # und den Satz von Fubini.)
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Differentialformen

17.1 Mannigfaltigkeiten

Aufgabe 17.1.1. (B) (L)

Sei @ € R und sei M,, die Menge aller (x, y,z) in R3 mit x2 + y2 =22 + a mit
der Teilraumtopologie des R® ausgestattet.

Fiir welche a € R ist M, eine Mannigfaltigkeit?

Aufgabe 17.1.2. (A)
Sei ¢ > 0 und sei B C R" eine offene Kugel. Ferner sei K C B kompakt.

Zeige, dass es einen Homoomorphismus f : R" — R" gibt, so dass f(x) = x
fir x ¢ B gilt und dass f(K) einen Durchmesser < ¢ hat.

Aufgabe 17.1.3. (B) (LS)

Ist die Menge
M= {(sin(Zt), cos(t)):0<t < Zn}

eine Mannigfaltigkeit im R2?
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17.2 Derivationen

Aufgabe 17.2.1. (A)
Sei M eine Mannigfaltigkeit.
Zeige, dass die Algebra

CM) = {f:M—>IR:fstetig}

keine nicht-trivialen Derivationen hat. Mit anderen Worten: Fiir jede lineare
Abbildung D : C(M) — C(M) die der Produktregel gentigt, gilt bereits
D=0.

(Hinweis: Zeige, dass D(fy) = 0 fiir eine konstante Funktion fy. Zeige, dann,
dass f(xg) = 0 = D(f?)(xo) = 0 und folgere hieraus, dass f(xp) = 0 =
D(f)(xo) =0 fur f > 0.)

17.3 Vektorfelder

Aufgabe 17.3.1. (A)

(a) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und seien seien X,Y : C*(M) —
C*(M) Derivationen (Definition Ana-17.2.7), also glatte Vektorfelder.

Man zeige, dass

[X, Y] =XoY—-YoX
ebenfalls eine Derivation ist. Man nennt [X, Y] die Kommutatorklam-
mer oder Lie-Klammer von X und Y.

(b) Auf der Mannigfaltigkeit M = IR" definieren die Koordinaten-Ablei-
tungen X; = Bixj Vektorfelder. Nach dem Satz von Schwarz (Ana-9.1.3)

vertauschen diese Vektorfelder miteinander, also gilt [X;, X;] = 0 fiir
allel < jk<n.

Zeige: Ist X ein glattes Vektorfeld auf R" mit
(X, Xj]=0

fiir jedes 1 < j < n, so ist X eine Linearkombination der Xj, ..., X,,.
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Aufgabe 17.3.2. (B) (L)

Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Ein Differentialoperator
D ist eine lineare Abbildung D : C*(M) — C*(M) so dass es fiir jedes lokale
Koordinatensystem (xi, ..., x,) glatte Funktionen a;(x) gibt so dass fiir jedes
feC®M) gilt

Df() = ), a(®)if(),

keINj

wobei die Summe tiber alle k = (ky,...,k;,) € ING lauft und

8k1 akn
o flx) = — - —f(x).
kf( ) axlil 8xﬁ" f( )

Fiir M = IR? ist ein Beispiel gegeben durch Df(x, y) = ng(x, Y+y ;gy (x, v).

Man macht sich leicht klar, dass die Koordinatenfunktionen a; durch den
Differentialoperator D eindeutig festgelegt sind. Die Ordnung des Diffe-
rentialoperators Jy ist die ganze Zahl

ord(dy) = ki + -+ + k.

Die Ordnung von D ist das Supremum aller Ordnungen der J, die a; # 0
erfiillen. Die Ordnung kann +oo sein.

Man zeige:
(@) Jedes glatte Vektorfeld X : C*(M) — C*(M) ist ein Differentialoperator
der Ordnung 1.

(b) Ein Differentialoperator D auf M ist genau dann ein Vektorfeld, wenn
er Ordnung 1 hat und wenn D(f) = 0 fiir jede konstante Funktion f gilt.

17.4 Multilineare Algebra und Differentialformen

Aufgabe 17.4.1. (B)
Sei V ein reeller Vektorraum und seien a € Alt‘ V, g € Alt' V.

Zeige, dass
aAp=(-D"gAa.
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Aufgabe 17.4.2. (B)

Fiir einen endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V zeige man:

(a) Die Abbildung ¢ : V — V*, gegeben durch
P()(a) = a(v)
ist ein Isomorphismus reeller Vektorraume.
(b) Seien ay,...,a; Elemente des Dualraums V*. Dann gilt

ai,...,asind linear abhidngig & aj A---Aag=0.

Aufgabe 17.4.3. (A)

Eine Lie-Algebra iiber R ist ein reeller Vektorraum L mit einer Abbildung
[,.]J:LXL—>L

so dass

(a) [.,.] bilinear ist,
(b) [X, X] = 0 fiir jedes X € L gilt und
(c) die Jacobi-Identitit:
(XY ZI1+ [V [Z XIT+[Z[X, Y]] =0
erfiillt ist.
Zeige, dass der Vektorraum L = M,,(IR) der reellen n X n Matrizen durch die

Kommutatorklammer
[A,B] = AB—-BA

zu einer Lie-Algebra wird.

Aufgabe 17.4.4. (B) (L)
Sei M =S'.Seip: R — M, t+ e Sein(t) = dt in Q'(R).

Zeige, dass eine 1-Form w € Q!(M) existiert, so dass 1 = p*w. Zeige, weiter
dass dw = 0 aber w # df fiir alle f € C*(M).
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Aufgabe 17.4.5. (A) (LS)
Seien w(x, y) = ydx und n(x, y) = ydy in QY(R?).

Berechne w A 1, dw und dn.

Aufgabe 17.4.6. (B) (L)

Sei U C R" offen und ¢ : U — RR™ eine glatte Funktion, so dass ¢(U)
Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension < # ist.

Zeige, dass ¢"w = 0 fiir jedes w € Q' (R™).

Aufgabe 17.4.7. (A)
Sei w(x) = f(x)dx eine 1-Form auf R. Sei ¢ : R — R eine glatte Abbildung.

Zeige, dass ¢"w(x) = f (qb(x)) ¢’ (x)dx.

Aufgabe 17.4.8. (A)

Sei0 < k < n. Der -Operatorist die lineare Abbildung diejedem w € QF(R™)
eine (n — k)-Form *w € Q" ¥(R") zuordnet und durch die Eigenschaft

#H(g(x)dxy Ao Ndxp) = g(x)dx; Ao ANdx;,

falls {iy, ..., i, ix+1,- - -, in} eine gerade Permutation von {1,2,...,n} ist und
g € C*(R"), eindeutig festgelegt ist.

Zeige: Ist f : R" — R eine C2-Funktion, so gilt

dxd(f) = (Af)dxy A+ Adxy,
wobei A der Laplace-Operator ist:

S S

2 2"
Ix; ax;,

Af
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Kapitel 18

Der Satz von Stokes

18.1 Orientierung

Aufgabe 18.1.1. (C) (L)
Sei M C RN eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 7.
Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) M ist orientierbar.

(b) Es existiert ein glatter Atlas (U;, ¢;)er, so dass

det(%) >0 auf UNV
dY;
fiir alle Koordinatensysteme (U, x1, ..., x;) und (V, y1,...,y,) des At-

las.

(c) Es existiert eine glatte n-Form w € Q"(M) mit w;, # 0 fiir alle p € M.

Aufgabe 18.1.2. (B) (L)

Sei n = 2. Sei D die Menge aller (x,y) € R? mit y > sin(%), falls x # 0 und
y > 1, falls x = 0. Dann ist D C R? offen und der Rand ist der Graph der
Funktion 0 # x — sin(}—c) vereinigt mit {0} x [-1,1].

Zeige: Liegt ein Punkt auf dem Graph, so ist er ein glatter Randpunkt,
aber alle verbleibenden Randpunkte sind nicht glatt. (Siehe Definition Ana-
18.4.1))
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18.2 Integration

Aufgabe 18.2.1. (B) (LS)

Sei A C R" eine offene Menge mit glattem Rand und kompaktem Abschluss
A C R™. Sei w € QF(R") eine Differentialform und es gelte

fa)/\*a)zo,
A

wobei » den Operator aus Aufgabe 17.4.8 bezeichnet.

Beweise, dass die Form w auf A identisch verschwindet.

Aufgabe 18.2.2. (A)

Sei M = S! c R? die 1-Sphére, orientiert durch das dufSere Normalenfeld.
Sei n die 1-Form auf R?, gegeben durch 1(x, y) = xdx. Sei i : M — R? die
Inklusion und sei w = i*n.

Zeige, dass fM w = 0.

Aufgabe 18.2.3. (A)
Auf dem RR3 sei die 2-Differentialform w durch

w=—(z% +e“)dx Ady + 2xzdy Adz +dz A dx
gegeben.

Zeige, dass w exakt ist.

18.3 Der Fixpunktsatz von Brouwer

Aufgabe 18.3.1. (E) (L)

Sei K ¢ R" kompakt und konvex (Aufgabe 10.3.1) und K habe innere
Punkte, siehe Definition Ana-8.2.18.

Zeige, dass die Menge K zum abgeschlossenen Einheitsball B = B1(0) ¢ R”
homoomorph ist
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Aufgabe 18.3.2. (C) (LS)
Sei A € M,,(IR) eine reelle Matrix, deren Eintradge alle > 0 sind.

Zeige, dass A einen Eigenwert > 0 hat mit einem Eigenvektor, dessen Ein-
trdge alle > 0 sind.

Aufgabe 18.3.3. (A) (L)
Sei w € Q'(IR?) definiert durch

23 7
W = Y dx + ad
22 +2 x?+1

dy.

Berechne dw und fQ dw, wobei Q das Innere des Quadrats mit den Ecken
(0,0),(0,2),(2,0),(2,2) bezeichnet.




Kapitel 19

Holomorphe Funktionen

19.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Aufgabe 19.1.1. (B) (L)
Sei D c C offen und f : D — C eine Funktion.

Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(a) fistinz e D komplex differenzierbar,

(b) fistinz € D reell total differenzierbar und die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen sind erfiillt,

(c) fistin z € D reell total differenzierbar und die Jacobimatrix Df(z)
beschreibt eine C-lineare Abbildung.

Aufgabe 19.1.2. (B) (LS)

(Cauchy-Riemann in Polarkoordinaten) Sei f : C* — C reell total differen-
zierbar.

Zeige, dass f genau dann komplex differenzierbar ist, wenn fiir alle (¢, 0) €
R? gilt
Do) = id, f(e!*1).
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Aufgabe 19.1.3. (A)
Sei f : C — C definiert durch

xy(xtiy) fallsz # 0

f@) = flx,y) = { Wy

0 fallsz = 0.

Zeige, dass die Funktion f inz = 0 partiell differenzierbar ist und in diesem
Punkt die partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen erfiillt aber dass f in z = 0 nicht komplex differenzierbar
ist.

Aufgabe 19.1.4. (A) (LS)

Seien H = {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene und E = {z € C : |z]| < 1}
die Einheitskreisscheibe.

Zeige, dass die Vorschrift 7(z) = % eine holomorphe Bijektion 7 : H — E
mit holomorpher Inversen definiert.

19.2 Potenzreihen

Aufgabe 19.2.1. (A) (L)
Schreibe die folgenden komplexen Funktionen als Potenzreihen um z = 0:

1 1 1
1+z" 1+22° 22-3z+2

Aufgabe 19.2.2. (A) L)

(@) Sei R > 0 eine reelle Zahl. Gib ein Beispiel fiir eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R.

(b) Gib Beispiele fiir Potenzreihen mit Konvergenzradius 1, so dass die Rei-
he auf dem Rand des Konvergenzkreises in jedem/keinem Punkt kon-
vergiert. Gib ferner ein Beispiel, in dem die Reihe in manchen Punkten
konvergiert, in anderen nicht.
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19.3 Wegintegrale

Aufgabe 19.3.1. (A) (L)
Seiy :[0,1] — C, y(t) = me™". Berechne fy sin(z) dz und fy cos(z) dz.

Aufgabe 19.3.2. (A)

Sei y ein stiickweise stetig differenzierbarer geschlossener Weg mit y(t) =
x(t) + iy(t), wobei x, y reellwertig sind.

1
‘fVZdZ:ZijO‘ x(t) y'(t) dt.

Zeige:

19.4 Der Satz von Cauchy

Aufgabe 19.4.1. (C)

Sei A € M,(C) eine komplexwertige n X n Matrix. Das charakteristische
Polynom sei mit ya(x) = det(xE,, — A) bezeichnet.

Zeige mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes, dass xa(A) = 0.
(Satz von Cayley-Hamilton)

Anleitung;:

(a) Zeige, dass die euklidische Norm auf M,,(C) submultiplikativ ist, also
die Ungleichung ||AB|| < ||A||||BJ| erfiillt. Folgere, dass fiir eine Matrix A
mit [JAll < 1 gilt Y, g A" = (1 - A)~L

(b) Fiir ein Polynom P € C[X] und eine Matrix B € M,,(C) definiere

1
C 2mi

-l
QB) fa o PEEE B,

wobei r > 0 so grofs gewdahlt ist, dass r > ||B|| und alle Eigenwerte von B
in der Kreisscheibe B,(0) liegen. Zeige dann , dass Q(B) = P(B).

(c) Fiir B € M,(C) sei B die Komplementarmatrix zu B. Benutze die Iden-
titat x4(z)Ey = (zE, — A)(zE, — A)* um zu zeigen, dass die matrixwertige
Funktion f(z) := xa(z)(zE, — A)~! auf ganz C holomorph fortsetzbar ist.
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(d) Schliefie mit dem Cauchyschen Integralsatz, dass xy4(A) = 0.

Aufgabe 19.4.2. (C) (LS)

Sei B = B1(0) die Einheitskreisscheibe und sei f : B—C stetig und im
Inneren holomorph. Seiy : [0,1] — Beinstiickweise stetig differenzierbarer,
geschlossener Weg.

Zeige, dass j;/f(z) dz =0.

19.5 Homotopie

Aufgabe 19.5.1. (A)

Integriere die Funktion % tiber den im Bild angegebenen Weg y von 1 nach
—i.

(Hinweis: Benutze Homotopie mit festen Enden, um y durch einen ange-
nehmeren Weg zu ersetzen.)

Aufgabe 19.5.2. (E) (L)
Seien D, E Gebiete, f : D — E ein Homdomorphismus und p € D ein Punkt.
Zeige:

(a) Die Gruppe m1(D, p) ist isomorph zu 1 (E, f(p)).

(b) Fiir jeden Punkt w € D ist die Gruppe 71(D, w) isomorph zu mt1(D, p).
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(c) Das Gebiet D ist genau dann einfach zusammenhéngend, wenn 711(D, p)
trivial ist.

Aufgabe 19.5.3. (B) (L)

Welche der folgenden Gebiete sind einfach zusammenhidngend? Antwort
mit Begriindung,.

(@) H={z e C:Im(z) > 0},

(b)A:{zeC:%<|z|<2},

() B={z=x+iy € C:sin(x) <y <sin(x) + 1}.

19.6 Cauchys Integralformel

Aufgabe 19.6.1. (A) (L)
Berechne die folgenden Integrale mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel:

f sin(z) iz f cos(z) iz, f 21 .
9B 0) Z 9By(0) 2 oB,(0) 2° + 1

Aufgabe 19.6.2. (A) (LS)

Sei f eine ganze, nichtkonstante Funktion.

Zeige, dass die Bildmenge f(C) dicht in C liegt.
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Aufgabe 19.6.3. (A)

Zeige, dass es reelle Zahlen ag, a1, ... gibt, so dass fiir jedes z € C mit |z| < 1
die Potenzreihe )., a,2" konvergiert und es gilt

[ii%ﬂj[iinil]:1

n=0 n=0

Aufgabe 19.6.4. (C) (LS)
Sei f eine ganze Funktion, die kein Polynom ist.

Zeige, dass fiir jedes R > 0 die Menge

f(lzeC: 11> R))
dicht in C liegt.

19.7 Potenzreihen-Entwicklung

Aufgabe 19.7.1. (B) (LS)

Sei f holomorph in einem Gebiet D und sei B eine Kreisscheibe von einem
Radius 0 < r < o0, so dass B ¢ D. Die Funktion |f| sei auf dem Rand JB
konstant.

Zeige: Ist f nicht-konstant, dann hat f in B eine Nullstelle.

Aufgabe 19.7.2. (E) (LS)

Sei B die offene Einheitskreisscheibe und sei f : B — C stetig und im Inneren
holomorph. Es gebe eine offene Teilmenge U des Randes dB so dass f|i; = 0.

Zeige, dass f konstant Null ist.

(Hinweis: Flirn € N sei C = ¢% . Betrachte die Funktion

F) = f@f(f(C2) - f(C"2).)
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19.8 Lokal-gleichmifiige Konvergenz

Aufgabe 19.8.1. (B) (LS)
(Die Riemannsche Zeta-Funktion)

Zeige, dass fiir 6 > 0, die Reihe ).;°, n™* auf der Mange {z : Re(z) >
1+ 6} gleichmdflig konvergiert, wobei n™* = exp(—zlog(n)). Folgere, dass
die Reihe eine auf {z : Re(z) > 1} holomorphe Funktion ((z) definiert.

Aufgabe 19.8.2. (C) (LS)

(Flachenintegral) Sei D C C eine offene Menge und / eine stetige Funktion
auf D. Wir setzen h nach C fort, indem wir die Funktion ausserhalb von D
gleich Null setzen. Dann definieren wir

fh(z)d)\(z) ::fh(x+iy)dxdy,
D C

falls das Integral existiert.

Sei D ein Gebiet und sei LiOI(D) die Menge aller holomorphen Funktionen
f auf D mit der Eigenschaft

INCRZERS
D

Dann definiert (f,g) = [} f(z)8(z)dA(z) ein Skalarprodukt auf L2 (D),
macht diesen also zu einem Pra-Hilbert-Raum mit der Norm

I7-( [ verae)

Zeige, dass fiir jedes p € D die Punktauswertung

1
2

op: L (D) > C,
f=fp)
eine beschrinkte lineare Abbildung ist, dass es also eine Konstante C, > 0

gibt, so dass fiir jedes f € wal(D) gilt [6,(f) < Cp || f || . Zeige ferner, dass die
Abbildung p — C, stetig gewéhlt werden kann.
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Aufgabe 19.8.3. (E) (LS)

Sei D ein Gebiet und sei LﬁOI(D) wie in der letzten Aufgabe. Zeige, dass
wal(D) vollstandig, also ein Hilbert-Raum ist.

Aufgabe 19.8.4. (B) (L)
Sei D ein Gebiet in C und sei L7 (D) wie in Aufgabe 19.8.2 definiert.

(a) Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte Funktion
K=Kp:DxD —C

gibt, so dass fiir jedes z € D die Funktion w + K(z, w) in Lﬁol(D) liegt
und dass fiir jedes f € wal(D) und jedes z € D gilt

(f:K(z) = f(.

Die Funktion K heisst der Bergman-Kern oder auch reproduzierender
Kern von D.

(Der Satz von Riesz darf benutzt werden: Jede beschriankte lineare
Abbildung A : H — C auf einem Hilbert-Raum H ist von der Form
A(v) = (v, w) fiir ein eindeutig bestimmtes w € H.)

(b) Zeige, dass der Bergman-Kern K eines Gebietes D fiir alle z,w € D die
Gleichung
K(w, z) = K(z, w)

erfullt.
Aufgabe 19.8.5. (B) (LS)
Zeige, dass der Bergman-Kern (siehe letzte Aufgabe) der Einheitskreis-
scheibe gleich
K(z, w) = l( L )2
T a\1-zw
ist.

(Schreibe K(z, w) als Potenzreihe in w mit unbekannten Koeffizienten c,(z).
Berechne dann (f, K(z, -)) fur f(w) = w*, k € Np.)
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Aufgabe 19.8.6. (A) (L)
Zeige, dass es zu je zwei Radien 0 < r < s < oo eine Laurent-Reihe gibt, die
(a) genau in dem Kreisring A, ;(0) konvergiert,

(b) in dem Kreisring und auf dem Rand des Kreisrings konvergiert und
sonst divergiert,

(c) in dem Kreisring und jeweils auf einer Zusammenhangskomponente
des Randes konvergiert und ansonsten divergiert.

19.9 Der Residuensatz

Aufgabe 19.9.1. (A) (L)

Bestimme die Laurent-Reihe der jeweils gegebenen Funktion in dem jewei-
ligen Kreisring A,s(p) = {z€ C:r < |z —-p| <s}.

@ f@) = Aga(D),
z
(b) g(2) = -1y Ap,eo(1),
1
(© hz)= GE-DE=2) A1,2(0).
Aufgabe 19.9.2. (A) (L)

Bestimme die Singularitdten und Residuen der folgenden Funktionen:

Z
@ sas= (z+1)3 b)) 8@=57
(©  h(z)= _C d) @) =z-em
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Aufgabe 19.9.3. (B) (L)
(a) Berechne
f 4
oB,0) Z—12(Z2+1)
(b) Zeige, dass
1
f — L _go=1.
o 1+ 8cos?(2m0) 3

(Hinweis: Benutze den Residuensatz, um das Integral faBl 0 mdz

zu berechnen. Verwende die Parametrisierung t — ¢2™,0 € [0,1] des
Einheitskreises um dies mit dem Integral in (b) zu vergleichen.)

Aufgabe 19.9.4. (B)

Sei f holomorph auf C bis auf Pole in 1 und —1 mit Residuen a bzw. b.
AuBerdem existiere eine Konstante M > 1, so dass |z2 f(2)| < M fir |z| > M.

Zeige, dass a + b = 0 und finde ein solches f im Falla = 1.

Aufgabe 19.9.5. (A)

Zeige mit Hilfe des Residuensatzes, dass f_ o:o C;;Lffl)dx =Z.

Aufgabe 19.9.6. (B)
Seien f, ¢ ganze Funktionen mit |f| < |g].
Zeige, dass es eine Konstante ¢ € C gibt, so dass f = cg.

(Hinweis: Betrachte den Quotienten f/g und benutze Riemanns Hebbar-
keitssatz, Ana-19.10.9.)

Aufgabe 19.9.7. (A) (L)

Berechne die Anzahl der Nullstellen des Polynoms p(z) = 28 -5z34+z-2im
Einheitskreis [E, wobei die Nullstellen mit Vielfachheiten gezdhlt werden.
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Kapitel 20

Abbildungssitze

20.1 Produkte und Reihen

Aufgabe 20.1.1. (C) (LS)

Sei D ein Gebiet, seien —c0 < a < b < cound sei f : (a,b) X D — C eine
stetige Funktion, so dass fiir jedes x € (4, b) die Funktion f(x,.) holomorph
ist. Es gebe eine stetige Funktion g auf (0, 1), so dass |f(x, s)| < g(x) fiir jedes
x € (a,b) gilt und das uneigentliche Integral fa ’ g(x) dx existiert. Zeige, dass
das Integral F(s) = fa ’ f(x,s) dx stets existiert und die so definierte Funktion
f(s) in D holomorph ist.

(Nimm zunéchst an, dass a,b € R und dass f stetig nach [a, b] X D fortsetzt.
Benutze Riemann-Summen und gleichméfiige Stetigkeit.)

Aufgabe 20.1.2. (E) (LS)
Zeige, dass fiir Re(s) > 0 das Integral

F(s):f et Lt
0

absolut konvergiert und eine holomorphe Funktion definiert, die die Funk-
tionalgleichung
I'(s+1) =sI(s)

erfiillt. Folgere, dass I'(s) eine holomorphe Fortsetzung auf das Gebiet
C\{0,-1,-2,...} besitzt.
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Aufgabe 20.1.3. (C)

Sei f eine auf der oberen Halbebene H := {z : Im(z) > 0} holomorphe
Funktion mit f(z + 1) = f(z) fur allez € H.

Zeige, dass eine Funktion g existiert, die auf der punktierten Einheitskreis-
scheibe holomorph ist und g(¢*™?) = f(z) erfiillt. Folgere aus der Laurent-
Entwicklung von g, dass f sich wie folgt als absolut konvergente Reihe
darstellen lasst:

- 1
f(z) = Z CneZninzl zeH, c¢,= f flx+ iy)e—zmn(xﬂy)dx.
—00 0
Aufgabe 20.1.4. (C) (LS)

Sei (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf einem Gebiet D C C,
so dass das Produkt f(z) = [],7; fa(z) lokal-gleichmiBig auf D gegen eine
nullstellenfreie Funktion f konvergiert.

Zeige, dass

?(Z) = —';(Z),

wobei die Reihe lokal-gleichméfig konvergiert.

n=1

Aufgabe 20.1.5. (B)
Benutze die Partialbruchzerlegung des Cotangens um zu beweisen:

(a) Fuirze C\ Zgilt

n? _

1
, zeC\Z.
sin?(rtz) kezz (z — k)2

(b) Bezeichnet {(s) die Riemannsche Zetafunktion, so gilt {(2) = 7?/6.
(c) Fiirjedes z € Cist sin(nz) = nz [],~, (1 - Z—i)

(Hinweis: Sei f die rechte Seite der Gleichung. Zeige, dass %(z) =
ntcot(niz) = (sin(mz))’/ sin(mz). Somit ist f(z) = c¢sin(rz) mit einer Kon-
stanten c € C. Zeige nun, dass ¢ = 1.)




20.1. PRODUKTE UND REIHEN 139

Aufgabe 20.1.6. (B) (LS)

Ein Gitter in C ist eine Untergruppe A von (C, +) von der Form
A=Aab)=Za+Zb=ka+lb:kleZ]

fir zwei a,b € C, die tiber R linear unabhéngig sind. Beispiel: Z + Zi =
{x + 1y : x,y € Z}. Eine meromorphe Funktion f auf C heisst A-periodisch,
wenn

fz+A) = f(2)
tur alle A € A gilt.
(a) Fur das Gitter A = A(a, b) sei
F = F(ab) = {ta+sb:0<s,t<1}.
Dann heisst ¥ eine Fundamentalmasche zu A.

/ / /

Y
)
]

/ / / /

Zeige, dass es zu jedem z € C genau ein A € A gibt,sodassz+ A € ¥
gilt.

(b) Zeige, dass eine holomorphe, A-periodische Funktion konstant ist.

Aufgabe 20.1.7. (E) (LS)
(Die Weierstrafssche p-Funktion). Sei A C C ein Gitter.

Zeige:

(@) Laeavio) oip <

(b) Die Reihe
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konvergiert lokal-gleichméfig absolut in C \ A. Die so definierte me-
romorphe Funktion ¢(z) ist eine gerade, A-periodische Funktion. (Be-
trachte die Ableitung ¢’.)

Aufgabe 20.1.8. (E) (LS)
Seien A ein Gitter in C und r = min {|A| tAeAN {0}}.
Zeige:

(a) Fir 0 < |z| < r gilt
1 . 2n
P@) = 5+ ) @n+ DGz,
n=1

wobei die Summe Gy = Gi(A) = Yaeavo % fir k > 4 absolut
konvergiert.

(b) Die p-Funktion erfiillt die Differentialgleichung

(9'(2))> = 49°(2) — 60G49(z) — 140Ge.

20.2 Riemanns Abbildungssatz

Aufgabe 20.2.1. (E) (L)
Sei D ein einfach-zusammenhadngendes Gebiet.

Zeige, dass es zu je zwei verschiedenen Punkten p, g € D genau eine biho-
lomorphe Abbildung f : D — D gibt, so dass f(p) = g und f(q) = p. Folgere,
dass f o f =1dp gilt.

Aufgabe 20.2.2. (E)

Sei H = {z € C: Im(z) > 0} die obere Halbebene und sei B(IH) die Grup-
pe aller biholomorphen Abbildungen H — IH mit der Komposition als
Verkniipfung.
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Zeige, dass die Abbildung
¢ : SLr(R) — B(H)
a b N NS b
c d cz+d

wohldefiniert und ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern {+1}
ist, wobei 1 hier fiir die 2 X 2 Einheitsmatrix steht.

Aufgabe 20.2.3. (B)

Sei g = (f_f g) € SLy(R) und z € H. Die Vorschrift g.z = % definiert eine
Operation der Gruppe G = SL(IR) auf der oberen Halbebene H.

Zeige:
(a) Die Operation ist transitiv, d.h., zu je zwei z,w € H gibt es ein g € G,

so dass g.z = w ist.

ab

(b) Es gilt g.i = i genau dann, wenn ¢ € SO(2), wenn also g = (—b a) mit

a,b € Rsodassa® +b? =1.

(c) Fiirg € G, g # +I,hatdie Abbildung z = ¢.z genau dann einen Fixpunkt
in H, wenn fiir die Spur gilt | Spur(g)| < 2.

Aufgabe 20.2.4. (C) (LS)

(Das Spiegelungsprinzip von Schwarz)

(@) Sei D c C ein Gebiet und f : D — C eine stetige Abbildung.
Zeige: Ist f : D\ R — C holomorph, dann ist f holomorph.
(b) Sei H = {z € C:Im(z) > O} die obere Halbebene und seien f, g : H-C

stetige Funktionen, die in H holomorph sind. Nimm an, dass f(z) = g(z)
fiir jedes z € R.

Zeige, dass f = g gilt.
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Aufgabe 20.2.5. (B) (L)

Ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg y in einem Ge-
biet D heifit nullhomolog in D, wenn die Windungszahl ausserhalb von
D verschwindet, wenn also ‘W(y, z) = 0 fiir jedes z € C \ D gilt.

Zeige:
(a) Jeder in D nullhomotope Weg ist in D nullhomolog.

(b) (Cauchys Integralsatz fiir nullhomologe Wege):
Ist y nullhomolog in D, so gilt fiir jede in D holomorphe Funktion f,
dass fy f(z)dz =0.

(c) (Residuensatz fiir nullhomologe Wege):
In der Formulierung des Residuensatzes fiir Wege kann auf die Bedin-
gung, dass D einfach zusammenhéingend ist, verzichtet werden, wenn
man stattdessen annimmt, dass y nullhomolog in D ist.

Als Ergdanzung noch ein Beispiel eines Weges, der nullhomolog, aber nicht
nullhomotop ist (ohne Beweis). Sei D = C \ {0,1} und y der durch das
folgende Bild definierte Weg.

20.3 Einfacher Zusammenhang

Aufgabe 20.3.1. (E) (LS)

Ein wegzusammenhédngender topologischer Raum X heifst einfach zusam-
menhingend, wenn jeder geschlossene Weg y : [0, 1] — X, xo = y(0) = y(1)
mit festen Enden homotop ist zu dem konstanten Weg %y : [0,1] — X,
J?o(t) = XQ.

Zeige:

a) Der Raum R, k € N ist einfach zusammenhingend.
8
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(b) Die Menge
St = {x e R™: ||In| = 1}, n>2

ist, mit der Teilraumtopologie des R"*!, einfach zusammenhéngend.

(Hinweis: Zeige, dass ein gegebener Weg y in S" zu einem Weg 7 ho-
motop ist, der nicht jeden Punkt von S" trifft. Dann benutze stereogra-
phische Projektion, Beispiel Ana-12.2.4).




Teil 11

Losungsvorschlage



Kapitel 21

Losungen zu Kapitel 1

Losung zu Aufgabe 1.1.1.

Mit Hilfe von Wahrheitstafeln priift man alle moglichen Verteilungen der
Wahrheitswerte.

(a) Es ist zu zeigen A = (B = A).
Die Wahrheitstafel

A|B|BoA | A= (B> A
w | w w w
w | f w w
flw] f w
flf w w

zeigt, dass fiir alle Wahrheitswerte von A und 8 die Aussage A = (B = A)
in der Tat immer wahr ist.

(b) Die Behauptung ist (AA =B) V(BA-A) & (AVBA-(AAB).
Ein Vergleich der Tafeln

A B|-A|-B|AAN-B|BA-A|(AAN-B)V (BA-A
wlw| f | f f f f
w|f| f | w w f w
flw| w | f f w w
flflwlw] f f f
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und
A BIAVB|AAB |~ (AAB) | (AVBYA-(AANDB)
wlw| w w f f
w | f w f w w
flw| w f w w
AV w f

zeigt die Aquivalenz der jeweils letzten Aussagen und damit die Behaup-
tung (b). O

Losung zu Aufgabe 1.2.1.
Die Menge A ist die disjunkte Vereinigung von A N C und A \ C. Hieraus
folgt

xeAundx ¢ (ANC)oexeANnC

Es ergibt sich

xeEANB)N(ANO eoxe(ANB)undx ¢ (A\C)
Sx¢BundxeAundx ¢ (ANCO)
Sx¢Bundxe ANC
& xe(ANB)\B.

Fiir die zweite Identitit

xe€(ANB)\N(C\B)
o xe(ANB)und x ¢ (C \ B)
@xe(A\B)und(xeBoderxséC)

@(xe(A\B)undxeB)oder(xe(A\B)undceEC).

Die erste der beiden geklammerten Aussagen in der letzten Zeile ist niemals
erfiillt. Daher folgt

xe(ANB)N(C\B)yeoxe(A\B)undc¢C
oxeAundx¢Bundc¢ C
©xeANBUQO). O
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Losung zu Aufgabe 1.2.2.
Teil (a) und Teil (b) sind wabhr, Teil (c) ist falsch.
(a) Sei x € X. Dann gilt

C
X € UAi) @x%UAic)x%Ai furjedesiel

iel

i€l
© x €A firjedesie [ & x € mAlC
i€l
Damit ist (a) gezeigt. Die Aussage (b) folgt dann durch Komplementbil-
dung.

(c) Um zu sehen, dass (c) im Allgemeinen falsch ist, nehmen wir an, dass
ANBNC#0.Seialsoa € AN BN C.Dannistain der linken Menge, nicht
aber in der rechten, denn a ¢ (A \ B) und dahera ¢ (A \ B)NC, so dass a in
Komplement dieser letzten Menge, also der linken Menge liegt.

Andererseits ist a € A und also a ¢ BN A° und da a auch in C liegt, liegt es
nicht in C¢, insgesamt also nicht in der rechten Menge. m|

Losung zu Aufgabe 1.3.1.

Es sei f : X — Y eine beliebige Abbildung. Diese wird im Allgemeinen
weder injektiv noch surjektiv sein.

X Y
X s x
X — 1,

Man sieht nun zweierlei: die Abbildung wird surjektiv, wenn man Y ver-
kleinert, es also durch das Bild Z = f(X) ersetzt.
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X Z Y

X (x\ > X
) L4

) //>X > X

X — > X > X

X X

X

Im zweiten Schritt bildet man dann jedes z € Z = f(X) auf sich selbst ab,
aber nun als Element von Y aufgefasst.

Um das formal zu machen, definiert manalso’ : X — f(X) = Z durchh(x) =
f(x). Dies ist nicht dieselbe Abbildung wie f, da sie eine andere Zielmenge
hat, ndmlich Z = f(X), die im Allgemeinen nicht mit Y tibereinstimmt. Sei
dann ¢ : Z — Y die Inklusionsabbildung, also g(z) = z. Diese Abbildung ist
nicht gleich der Identitdt auf Y, weil sie einen anderen Definitionsbereich
hat. Die Situation ist nun

f

X L Z L Y,
also f = goh, denn fiir x € X ist g o h(x) = g(h(x)) = h(x) = f(x) nach
der Definition von g und h. Ferner ist ¢ injektiv nach Definition und # ist
surjektiv, denn fiirjedesz € Z = f(X) gibteseinx € Xmitz = f(x) = h(x). O

Losung zu Aufgabe 1.3.3.

Sei M abzdhlbar und unendlich. Dann gibt es eine surjektive Abbildung
¢:IN—- M.

el ) )

Fiir jedes m € M sei dann f(m) € IN das kleinste Element der Menge
¢~1(m) c N, also die kleinste natiirliche Zahl, mit der Eigenschaft ¢(f(m)) =
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m. Dann ist f : M — IN injektiv. Da M nicht endlich ist, ist das Bild f(M)
eine unendliche Teilmenge von IN. Als Teilmenge von IN kann diese Menge
geschrieben werden in der Form f(M) = {nl,nz, ns,... }, wobei stets 1; <
nj+1 gilt. Sei nun a : N — M, a(j) = ¢(n;). Dann ist nach Konstruktion
f(a(j)) = nj und damit ist a injektiv. Fir m € M sei f(m) = nj, dann ist
m = a(j) und damit ist & auch surjektiv, also eine Bijektion IN — M. |

Losung zu Aufgabe 1.4.1.

Induktionsanfang: Fir n = 1 ist die linke Seite gleich Null (leere Summe)
und dies entspricht auch der rechen Seite.

Induktionsschritt: n — n + 1. Die Behauptung sei fiir n € IN bekannt, dann
gilt

n+1 1 n 1 1
Zk(k—l) :Zk(k—1)+(n+1)n
k=2 k=2
B 1 1 B n+1 1
_E+(n+1)n_ _(n+1)n+(n+1)n
_ n _ 1
S m+Dn 0 on+1

Damit folgt die Behauptung fiir n+1 und der Induktionsbeweis ist beendet.
O

Skizze zu Aufgabe 1.4.4.

(a) Fir f(x) = x¥*ist Af(n) = (n + 1)**! — n?*! eine Polynomfunktion vom
Grad d.

(b) Sei Af = 0. Mit einer Induktion zeigt man, dass f(n) = f(1) gilt.

(c) Fiir ein Polynom ¢ vom Grad n zeigt man durch Induktion nach n, dass
esein f gibt mit Af = g.

(d) Sei f eine Funktion auf IN so dass Af eine Polynomfunktion ist. Nach
Teil (c) gibt es eine Polynomfunktion i mit Ah = Af, also A(f —h)=0. O



152 KAPITEL 21. LOSUNGEN ZU KAPITEL 1

Losung zu Aufgabe 1.4.5.
Es gilt

n\ n! _nn-1)---(n-k+1)
k] kK(n-k)! k! '

Nunistn —1<n,n -2 < nund so weiter bis (n — k + 1) < n. Daher folgt

<n <n
— —_—~—

(n):n(n—l)---(n—k+l) - k

v
k k! e

Skizze zu Aufgabe 1.4.6.

Seia = %ﬁ Dann folgt a*> = a + 1. Diese Eigenschaft kann man benutzen,
um durch eine Induktion zu zeigen, dass die Folge g, = %(a” -(1-a)")
ebenfalls die Gleichung g,12 = g + gn+1 erfiillt. O

Losung zu Aufgabe 1.4.7.

Im Beweis werden [ und m fest gewéhlt und die Behauptung durch Induk-
tion fiir alle n > m gezeigt.

Induktionsanfang: n = m
Nach dem Pascalschen Gesetz (Proposition Ana-1.5.11) gilt fiir [, m > 0, dass

m+1 _[m N m
I+1) \1I I1+1)
Hiermit rechnen wir

L0-()- ()6 G-

k=m
Induktionsschritt: n — n + 1, wobei n > m vorausgesetzt wird:

MHEMHEGS

k=m k=m

(TG



153

wobei im letzten Schritt wieder das Pascalsche Gesetz (Ana-1.5.11) benutzt
wurde. m|

Losung zu Aufgabe 1.4.8.
(a) Induktionsanfang n = 1: In diesem Fall ist n + n> = 1 + 1 = 2 gerade.

Induktionsschluss n — n + 1: Es gilt
m+D)+n+1)2 =n+1+n’+2n+1=n+n’>+2n+2,
und da 1 + n? gerade ist, ist auch diese Zahl gerade.
(b) Induktionsanfang n = 1: In diesem Fall ist
fn)=f(1)=7>-2=49 -2 =47.
Induktionsschritt 1,n — n + 1: Wir rechnen

f(n + 1) — 72(11+1) _ 2n+1 — 72(Vl+1) _ 21’172 + 21172 _ 2n+1
= (72" = 2M)7? + (7> = 2)2"

= fm)7* + f(1)2".
Da nach Induktionsvoraussetzung sowohl f(n) als auch f(1) von 47 geteilt
werden, wird auch f(n + 1) von 47 geteilt. m|

Losung zu Aufgabe 1.4.11.

(a) Diese Funktion ist sowohl injektiv als auch surjektiv.
Fiir k € IN gilt
f(2k—1) =2k, f(2k) =2k - 1.

Hieraus folgt insbesondere f o f = Id|n. Hieraus folgt die Bijektivitat, da f
ihre eigene Umkehrfunktion ist.

(b) Diese Abbildung ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Injektivitit: Es gelte f(m) = f(n),also1+1/m = 1+1/n.Indem man 1 abzieht
und invertiert folgt m = n und damit ist f injektiv..

Schlieflich ist f(n) > 1 fiir jedes n € IN, es gibt also kein n € N mit f(n) =1,
damit ist f nicht surjektiv.

(c) Diese Abbildung ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Sie ist surjektiv, da f(4n) = n fiir jedes n € IN. Sie ist nicht injektiv, da etwa

f(1) =4 = £(16). O
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Losung zu Aufgabe 1.4.13.

Sei m € IN fest gewdahlt. Wir beweisen zundchst die Existenz einer solchen
Darstellung durch Induktion nach k € IN.

Induktionsanfang: k = 1: Ist m = 1, so kann man r = 0 und g = 1 wéhlen.
Andernfalls wahlt man g =0und r = 1.

Induktionsschluss: k — k + 1: Es gelte k = mgq + r. Ist r < m — 1, dann ist
k+1 = mqg+ (r+1) die angestrebte Darstellung. Ist hingegen r = m —1, dann
folgtk = mg+m—1, also k + 1 = m(q + 1), womit die Existenz bewiesen ist.

Nun zur Eindeutigkeit. Seien
k=mg+r=mq +7r

zwei solche Darstellungen, also g,4’,7,7" € INg mit 7,7 < m. Dann folgt
m(q —q’) = v’ — r. Daher ist ' — r ein Vielfaches von m. Indem man von
der Ungleichungskette 0 < ' < m die Zahl r abzieht und 0 < r < m
berticksichtigt, erhdlt man —m < r’ —r < m. Die einzige Vielfache von m, die
echt zwischen —m und m liegt, ist 0, also folgt " — r = 0 oder ' = r. Damit
folgt auch mg = mgq’ und nach Division durch m schliesslich 4" = g. |



Kapitel 22

Losungen zu Kapitel 2

Losung zu Aufgabe 2.1.1.

(a) Zunichst beobachten wir: (d='b~1)(bd) = d-1(b~'b)d = d~'d = 1, woraus
folgt, dass (bd)~! = d~1b7! gilt. Wir rechnen

g% = (ab Y (ed™) = a((bte)d ™) Assoziativgesetz, mehrfach
=a((cb"Hd™) Kommutativgesetz
= (ac)(b~'d™h) Assoziativgesetz, mehrfach
= (ac)d b7 Kommutativgesetz
= (ac)(bd)™! siehe oben
_a

bd’

(b) Wir lassen ab jetzt tiberfliissige Klammern weg. Aufierdem begriinden
wir nicht mehr jeden einzelnen Schritt und benutzen Rechenregeln wie das
Kommutativgesetz auch mehrfach in einem Schritt. Es gilt

+§=aﬁ1+m4=av4+w*w*
=@+cd )b !
= (add™" + bed Hb!
= (ad + be)d'b™!

=W+mwﬂ=méw o

(Sl RN
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156 KAPITEL 22. LOSUNGEN ZU KAPITEL 2

Skizze zu Aufgabe 2.1.2.

Man beweist jede Aussage jeweils durch eine Induktion nach n, wobei die
Korperaxiome eingesetzt werden. Als Illustration sei der Induktionsschritt
der ersten Aussage (xy)" = x"y" gegeben. Hierbei werden Klammern nach
Belieben weggelassen, was wegen des Assoziativgesetzes moglich ist. Der
Induktionsschritt n — n + 1 lautet:

)n+1 n+lyn+1‘ O

(xy)" = (xy)"(xy) = X"y "xy = (") (Y"y) = x

Losung zu Aufgabe 2.1.3.

Sei K C R irgendeine Teilmenge. Um zu zeigen, dass K mit den Operatio-
nen von R ein Korper ist, reicht es, folgendes zu zeigen:

(@) 0 e K,

b) x,ye K = x+yeXK,
() xeK = —xeXK,

d) 1e%K,

e) x,ye K = xyekK,

f) xe K\ {0} = xTeK.

Begriindung hierzu: (b) und (e) bedeuten, dass Addition und Multiplikation
auf K wohldefiniert sind. (a) bedeutet, dass es ein neutrales Element der
Addition gibt und (c) zeigt, dass es inverse Elemente beziiglich der Addition
gibt, also besagen (a), (b) und (c), dass (K, +) eine Gruppe ist. Diese Gruppe
ist abelsch, weil die Addition in IR abelsch ist. Ebenso besagen dann (d) und
(e), dass K\ {0} eine (abelsche) Gruppe mit der Multiplikation ist, insgesamt
ist K also ein Korper.

Um die Aufgabe zu losen, weist man nun die Punkte (a) bis (f) fiir die
Menge
K=Q+QV2

nach. Die Punkte (a) bis (d) sind allesamt trivial. Fiir (e) seien x, y € K also
etwax = s+t\/§undy = (x+ﬁ\/§mits,t,a,ﬁ € Q. Dann ist

xy:(s+t\/§)(a+ﬁ\/§):2a+t52+(sﬁ+ta) V2 ek
e e
€eQ €Q
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Schlieflich zu (f). Zunéchst ist zu zeigen, dass in dem Ausdruck x = s+t V2
die Elemente s,t € Q eindeutig bestimmt sind. Um dies einzusehen, sei
x=s+1tV2 = a+[3\/§mits,t,a,[3 € Q. Dannist 0 = (s—a)+(t—5)\/§.
Angenommen, t — # 0, dann ist V2 = ?‘%E € Q, Widerspruch! Es folgt also
t—pB=0und damitists—a =0alsos=aund t = .

Fiir gegebenes x = s + tv2 € K sei dann das Element x’ € K definiert als
x’ = s — t V2. Dann gilt

xx' = (s +tV2)(s—tV2) =s* -2 € Q.

Zwischenbehauptung: Ist x # 0, dann ist xx” # 0.

Beweis hierzu: Sei xx” = 0. Ist t # 0, dann folgt 2 = (s/ t)?, also ist V2 = +s/te
Q, was im Widerspruch zur Annahme steht. Damit folgt t = 0 und daher
s? = 0 und damit auch s = 0. Die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Seialsox € K\{0}und N = xx’ € Q,dannist N # 0und daheristx(x’/N) =1
und daher ist x~! = ¥’/N € K und die Bedingung (f) ist erfiillt. ]

Skizze zu Aufgabe 2.2.5.

Fiir eine ganze Zahl k < 0 setzt man n(k) = —n(—k) und erhilt eine Fortset-
zung 1 : Z — K. Man zeigt dann, dass die Gleichung n(k + m) = n(k) + n(m)
tir alle k, m € Z erfiillt ist. Eine Induktion nach m zeigt dies fiir k,m > 0,
woraus man es fiir alle k, m € Z schliesst. Durch eine Induktion nach n € N
zeigt man 1(k) < n(k + n), so dass 7 injektiv ist, insbesondere also n(m) € K*
fiir m € IN. Ist n € IN so setzt man n(k/n) = n(k)/n(n) und erhalt schlieSlich
eine Abbildung mit den verlangten Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ eine zweite solche Fortsetzung. Dann stimmen 7
und ¢ auf Ny tiberein. Wegen der Additivitdt stimmen sie auch auf Z und
wegen der Multiplikativitdt auch auf Q tiberein. |

Losung zu Aufgabe 2.3.2.

Sei T > 0 so dass A C [-T,T]. Die Lange dieses Intervalls ist 2T, also
kann es maximal [2T/¢] + 1 viele Punkte ay, ..., a; in A geben die paarweise
einen Abstand > ¢ haben. Sei E = {ay,...,aq;} eine maximale Menge mit
dieser Eigenschaft. Dann hat jedes a € A zu E einen Abstand < ¢ hat, denn
wire |a —aj| > ¢ fiir jedes 4, dann wire E nicht maximal, da die Elemente
der Menge {a} U E ebenfalls jeweils Abstand > ¢ haben. Dann folgt, dass
A c U(E) gilt. O
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Losung zu Aufgabe 2.4.1.

Zunichst zur Eindeutigkeit. Seien 1, u > 0 Lésungen der Gleichung x? = 4,
dann folgt (1 — (1 +1) = u?> =1 = a—a = 0. Aus der Nullteilerfreiheit des
Korpers R folgt dann u = £ und da 1 und u beide > 0 sind, ist u = 7.

Nun zur Existenz. Sei S C¢ R die Menge aller x € R mit x?> < 4. Dann ist
S #0,da0 € S. Ferner ist S nach oben beschridnkt, denn ist x > a + 1, dann
folgt x2 > (a + 1)> = a> + 2a + 1 > a. Daher hat S ein Supremum 7 > 0. Es ist
zu zeigen, dass 1> = a ist. Angenommen, n?> < 4, also 0 < a — n%. Sei dann
2

0<e<lmite< ;n—jl.Esfolgt

2
a —_—

T _a

2n+1

(17+£)2:7]2+(217+€)e<r]2+(217+1)£<7]2+(217+1)

Damit liegt n + ¢ in S im Widerspruch zu der Tatsache, dass 1 eine obere
Schranke ist. Auf der anderen Seite sei angenommen, dass 172 > g, also

n?—a>0.Seidann 0 < ¢ < %.Fﬁrjedesxeﬂ(mitn—e<x<17gi1tdann
2

2n

+ef=a+ée*>a

X2>M—-e)?=n*+-2ne+e?>n*-2n

Das bedeutet also x ¢ S, also folgt, dass 1 — ¢ auch eine obere Schranke zu
S ist, was im Widerspruch zu Tatsache steht, dass 1 das Supremum von S
ist. Insgesamt folgt i = a. |

Skizze zu Aufgabe 2.4.6.

Die Abbildung hat beide Eigenschaften, wenn |a| > 1 und keine der beiden,
wenn || < 1.

(a+1)x x>0,

Da |x| = x falls x > 0 und [x| = —x falls x < 0, folgt f(x) =
(a—1x x<0.

Hieraus erhilt man die Behauptung durch eine Fallunterscheidung. m|



Kapitel 23

Losungen zu Kapitel 3

Losung zu Aufgabe 3.1.1.

(a) Sei (a,) eine konvergente Folge in R mit Limes a € IR. Dann ist auch die
Folge (a,+1) konvergent mit demselben Limes. Daher ist die Linearkombi-
nation a, — a,+1 konvergent mit Limes

lim(a, — a,41) = lima,, —lima,,1 =a—a=0.
n n n

Daher ist also (a,, — a,+1) eine Nullfolge.

(b) Die Umkehrung gilt nicht.
Hierzu sei a, = 2?21 % Dann ist (a, — a,+1) = (—%) eine Nullfolge, aber

(a,) konvergiert nach Beispiel Ana-3.6.3 nicht. a

Losung zu Aufgabe 3.1.2.

(a) ist richtig.
Sind (a,) und b,) beide konvergent, dann nach Sitzen der Vorlesung auch
(a, + by) und (-b,), sowie (a, — by,).

Seien umgekehrt ¢, = a, + b, und d, = a, — b, konvergent, dann ist auch
a, = %(cn + d,,) konvergent und ebenso b, = %(cn —dy).

(b) is falsch.

Gegenbeispiel: Ist a, = 0 fiir jedes 1, dann konvergieren (a,) und (a,by),
ganz egal, welche Folge (b,) ist. Man kann also fiir (b,,) irgendeine nicht-
konvergente Folge wihlen. m|
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160 KAPITEL 23. LOSUNGEN ZU KAPITEL 3

Losung zu Aufgabe 3.1.3.

Nach der Definition des Supremums (Definition Ana-2.5.1) ist das Supre-
mum die kleinste obere Schranke, es gilt also

(i) s <afiirjedess € Sund

(ii) ein gegebenes v € R mit r < a kann keine obere Schranke sein, also
gibteseins € Smitr <s <a.

Insbesondere folgt, dass es zu jedem n € IN ein s;, € S gibt, so dass

L_
a——<s,<a.
n

Fiir jedes n € IN setze s, := max(s],s), ..., s,). Dann ist die Folge (s;) mono-
ton wachsend, es gilts, € Sund a - % <s; <s, <a,alsols,—a| < % Daa- %
gegen a geht, konvergiert die Folge (s,,) nach dem EinschliefSungskriterium
Ana-3.1.7 gegen a. a

Losung zu Aufgabe 3.1.4.

(a) Da die Folge (b,,) beschrankt ist, gibt es ein C > 0, so dass |b,| < C fiir
jedesn € IN. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein np so dass |a,,| < ¢/C fiir jedes n > ny,
also |a,b,| < £C = ¢ fiir jedes n > ng. Das bedeutet, dass a,,b, eine Nullfolge
ist.

= % und b, = n?, dann ist (a,) eine Nullfolge, aber a,b, = n

ist nicht einmal beschrankt. m|

(b) Beispiel: a,, =

Skizze zu Aufgabe 3.1.7.

Die Folge b, = supfay : k > n} ist beschrdankt und monoton fallend, also
konvergent und damit existiert der Limes superior. Der Fall des Limes
inferior wird analog behandelt.

Falls die Folge konvergiert mit Limes a € IR, so liegen alle Folgenglieder
ab einem ng in [a — ¢,a + €] fiir jedes gegebene ¢ > 0. Dann liegen auch
limsup a, und liminfa, in diesem Intervall.

Fiir die Umkehrung beachte, dass aus der Gleichheit von a4 := limsupa, =
liminfa, folgt, dass fast alle Folgenglieder in (a — ¢,a + ¢) liegen. |
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Losung zu Aufgabe 3.1.8.

(a) Sei a ein Haufungspunkt. Dann gibt es ein n; € N so dass |a,, —a| < 1.
D es unendlich viele k gibt so dass |ax — a| < 1 gibt es ein 1 > 1y so dass
|an, —al < 3. Fortsetzung dieser Konstruktion liefert eine Folge von Indizes
ny <np <np <...mitla, —al < 1 Daher konvergiert die Teilfolge (4, )ken
gegen a.

Sei Umgekehrt (a,, )ken eine Teilfolge mit Limes a € RR. Ist dann ¢ > 0, so
gibt es ein kg so dass fiir jedes k > kg gilt |a,, —a| < ¢. Also gibt es unendlich
viele Indizes n mit |2, — a| < ¢. Es folgt, dass a ein Haufungspunkt ist.

(b) Sei x € R. Da die rationalen Zahlen dicht liegen, gibt es 177 € IN so dass
|rn, — x| < 1. Da es, wieder wegen der Dichtheit, unendlich viele rationale
Zahlen im Intervall (x —1/2,x +1/2) gibt die nicht gleich r,, sind, gibt es
einen Index ny > n; so dass |x — | < 5 Fortsetzung dieser Konstruktion
liefert eine Folge n1 <np; <nz <... so dass [x — 7, < . Daher konvergiert
die Folge (7, )x gegen x und nach Teil (a) ist x ein Haufungspunkt der Folge

(rn)-

(c) Sei die Folge beschrdnkt und sei a € R der Limes Superior der Folge
(an). Sei b, = suplay : k > n}, dann ist b, monoton fallend und konvergent
gegen a. Fiir jedes n € N und jeden Haufungspunkt h € H gilt dann b, > h,
denn wire b, < a < h fiir ein a, dann gédbe es unendlich viele k > n mit
ar > o, Widerspruch! Lasst man n — oo gehen, folgt limsup, a, > sup H.
Da limsup, a, < oo, folgt aus der Definition, dass limsup, a, selbst ein
Héufungspunkt ist, also folgt auch “<”.

(d) Sei (hg)ken eine Folge von Haufungspunkten, die gegen ein y € R kon-
vergiert. Wir miissen zeigen, dass y ebenfalls ein Hiufungspunkt ist.

Induktiv konstruieren wir eine Teilfolge (a,,) von (a;,), die gegen y konver-
giert, genauer, die |a,, — y| < % erfiillt. Nach Teil (a) folgt dann, dass y ein
Haufungspunkt ist. Da iy — y, existiert ein ky € IN so dass |, — y| <
Da hy, ein Haufungspunkt ist, existiert ein 71 € IN so dass |2, — ki, | <
Es folgt |ay, — yl < lan, — ki, | + [y, —yl < 1. Seien nunny < fp < -+ < 1y
in IN bereits konstruiert, so dass |a,; — y| < = fur jedes 1 < j < kgilt. Da

N|—=N|—=

hy — y konvergiert, gibt es ein v € IN so dass Ih -yl < Z(k - gilt. Da h ein

2(k+1) Es
folgt lan,,, —y| < lan,,, —hv|+|,—y| < 5. Dies schlieft den Induktionsschritt
der induktiven Konstruktion ab. m

Haufungspunkt ist, gibt es 15,1 € IN mit 141 > ng und |ay,,, —hy| <
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Skizze zu Aufgabe 3.1.9.

(a) Man nehme in der Ungleichung limsup b, < b, den Limes Inferior
in k € IN und folgere, dass liminf und lim sup {ibereinstimmen. Danach
benutze man Aufgabe 3.1.7.

(b) Seia, > 0 eine subadditive Folge. Man wende das Kriterium aus Teil (a)
auf die Folge b, = %* an. Hierzu folgere man aus der Subadditivitit, dass
age < gai fiirallek, g € IN gilt. Wahle dann k € IN fest und schreibe nn = g,k+ry
gemdfs der Division mit Rest aus Aufgabe Aufgabe 1.4.13. Benutze dann,

dass die Folge (r,) beschrankt ist. O

Losung zu Aufgabe 3.1.10.

Die Folge a,, = ;{:}1 geht gegen Null.
Wir rechnen

1+1 1

ay = - - =0
1+ Pl n
-0
-1

Die Folge (Z?:)lz geht gegen 1.
Wir schreiben

n®+4 1+ %

an = (1’l+1)2 = (1+%)2.

Nenner und Zahler gehen jeweils gegen 1, also konvergiert der Gesamt-
bruch gegen 1.

Die Folge % geht gegen Null.
Sei ¢ > 0. dann existiert ein 119 so dass fiirjedes n > 1y gilt 0 < 1 < ¢2. Da die

Wurzelfunktion auf positiven Zahlen monoton fallend ist, folgt 0 < % <e
tiir jedes n > ny. Damit folgt die Behauptung.

Die Folge a, = Vn + 1 — +/n geht gegen Null.
Wir multiplizieren sie mit der Folge b, = Vn + 1 + /n, die gegen +o geht
und erhalten:

agb, =m+1-n)=1.

Daher ist a, = 1/b, und geht damit gegen Null.

Die Folge a,(-1)" % konlvergiert nicht.
3+

Die Folge b, = % = ﬁ konvergiert gegen 3 und jedes Folgenglied ist
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# 0. Wiirde die Folge a,, konvergieren, dann auch die Folge Z_: = (-1)", was
nicht der Fall ist.

Die Folge an = Z—

geht gegen +00.

n-1 -1
>nnn1—n. O

n

Losung zu Aufgabe 3.1.11. Sei ¢ > 0 und sei 1y € IN so dass fiir jedes
n > ng gilt |a,| < €/2. Dann gilt fiirn > N

Ibal < = Z Kia +— Z K

N+1
‘/_/
:Cn

Da die erste Summe nicht von n abhdngt, geht die Folge (c,) gegen Null fiir
n — oo. Es gibt also ein 11 > ng so dass fiir jedes n > ny gilt |c,| < €/2.

Fiir die zweite Summe gilt
n
€ 1 €
—Zklakl ——2 =e———=-(1+-)<:.
e~ 2n? 4n 4 n’ "2

Zusammen haben wir gezeigt, dass es zu gegebenem ¢ > 0 ein n; € IN gibt,
so dass fiir jedes n > ny gilt |b,| < €. Also ist (b,) eine Nullfolge. |

Skizze zu Aufgabe 3.1.13.
1+v5

Die Folge konvergiert monoton wachsend gegen a = =

Man zeigt durch eine Induktion, dass a, < 4,41 < a gilt. Damit hat sie einen
Limes . Man stellt weiter fest, dass 2 =  + 1 gilt und da diese Gleichung
nur eine positive Losung hat, folgert man g = a. m|

Skizze zu Aufgabe 3.1.15.

(a) Man nimmt an, dass dies nicht der Fall ist. Dann gibt es ein ¢ > 0 so dass
die Menge
={nelN:na, > ¢}

unendlich ist. Wir finden daher eine Folge (1)ren so dass a,, > fk fiir jedes
k € N und ny > 2ny_q fiir k > 2. Ist dann 13 < n < ny, dann folgt wegen
der Monotonie von (a,),, dass a, > a,, > nik Man verkleinert entsprechend

Yoy a4y und erhilt Z,ﬁiz( - ”1’;—;1) < o0, was im Widerspruch zu ny > 214
steht.
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(b) Zunachst wird gezeigt, dass die Behauptung folgt, wenn sie auf zwei
Teilen von IN separat gilt. Genauer zeigt man

(*) Seien v < vy < ... und g < up < ... Folgen natiirlicher Zahlen so dass
N die disjunkte Vereinigung von {vq,v,,...} und {uy, 2, ...} ist. Gehen die
Folgen

(e, + -+ &,)a, und (8#1 +- 4 5uk)”uk

beide fiir k — oo gegen Null, dann geht auch (e1 + - - - + ¢x)a; gegen Null.

Schreibe E, = €1 + - -+ + €,. Indem man IN zerlegt in die Mengen P = {n €
IN: E, > O}und N = N \ P, reduziert man den Beweis auf den Fall E,, > 0
fir alle n € IN.

Sei dann I € IN die Menge aller i € IN fiir die gilt
g =1 und V]'>i E]' > E;.

Das Komplement | = IN \ I ist unterteiltin J* = {j € ] : ¢; = +1}. Far j € J*
sei f(j) > j die kleinste natiirliche Zahl mit Ef(; = E;.

j f()

Es gilt nun

n

ZuiSZai+ Z (aj—af(j))+ Z “j:ZaiEi-

iel iel jert jeJ* i=1
1<n 1<n f(j)=n j<n
f(G)>n

Da die rechte Summe fiir n — co konvergiert, gilt ) ;c;a; < oo, also folgt die
Behauptung fiir die Teilmenge I C IN nach Teil (a).

Um den Beweis abzuschliessen, reicht es daher, die Behauptung unter der
weiteren Annahme zu beweisen, dass E,, der Wert 0 unendlich oft annimmt.
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Seiendann n; < n < ... die natiirlichen Zahlen mit E, = 0. Zu gegebenem
0> 0gibtesein N € N so dass fiir alle N < m < n gilt

n

Zajej < 6.

j=m

Sei nun kg so grof3, dass 1, > N ist. Dann gibt es fiir jedes n > ny, ein k > ko
sodass N < nj < n < np4q. Es gilt

lex + -+ enlan = lenr + - + enlan = Z Llan
jert
me<j<n<f(j)
n
< Z aj+ Z aj—ag; = Z ajej < 0.
jeJ* jeJ* j=n+1

ng<j<n<f(j) n<j<f(j)<n

Da dies fiir jedes n > ny, gilt, folgt die Behauptung. a

Skizze zu Aufgabe 3.1.17.

Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Man nimmt an, dass es keine mo-
noton wachsende Teilfolge gibt und folgert dann daraus, dass fiir jede

nichtleere Teilmenge M C IN das Supremum S(M) = sup {am cm € M}
angenommen wird, d.h., ein Maximum ist. Man setzt dann n; = s(IN)

und 1 = S({nk +1,n + 2,...}). Dann ist die Folge (a;, )xen monoton
fallend. o

Losung zu Aufgabe 3.2.1.

Nach der Bedingung gibt es ein 0 < 6 < 1 und ein ny, so dass Vla,| < 6 fir
alle n > ng. Daraus folgt |a,| < 0" fiir n > np und daher

00 np—1 )
Yl < Yl + Y 0" < oo,
n=1 n=1 n=mng

da die geometrische Reihe )’ , 6" konvergiert. |
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Skizze zu Aufgabe 3.2.3.

Die Reihe ), konvergiert.

nln”

Da die Summanden positiv sind, reicht es zu zeigen, dass die Reihe < oo ist.
Zidhler und Nenner haben gleich viele Faktoren, die aber unterschiedlich
grof3 sind.

Die Reihe )7, —nz )
als 2 mal einem konvergenten Ausdruck. m]

konvergiert nicht. Man kann den Bruch schreiben

Skizze zu Aufgabe 3.2.5.

Man schitzt die Summanden von k = 2/~ und k = 2/ — 1 gegen 2/—1 ab. Das

sind dann 2/ — 2/71 = 2/-1 Syummanden O
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Kapitel 24

Losungen zu Kapitel 4

Losung zu Aufgabe 4.1.1.

Sei x € R. Nach Satz Ana-2.5.11 liegt in jedem nichtleeren offenen Intervall
eine rationale Zahl. Also gibt es zu jedem n € IN eine rationale Zahl r,
in dem Intervall (x,x + 1/n). Insbesondere ist dann |r, — x| < 1/n, also
konvergiert die Folge (r,).en gegen x. Da f und g stetig sind und auf jedem
1, libereinstimmen, gilt

fx) = hrl;nf(rn) = 1i111'n g(rn) = g(x).

Da x beliebig war, sind die Funktionen f und g gleich. |

Losung zu Aufgabe 4.1.2.

Sei f: (a,b) - R, f(x) = ﬂ%x + b}—x Wir zeigen zunichst, dass f streng
monoton wachsend ist. Hierzu seiena < x < y < b.Dann gilt0 < x—a < y—a
und damit

1 1 1 1

> —— also < ,
xX—a y-—a a-x a-y

und dasselbe mit b statt 2. Durch Addition erhalten wir fiira < x <y < b,
dass f(x) < f(y), also ist f streng monoton wachsend. Fiir x \, a geht ﬁ
gegen 7 und - gegen —, also geht f(x) gegen —oo. Ebenso geht f(x)
gegen +oo flir x /' b. Nach dem Zwischenwertsatz nimmt f jeden Wert in
R an, ist also eine Bijektion (2, b) — R. Die Umkehrfunktion ist automatisch
monoton wachsend, also sind beide stetig und daher ist das offene Intervall
(a,b) homdomorph zu R.
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Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3, Ana-3.3.4, hat jede Folge in [a, D]
eine in R konvergente Teilfolge. Da [a, b] abgeschlossen ist, liegt der Limes
jeweils schon in [a, b]. Wire [a, b] hom6omorph zu (4, b), so hitte auch jede
Folge in (a,b) eine in (a,b) konvergente Teilfolge. Die Folge x, = b + fﬁ
konvergiert in R gegen a, konvergiert daher nicht in (a, b). m|

Skizze zu Aufgabe 4.1.4.

Ja, die gibt es. Ein Beispiel ist gegeben durch f : R — R mit f(x) = 0,
fallsx e R\ Qund f (5) = %. Die Unstetigkeit in den rationalen Zahlen ist
einfach einzusehen. Fiir die Stetigkeit an den irrationalen Zahlen betrachte
die Menge +Z fiir N € N. und betrachte den Abstand zu einer gegebenen
irrationalen Zahl. m|

Skizze zu Aufgabe 4.1.5.

Diese Funktion ist stetig. Ausserhalb von x = 0 ist das schnell klar. Fiir
gegebenes ¢ > 0 ist die Abschdtzung |f(x)| > € dquivalent zu

1—élx]< Va2 +1<1+¢lx|.

Wahlt man x und ¢ klein, so ist diese Abschidtzung dquivalent zu der
Abschitzung, in der alle Terme quadriert werden. Aus dieser ldsst sich
dann die Giiltigkeit des ¢ — 6-Kriteriums fiir die Funktion im Punkt x = 0
herleiten. |

Losung zu Aufgabe 4.1.7.

Die Funktion f ist genau dann stetig in xo, wenn xo # J_r% fiir jedes n € IN gilt.

Ist xp # 0 von der verlangten Form, dann ist x + 1/x stetig in xo und [.] ist
konstant in einer Umgebung von 1/xp, so dass insgesamt f in xj stetig ist.
Ist umgekehrt xp von der Form 1/n fiir ein n € Z \ {0}, dann ist x +— [1/x]
unstetig in xo und da xp # 0 folgt, dass f unstetig in xp ist. Fiir den Punkt
xo = 0 schlieBlich sei -+ < x < 1, dann folgt f(x) = nx und - < f(x) < 1.
Da dies fiir n — oo gegen 1 konvergiert, folgt lim,\ o f(x) = 1. der Limes

von unten geht ebenso. m|
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Losung zu Aufgabe 4.1.8.

Seien xg € R und ¢ > 0. Dann existieren 6, 6¢ > 0, so dass fiir jedes x € R
gilt

lx —xol <6 = |f(x) - f(x)l <&,

[x — xo| < 6g = |g(x) — g(x0)| < &.
Indem man gegebenenfalls f und g vertauscht, kann man m(xg) = f(xo)
annehmen. Sei 6 = min(6y, 65) und sei x € R mit |x — xo| < 6 gegeben.
1. Fall: m(x) = f(x).
Dann folgt |m(x) — m(xo)| = |f(x) — f(x0)| < €.

2. Fall: m(x) = g(x).
Dann folgt g(x) > f(x) und g(xo) < f(xo). Da aber auch |f(x) — f(xo)| < ¢
und ebenso fiir g, ist zusammengenommen,

flxo) —e < f(x) < g(x) < g(x0) + € < flxp) + €.

Zieht man f(xq) ab, so erhélt man —¢ < g(x) — f(xo) < ¢, also

Im(x) — m(xo)l = [g(x) — f(xo)| < €.

Daher ist m(x) im Punkt x stetig. |

Losung zu Aufgabe 4.1.9.

Da a kein Schattenpunkt ist, gilt f(a) > f(b). Die stetige Funktion f nimmt
auf dem kompakten Intervall [, b] ihr Maximum M an (Satz Ana-4.3.8). Wir
nennen jeden Punkt x € [a,b] mit f(x) = M einen Maximalpunkt. Wir zeigen,
dass b ein Maximalpunkt ist und dass es keinen Maximalpunkt in (4, b) gibt.

Angenommen, es gibt einen Maximalpunkt xy € (2,b) Da xp ein Schatten-
punkt ist, gibt es ein y > x¢ mit f(y) > f(xp). Dann muss y > b sein, da
f(x0) = Mist. Da b kein Schattenpunkt ist, folgt

fxo) =M = f(b) = f(y) > f(xo0),

also ein Widerspruch! Wegen f(b) > f(a) folgt also f(b) = M. Insbesondere
folgt auch f(x) < f(b) fiir jedes x € (a,b), denn sonst wére x ein Maxi-
malpunkt. Da f stetig ist, folgt auch f(a) = lim~, f(x) < f(b) und daher

fla) = f(b). o
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Losung zu Aufgabe 4.1.10.

(a) Die Funktion f ist in jedem Punkt stetig. Im Intervall (—oo,0) stimmt
sie mit der Funktion x — —x iiberein, welche nach Vorlesung stetig ist. Im
Intervall (0, o) ist sie gleich x + x, also auch stetig. Im Punkt xo = 0 folgt
die Stetigkeit zum Beispiel nach dem ¢ — 6 Kriterium, denn fiir gegebenes
¢ > 0 setze 6 = ¢, dann folgt

lx—xol=lxl<o=¢ = [f(x)- flxo)l =Ix| <e.

Die Funktion g ist in jedem Punkt stetig, aufler im Punkt xy = 0. Auflerhalb
des Punktes xo = 0 ist sie Komposition der stetigen Funktionen x }—C und
sin(x) und damit stetig. Im Punkt xo = 0 ist sie nicht stetig, denn fiir die

beiden Nullfolgen x, = & und y, = ﬁ gilt
lim g(x,) = limsin(nmn) =0 aber lim g(y,) = limsin(nn + g) =1
n n . , n n
~—————

=0 -1

Damit ist ¢ im Punkt xyp = 0 unstetig.
(b) Die Funktion ist genau dann stetig, wenn & = 3 und f = 4e2.

In den Intervallen (—oo, 1), (1,2) und (2, o) ist f stetig. Der Limes lim, ~ f(x)
ist 1, wohingegen lim,\ 1 f(x) = @ —2ist. Damit f in xo = 1 stetig wird, muss
also a = 3 gewdhlt werden. Ist « = 3 gewdhlt, dann folgt lim, ~ f(x) = 4.
Da lim f(x) = Be?, ist f genau dann stetig, wenn f als f = 4e~2 gewihlt
wird. |

Skizze zu Aufgabe 4.1.11.

Fir Teil (a) orientiert man sich an dem Beweis von Satz Ana-4.3.9, dem
¢ — 6-Kriterium fiir Stetigkeit.

(b) Man definiert den Defekt im Punkt x € R als
d(x) = lim sup {|f(x) - ()| : [x — yl < 5}.
NS

Man setzt dann A, = {x € R: d(x) > % . Dann stellt man fest, dass A, die
Bedingung aus Aufgabe 3.1.6 erfiillt. a

Losung zu Aufgabe 4.2.1.

(a) Indem man gegebenenfalls f(x) durch f(—x) ersetzt, kann man anneh-
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men, dass f monoton wachsend ist. Sei x € R und sei ¢ > 0. Da das
Bild von f dicht ist, gibt es x1,x € R mit f(x1) € ( flx) —¢, f(x)) und

fx2) € (f(x), f(x) + €), also
) =€ < fl) < fx) < fxa) < f) +e.

Da f monoton wachsend ist, folgt x; < x < x».

Sei 6 = min(|x — x1/, |x — x2|). Ist |x — y| < 0, so folgt x; < y < x2 und daher

f) =& < flx1) < f(y) < flx2) < f(¥) + ¢,

d.h., [f(x) = f(y)| < e. Also ist f stetig nach dem &-0-Kriterium.

Ist nun y € R, so gibt es, da das Bild von f dicht ist, ; < t; € R mit
f(t1) <y < f(t2). Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein t € R mit f(t) = y.
Daher ist f surjektiv.

(b) Angenommen, es gibt ein solches f. Die Menge R \ Q ist nach Aufgabe
3.1.5 dicht in R. Daher hat f dichtes Bild. Nach Teil (a) ist f surjektiv, also
f(R) = R, Widerspruch!

(c) Wir definieren eine solche Funktion f wie folgt. Ist x < inf(A), so setzen
wir f(x) = inf(A), andernfalls sei f(x) = sup {a €eA:a< x}. Beachte, dass
hier das Supremum {iber eine nach oben beschrinkte, nichtleere Menge
genommen wird. Beachte ferner, dass x < inf(A) nur auftreten kann, wenn
A nach unten beschrankt ist. Dann gilt

(i) f(R) = A,dennfiira € A gilt f(a) = aund fiir jedes x € Rist f(x) entweder
das Supremum einer nach oben beschrankten Teilmenge von A oder das
Infimum einer nach unten beschrankten Teilmenge von A, liegt also nach
Aufgabe 3.1.3 in jedem Fall in der abgeschlossenen Menge A.

(ii) f ist monoton wachsend. Denn: sei x < y und ap = inf(A). Ist ag < x,
dann ist f(y) das Supremum tiber eine grofsere Menge als im Fall f(x), also
folgt f(y) > f(x). Ist x < a,, dann ist f(x) = inf(A) und diese Zahl ist < a fiir
jedes a € A, also insbesondere f(x) < f(y). ]

Skizze zu Aufgabe 4.2.2.

Sei xg € [a,b]. Durch wiederholte Anwendung der Monotonie von F sieht
man dann, dass die Iterationsfolge (x,) monoton wachsend ist. Im Fall
f(x0) < xg ist sie monoton fallend. Da die Folge monoton und beschrankt
ist, ist sie konvergent. m]
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Skizze zu Aufgabe 4.2.3.

Setze g(x) = x — f(x). Dann ist g(a) < 0 < g(b). Schliefle, dass g eine
Nullstelle hat. O
Losung zu Aufgabe 4.2.4.

Sei I ein Intervall und sei f : I — R eine monotone Funktion. Indem man
gegebenenfalls f durch —f ersetzt, kann man annehmen, dass f monoton
wachsend ist. Da es maximal zwei Randpunkte des Intervalls gibt, reicht
es, anzunehmen, dass das Intervall I offen ist. Fiir jeden Punkt x € I seien
dann f_(x) = limy ~ f(y) und fi(x) = lim,~ . f(y). Es gilt stets f_(x) < fi(x)
und die Funktion f ist genau dann unstetig in x, wenn diese beiden Werte
verschieden sind. Sei U die Menge der Unstetigkeitsstellen. Fiir jedes x € U
gibt es eine rationale Zahl r(x) in dem offenen Intervall (f-(x), f+(x)). Die
Abbildung r : U — Q ist streng monoton wachsend, also injektiv und
daher ist A abzdhlbar. ]

Skizze zu Aufgabe 4.3.1.

Wegen f(x) = f(x/2)? ist f positiv. Man setzt a = f(1) und sieht induktiv,
dass f(k) = a fiir k € Z. Dieselbe Aussage fiir rationale Zahlen folgt aus der
Eindeutigkeit der Wurzel. Die Stetigkeit von f liefert den Rest mit Aufgabe
41.1. o

Losung zu Aufgabe 4.3.4.

(a) Im Allgemeinen nicht. Als Beispiel sei f konstant gleich 1 und g(1) = 0
sowie g(n) = 1 fiir jedes n > 2. Dann gilt f(n) < g(n) fiir jedes n > 2, aber
f(1) ist nicht < Cg(1), egal, welchen Wert C > 0 annimmt.

Allerdings lasst sich die Aussage reparieren: Gilt stets g(n) > 0 fiir jedes
n € IN, dann sind die beiden Aussagen dquivalent.

(b) Es gilt ¢ < f, aber nicht umgekehrt. Fiir jedes x > 0 gilt log(x) < x.
Um dies einzusehen, betrachte die stetig differenzierbare Funktion h(x) =
x —logx. Fiir x — 0 und x — oo geht sie gegen +co. Ihre Ableitung ist
Wix)y=1- % Die einzige Nullstelle von h’(x) ist x = 1, also liegt hier das

Minimum von h(x). Es gilt also i(x) > h(1) = 1. Damit folgt fiir n € IN
g(n) = &"°8" < ¢ = f(n).

Zur zweiten Aussage. Es ist zu zeigen, dass f(n)/g(n) unbeschréankt ist.
Es gilt f(n)/g(n) = gn'-nlogn — pn(n-logn) Dy die Funktion n — logn fiir
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n — oo gegen +oo geht, geht auch f(n)/g(n) gegen +oco und damit folgt die
Behauptung. ]

Skizze zu Aufgabe 4.4.1.

Durch Quadrieren zeigt man Vab < % fiir a,b > 0. Daraus schliesst man
gn+1 < Ay und dann a, g, > g,% und zieht dann die Wurzel um die Mono-
tonie von (g,) zu erhalten. Analog geht man fiir (2,,) vor. Die beiden Folgen
sind dann monoton und beschrankt, also konvergent. Sein a und g die Li-
miten indem man die induktive Definition der Folgen benutzt, sieht man

8§ = +ag. O

Losung zu Aufgabe 4.4.2.

Ja, die gibt es. Nach Lemma Ana-4.4.5 wichst die Exponentialfunktion

schneller als jede Potenz und insbesondere konvergiert die Folge 2 log(n) =

log(n)
elog(m)

gegen Null. Daher geht die Folge ni = e log() gegen 1.

Sei (r1)nen irgendeine Abzdhlung von Qs = {r eEQ:r> O}. Die Folge (a,)
wird induktiv konstruiert. Zunichst sei 4y = 1. Dann sei n > 2 und seien
a,...,0,-1 bereits konstruiert. Sei dann m € IN die kleinste natiirliche Zahl
so dass

Ym ¢ {a1/a21 e /an—l}
und

1
— <Ty <N
n

Setze dann a, = r,,,. Dann gilt also insbesondere
1
—<a,<n
n

und daher .

1
n

n

1
Die Folgen rechts und links konvergieren beide gegen 1, daher auch (a,’; )
Da die a, alle r,,, aufzdhlen, folgt die Behauptung. m|

Losung zu Aufgabe 4.4.3.

Sei x1 > 0 beliebig und sei x,,+1 = x;". Die Folge (x,) ist monoton wachsend.
Ist x; <1, so konvergiert sie gegen 1. Ist x; > 1, so geht sie gegen +co.
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Beweis. Zunéchst sei x; = 1. Dann folgt induktiv, dass x,, = 1 fiir allen € IN.
Also ist die Folge in diesem Fall monoton wachsend und konvergiert gegen
1.

Fiir die anderen Félle betrachte f : (0, 0) — (0, o0) gegeben durch
f(x) =¥ = exlog(x)‘

Fir 0 < x < 1 ist log(x) < 0 und daher xlog(x) > log(x). Fiir x > 1 ist
log(x) > 0 und daher ebenfalls xlog(x) > log(x). Anwendung der streng
monoton wachsenden Exponentialfunktion liefert fiir x # 1, dass

f(x) — exlog(x) > elog(x) = 7.

Das bedeutet insbesondere, dass stets x,,.1 > x,, und die Folge damit streng
monoton wachsend ist.

1.Fall. 0 <x; <1.

Ist 0 < x < 1, dann ist xlog(x) < 0 und damit f(x) = ¢ log() < 1. Induktiv
folgt daraus, dass x, < 1 fiir jedes n € IN, die Folge ist also monoton
wachsend und beschrankt, also konvergent. Sei a > 0 der Grenzwert. Da f
stetig ist, gilt

fla) = lirrlnf(xn) = lirrlnxnﬂ =a.

Daher ist a = €198, also log(a) = alog(a), woraus a = 1 folgt.

2. Fall. x > 1.

Die Folge ist auch in diesem Fall monoton wachsend. Wire sie konvergent,
so wire der Limes ein Fixpunkt von f, wie im ersten Fall gezeigt. Da f aber
nur einen Fixpunkt a = 1 hat, geht die Folge gegen +co. a

Losung zu Aufgabe 4.5.1.

(a) Durch Erweitern des Bruchs mit (1 — i) erhdlt man

2+i_2+z’1—i_(2+i)(1—z’)_§+§i

T+i 1+il-i 2 2 2
Fiir (b) gibt es mehrere Moglichkeiten. Man kann etwa rechnen:
(i+1) = (\/Eem“)n = V2" "4 = \2" cos(nm/4) + V2" sin(nm/4)i.
Eine andere Losung ist

[(n-1)/2]

(i+1)" = Z(’;)zk - kzo‘ (Z”k)(—l)k +[ Y (Zk’i 1)(—1)k] i O

k=1



Kapitel 25

Losungen zu Kapitel 5

Skizze zu Aufgabe 5.1.1.

Fiir (a) setzt man h(x) = f(x)e”** und stellt fest, dass die Ableitung Null,
also I konstant ist. Fiir (b) leite man f? + g2 ab. o

Losung zu Aufgabe 5.1.2.

(a) e* ist differenzierbar und nach Kettenregel auch e™* und deren Linear-
kombinationen, also sind cosh und sinh beide differenzierbar. Es gilt

cosh’(x) = %(ex —¢) = sinh(x)
und

1
sinh’(x) = E(ex +¢7¥) = cosh(x).

(b) Sei f(x) = x0). Dann gilt
fx) = o logx) ee“'l"g(’o log(x)

Fiir x > 0 sind x und log(x) differenzierbar und daher nach der Produktregel
auch xlog(x). Da die e-Funktion differenzierbar ist, ist nach der Kettenre-
gel auch e* log(*) differenzierbar, wieder nach der Produktregel dann die
Funktion ¥1°8%) Jog(x) und schlieSlich ist mit einer letzten Anwendung der
Kettenregel f differenzierbar. Die Anwendung der entsprechenden Ablei-
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tungsregeln liefert

f/ (x) = eeXlog(x) log(x) (%ex log(x) + log(x)ex log(x)(log(x) + 1))

NCY (%x + log(x)x* (log(x) + 1)).

(c) Sei g(x) = (x*)*, d.h., g(x) = ¢€* log(") = ¢x*log(™ Die Differenzierbarkeit
wird wie in Teil (a) nachgewiesen. Es gilt

¢ (x) = €198 (2x og(x) + x). O

Skizze zu Aufgabe 5.2.3.
Die Folge a, = (n + 1)* — n® konvergiert gegen Null

Betrachte hierzu die differenzierbare Funktion f : (0,00) — R, x — x%.
Dannista, = f(n + 1) — f(n). Man wende nun den Mittelwertsatz an (Satz
Ana-5.2.5). |

Skizze zu Aufgabe 5.2.6.
Das folgende Bild liefert die Beweisidee:

w Xo Y

Geht zum Beispiel x von unten gegen xo, dann lieft der Funktionswert f(x)
zwischen den beiden eingezeichneten Geraden, da man andernfalls einen
Widerspruch zur Konvexitét erhilt. m|

Losung zu Aufgabe 5.2.7.

Sei f(x) = %(x + f—c) Die Funktion f ist fiir x > 0 differenzierbar und es
gilt f/(x) = %(1 - ;—2) Die Funktion f bildet (0, o) nach [\/E, 00) ab, denn

f(x)— Va= %(x2 +a—2x\/5) = lx(x— \/5)2 > (. Damit folgt also x, > Va
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fiir jedes n > 2. Es istf(\/ﬁ) = %(\/E+ %) = +a und fiir x > +a gibt es
nach dem Mittelwertsatz ein vz < 0 < x mit
POV pigy=2(1-4) <2,
x— \a 2 02} 2
so dass f(x) — Va < 3(x - va) < (x — va) und damit insbesondere f(x) < x.
Dabher folgt fiir n > 2, dass x,4+1 = f(x4) < x,. Die Folge ist also monoton

fallend und nach unten durch +/a beschrinkt, also konvergent. Fiir den
Limes z muss gelten

f(z) = f(imx,) = lim f(x,) = limx,4; = limx, = z.
n n n n

Das heisst f(z) =z, also z = % (z + g), woraus z = +a folgt. O

Skizze zu Aufgabe 5.2.8.

Fiir (a) benutzt man das ¢-0-Kriterium der Stetigkeit der Funktion f. Fiir
Teil (b) beachte, dass die Bedingung bedeutet, dass die Funktion f bei jeder
Iteration den Abstand zum Punkt a verringert. Daher konvergiert die Folge
der Abstinde. Man zeigt dann, dass der Limes der Abstdnde nur Null sein
kann. m|

Skizze zu Aufgabe 5.2.9.

log x
x

Ein Punkt x ist genau dann Fixpunkt, wenn log(a) =

. 1
nun die Kurve g(x) = Ofx. |

gilt. Diskutiere

Skizze zu Aufgabe 5.2.10.

Induktion nach n. Fiir den Induktionsschritt setze A =ay +--- + 4, > 0 und
B =1 +---+ ;L >0und diskutiere die Funktion f(x) = (A +x)(B+ ). O

Losung zu Aufgabe 5.3.1.

(a) Zdhler Z(x) = 3x*> — 2x — 1 und Nenner N(x) = x° + 9x° — 10x* sind
Polynome, also iiberall differenzierbar. Beide verschwinden in x = 1, wie
man durch Einsetzen feststellt. Die Ableitungen sind

Z'(x)=6x+2,  N'(x)=6x +45x* — 40x°.

Es gilt Z’(1) = 8 und N’(x) = 46, so dass der Limes lim,_,; ﬁi(xx)) existiert und
gleich 5 ist. Nach dem Satz von de 'Hospital, (Satz Ana-5.3.1), den wir
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einmal fiir den Limes x ' 1 und dann fiir den Limes x \, 1 anwenden,
existiert daher der Grenzwert lim,_,; % auch und ist ebenfalls gleich %.

(b) Zahler Z(x) = e*—e™* und Nenner N(x) = x? sind auf ganz R differenzier-
bar und gehen gegen Null fiir x — 0. Ihre Ableitungen sind Z’(x) = ¢* +¢™*
und N’(x) = 2x. Die Ableitung des Nenners geht immer noch gegen Null,
wir kénnen also den Grenzwert nicht sofort bestimmen. Daher wenden wir
die Regel von de 1'Hospital noch einmal an. Die Funktionen Z” und N’ sind
wieder auf ganz R differenzierbar und die Ableitungen sind Z”(x) = e* —e™*
und N’ (x) = 2. Diese Funktionen sind beide stetig in x = 0 und haben dort
die Werte N”(0) = 0 und Z”(0) = 2. Daher folgt limy_,o %((xx)) = 0. Eine An-
N'(x)

wendung von de I'Hospital liefert lim,_, Z,(( 5 = 0 und eine zweite dann
1 N _
1My 0 7m0 0.

(c) Zahler Z(x) = x und Nenner N(x) = logx sind beide in {x > 0} differen-
zierbar und der Nenner geht gegen —oo fiir x — 0. Es gilt Z’'(x) = 1, sowie
Z'(x) = Daher existiert der Limes lim, N,((x) lim,\ o x = 0. Nach dem

Satz von de I"'Hospital folgt dann auch lim,\ N(x) =0.

(d) Zahler Z(x) = x?> und Nenner N(x) = sin(x) sind auf ganz R differen-
zierbar. Es gilt N’(x) = 2x und Z’(x) = cos(x). Daher existiert der Grenzwert

hmx—>0 7’ (

Zn = 0 und mit dem Satz von de ’'Hospital gilt limy 0 > Z(x) =0. O

Skizze zu Aufgabe 5.3.2. Mit dem Satz von de 1'Hospital stellt man fest,
dass der Grenzwert gleich { ist. ]
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Kapitel 26

Losungen zu Kapitel 6

Losung zu Aufgabe 6.1.1.

Sei ¢ > 0 und seien ¢ < f < ¢ Treppenfunktionen mit fa ’ Y — ¢ < 6% Wir
konnen annehmen, dass ¢ > 6. Dann sind % und % ebenfalls Treppenfunk-

tionen und es g1lt 1< jlf < <P Ferner ist

PRI @ -ow 1
L0 90T ), emem S gfa Y0 - p)dx < e.
Damit ist f nach Satz Ana-6.1.11 Riemann-integrierbar. O

Skizze zu Aufgabe 6.1.2.

. . fallsm = +n,
Das Integral ist
0 sonst.

Hierzu stellt man fest, dass %{eik" die Stammfunktion zu ¢** ist, wobei
man Real- und Imaginérteil getrennt betrachten kann. Dann schreibt man

sin(x) = %(eix — ey, |

Losung zu Aufgabe 6.1.5.

. e _ dy _ 1
(a) Wir substituieren y = log(x), also 7 = ¢

log() . (“log®) . (1 i
f " dx-2£ . dx—ZJO‘ydy—yO—
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(b) Es gilt

27 7
f | sin(x)| dx = 2 f sin(x) dx = =2 cos(x)|y = 4.
2 0

(c) Die Substitution y = e* liefert
1
fexp(x+ex)dx:f€eydy:ey|‘i:e“’—e. O
0 1

Skizze zu Aufgabe 6.1.6.
(a) Durch die Substitution y = log t erhdlt man flx logtdt = xlogx —x + 1.

(b) Die Substitution t = log x liefert f YLy = loglog v — loglog 2.

xlogx

(c) Berechne die Ableitung von ¢ Teil (d) ist trivial. Fiir (e) berechne die
Ableitung von log(1 + x?).

(f) Mit f(x) = x+ xist der Integrand gleich xf} Man benutze nun partielle

Integration. Am Ende ergibt sich

x— Vx 1 x
fx+ NE dx = xlog(x + \/J_c)—ixlog(x)+§

—210g(\/§+1)\/9_c+%(\/}+1)3+%(\/§+1)2. O

Skizze zu Aufgabe 6.2.1.

Die Reihe konvergiert genau dann, wenn o > 1 ist.

Da der Logarithmus langsamer wéchst als jede Potenz, ist 28 n” ﬁ ) beschrinkt,
falls 1 < g < a. Dann lésst sich die Summe gegen die Summendarstellung
der Riemannschen Zetafunktion aus Beispiel Ana-6.4.8 abschatzen. |

Losung zu Aufgabe 6.2.3.

(a) Das Integral fl 1)2 dx existiert nicht.

Der Integrand 1st X~ %4 1

_2,17
X+X

und da der Bruch stets > 0 ist und gegen
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\/_

1)

1 konvergiert, existiert ein & > 0 so dass 5 > ax~ 12 fiir jedes x > 1

g1lt. Fir T > 1 ist daher

T T
f i dx > acf x‘% dx
1 (2x—1)? 1

1T
:a22

\/_ 1) - +co.

1

Damit folgt, dass das Integral fl o dx fir T — oo gegen +oo geht.

1)2

(b) Das Integral f;o x(loé pon dx konvergiert und hat den Wert 5~ g2

Fiir T > 2 rechnen wir mit der Substitution y = log x,

fT 1 p flog T 1 1, 1 log T 1 1
—_—ix = = —_ .
2 x(log x)2 log2 y = y log 2 IOg 2 log T

Fiir T — oo konvergiert dies gegen @.

(c) Das Integral fooo e** cos(tx) dx konvergiert genau dann, wenn s < 0 ist
und hat in diesem Fall den Wert 5.
Ist s = t = 0, so ist der Integrand konstant gleich 1 und das Integral
existiert nicht.

Istt > 0und s > 0, dann ist fiir jedes k € Z,

(2k+}/2)ﬂ 1 (2k+1/2)1
™ cos(tx)dx = — f /" cos(x) dx
(2k—1/2)ﬂ t (2k-1/2)m

1 (@k+1/2)m
> n f cos(x) dx
(

2k—1/2)n
1 /2 1 /2 2
= - f cos(x)dx = - sin(x) =-.
t —7t/2 t -7t/2 t

Diese Rechnung zeigt, dass das Integral nicht konvergiert, denn im Fall
der Konvergenz miifite diese Folge fiir k — oo gegen Null gehen. Der
Fall t < O folgt auch, da cos(x) eine gerade Funktion ist.
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Sei nun also t € Rund s < 0. Fiir T > 0 rechnen wir

T LT
f e* cos(tx)dx = = f eSHIDX 4 p(6=iX gy
0 2 Jo

T
L'e(sﬂ't)x + 1 e(s it)x
s+ it o S—it

(e(s+it)T -1 eb—iT _ 1)

T

0)
- + -
s+ 1t s—1t

;1( -1 N —1) —S -
2\s+it s—it s2 4+ 12°

1
2
1
2

Losung zu Aufgabe 6.2.4.

1 -
(a) Das Integral fo x% dx existiert genau dann, wenn a > —1 und hat dann
den Wert —L-

a+1-

Sei @« # —1 und sei ¢ > 0. Die Funktion ﬁx‘”l

funktion von x® und daher ist

1 1 +1
1 1-—¢?
Xy = ——x| = .
e a+1 e a+1

ist fir x > 0 eine Stamm-

Der Limes fiir ¢ — 0 existiert genau dann, wenn a > —1 und ist dann gleich
= —L- SchlieBlich im Fall @ = —1 ist eine Stammfunktion zu x* gegeben durch
den Logarithmus log(x), so dass dann

1
f x%dx =log(1) — log(e) = —log(e).
.
Fiir ¢ — 0 geht dieser Ausdruck gegen +oo, das Integral existiert also
ebenfalls nicht.

(b) Das uneigentliche Integral floo x% dx existiert genau dann, wenn a0 < —1.

In diesem Fall ist sein Wert gleich flw x*dx = =L,

In diesem Fall ist die obere Grenze kritisch. Sei also T > 1. Fiir « # —1 ist

dann
T
f xa dx — 1 xa+1
1 a+1

Der Limes fir T — oo existiert genau dann, wenn @ < —1 und ist dann
gleich —5. SchliefSlich im Fall a = -1 ist

T Ta+l _ 1
1_ a+1

T
f x* dx = log(T) — log(1) = log(T)
1
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und dieser Ausdruck geht gegen +oo fiir T — oo, so dass auch dieses
uneigentliche Integral nicht existiert.

1
(c) Das uneigentliche Integral f log(x) dx existiert und hat den Wert —1.
0

In diesem Fall ist wieder die untere Grenze kritisch. Sei also 0 < ¢ < 1.
Dann muss fé ! log(x) dx berechnet werden. Hierzu wird zunéchst mit Hilfe
der Substitution v = log(t) und anschliefSender partieller Integration eine
Stammfunktion von log(x) bestimmt:

X log(x)
f log(t)dt = f ve’ dv
1 0

log(x) log(x)
—f e’dv = xlog(x) —x + 1.
0

= ve’

0

Daher ist also F(x) = xlog(x) — x + 1 eine Stammfunktion von log(x). Eine
kleine Probe bestitigt dies. Daher ist also

1 1
f log(x) dx = xlog(x) — x + 1’ = —¢log(e) +¢e -1

Fiir ¢ — 0 geht dies gegen —1. |

Skizze zu Aufgabe 6.2.5.

(a) Die Konvergenz des Integrals wiirde bedeuten, dass der Limes von

fOT f(t)dt fir T — oo existiert. Formuliere das Cauchy-Kriterium fiir diesen
Grenziibergang.

(b) (i) Dieses Integral existiert.
Sei r > 0. Nach der Substitution y = 1/x bietet sich eine Abschitzung des
Integranden an.

(ii) Dieses Integral existiert nicht.
Wiirde es existieren, dann auch sein Realteil, was Teil (a) widerspricht. O



®

Check for
updates

Kapitel 27

Losungen zu Kapitel 7

Losung zu Aufgabe 7.1.1.

Die einseitigen Limiten existieren fiir jede Riemannsche Treppenfunktion
und daher auch fiir jeden gleichméfligen Limes von Treppenfunktion, also
tiir jede Regelfunktion.

Sei umgekehrt f eine Funktion, fiir die alle einseitigen Limiten existieren.
Schreibweise: fiir x € [a, b] sei

“(x) =1 B, ff(x)=1 t).
fr00) =lm f(t),  f(x) =1lim f(f)
Fiir n € IN sei A,, die Menge aller c € [g, b] so dass es eine Treppenfunktion
t:[a,c] = R gibt mit |t(x) — f(x)| < % fir alle x € [a, c].
Zwischenbehauptung: a € A, und sup A, € A,.

Beweis hierzu: Die Aussage a € A, ist klar. Sei xo = sup A,. Da fur f alle
einseitigen Limiten existieren, gibt es ein c € [a, x9) so dass

If(x) = f~ (x0)l <% fir c<x<xp.

Man wéhlt nun eine Treppenfunktion fauf [4, c], die f bis auf % approximiert
und setzt diese durch die Konstante f~(xp) auf (c, xo) und durch f(xo) auf
xo zu einer Treppenfunktion t auf [a, xo] fort. Die Zwischenbehauptung ist
bewiesen.

Sei a < xg < b. Dann kann xy nicht das Maximum von A,, sein, denn da die
einseitigen Limiten existieren, gibt es ein xg < d < b so dass

F@) = Frou)l < fir xe (o, dl
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Wieder wiahlt man eine Treppenfunktion auf [a, xo], die f bis auf 1/n appro-
ximiert und setzt diese durch die Konstante f*(xp) nach [a,d] fort. Daher
ist xg nicht das Maximum von A,. Es folgt, dass b dieses Maximum sein
muss, also ist f auf dem ganzen Intervall [a, b] durch eine Treppenfunkti-
on bis auf 1/n approximierbar. Daher ist f ein gleichméfiiger Limes von
Treppenfunktionen.

Die Tatsache, dass jede Regelfunktion Riemann-integrierbar ist, folgt sofort
aus Satz Ana-7.1.9. m

Losung zu Aufgabe 7.1.2.

Dies ist nicht der Fall. Sei x € [0,1). Dann konvergiert die Folge x" gegen
Null. Es ist dann 0 < f,,(x) < x* — 0, also geht f,,(x) gegen Null. Fir x = 1
schliefSlich ist f,(x) konstant Null. Also konvergiert f, punktweise gegen
Null.

Die Funktion f, ist differenzierbar, > 0 fiir x € (0,1) und es gilt f(0) =0 =
f(1). Die Ableitung

o) = na" (1 = ") = na® L = " (1 - 2x")

hat genau eine Nullstelle xo = 1/ A2 im offenen Intervall (0,1), so dass dies
das Maximum der Funktion ist. Der Funktionswert ist f, ("L\/E) = % (1 - %) =

1 und damit konvergiert die Folge nicht gleichmégig gegen Null. ]

Losung zu Aufgabe 7.1.3.

(a) Diese Folge konvergiert punktweise, aber nicht gleichméflig gegen die
Konstante 1.

Seix € Rgegebenundseix, = V1 +x2 = exp(2 log(1+x?%)). Da 1 gegen Null
geht, geht auch 1log(1 + x?) gegen Null und da die Exponentialfunktion
stetig ist, geht x, gegen exp(0) = 1. Um zu zeigen, dass die Folge nicht

gleichmigig konvergiert sei ¢ > 0. Fiir gegebenes n geht V1 + 22 fiir x — oo
gegen Unendlich, daher gibt es ein x mit ’ V1+2a2 - 1' > €.

(b) Die Folge konvergiert gleichméfiig gegen Null.

Die Reihe konvergiert absolut, denn

k=1

[o0]

SZ%:L

k=1

sin(kx)
2k
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Fiir die gleichméafiige Konvergenz reicht es, die Restsumme gleichmafsig
abzuschitzen:

sin(kx)
2k

k=n

= sin(kx) =1 1
‘Z 2k <) 26 nl
k=n k=n
und dies geht unabhéngig von x gegen Null.

(c) Diese Folge konvergiert nicht.

Zum Beispiel fiir x = /2 ist

-1 n=3#4)
hu(x) =40  n gerade, O
1 n=14).

Losung zu Aufgabe 7.1.6.

(a) Die Folge gu(x) = /x?+ % konvergiert auf R gleichmafliig gegen die
Funktion g(x) = [x].

Beweis: Es gilt

19(x) — |x]| = x2+%— Vx2

‘,/x2+%+\/?

1
=|4/x2+-— Va2
" ‘,/x2+%+\/?
1 1 11 1
:x2+E—x2 —;T:_'
2+ 12 G

Da die letzte Folge gegen Null geht und nicht von x abhdngt, folgt die
Behauptung.

(b) Die Folge f,(x) = arctan(nx) konvergiert punktweise, aber nicht gleich-
méflig gegen die Funktion

x>0,

O NIR

f(x) =

x=0,
TT
-5 x < 0.
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Beweis: Dies ist klar, da arctan(x) fiir x — +oo gegen +7 konvergiert und
arctan(0) = 0 ist. Die Konvergenz kann nicht gleichméfiig sein, da sonst der
Limes eine stetige Funktion ware. O

Skizze zu Aufgabe 7.2.1.

Die hoheren Ableitungen der Funktion f(x) = logx sind bekannt. Damit
bestimmt man die gesuchte Taylor-Reihe als

£ =log - Y, %
n=1

(x—a)".

Fiir a = 1 konvergiert die Reihe nach Satz Ana-7.3.8 und stellt die Funktion
im Intervall (0,2) dar. Mit der Identitdt f(x) — f(a) = f(x/a) folgert man
dann, dass die Taylor-Reihe um a im Intervall (0, 2a) konvergiert und dort
die Funktion darstellt. m|

Skizze zu Aufgabe 7.2.2.

In Beispiel Ana-5.1.7 wird die Ableitung der Arcustangens-Funktion als

I + —— berechnet. Diese Funktion kann man als Potenzreihe schreiben und in-

tegrieren, um arctan(x) = Y. (— D'5 g +1x2”+1 zu erhalten. Die Konvergenz
der gesuchten Reihe folgt aus dem Leibniz-Kriterium und die verlangte
Identitdt nach dem Abelschen Grenzwertsatz. |

Losung zu Aufgabe 7.2.3.
(a) Fur |x — 1| < 1 gilt

i) = Z(l—x)” Z( 1)"(x - 1)",

Da die geometrische Reihe den Konvergenzradius 1 hat, ist auch hier der
Konvergenzradius 1.

(b) Far |x| < 1 gilt

1 n.,n
x2+2x+1 (x+1)2_(2( D' )

:ixmi( (1" = ) x"(=1)"(m +1).

m=0 ]:O m=0
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Der Konvergenzradius ist 1, denn wére er grofSer, miisste die Funktion in
x = 0 glatt sein.

(c) Fiir beliebiges x € R ist

(o] xn (o] e
et = ex? E — = E x" .
n! (n-2)!
n=0 n=2

Da der Konvergenzradius der Exponentialreihe gleich +co ist, ist er auch
hier +oco. |

Skizze zu Aufgabe 7.2.4.

Die Reihe konvergiert fiir x| < 2 und divergiert fiir |x| > 2.

Beachte, dass ¢, ;= V2 +n— Vn2+1 = . Hieraus ergibt sich

n-1
VnZ+n+ Vn2+1
cn < 3. Perner konvergiert ¢, gegen % |

Losung zu Aufgabe 7.3.1.

Sei ¢ der k-te Fourier-Koeffizient von f, wobei k € Z ist. Dann gilt ¢, =
fol x e72™k* dx, Fiar k = 0 ist dann ¢ = fol xdx = . Fiir k # 0 ist mit partieller

Integration
1
R S e L | f “2mikx
*= okt 0o —2mik Jy ¢ *
1
e S S S v
2nik  2mik —2mik o 2mik’

i ; ; ; 1 _ 1 2mikx
Wir erhalten also die Fourier-Reihe 5 — Yxez (0} 5p € - |

Skizze zu Aufgabe 7.3.2.

Seik € Z.Indem man das Integrationsintervall halbiert, stellt man fest, dass
_1)k 1/2 . .
der k-te Fourierkoeffizient gleich # fo 2 gami=px _ 2mi-1-0% 4y jst, Ist k

ungerade, so folgt ¢, = 0. Andernfalls ergibt sich c; = ﬁ a

Skizze zu Aufgabe 7.3.4.

Fiir gegebenes ¢ ist die Summe stets endlich, da ¢ kompakten Trédger hat.
Mit Aufgabe7.1.7 sieht man, dass die Reihe lokal-gleichméfsig konvergiert.
Nach Satz Ana-7.1.3 ist f, stetig. Fiir die Surjektivitdt wihle ¢ wie im

Hinweis und setze y(x) = qbg{;g”. Stelle dass fest, dass fy = f gilt. m]
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Skizze zu Aufgabe 7.3.5.

(a) Induktiv zeigt man, dass f(n)(x) = Pn(x)e‘”"2 fiir ein Polynom P,,. Setze
h = f /f und stelle fest, dass i’ = 0 gilt. Daher ist f(x) = cf(x) fiir eine
Konstante c. Setzt man x = 0 ein, erhilt man nach Lemma Ana-6.4.14 die
Behauptung.

(b) Aus (a) folgt ﬁ = % f% . Die Poissonsche Summenformel liefert dann die
Behauptung. ]
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Kapitel 28

Losungen zu Kapitel 8

Losung zu Aufgabe 8.1.1. Sei n € N und schreibe 7 fiir die Menge
{1,...,n}.d(x,y) > 0und d(x,y) = 0 & x = y sind klar. Ebenso ist die
Symmetrie d(x, y) = d(y, x) klar. Zur Dreiecksungleichung;:
Fiir beliebige x, y € X sei I(x, y) C n die Menge aller Indizes i, fiir die x; = y;
gilt. Dann ist d(x, y) = #(n \ I(x,y)) = #I(x, y)°. Ist x; = z; und z; = y;, dann
folgt x; = y;. Damit folgt I(x, y) D I(x,z) N I(z, y) und daher

d(x,y) = #I(x, y)*
<#((x,2) N 1(z,y))
=#(I(x,2)" UI(z,y))
< #I(x,2)  + #I(z, )" = d(x,z) + d(z, ).

Damit ist d eine Metrik. O

Losung zu Aufgabe 8.2.1.

Auf die erste Frage lautet die Antwort: ja.

Dies kann man auf verschiedene Arten beweisen. Der entscheidende Punkt
ist, dass die Abbildung x + d(x, a) stetig ist (Proposition Ana-8.3.7). Dann
ist die Menge das Urbild des angeschlossenen Intervalls [0, ] und damit
abgeschlossen.

Die Antwort auf die zweite Frage lautet: im Allgemeinen nicht.

Als Beispiel nehmen wir die diskrete Metrik (Beispiel Ana-8.1.1) auf einer
Menge X, die mindestens 2 Elemente hat. Sei dann r = 1, so gilt By (a) = {a}
und da eine einelementige Menge in jeder Metrik abgeschlossen ist, gilt
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B,(a) = B,(a) = {a}. Andererseits ist aber

{xeX:d(x,a)sl}:X. 0

Losung zu Aufgabe 8.2.3.

(a) Seien zunédchst d; und dy dquivalent. Nach Vorlesung konvergiert eine
Folge (x;) genau dann in einer Metrik gegen x, wenn es zu jeder offenen
Umgebung U von x einen Index 1y gibt so dass x,, € U fiir alle n > ng gilt.
Wenn also d; und d; dquivalent sind, definieren sie dieselben Umgebungen
und damit konvergiert eine Folge genau dann gegen x in d; wenn sie in dp
gegen x konvergiert.

Fiir die Umkehrung nimm nun an, dass in d; dieselben Folgen konvergieren
wie in dp. Wir zeigen zunéchst, dass dann die Limiten von konvergenten
Folgen tibereinstimmen. Sei hierzu (x,) eine Folge mit d;(x,, x) — 0 fiir ein
x € X und dy(x,, y) — 0 fiir ein y € X. Wir miissen zeigen, dass x = y gilt.
Sei dazu (z,) die Folge

Xy2 1 gerade,
Zn =
x n ungerade.

Die Folge (z,) konvergiert dann in d;. Also konvergiert sie auch in d», sei der
dp-Limes mit z bezeichnet. Damit konvergieren auch die beiden Teilfolgen

Apn = Zon = Xn,

by = zpp11 = x

in dy gegen z. Damit folgt da(x,,z) — 0, also ist z = y, andererseits ist b,
konstant x, also folgt z = x.

Um schliefilich zu zeigen, dass d; und d, dieselbe Topologie definieren,
reicht es, zu zeigen, dass dieselben Mengen in d; abgeschlossen sind wie
in dy. Sei also A C X abgeschlossen in d;. Sei (a,) eine Folge in A, so dass
da(ay,x) — 0 fir ein x € X. Dann folgt auch d;(a,,x) — 0 und damit folgt
x € A, also ist A auch in d;, abgeschlossen. Aus Symmetriegriinden folgt
auch die Umkehrung.

(b) Es gibt dquivalente Metriken, die verschiedene Mengen von Cauchy-
Folgen haben.

Hierzu betrachte auf X = IN einmal die diskrete Metrik

0 m=mn,

dl(m/ 7’1) = {

1 m#n,



193

und zum anderen die Metrik
1 1
dr(m,n) =|— - —|.
s =[5

Beide induzieren die diskrete Topologie, aber in d; sind nur die Folgen
Cauchy, die am Ende konstant werden, wohingegen in d, zum Beispiel
auch die Folge a, = n eine Cauchy-Folge ist. |

Skizze zu Aufgabe 8.2.4.

In (a) folgt die Dreiecksungleichung aus der Subadditivitat. Fiir (b) konnen
wir 0 < a < b annehmen.

f(0)
fl@)

Man macht sich klar, dass die Steigung der Funktion f von x = 0 nach

x = a grofler gleich der Steigung von x = b nach x = a + b ist, also f @ ) f O >

W woraus die Behauptung folgt. Fiir Teil (c) benutze man, dass f far

jedes T > 0 ein Homoomorphlsmus [0, T] — [0, f(T)] ist. Fiir (d) betrachte
die Beispielfunktion f(x) = |

x+1

Losung zu Aufgabe 8.4.1.

Seiz € AN B und seien U,V C X offene Mengen mit UNV N(AUB) =0
und AUB c UU V. Dann folgtauchUNVNA=0undAcUUV.DaA
zusammenhédngend ist, liegt A ganz in einer der beiden Mengen, also etwa
A cUund ANV = 0. Ebenso liegt B ganz in eine der beiden Mengen. Nun
istz€ A, alsoliegtz € Uund daz € B,ist BNU # 0, es folgt also B € U und
damit A U B C U. Es folgt, dass A U B zusammenhéngend ist. |

Losung zu Aufgabe 8.4.2.

X
={( sin(l/x)):0<XS1}

Die Teilmenge



194 KAPITEL 28. LOSUNGEN ZU KAPITEL 8

ist der Graph einer stetigen Funktion, also zusammenhéngend, damit ist
die Vereinigung X, die der Abschluss von A ist, zusammenhé&ngend.

Angenommen, die Menge X wire wegzusammenhéngend. Sei dann y :
[0,1] — X eine stetige Abbildung mit y(0) = (8) und y(1) = (sir}(l))- Dann

ist y(t) = (;;8) und fiir jedes ¢ > 0 mit y1(t) > 0 gilt y»(f) = sin(1/y1(t). Sei

a € [0,1) die grofite Zahl mit y1(a) = 0. Dann gilt

. i) \ (0
lim (sin(yl (t))) - (Vz(ﬂ))'

Wenn t Y\ g, lduft y1(t) nach dem Zwischenwertsatz durch alle Werte zwi-
schen 0 und 1. Daher folgt

[st0) = )
y2(a)) ~ \o0\sin(1/x))

Der Limes auf der rechten Seite existiert aber nicht, da zum Beispiel fiir

X = 5 mit n — oo der Grenzwert (8), mit x = m aber der Grenzwert
((1)) ist. Widerspruch! ]
Losung zu Aufgabe 8.4.3.

Sei Q = {q1,q2,...}. Seien x,y € R? \ Q. Wir konstruieren induktiv eine
Folge von Wegen
7/] : [011] - R2 N {qlqu/- /q]}

mit ||7/j(t) - )/j+1(t)|| < 2]17 fur jedes t € [0, 1].

Hierzu sei yp : [0,1] — R? irgendein Weg, der x und y verbindet.

Y0 V1

q q1

Wihle aufSerdem den Radius rg = 1. Fiir den Induktionsschritt seien die
Wege 70,1, ...,y und die Radien ro, 1, ..., 7; bereits konstruiert. Falls g;41
nicht im Bild von y; liegt, so setze ;.1 = y; und wihle 0 < rj4; < % SO
klein, dass fiir den Abstand d(g;4+1,7j) von gj+1 und dem Bild von y; gilt

A1y
iy < Y20
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Falls aber g;,1 im Bild von y; liegt, so wihle einen Radius 0 < 741 < %,
so dass keiner der Punkte x,y,q1,...,q; im Kreis By, (qj+1) liegt. Ist nun
0 <s <t <1sodassyj(s) und y(t) auf dem Rand von B, (g;+1) liegen
und y((s, £)) C Br,,, (gj+1) ist, dann ersetze yjl; y durch irgendeinen Weg, der
ganz im Rand von B, (j+1) verlduft und der an den Endpunkten s, t mit
y; Ubereinstimmt. Dies machen wir mit jedem solchen Intervall [s, {] von
denen es nur endlich viele gibt und erhalten so den Weg 1.

Die so konstruierte Folge von Wegen () konvergiert gleichmifsig gegen
einen Weg 7, der x und y verbindet. Wir behaupten, dass 7 keinen Punkt
in Q trifft. Hierzu beachte, dass r; < d(q;,y;) fiir jedes j gilt. Ferner ist

d(yit),7j+1(t) < 2rjyq < %’ Daraus folgt, dass fiir alle k,n € IN und jedes
t € [0,1] erhalten wir unter Benutzung der (umgekehrten) Dreiecksunglei-
chung:

Ak, Vien(®) = d(qr, Vi) = d(yi(t), Visn (D)
> d(qr, yx®) = @), Ve () + Vi), Yrsa(t) +...)

Tk Tk Tk
> d(qx, yi(t)) (2 + 3 + o +)
31’k T
> - x> X
> d(qx, k(1)) 1271
Im Limes fiir n — oo erhalten wir
r
i, 1(1) = 7

und die Behauptung folgt. |

Losung zu Aufgabe 8.5.1.

Es sei x, — x eine konvergente Folge in X. Nach Aufgabe 8.3.1 reicht es
zu zeigen, dass es eine Teilfolge (x;, )ren gibt, so dass dk(x,,) gegen dk(x)
konvergiert.

Nach Satz 8.3.7 ist die Abbildung d(x, -) stetig. Da K kompakt ist, nimmt diese
Abbildung ihr Infimum auf K an, es gibt also y,, € K, so dass dk(x) = d(x, y,).
Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (v, )ken- Sei y € K ihr
Limes. Sei ferner z € K so dass dg(x) = d(x, z) Wiederholte Anwendung von
Satz 8.3.7 zeigt, dass

dK(x) < d(x, y) = 1111{11 d(xi’lkl yl’lk)
= 1i11<n dx(xp,) < lillcn d)xy,,z) = d(x,z) = dg(x).

Da die beiden Enden dieser Ungleichungskette tibereinstimmen, haben wir
tiberall Gleichheit, also insbesondere di(x) = limy dx(x,,) wie verlangt. O
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Skizze zu Aufgabe 8.5.2.

Gilt du(K, L) = 0, dann findet man zu jedem x € K eine Folge in L, die gegen
x konvergiert, also folgt K C L. Die Dreiecksungleichung ist schnell klar.
Zur Vollstandigkeit: Ist (K;) eine Cauchy-Folge, dann stellt man fest, dass

die Folge gegen K = (,,en Upsm Kn konvergiert. ]

Skizze zu Aufgabe 8.5.3.

(a) Positive Definitheit und Symmetrie sind klar. Die Dreiecksungleichung
folgt aus Aufgabe 8.2.4.

(b) Die schwierige Richtung ist die Riickrichtung. Hierzu stellt man fest,
dass es fiir gegebenes ¢ > 0 reicht, endlich viele Glieder der Reihe abzu-
schitzen.

(c) Ist (a,) eine Cauchy-Folge. Wie in (b) folgt, dass fiir jedes j die Folge
a,,j eine Cauchy-Folge ist. Damit hat man die Grenzwert-Folge. Es ist dann
leicht, Konvergenz zu beweisen.

(d) Fiir n € N betrachte die Folge ¢, die konstant den Wert n hat. Dann
stellt man fest, dass die Folgen ™ und ¢ fiir m # m einen Abstand > 1
haben. Daher hat diese Folge keine konvergente Teilfolge. |

Losung zu Aufgabe 8.5.5.

(a) Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es zu jedem N € IN eine
e-separierte Teilmenge Fy mit N Elementen. Wir schreiben

Fn ={fu1, -, fun-

Die Folge (fn1)nen hat in dem kompakten Raum X eine konvergente Teil-

folge. Es gibt also Indizes Ngl) < Nél) <...,sodass fy;1 konvergiert. Sei f;
der Limes. Die Folge j = fy,» hat dann ebenfalls eine konvergente Teilfolge.

Daher gibt es Indizes N(lz) < Néz) < ... so dass fNﬁz),l — f1 und fNj.z),z - f

fur ein f, € X. Wir iterieren diesen Vorgang und erhalten N;.k) € N und
fi, f2,--- € X, so dass

fywy = fio
i

fawz = for
i

fnw = i
]
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Fiir alle m < kin IN gilt dann
d(fm/ fk) = ]hm d(fN(_k) m fN(_k) k) 2 E.
—00 i i

Da X kompakt ist, hat die Folge (fi)ren aber eine konvergente Teilfolge.
Insbesondere gibt es Indizes m < k in IN so dass d(fu, fr) < ¢, Widerspruch!

(b) Da X nichtleer ist, braucht man mindestens einen offenen Ball B,(x), um
X zu iiberdecken. Andererseits gilt

X = U Be(%).

Dies ist eine offene Uberdeckung des kompakten Raums X, also gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung. Daher gibt es eine endliche Uberdeckung durch
offene Bélle vom Radius ¢ und damit ist u(e) € IN wohldefiniert.

Seien y1,...,ym € X mit d(y;, y;) > ¢ falls i # jund m = N(¢). Dann folgt
X = U]mzl B:(y;), denn andernfalls gébe es ein x € X mit d(x,y;) > ¢ fiir
jedes j und man konnte y,,+1 = x setzen, was der Maximalitdt von m = N(¢)
widerspricht. Damit folgt u(e) < N(¢).

Fiir die Abschiatzung N(2¢) < u(e) seien xy,...,x, € X mit X = U7:1 B.(x;)
und 7 sei minimal, also n = u(¢). Ferner seien z1, ...,z € X mit d(z;, Z]‘) > 2¢
und k sei maximal, also k = N(2¢). Fiir jedes 1 < j < k wéhle ein 1 < a(j) <
n so dass zj € B, (xa(j)). Wir behaupten, dass die dadurch entstehende
Abbildung « : {1,...,k} — {1,...,n} injektiv ist, woraus dann N(2¢) = k <
n = u(e) folgt. Angenommen, «a ist nicht injektiv. Dann gibt es i # j mit
a(i) = a(j). Das bedeutet aber

2¢e < d(Zl',Z]') <d(z;, xa(i)) + d(xa(]-),z]') <e+e=2e
Widerspruch! Damit folgt die Behauptung. |

Losung zu Aufgabe 8.6.1.
(a) Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

IABIP = )" I(AB);
ij

2
=Y ) A <)Y 1AR Y 1By = IAIRIBIP.
inj |k inj k 1




198 KAPITEL 28. LOSUNGEN ZU KAPITEL 8

(b) Es sei A™ eine Folge von Matrizen mit ||A(V) - AH — 0 fiir v — oo. Fiir
ein festes Indexpaar (ip, jo) gilt dann

|A(V) 10 ]0|2 < Z |A(V) i,j|2 — ||A(V) _ A||2 .

10,]0

: ) .
daher konvergiert Aio,jo gegen A

io,fo*

Umgekehrt konvergiere jede Folge A?;) gegen A, ;. Sei dann ¢ > 0, so gibt es

vo so dass fiir alle v > vy gilt |A1(.1;.) — Aj jl < &/n. Dann gilt fiir jedes v > vy,

[ -4l = Y 1A —ap< [} 2=
ij i,j

(c) Die Reihe Y22 A™ konvergiere absolut in dem Raum M,,(C) der kom-
plexen n X n-Matrizen. Sei 1 < i, j < n. Dann gilt

Z|Av)| < Z“A(v)“ < 00,
v=0 v=0

Daher konvergiert die Reihe ), AZ(.? absolut und nach Teil (a) konvergiert
damit die Reihe ;2 A®).

(d) Fiir eine gegebene Matrix A € M;,(C) ist nach Teil (a),

i Ll <Y Lar <,
=0 =0

wobei die letzte Ungleichung wegen der Konvergenz der Exponentialreihe
in R gilt. Damit konvergiert die matrixwertige Exponentialreihe absolut.
Fiir zwei Matrizen A, B € M,,(C) mit AB = BA gilt

exp(A + B) = Z —(A+B)' = Z Z( )AkBV -k
v=0

_ Z Z m Akpvk —
v=0 k=0

Schliefslich ein Beispiel, dass hier die Bedingung AB = BA notwendig ist.
Seien A = (§4),B=(}J)undC=A+B=(}}) Dannist A> =0,B" =B

> 1
Z FAkB” = exp(A) exp(B).
k=0 u=0 e
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und C" = C fiir n > 1, so dass gilt

n=0
; - e—1 0\ [e 0

exp(B)= Y =B =I+Z—'B=I+( 0 0):(0 1),

n=0 n=1

e 1 .
also exp(A) exp(B) = (O 1) , es gilt aber
(A+B) = (C)—1+ilc'1— ¢ e—1 O
exp =exp(C) = Sl (I
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Kapitel 29

Losungen zu Kapitel 9

Losung zu Aufgabe 9.1.1.
(a) Es gilt

J a2 a a2
E f(x,y) =3x" =3y, 2y f(x,y) =3y" —3x.
(b) Ferner ist
2 o(t,y) = cos(@) +cos(x+y), = g(x,y) = cos(y) + cos(x + 1)
axg ,Y) = cos cos Y), ayg ,Y) = cos(y) + cos ).

(c) Wir rechnen

d d 2 2y 1
— ylog(1+x ) — ylog(l+x )
8xh(x' 2 ox’ ¢ 1+ 22 2
d d 2 2
— ylog(1+x ) — ylog(1+x ) 2
_8yh(x' 1)) aye e log (1 +x ) . o

Losung zu Aufgabe 9.2.2.

Die Determinante det : M,(R) — R ist eine stetige Abbildung und GL,(IR)
ist das Urbild der offenen Menge R* und damit offen.

Fir B € M, (R) mit ||B]| < 1 gilt

fU+B)=(1+B)" =) (-Bf=1-B+B (Z(—B)k'z).

k=0 k=2
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Dann geht % gegen Null fiir B — 0 und daherist f in A = I differenzierbar
mit Df(I)B = —B.

Seinun A € GL,(IR) und B € M;,(R) so klein, dass A + B € GL,(IR). Dann gilt
Af(A+B)=AA+B) ' =(1+BA™ )
= f(I+BA™)

= f(I) + Df(DBA™" + ¢(BA™)

=1-BA™l +p(BA™.
Alsoist f(A+ B) = f(A) — A7'BA™! + A"'¢(BA™!), woraus die Behauptung
folgt. |

Skizze zu Aufgabe 9.2.3.

Die Funktionalmatrix von F ist

2x -2
DF(x, y) = ( 2y 2% )

Die Abbildung ist surjektiv und jeder Punkt (x, y) # (0,0) hat genau zwei
Urbildpunkte, wie man durch Nachrechnen verifiziert. m|

Losung zu Aufgabe 9.3.1.

Die Koordinaten der Kurve y, sind unendlich oft differenzierbar, daher ist
v, unendlich oft partiell differenzierbar. Es gilt daher

1
L(y,) = fo IAGIREE

1 1
1 1
= f \/az sin(at)? + a2 cos(at)? + = dt = f Ja? + = dt.
0 ﬂZ 0 (12

2
Nun ist a?> -2+ alz = (a - }—Z) > 0 mit Gleichheit in 2 = 1 und nur dort. Daher
a® + a% > 2 und die Gleichheit wird bei 2 = 1 und nur dort angenommen.
Damit ist die Lange L(y,) > V2 mit Gleichheit in 2 = 1 und nur dort. O

Losung zu Aufgabe 9.3.3.

Die Koordinaten der Helix sind stetig differenzierbar, daher ist die Helix
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rektifizierbar und es gilt

L(y) = f:n “V’(t)” dt = In \/sin(t‘)2 + cos(t)? + 1dt = j:n V24t = 21 V2.

O
Skizze zu Aufgabe 9.4.1.
Man rechnet nach, dass Die Taylor-Reihe von f im Punkt (1, 1) gleich
1 1 1 , 1 ’
=D =5 -1D - & -1+ -1 +H
ist, wobei H fiir die Terme hoherer Ordnung steht. m|

Losung zu Aufgabe 9.4.2.

(a) Man bestimmt zun&chst
Vf(x,y) = (er_"2 —2xe ¥ (2 + 2, Zye_"z) .

Die Gleichung Vf = 0 fiihrt in der zweiten Koordinate zu y = 0. Dann ist
die erste Koordinate gleich 2xe™ — 2237 = 2% (1 — x2), so dass folgt

Vix,y) =0 = (x,y) =(0,0), oder (+1,0).

Der Punkt (xo, o) = (0, 0) ist ein sogar globales Minimum, denn f > 0 und
f(x0, yo) = 0. Die Hesse-Matrix von f berechnet sich zu

4o (1 =322 — 2 + 24 + x212)  dxye™
Hftxy) = ( ( 4xyey‘ x v zz-xz )

So dass .
—4e~ 0
Hf(£1,0) = ( 0 91 )

Diese Matrix ist indefinit, so dass an beiden Punkten ein Sattel vorliegt.
(b) Der Gradient ist
Ve(x,y) = (cos(x) sin(y), sin(x) cos(y)).

Dieses verschwindet genau in den Punkten (x,y) = (kn + 7/2,In + 1/2) =
(ax,a;) oder (x, y) = (km, Imt) = (by, by), wobei k,I € Z. Die Hesse-Matrix ist

cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

Hg(x, y) = (— sin(x) sin(y)  cos(x) cos(y) )
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Es folgt

-1 k+1+1 0
Hg(ak/ ay) = (( )0 (_1)k+l+1)/

sowie

_1\k+l
Hg(bk/bl) = ((_10)k+l ( 10) )

Damitist (a, a;) ein lokales Maximum, falls k+I gerade, ein lokales Minimum
andernfalls. Ferner ist (b, b;) stets ein Sattelpunkt. O

Losung zu Aufgabe 9.5.1.
(a) Isti # j, so gilt

8f, J Xi
D f = — = —
fij dxj  Oxjl+x1+x+x3

B (1 + X1 +XZ+X3)2.

Ferner gilt

afl a X

Df(x);; = o2 = —

f(X)l'l 8xi Qxil + X1+ X2 + X3
_ 1+x1+x+x3—X;

B (1+X1+XQ+X3)2 '

Daher ist also

1 1+x+x3 —Xx1 —Xx1
Df(x) = —X2 1+x1+ X3 —X2
2
(1 + X1+ X+ X3) —x3 —x3 1+x +%

(b) Sei A = {(21,22,23) eER3:z1+zm+23 # 1} und sei g : A — R3 gegeben
durch
1

zZ - Z.
1—(Zl+22+23)

Es ist leicht einzusehen, dass f(Q2) € A und g(A) C Q. Fiir x € Q rechnet
man direkt nach, dass g(f(x)) = x und fiir z € A, dass f(g(z)) = z. Damit ist
A = f(QQ) und f und g sind invers zueinander. Isti # j, so gilt

w_0 s s
dzj dzjl—(z1+z+2z3) (1-(z1+2 +23))%

Dg(z);j =
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Ferner gilt

D(z)-‘—@—i Zi -z —zp—z3+z
Wi dzi 0dzil—(z1+z+2z3) (11— (2142 +23))>? ’
Daher also
1 1-2,-23 21 71
Dg(z) = 22 1-2z1 -2z 4) . O

— 2
(1 (Zl + zy + Zg)) 2 2 1 21— 25
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Kapitel 30

Losungen zu Kapitel 10

Losung zu Aufgabe 10.1.1.

(a) folgt direkt aus der Kettenregel, Satz Ana-9.2.8, da f die Komposition
von F und x  (x, x) ist.

(b) Die Funktion G(¢,s) = flt % dx ist partiell differenzierbar nach Satz Ana-
10.1.4. Die partiellen Ableitungen sind

st sx |t

t
ch(t,s):e? D2G(s, b) = fl ¢ dy = % ==
x=

est — e

Diese Funktionen sind stetig in beiden Variablen und daher ist G total
differenzierbar. Wir konnen also Teil (a) anwenden zur Berechnung von

_ 20
g'(t) = ==, O

Skizze zu Aufgabe 10.1.3.
(a) Die Normeigenschaft ist leicht aus der Definition nachzuweisen.

(b) Sei (f;) eine Cauchy-Folge in C’;(]R”). Fiir jedes a € IN[j mit |a| < k sei
dann F@(x) der Limes von (D% fj)- Dann ist F@ stetig und man kann Satz
Ana-10.1.4 benutzen, um folgendes zu zeigen: Sind a, f € N[ Multi-Indizes
so dass |a| = ||| +1, also etwa D* = %Dﬁ, dann ist F®) in der j-ten Variablen

differenzierbar mit Ableitung F(®.

Da dies fiir alle Multi-Indizes « gilt, ist F = F ©) k-mal stetig differenzierbar
mir beschrankten Ableitungen, liegt also in C’g(]R”). Nach Konstruktion

konvergiert die Folge (f;) in Clg(]R”) gegen diese Funktion F. a
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Losung zu Aufgabe 10.2.1.

Da die Funktionen stetig sind mit kompakten Tragern, kann man die folgen-
den Intgerale jeweils als Integrale tiber kompakte Quader ausdriicken und
wir diirfen nach Satz Ana-10.1.6 jeweils die Integrationsreihenfolge vertau-
schen. Unter Ausnutzung der Translationsinvarianz, Satz Ana-10.2.6, folgt
dann

()b = [ fe e dy
= [ [ sesty=2dzhte =y
= f” N f@8Wh(x -y —z)dzdy

- [ @ [ swhtc-z-ydye:
R R"
= f]R f(@)g*h(x —2z)dz = f* (g = h)(x). 0

Losung zu Aufgabe 10.3.1.

(a) Wir miissen zeigen, dass die Menge C = conv(vy, ..., vx) konvex ist und
dass C in jeder konvexen Menge liegt, die vy,...,v, enthilt. Seien dazu
X = 27;21 xjvjund y = 21;21 yjvjin C. Fiir gegebenes t € [0,1]und 1 < j <k
seis; = ((1 —t)x; + ty;). Dann gilt

k
(1= tpc+ty =Y (1= t)x;+ ty) oy
=1
=s;

Fiir jedes jists; > 0 und

k k k
si=(1-1) xj+tZyj:(1—t)+t:1,

=1 j=1 j=1

]
also ist (1 — t)x + ty € C wie verlangt.

Sei nun K eine konvexe Menge, die v, ..., v; enthdlt. Wir miissen zeigen,
dass C C K gilt. Wir zeigen durch Induktion, dass K alle Punkte der Form
Z;ﬁ:l tjv; enthélt, wobei 1 < m < kund t; > 0 mit Zj ti<1.

Der Fall m = 1 ist klar, da jedes tv; eine Konvexkombination aus 0 und v;
ist. Nun zum Induktionsschritt m — m + 1 < k. Wir betrachten ein Element
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der Form y = ;”:Jil tjvj. Ist ty41 = 1, dann folgt wegen Z]- tj <1, dass
t; = --- =t = 0 und damit ist y eine Konvexkombination aus 0 und v,,+1

und liegt damit in K. Sei nun also t,,.+1 < 1. Es ist

m+1 m m £
]
Z tjvj = Z tjvj + b+ 10m+1 = (1 - tm+1) Z 1_—“01 + bn10m+1-
=1 m+

=1 j=1

Dieser letzte Ausdruck ist nach der Induktionsannahme eine Konvexkombi-

. . . .. t
nation von Elementen aus K, wenn wir zeigen konnen, dass 27]?1:1 - <1
m
gilt. Es ist 271:1 tj + tys1 < 1 und daher Z}”:l t; < 1— ty41 woraus nach

Division durch 1 - t,,41 die Behauptung folgt.

(b)“C”:Seiv € conv(0, vy, ...,vk). Dann gibtes ty, t1, ..., t > 0 mit ZI;ZO ti=1
und v = Zl;:o tivi.Davg = 0, folgtv = Z’;zl tjvjund es gilt Z';zl ti=1-typ<1.

“D”: Sei umgekehrt w = Zl;:o tjv; mit 21;21 tj < 1. Sei dann vy = 0 sowie
th=1- 21;21 tj. Dannist to > 0, es gilt ZI;:O ti=lundw = Z];:O tiv;.

(c) Zunéchst ist klar, dass der lineare Spann von D gleich Spann(vy, ..., k)
ist. Enthélt vy,..., v, keine Basis, so ist dieser Spann ein echter Unter-
raum von RR", enthélt also keine offene Teilmenge. Nun also zum Fall, dass
1, ..., U eine Basis enthdlt. Indem wir tiberfliissige Vektoren wegfallen las-
sen, konnen wir annehmen, dass k = n und vy, ..., v, eine Basis von R" ist.
Sei A : R" — R" die lineare Abbildung, die die Standard-Basis ey, ..., e,
auf vq,...,v, wirft. Sei E = A~'D. Dann folgt E = conv(0, ey, ...,e,) und da
lineare Abbildungen Homéomorphismen sind, reicht es zu zeigen, dass E
eine offene Teilmenge enthdlt. Sei w = % Z;’:l ejund seir = % Ist B = B,(0)
der offene r-Ball um 0, so ist U = w + B eine nicht-leere offene Teilmenge
von R". Wir behaupten, dass U in E liegt. Sei u € U, dann ist

1 v < 1
uzﬂgej+;bjej22(%+bf)ej

j: = ]:1
mit |[b2+---+ b < 5. Daraus folgt insbesondere |bj| < 5- und damit
% +b; > 0. Ferner ist

n

011

1

- ) < - | =

A (2n+b])_, (2n+2n) L
=1 =1

so dass u in D liegt und die Behauptung bewiesen ist. |
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Losung zu Aufgabe 10.3.2.
Seien A C B ¢ R" Kompakta, dann gilt

vol(B) — vol(A) < vol(B \ A),

dennsind f, g € C.(R*) mit f >14und g>1
dass folgt vol(B) < vol(A) + vol(B \ A).

A7 dann folgt f + g > 1p, so

Sei Ijls,v = {x € R" : (x,v) > s} das offene Innere von H,,. Wir zeigen
zundchst: Geht ¢ > 0 gegen Null, dann geht

vol(K N Hyp) = Vol(K N Hyye ) < vol (KN (Hyp \ Hoge ) )

gegen Null. Indem man v zu einer Orthonormalbasis ergénzt, erhilt man
eine Transformationsmatrix A, so dass man nach Anwendung der Transfor-
mationsformel annehmen kann, dass v = e; der erste Standard-Basisvektor
ist. Sei dann T > 0 so grofs, dass K € B = [T, T]" gilt. Sei dann eine ste-
tige Funktion f € Cc(IR") gegeben, so dass 1 > f > Ty, g, ) und
supp(f) C [-2T, 2T]". Sei weiter x € C(R") sodass1 > x > 1 ;5 mit
supp(x) € Hs—¢0 \ I—OI_S_ze,_v und schlieSlich i = fx € C(R",R). Dann gilt
1>h2> TR A(Hy o Hosoe ) aber

supp(h) € [<2T,2T1" N (Hs—epo \ Hos_2¢—5) C [s — €,5 + 2¢] x [-2T, 2T]"",

woraus sich
vol (KN (Hsp \ Hog_¢ ) < 3e(4T)"
ergibt, was mit ¢ — 0 gegen Null geht.

Damit ist insbesondere die Abbildung s +— vol(K N H; ) — vol(K N H_s_y)
stetig. Diese Abbildung nimmt fiir hinreichend kleines s € R den Wert
vol(K) > 0 an und fiir hinreichend grofies s den Wert —vol(K) < 0. Nach
dem Zwischenwertsatz gibt es ein sy mit der verlangten Eigenschaft.

Die Zahl s ist nicht eindeutig bestimmt, wie man an dem Beispiel n = 1,
K =1[-2,-1]U[1,2] sieht. O

Skizze zu Aufgabe 10.3.3.

Seioc:D — (0,1) x(0,1), (x,y) = (x +y,y/(x + y)). Eine Anwendung der
Transformationsformel liefert dann

1 pl
fey/(“y) dxdy = f f Srdsdr = 1.
D 0 Jo 2
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Es sein : R — (0,2) x (0,2) gegeben durch n(x,y) = (x + y,x — y). Die
Transformationsformel, angewendet auf A = ! liefert

2 251.‘
f(xz—yz)dxdy:f f ~dsdt =2. O
R 0o Jo 2
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Kapitel 31

Losungen zu Kapitel 11

Skizze zu Aufgabe 11.1.1.

Sei f : R x R? — RR? definiert durch f(x,y) = (-2, y1) = Ay, wobei A die
lineare Abbildung (y1,y2) = (=y2,y1) ist. Das Gleichungssystem hat die
Form y’ = f(x, y). Man definiert T¢)(x) = fox ¢(t) dt, sowie ¢o(x) = (1,0) und
Pr+1(x) = (1,0) + AT Pk(x). Schreibt man v = (1,0), so gilt

Or =0+ ATv + A2T?0 + - - + AFT* 0.

Nach dem Picard-Lindelof-Verfahren ist ¢ = Y.;2, A¥T*v die gesuchte Lo-

sung. Man rechnet nun Tv = foxvdt = xv, T?v = fox todt = %xzv und so
weiter, also allgemein Tky = %xkv. Hieraus ergibt sich ¢(x) = (cos(x), sin(x)).

O

Losung zu Aufgabe 11.1.4.

Aus xyf(x, y) < 0 folgt, dass fiir xy # 0 gilt sign(f(x, y)) = — sign(xy). Insbe-
sondere sind die Vorzeichen in benachbarten Quadranten entgegengesetzt,
so dass f(x,vy) = 0 falls xy = 0. Insbesondere folgt, dass ¢» = 0 eine Losung
der Differentialgleichung v’ = f(x, y) ist.

Sei nun ¢ irgendeine Losung mit ¢(0) = 0. Dann ist ¢’(0) = f(0,0) = 0.
Fir x > 0 ist sign(¢’(x)) = —sign(¢(x)). Ist also etwa ¢(xg) > 0 fiir ein
xo > 0. Sei dann a > 0 minimal mit der Eigenschaft, dass ¢(x) > 0 fiir jedes
a < x < xg. Dann ist ¢(a) = 0 und ¢’(x) < 0 im gesamten Intervall (a, xp).
Dies widerspricht dem Mittelwertsatz, nach welchem es zwischen a und xg
ein x mit ¢’(x) > 0 geben muss. Der Fall, dass es ein xy > 0 gibt mit ¢(xg) < 0
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geht ebenso. Es folgt ¢(x) = 0 fiir alle x > 0. Ebenso fiir x < 0 und daher
¢ =0. m|

Losung zu Aufgabe 11.1.5.

Die Funktion f(x,y) = (2x — 1)y? ist stetig differenzierbar, erfiillt also ei-
ne lokale Lipschitz-Bedingung. Damit ist Existenz und Eindeutigkeit der
Losung bei gegebenem Anfangswert gesichert.

Der Faktor (2x — 1) ist die Ableitung von x? — x. Wenn also y(x) eine Losung
von y’ = y? ist, dann ist x > (x> — x) eine Losung der in der Aufgabe
gestellten DGL. Die DGL y’ = y? impliziert y™ = n!y"*! und daher liefert
der Potenzreihenansatz die Losung mit ¢ = y(0) € R. Daher ist die

c
1—cx

allgemeine Losung y(x) = m O
Losung zu Aufgabe 11.1.8.
Die DGL erfiillt die Voraussetzung fiir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard-Lindelof. Wir setzen u(t) = = (y — t)! und rechnen

u' = (1-y)

(v t)2
=u ((2t+1)y—y2—t—tz)
-{i-2)euen

Wir bestimmen nun alle Losungen der DGL #” = u—1in der Ndhevon t = 0.
Zunichst beachte 1" = u’, so dass /() = ce' folgt fiir ein ¢ € R und dann
u(t) = ce! + b fiir ein b € R. Wegen v/ = u — 1 folgt b = 1, also u(t) = ce! + 1.
Istc # —1, so ist also

y=t+ul=t+ L
cet +1
eine Lésung der DGL in der Nahe von Null. Es folgt y(0) = -5 oder
c = (0) — 1. Das bedeutet, dass wir alle Losungen mit y(0) # 0 auf diese

Weise erhalten.

Geht ¢ — oo, dann konvergiert y(t) gegen t und da y(t) = t die DGL
tatsdchlich 16st, ist dies die eindeutig bestimmte Losung mit y(0) =0. O

Skizze zu Aufgabe 11.2.1.

Sei a € R. Mit Variation der Konstanten bestimmt man die Losung y mit
y(0) = a. Mit F(t) = 5t bestimmt man mit partieller Integration c(f) = —£e™'—
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et + o= Dannist y(t) = ef® (c(t) +a) = =L — % + ﬁ +ae. die gesuchte
Losung O

Skizze zu Aufgabe 11.2.2.
Gesucht ist eine differenzierbare Abbildung F : R — R3, F = ( f,g,h) mit

= AF, wobei A die Matrix
011
A=]11 0 1
110

ist. Man bestimmt die Eigenwerte durch das charakteristische Polynom und
die Eigenvektoren durch 16sen von linearen Gleichungssystemen. So erhilt
man und erhilt A = S7!DS, wobei D die Diagonalmatrix mit Diagonale
(2,-1,-1) ist und

Damit folgt (f + g+ h)’ =2(f+g+h)und f — g =ce™, f—h=cze™.

Die Anfangswerte fithren zu c; = 6, c = =2 und ¢3 = —1. Man erhilt ein
lineares Gleichungssystem fiir f, ¢, h das man 16st zu f = 2¢** —e™*, ¢ = 2¢%%,
h=2e*+e O

Losung zu Aufgabe 11.2.3.
Sei y eine Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Wir erhalten

y/// :y//_y/:y/_y_yl :_y.
Seien a = y(0) und b = y’(0). Die Taylorreihe von y um Null ist

X —a3‘x —b4| (b—a)ET!x +a6—x +...

(-1 VD G (1) o
Z et Zg4(3j+1)!x3] 1+(17_51)2(3 TR

= an(x) + bE1(x) + (b — a)Ex(x)
=a(Ep — E2) + b(E1 + E)

a+bx+
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wobei

&@—Z%335

D
am—ZeﬁwW%

. (_1)j 3j+2
Er(x) = ——x’I",
= (3j+2)!

Da diese Taylor-Reihen konvergieren und die so definierten Funktionen die
Differentialgleichung erfiillen, bilden Eg — E> und E; + E; ein Fundamental-
system. Dieses wollen wir nun durch Exponentialreihen ausdriicken.

Sei C = ¢2™/6, dann gilt 3 =-1undes gilt1 + C+%=0

CZ

1

B
/

Begriindung hierzu: Sei A =1 + 2 + 4 dann ist

CZA:(C2+C4+ C6 ):A
——
=1

und da (% # 1, folgt A = 0. Hieraus ergibt sich insbesondere

3 3in,
0 sonst.

1+C2n+c4n:{

So dass

%(ex N eC4x) - %i %xn (l + 0+ C4n ni; 3n)'
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Ersetzt man jetzt noch x durch Cx, so folgt

( 1)] j 1 X X x
Z G- _5(5 +et N el )
Z < D s _
G+l

1)] 3+2_1 Cx 2 CBx 4 5x
2(3]4—2)! J —g(e + %" * + (e )

Damit ist ein Fundamentalsystem der Losungen gegeben durch

(er n C46C3x n CZeCSx)

Q-

y1 = 3(Eo — Ez) = (1 — )¢S + (1 = CHet™,
y2 = 3(Eo + Eq) = 2% — et x — el ]

Losung zu Aufgabe 11.2.4.
Da Matrixmultiplikation eine stetige Abbildung ist, gilt fiir alle s, f € R

A DAE =lim [1 (A(E+ ) — A(t))] As)
= lim [ (At + 1) — A(D) A(s)]
= A lim [E (A(t+ 1) — A(t))] = A(S)A'(H).

Wir schreiben e fiir exp(A) und 1 fiir die n x n Einheitsmatrix. Dann ist fiir
h+0,

(t+h) _ LA(®) (t+h)—A()
et e eA

— —AB
h h eA

_ Z (A(t +h) — A(t))" w1 A
~ h n!

A(t+h) — A(t - A(t+h) A\ b2
yEEIEOI N oo

n=2

beschrinkt fiir h—0

—0 fiir h—0
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Fiir h — 0 ergibt sich die Behauptung.

Zum Schluss ein Beispiel, das zeigt, dass die Kommutativitdt notwendig

ist. Sein = 2 und
w=, )

Dann ist A’(t) = ( ) und daher im Allgemeinen A’(t)A(s) # A(s)A’(t).
Schlieflich ist A(t)*> = (*,) und daher gilt fiir t > 0,

A(t ST
exp(A(t))—Z Z(zn), ;WA“)

n=0

= cosh(\/_) + smh(\/_)A(t).

Damit ist
(exp(A(H)) = 2%/2 sinh (V) + 2%/; cosh (VE) A(#) + sinh ( V) A'(t)
2\/_smh(\/—) 2‘/.cosh(\/—)]

- tﬁcosh(\/_)+sinh(\/f) 2\[smh(\/_) '
Wohingegen
3 cosh ( \/Z) sinh ( \/f) B 0 0
A'(t)exp(A(t)) = ( 0) [t sinh(\/f) COSh(\/l_‘)J = (cosh(\/l—‘) smh(\ﬁ))
Dies ist also das verlangte Beispiel. m|

Losung zu Aufgabe 11.3.1.

(a) Dies ist eine lineare Gleichung der Dimension 1, so dass Variation der
Konstanten uns sofort die Losung gibt. Sei a(t) = %, b(t) = tund ty = 1.

Dann ist A(t) = ft; a(s)ds = flt % ds = log(t). Ferner sei c(t) = flt e~ AO)b(s) ds =
flt ds = t — 1. Dann ist y(t) = eA®c(t) = t(t — 1) die verlangte Losung.
Diese erfiillt die Gleichung {iberall in (0, ), so dass dies das maximale
Existenzintervall ist.

(b) Die Funktion f(t,y) = /1 — y? ist definiert und differenzierbar in R X
(=1,1). Da die rechte Seite eine Funktion von y ist, kann man Trennung der
Variablen anwenden. Wir setzen also

gt =1, h(y) = 1-v%

a=0, c=1.
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Ist |y| hinreichend klein, so gilt

L |
P(y) = ﬁ N ds = arcsin(y).

Dann ist

t
y(t) = ¢! ( fo 36) ds) = sin(t)

die eindeutig bestimmte Losung. Diese 16st die DGL solange sin(t)? =

y(t)? < 1 bleibt, daher ist das maximale Existenzintervall gleich (=2, %)

(c) Dies Problem passt nicht in unsere Theorie, da in einer DGL " = f(t, y)
die Funktion f immer auf einer offenen Menge definiert und stetig sein
sollte. Es gibt aber keine offene Umgebung von (t,y) = (0,1) in der f(t,y) =

v/1 — y? definiert ist.

Fiir dieses Anfangswertproblem gibt es tiberabzahlbar viele Losungen! Un-
ter einer Losung verstehen wir dabei eine differenzierbare Funktion, die die
DGL erfiillt. Diese ist dann automatisch stetig differenzierbar. Es gibt dann

die folgenden Losungen: Einmal die konstante Funktion z(t) = 1 und dann
tiir jedes ¢ > 0 die Losung

-1 t<-m-—c
ye(t) =<qcos(t+c) —-m—c<t<-—c
1 t> —c.

Alle Losungen haben das maximale Existenzintervall IR.

Man macht sich leicht klar, dass die genannten Funktionen Losungen des
Anfangswertproblems sind. Es ist zu zeigen, dass jede Losung y eine von
diesen ist.

Sei also y eine Losung, die nicht konstant 1 ist und sei y definiert ist auf
einem offenen Intervall I, das die Null enthilt. Da ' > 0 ist y monoton
wachsend und da y(0) = 1, ist y(t) = 1 fiir jedes t > 0. Wir konnen also
I © [0, o) annehmen. Sei dann ¢ > 0 so dass [—c, +o0) das maximale Intervall
ist, auf dem y konstant 1 ist. Sei dann b < ¢ so dass y auf (b, c) definiert ist
und [y(t)] < 1 auf (b, c) ist. Wegen der Differentialgleichung ist y auf (b, c)
zweimal differenzierbar und es gilt

v = ((1 - yZ)%)I

1 2_% ’
=5 (1) * 2my) =y
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Ein Fundamentalsystem fiir diese lineare DGL ist gegeben durch sin(t + c)
und cos(t + ¢), also ist y(t) = asin(t + ¢) + fcos(t + c). Da y(-c) = 1, folgt
p = 1. Es gilt dann in (b, c)

acos—sin =y’ = /1 —y2 = /1 — (asin+ cos)2.

wobei wir cos fiir cos(t + ¢) und sin fiir sin(t + c) geschrieben haben. Qua-
drieren liefert

(a cos —sin)? = 1 — (a sin + cos)?
oder

1 = (a cos —sin)? + (a sin + cos)?

2

= a? cos® —2a cos sin + sin? +a? sin® +2a sin cos + cos?

(1 + a®)(sin? + cos?) = 1 + a2

Hieraus folgt a = 0, also y(t) = cos(t + ¢). Die Behauptung folgt. |



®

Check for
updates

Kapitel 32

Losungen zu Kapitel 12

Losung zu Aufgabe 12.1.1.

Sei X ein T1-Raum und seien x # y in X. Dann ist U = X \ {y} eine offene
Menge, die x, nicht aber y enthalt.

Sei umgekehrt die Bedingung erfiillt und sei x € X. Sei V = X \ {x}. Wir
wollen zeigen, dass V offen ist. Fiirjedes y € V gibt es eine offene Umgebung
Uy, die x nicht enthdlt. Dann ist Uy C V und daher ist V = J,ey Uy eine
Vereinigung von offenen Mengen, also offen. o

Losung zu Aufgabe 12.2.1.

Es ist zu zeigen, dass f~! stetig ist. Da f bijektiv ist, ist die Behauptung
dquivalent dazu, dass f offene Mengen auf offene Mengen wirft. Sei also
U c X offen, dann ist U° = X \ U abgeschlossen, also kompakt und damit
ist das Bild f(U°) kompakt und da Y ein Hausdorff-Raum ist, ist f(U°)
abgeschlossen und daher das Komplement, f(U°)° = f(U), offen. Hierbei
wurde benutzt, dass fiir eine Bijektion f stets f(U°) = f(U)° gilt. m|

Losung zu Aufgabe 12.3.1.

Die Antwort lautet: ja. Fiir gegebenes ¢ € C ist die Abbildung X — X x C,
x — (x,c) nach Lemma Ana-12.4.6 stetig, da die beiden Koordinaten jeweils
die Identitdt und eine konstante Abbildung sind. Damit ist fiir jedes c € C
die Abbildung x — f(x,c) stetig und daher fiir jede offene Menge U C R

die Menge {x €X: f(x,c)e LI} offen in X.
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Sei @ € R. Dann ist
g_l(a,oo) = {x € X :sup{f(x,c):ceC} > a}
= {x € X : deecf(x,0) > a}

= U{xeX:f(x,c)>a}.

ceC

Da x = f(x,c) stetig ist, ist diese Menge offen in X. Auf der anderen Seite
wird, da C kompakt ist, das Supremum sup{f(x,c) : ¢ € C} stets angenom-
men, also folgt

g (—e0,a) = {x € X :sup{f(x,c):ceC} < a}
= {xeX:f(x/C) <aVC€C}
={xeX:{x}chu},

wobei U die offene Menge U = f~!(—o0,a) ist. Liegt nun x € ¢"!(—o0,q),
dann ist {x} X C € U. Da jede offene Menge in der Produkttopologie eine
Vereinigung von Produkten mit offenen Faktoren ist, gibt es zu jedem ¢ € C
zwei offene Mengen V. ¢ X und W, C C so dass (x,c) € V. x W, C U.
Die Mengen W,, ¢ € C bilden eine offene Uberdeckung von C, also gibt es
1,...,cq s0 dass C = U;Zzl W,,. Die Menge V = ﬂ;l:l V¢, ist offen in X und
es gilt x € V C ¢7!(—o0, ). Die Menge g~ '(—o0,a) enthilt also mit jedem
Punkt x eine offene Umgebung von x und ist damit offen. Insgesamt ist g
stetig. O

Losung zu Aufgabe 12.3.2.

Die Folge (f;) konvergiere in der Kompakt-Offen-Topologie gegen eine Ab-
bildung f. Sei K C X eine kompakte Teilmenge. Zu zeigen ist, dass (f;) auf
K gleichméfiig gegen f konvergiert. Sei hierzu ¢ > 0. Fiir jedes x € K sei
Uy = f~1(B./a(f(x))), wobei B,(y) der offene Ball vom Radius r um y € Y
bezeichnet. Dann ist U, eine offene Umgebung von x. Da K kompakt ist,
gibtes xq,...,x, € K'so dass

KC U, U---UU,

Fiir x € Kist die Menge V, = f -1(B, /4(f(x))) eine abgeschlossen Menge, die
U, enthdlt. Dann ist K N V,, kompakt. Die Funktion f liegt in der Menge
L(KNVy, B¢ 2(f(x))). Dadie Folge (f;) in der Kompakt-Offen-Topologie gegen
f konvergiert, gibt es ein jy so dass fiir jedes j > jy gilt

fi € LKN Vi, Bepp(f(x1)) N -+ N LK N Vi, Beyo(f (x)))
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Seinun x € K. Dann gibtes ein 1 <k <n,so dassx € KN U, € KN Vy, . Sei
j = jo- Da f{(KN Vy) C Bea(f(xz)), gilt

£ = F@I < 1) = el + 1f(x) = )l < 5+ 5 = e

Das bedeutet, dass die Folge (f;) auf K gleichmifsig gegen f konvergiert.

Fiir die Riickrichtung sei f; — f gleichméfsig auf jedem Kompaktum kon-
vergent. Sei K C X kompakt und U C Y offen mit f € L(K, U), also f(K) c U.
Da f stetig ist, ist f(K) kompakt. Da U eine offene Obermenge von f(K) ist,
gibt es ein € > 0 so dass die e-Umgebung von f(K), die Menge

U(f(K) ={y € Y : d(y,K) < ¢}

ganz in U liegt. Da f; — f gleichméafig auf K konvergiert, gibt es ein jo so
dass fiir jedes j > jo gilt |f;(x) — f(x)| < ¢ fiir jedes x € K. Damit liegt fiir
j = jo und x € K das Element f;(x) in U.(f(K)) C U, also f;(K) c U, das
heifit aber gerade, dass f; € L(K, U) und damit konvergiert die Folge in der
Kompakt-Offen-Topologie. ]

Losung zu Aufgabe 12.4.1.

Sei U C X eine nichtleere offene Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass D N
U # 0 gilt. Nach der Definition der Produkttopologie gibt es eine endliche
Teilmenge E C I und fiir jedes j € E eine offene Menge 0 # U; C X,
so dass die Menge [];cg Uj X [je; g Xj eine Teilmenge von U ist. Wihle
irgendwelche Elemente u; € U, fiir j € E. Dann liegt das Element x mit

. j€E,
Xj = " ]
aj j¢E
in D und in U. Da U beliebig war, ist D dicht im Produktraum X. |

Losung zu Aufgabe 12.5.1.

Sei A C C([0,1],C) die Algebra erzeugt von allen Funktionen t + t", n =
0,1,2.... Dann gilt:

(@) A trennt Punkte, d.h., fiir je zwei x # y in [0,1] gibt es f € A mit
f(x) # f(t). Hierfiir kann man f(x) = x wéhlen.

(b) Fiir jedes x € [0,1] gibt es ein f € A mit f(x) # 0. Hier kann man die
konstante Funktion f(x) = 1 nehmen.
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(c) A ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation, da die Erzeuger re-
ellwertige Funktionen sind.

Nach dem Satz von Stone-Weierstraf folgt dann, dass A dichtist in C([0, 1]).
Sei dann also f € C([0,1]) mit fol frtdt = 0 fir jedes n = 0,1,2...,
dann gibt es eine Folge f, € A, die gleichmifsig gegen f konvergiert.
Da J(‘)l fX) fu(x)dx = 0 fiir jedes n, folgt im Limes, dass fol lf(x)>dx =
fol F(x)f(x)dx = 0. Da f stetig ist, folgt f = 0. ]

Skizze zu Aufgabe 12.5.2.

Man schreibt die Ableitung % fr(x) = 2(x+ if)e(x”)2 als Limes der Differenzen-
quotienten und folgert, dass sie im Abschluss V liegt. Eine Wiederholung
dieses Argumentes liefert, dass fiir jedes Polynom p(x) und jedes t € T die
Funktion p(x)e®*" in V liegt. Da die Polynome dicht liegen, liegen auch
diese Funktionen dicht. m|

Losung zu Aufgabe 12.6.1.

Es reicht zu zeigen, dass V # | J,, A, gilt. Denn: es sei f € V \ |, A, und sei
x € (0,1). Dann gibt es ein 1y so dass fiir n > ng gilt x € [0,1 —1/n]. Fr jedes
n > ng gibt es dann ein 1, € (0,1/n) so dass

f(x+h;;)—f(X) .

n.

Wiare nun f in x differenzierbar, so miisste dieser Differenzenquotient fiir
n — oo in R konvergieren, was aber offensichtlich nicht geht.

Nun zeigen wir also V' # (J, A,. Jede der Mengen A, ist abgeschlossen,
denn sei fy — f eine konvergente Folge in A,, dann gibt es eine Folge (xx)
in [0,1 - 1/n] so dass fiir alle h € (0,1/n) gilt

’fk(xk +h) — frlxx)
h

<n.

Die beschrankte Folge (x;) hat eine konvergente Teilfolge. Durch Ubergang
zu dieser, kann man x; — x € [0, 1 — 1/n] als konvergent annehmen. Es gilt
dann

| fie) = F)] < [ fil) = Feo0)| + [ ) = F ()]
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Aus der gleichméfiigen Konvergenz f, — f und der Stetigkeit von f folgt
dann dass fr(xr) gegen f(x) konvergiert und ebenso fi(xx +h) — f(xx + h)
fur jedes h € (0,1/n). Daher folgt
‘f(x +h) - f(x)
h

= lim

k—o0

‘fk(xk +h) = fixp) <
- <

und damit f € A,.

Behauptung: V \ A, ist dichtin V.

Da der Raum der glatten Funktionen, C*([0, 1]) dicht in V liegt, reicht es zu
zeigen, dass es zu jedem g € C*([0, 1]) eine Folge g € V \ A, gibt, diein V
gegen g konvergiert. Sei gx(x) = g(x) + % sin(k?x). Dann ist gx glatt und

m Sk(x + h) — gi(x)

70 7 = g4(x) = §'(x) + kcos(k*x).

Hieraus folgt leicht, dass gx ¢ A, fiir k hinreichend grofs. Da andererseits g
in V gegen g konvergiert, folgt die Behauptung.

Mit dem Satz von Baire folgt nun, dass V # J,, A, und damitist die Aussage
bewiesen. O

Losung zu Aufgabe 12.7.1.

(a) Das Netz (x,) konvergiere gegen x. Fiir gegebenes i € I sei U; C X; eine
offene Umgebung von x;. Wir miissen zeigen, dass es ein ag € A gibt, so
dass fiir jedes a > ag gilt x,,; € U;.

Die Menge U = U; X []je X ist eine offene Umgebung von x in X. Daher
J#L

existiert ein ap so dass fiir jedes a > ayp gilt x, € U. Das bedeutet aber

insbesondere, dass fiir a > ay gilt x,; € U,.

Fiir die Umkehrung sei (x,) ein Netz, so dass jede Koordinate (x, ;) gegen x;
konvergiertund sei U C X eine offene Umgebung von x. Nach Definition der
Produkttopologie gibtesiy, ..., i, € Iund offene Mengen U;, C X;,,..., U; C
X;, so dass
xe U x---xU;, X H Xjcu
j¢{il ~~~~~ in}

Fir diese iy,...1, € I gibt es nach Voraussetzung ay,...,a, € A so dass
Xa,, € U;, firjedesv =1,...,n und jedes @ > a,. Da A gerichtet ist, gibt es
p€Amitay,...,a, <p. Dann gilt fiir jedes a > 8, dass

Xq € Uiy X --- X Uj, X H chu.
]'é{ilru-/in}
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Daher konvergiert das Netz (x,) gegen x.

(b) Sei (x4)aca ein Netz in G(f), welches in X X Y gegen (g, b) konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass (a,b) € G(f) ist.

Schreibe dazu x, = (a4, bs). Nach Teil (a) konvergiert a, gegen a und da f
stetig ist, konvergiert dann b, = f(a.) gegen f(a). Andererseits konvergiert
b, gegen bund da Y hausdorffsch ist, Limiten also eindeutig bestimmt, folgt
f(a) = bund daher (a,b) € G(f). O

Losung zu Aufgabe 12.7.2.

(a) Die Axiome der partiellen Ordnung sind leicht verifiziert. Sind E, f € I,
dann ist die Vereinigung E U F eine gemeinsame obere Schranke in I.

(b) Das Netz konvergiere gegen Null. Es sei (s;) eine Folge in S mit paarweise
verschiedenen Gliedern. Sei ¢ > 0. Da das Netz gegen Null geht, existiert
ein Eg € I so dass fr < ¢ fiir jedes E > E gilt. Das bedeutet insbesondere
dass f(s) < ¢ fiir jedes s € S \ E¢. Da die s; paarweise verschieden sind und
Eo endlich ist, gibt es ein jo so dass fiir jedes j > jo gilt s; ¢ Eo, damit also
f(sj) < € und daher konvergiert die Folge f(s;) gegen Null.

Umgekehrt gelte lim; . f(s;) = 0 fiir jede Folge (s;) in S mit paarweise
verschiedenen Gliedern. Angenommen, das Netz (fg)ger konvergiert nicht
gegen Null. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass zu jedem E € [ ein F > E
existiert, so dass fr > ¢. Es wird nun induktiv eine Folge (s;) in S konstruiert.
Zunichst sei s; € S beliebig. Dann seien sy, .. ., s, bereits konstruiert. Dann
gibteseins, 1 € S, dasnichtin der endlichen Menge E = {51, ..., 5y} liegt, so
dass f(sy+1) = €. Man erhilt so eine Folge (s;) mit paarweise verschiedenen
Gliedern und der Eigenschaft f(s;) > ¢ fiir jedes j € IN, was der Konvergenz
f(sj) — 0 widerspricht!

(c) Es gelte (i). Fiir n € N sei dann S,, die Menge aller s € S mit f(s;) > %
Dann gilt

Sule < )" ) < Y £(5) < oo.

SES, SES

Daher muss S, endlich sein. Da % gegen Null geht, folgt S-o = U, Sn. Also
ist S5 eine abzédhlbare Vereinigung endlicher Mengen und damit abzéhlbar.
Sei (rj) eine Abzéhlung von S > 0. Dann gilt fiir jedes N € N,

N
PIN) =Y f(r)) < ) f(s) < co.
j=1

seS

Daher ist die monoton wachsende Folge P(N) beschrankt und also konver-
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gent. Damit folgt (ii). Fiir die umgekehrte Richtung gelte (ii) und sei (7))
eine Abzdhlung von S.g. Sei M = Z;O:l f(rj). Fiir jede endliche Teilmenge

E c Sgilt dann
Y f& =) fs) <M<, O

seE j=1
}’]EE
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Kapitel 33

Losungen zu Kapitel 13

Losung zu Aufgabe 13.1.1.

Die Menge B, aller A C N, fiir die entweder A C {1,2,...,n} oder A° C
{1,2,...,n} gilt ist selbst eine o-Algebra. Sie enthilt die Mengen {1}, ..., {n}
und daher enthilt sie A,,. Ist umgekehrt B € 8, etwa B C {1,...,n}, dann
liegt B in A,. Im anderen Fall liegt B in A, und damit auch B € A,.
Insgesamt folgt A, = B,,.

Die Menge A = |J,, Ay ist keine o-Algebra, denn einerseits enthilt sie
jede der abzdhlbar vielen Mengen der Form {2n}, n € IN, aber nicht deren
Vereinigung, die Menge aller geraden nattirlichen Zahlen. |

Losung zu Aufgabe 13.1.3.
(a) Esist

(limnsupAn)C - [ﬁ UAkJC - O (U Ay

n=1k>n n=1\k>n

¢ o0
= J[)4; = iminf A,

n=1 k>n

(b) Da charakteristische Funktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen, gilt
firxe X

1]iminf" A, (x) =1 xe€lim iann
n

< EInoE]N anng X € An
< Hi’loEN Vnan 1An (x) =1
© liminfl1,, (x) =1

n
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und

Liimsup, 4,(X) =1 © x € limsup A,
n

S x € A, fiir unendlich viele n
© 14,(x) = 1 fiir unendlich viele n
& limsup 1y, (x) = 1.

n

(c) Seix € liminf, A, Nlim sup, B,, dann gibt es ein 1y so dass fiir alle n > ng
gilt x € A,,. Ferner liegt x in B, fiir unendlich viele n. Damit folgt, dass fiir
unendlich viele n gilt x € A, N By, also x € limsup, (A, N By).

(d) “c” Sei x € (lim sup,, An) \ (liminf, A,). Da x € (lim sup,, An), gibt es
unendlich viele n mit x € A,,. Da andererseits x ¢ (liminf, A,), gibt es auch
unendlich viele m mit x ¢ A,,. Damit gibt es unendlich viele n, so dass x € A,
und x ¢ Ay;1. Daher also x € limsup,, (A, \ A;11).

“2>” Sei x € limsup, (A, \ Ay11). Dann gibt es unendlich viele 1, so dass
x € Ay \ Ay41. Daher gibt es unendlich viele n mit x € A, und es gibt
unendlich viele n mit x € A,. Es folgt, dass

c
X € (lim sup An) N (lim sup Aﬁz) = (lim sup An) N (lim inf An)
n n n

n

= (lim sup An) N (lim inf An) . O

Losung zu Aufgabe 13.1.4.

(a) Ist (A,;) monoton wachsend, dann konvergiert sie gegen A = (J,, Ay,
denn

hmsupAn—ﬂUAk—ﬂA A= UAn—UﬂAk—hmmfA
n=1k>n n=1 kzn

Ist die Folge (B,) monoton fallend, dann konvergiert sie gegen B = (), By,
denn

hmsuan = ﬂUBk = ﬂB -B= OB = O By = lim inf B,.
n=1 n=1 k>n

n=1 k>n n=1

(b) Es gelte A, — A, also A = liminf, A, = limsup, A,. Fiir jedesx € A =
liminf, A, gibt es dann ein ng so dass fiir n > ng gilt x € A,. Daraus folgt
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dann 14,(x) — 1a(x). Gilt x ¢ A = limsup, A,, dann gilt x € A, nur fiir
endlich viele n, also gibt es ein n_0 so dass 14, (x) = O fiir alle n > 1y, so dass
die Konvergenz auch in diesem Fall folgt.

Fir die Umkehrung beachte, dass charakteristische Funktionen nur die
Werte 0 und 1 annehmen, so dass 14, — 14 impliziert, dass die Folge
14, (x) fiir jedes x stationdr wird. Damit gilt fiir jedes x € limsup, A, dass
x € liminf, A,, also die Konvergenz der Mengenfolge.

(c) Sei (A;) konvergent gegen (). Dann ist ) = limsup, A,, dies ist aber
gerade die Menge aller x, fiir die es unendlich viele n gibt mit x € A,,.

Die Umkehrung ist klar, da immer liminf, A, C limsup, A, gilt.

(d) Seien A = lim, A, und B = lim, B,. Dann konvergiert (A5,) gegen A€,
denn

limsup A5, = (liminf A,) = A° = (limsup A,)" = liminf Aj,.
n n n n
Die Folge (A, N B,) konvergiert gegen A N B, denn limsup, (A, N B,) =
Mye1 Uksn (A N By) ist sowohl eine Teilmenge von lim sup, A, = A als auch
von limsup, B, = B, also ist lim sup, (A N B) C A N B. Andererseits ist

lim inf(A, N By) = O ﬂ(Ak N By) = G (ﬂ AN (ﬂ BkD
k>n

n=1 k>n n=1 \\k>n
D[OﬂAk)m(O By|=ANnB.
n=1 k=n n=1kzn
Daher folgt A, N B, — AN B.
Schliefslich folgt durch Komplementbildung:
A, UB, = (A5NBY) - (AN B = AUB. i

Losung zu Aufgabe 13.2.1.

(a) Sei A die 0-Algebra, die von der Vereinigung aller f 1(A),iel erzeugt
wird. Dann ist jedes f; messbar und jede o-Algebra beziiglich der alle f;
messbar sind, enthélt A. Damit ist A die kleinste o-Algebra, die alle f;
messbar macht. Sei ¢ : Z — X eine Abbildung von einem Messraum (Z, B).
Ist ¢ messbar, dann sind alle Kompositionen f; o g messbar. Seien umgekehrt
alle Kompositionen messbar, dann liegt g™ (f;(A;)) in B fiir jedes i € I und

damit liegt ¢! (A) in B, da die g-Algebra A von den f!(A;) erzeugt wird.
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(b) Sei A das System von Teilmengen A C X so dass f;'(A) € A; fiir jedes
i € I. Dann ist A eine o-Algebra, denn

(i) 0 € A, dafirjedesi e I gilt fi_l((Z)) =0eA,.

(ii) Sei A € A, dann gilt fiir jedes i € I, dass fl.‘l(AC) = fi‘l(A)C € A, also
ist A € A.

(iii) Ist A1, Ap,--- € A, dann gilt fiir jedes i € |

DAJ) = Of;l(Aj) €A,

=1 =1

i

und damit folgt J;2; A; € A.

Ist B irgendeine o-Algebra, die alle f; messbar macht, dann folgt fiir jedes
B € B, dass fl.‘l(B) € A, fur jedes i € I, also B € A und daher 8 C A. Die
o-Algebra A ist also die grofite 0-Algebra, die alle f; messbar macht.

Sei g : X — Z eine messbare Abbildung in einen Messraum. Dann sind
alle Kompositionen g o f; messbar, da Kompositionen messbarer Abbil-
dungen messbar sind. Sei umgekehrt ¢ : X — Z eine Abbildung fiir die
alle Kompositionen g o f; messbar sind. Sei dann B C Z messbar, dann
ist fi'l(g‘l(B)) = (g o fi)'(B) messbar fiir jedes i € I und daher ist nach
Definition ¢~1(B) € A, also ist ¢ messbar. m

Losung zu Aufgabe 13.2.2.

Ja, diese Menge ist messbar. Sei A(j, k) die Menge aller x € X, fiir die f;(x) > k
gilt. Dann ist jedes A(j, k) messbar und

X(c0) = ﬂ lim inf A(j, k),
keN

die Menge alle x mit f;(x) — +oo ist daher messbar. Ebenso sieht man, dass
das analog definierte X(—co) messbar ist.

Fiir j, k,m € N sei A(j, k, m) die Menge aller x € X mit |f;(x) — fi(x)| < 1/m.
Dann ist jedes A(j, k, m) messbar und die Menge

(YU () AGkm

m21nz1 jk>n

ist die Menge aller x € X fiir die f;(x) eine Cauchy-Folge, also in R konver-
gent ist. O
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Skizze zu Aufgabe 13.2.3.

Die Aussage ist falsch. Sei X = Z und sei A die o-Algebra erzeugt von
allen Mengen der Form {—k}, k € IN. Ferner sei f(k) = k + 1 fiir k € Z. Diese
Funktion ist bijektiv und leicht als messbar zu erkennen.

Die Umkehrfunktion ist aber nicht messbar, denn INy = (U,‘f;l{—k})C ist
messbar, die Menge f(INp) = IN aber nicht. m|

Skizze zu Aufgabe 13.2.4.

Sei S = f‘l((a, b)). Durch einen Widerspruchsbeweis sieht man ein, dass
es zu jedem s € S ein ¢ > 0 gibt, so dass (s — ¢,s] C S ist. Also ist S
eine Vereinigung von halboffenen Intervallen der Form (a,b] ist. Indem
man fiir einen gegebenen Punkt sy € S alle solche Intervalle vereint, die s
enthalten und ihrerseits in S enthalten sind, sieht man, dass S die disjunkte
Vereinigungen halb offener und offener Intervalle positiver Lange ist. Dies
konnen nur abzdhlbar viele sein (3.1.6). O

Losung zu Aufgabe 13.3.1.
Fiir jedes j > n gilt p (g, Ax) < (A;) und daher

u(timintA,) = u[@ [ =mu(ﬂAk]

n=1 k>n k>n

< lim (infy(Aj)) = li}gr_l)glfy(An)‘

n—o0 jZVl

Da u(X) < oo, konnen wir die letzte Ungleichung durch Komplementbil-
dung gewinnen, genauer ist

lim sup p(Ay) = limsup w(X \ Ay,) = w(X) — iminf p(A3)
SuX)-p (lim ian‘;Z)

=wX)—p ((lim sup An) ) =Uu (lim supAn). |
n n

Skizze zu Aufgabe 13.3.2.

(a) Der einzig schwierige Punkt ist die Transitivitadt. Diese folgt aber aus der
Inklusion AAC c (AAB) U (BACQ).
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(b) Man setzt N = AAB.
(c) Hier benutzt man (b) und wieder die Inklusion AAC c (AAB) U (BAC).

(d) Zu einer gegebenen Cauchy-Folge (A;) erhdlt man den Limes A als
A = limsup, A, siehe Aufgabe 13.1.3. Man weist zunéchst nach, dass A
und B = liminf, A, dquivalent sind. Man kann hierbei annehmen, dass
1(ApAA,11) < % gilt. Dann folgt, dass A, N A1 = Ay \N(1/2"), wobei N(¢)
als Symbol fiir irgendeine Menge vom Mafs < ¢ stehen soll. Dies reicht fiir
die verlangte Aquivalenz und diese wiederum liefert eine Abschitzung,
die zeigt, dass die Folge (A,) in der Metrik gegen A konvergiert. m|

Losung zu Aufgabe 13.4.2.

(a) Sei h, eine Folge in H(A), die gegen ein I € R konvergiert. Sei U eine
Umgebung von h. Dann existiert ein n € IN, so dass h, € U. Dann ist U eine
Umgebung von h;, also ist A N U unendlich. Damit ist 1 € H(A) und daher
ist H(A) abgeschlossen.

(b) Fiir jedes x € R \ H(A) gibt es eine offene Umgebung U(x), so dass
A N U(x) endlich ist. Fiir n € N sei K, die Menge aller x € R mit |x] < n
und |x — h| > 1 fiir jedes h € H(A). Dann ist K, kompakt, also gibt es
endlich viele k; € K, so dass K, c U(k;) U --- U U(ky,). Dann ist AN K, C
(Uk1) N A) U --- U (U(ky) N A). Dies ist eine endliche Vereinigung endlicher
Mengen, also endlich. Da R \ H(A) = U,en Ky, ist A \ H(A) abzdhlbar.

(c) Ist H(A) eine Nullmenge, dann ist A = (A \ H(A)) U (A N H(A)) die
Vereinigung zweier Nullmengen, also eine Nullmenge. Die Umkehrung
gilt nicht, denn fiir A = Q ist H(A) = R. O

Skizze zu Aufgabe 13.4.3.

Sei C = U?’:O C;j wie in der Konstruktion des Cantor-Diskontinuums. Ein
gegebenes x € C liegt in genau einem maximalen Teilintervall [a;, b;] von
C;. Die Langen |bj — aj| = 37/ der Intervalle gehen gegen Null, also kon-
vergiert etwa die Folge (4;) gegen x. Da die Intervall-Enden g; alle zu C
gehoren, ist x ein Haufungspunkt von C, es sei denn, x = 4; fiir ein j. In
dem Fall aber ist x Limes der Folge (b;) und es gilt b; # x fiir jedes j.

Um einzusehen, dass C nirgends dicht ist, beachte, dass C als Schnitt
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist. Die Menge C kann
aber kein offenes Intervall positiver Lange enthalten, da die Langen der
Intervalle (s.o0.) gegen Null gehen. O
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Skizze zu Aufgabe 13.4.5.

Da f’ stetig ist, ist A abgeschlossen. Es gilt f(A) = U,en f(A N [-n, n]).
Da A N [-n,n] kompakt ist, ist f(A N[-n, n]) kompakt und daher ist f(A)

messbar. Fiir m,n € IN betrachtet man A, , = {x € ( 0l < 1 /n}
Dann ist A, , offen, also die disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler offener
Intervalle. Fiir je zwei Punkte x < y in einem solchen Intervall ist dann
l[f(y) = f(x)| = | f Y f'(t) dt| bk —ai). Daher hat das Intervall f(a, by) einen
Durchmesser < n(bk — ay). Daraus folgert man, dass A(Ay,,) fir n — oo
gegen Null geht. m|

Losung zu Aufgabe 13.4.8.

Sei ¢ : [0,1] — [—00, 0] ein monoton wachsender Homdomorphismus,
etwa ¢p(x) = 1= — 1. Sei F = ¢! o f. Ist dann F* eine messbare obere
Hiille zu F, dann ist ¢ o F* eine messbare obere Hiille zu f. Es reicht also,

anzunehmen, dass f nur Werte im Intervall [0, 1] annimmt. Sei dann

a= inf{f g)du(x): g>f, messbar}.
X

Da f <1, gilt @ < u(X) < oo und daher existiert eine Folge messbarer
Funktionen g, > f mit fxg” — a. Indem wir g, durch min(gy,...,gn)
ersetzen, kénnen wir g, als monoton fallend annehmen. Da aufierdem g,, >
0 fiir jedes n, konvergiert dann die Folge g, punktweise. Sei f* der Limes.
Als punktweiser Limes messbarer Funktionen ist f* messbar und nach dem
Satz iiber dominierte Konvergenz folgt a = fx f*du. Sei nun h > f eine
messbare Funktion und sei I = min(h, 7). Dann ist auch i messbar und
erfiillt i > f. Daher ist fxfzdy > fxf* duund da 0 < I < f, folgt u-fast
tiberall, dass i = f*, also gilt u-fast {iberall

h>h=f" |
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Kapitel 34

Losungen zu Kapitel 14

Losung zu Aufgabe 14.1.1.

Sei I(f) die linke Seite der behaupteten Gleichung und fiir jede endliche
Teilmenge E C X sei Ig(f) = ). yep f(x). Dann ist

1) = Y = [ fau< [ fau

xeE

Nimmt man das Supremum tiber alle E, so folgt I(f) < fX fdu. Daher ist
nur noch “>" zu zeigen. Es sei s,, eine monoton wachsende Folge einfacher
Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt nach Definition
des Integrals, dass fX fdu = lim, szn du. Es sei s, = Zi\i(f ) Cn,j14,, mit
cn,j > 0 und nichtleeren Mengen A, ; C X, die A,,; N A,; = 0 fari # j

erfiillen.

1. Fall: Es gibt ein Tupel (, j) so dass die Menge A, ; unendlich ist.
Seidann E; C E; C ... eine Folge von Teilmengen von A, j so dass u(Ex) = k
gilt. Dann folgt

I(f) = sup ¢y, jj(Ey) = oo,
keIN
Dann muss auch das Integral gleich co sein und die Behauptung folgt.

2. Fall: Alle A, ; sind endliche Mengen.
Seidann E, = Ui\i(f ) Ay j- Dann ist E,, der Tréger von s, und daher I, (f) =

fE fdu> szn du und damit

I(f)ZSgPIEn(f)ZS%PLSnd#:Lfd#- O
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Skizze zu Aufgabe 14.1.3.

(a) Fur x € R sei dg(x) = inf {Ix —kl:ke K} der Abstand zu K. Nach Aufgabe
8.5.1 ist dk eine stetige Funktion. Man kann geeignete stetige Funktionen
Xn finden, so dass g, = x»(dk) die Bedingung erfiillt.

(b) Es gilt fap() = AANG+B) = [, Tas)dy = [, La)1s(y — 0 dy.
Auf Grund der Regularitdt des Lebesgue-Mafies kann man A und B als
kompakt annehmen. Man kann dann 14 und 1p wie in Teil (a) durch ste-
tige Funktionen approximieren. Dann schliesslich folgt die Stetigkeit des
entsprechenden Faltungs-Produkts aus der gleichmafsigen Stetigkeit von
Funktionen aus C,(IR). m|

Skizze zu Aufgabe 14.1.5.

Man stellt fest, dass die Funktion g(x) = ) ycz | f(x+k)| tiber [0, 1] integrierbar
ist. Dann muss sie fast tiberall endlich sein. Daher miissen die Summanden
|f(x + k)| ausserhalb einer Nullmenge gegen Null gehen. m|

Skizze zu Aufgabe 14.1.6.
Fiir j, k € N sei

(o]

Q= U{xeX:Ifj(x)—f(x)I > %}

i=j

Diese Menge ist messbar und fiir gegebenes k € IN gilt () ;cn Q;x = 0. Nach
dem Satz der dominierten Konvergenz schliesst man dann p(Q;x) — 0 fiir

j — oo. Man definiert dann Q, = (U,Zl ij,k)c fir eine geeignete Folge
jx — oo von Indizes, so dass das Komplement dieser Menge das Maf§ < ¢
hat. Diese Menge (), leistet das Gewtinschte. m]

Skizze zu Aufgabe 14.1.7.

Ist f = 17 die charakteristische Funktion von A€ A, dannist A= AUN fiir
ein A € A und eine Teilmenge einer Nullmenge N. Dann erfiillt g = 14 die
Behauptung. Daraus folgert man die Behauptung fiir Linearkombinationen
charakteristischer Funktionen und dann durch Approximation von unten
fiir semi-positive messbare Funktionen. Dann wieder durch Linearkombi-

nationen fiir alle A-messbaren Funktionen. m]
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Losung zu Aufgabe 14.1.9.

Es gilt |f; — f| < |f|+|fjl < h+ hj. Nach dem Lemma von Fatou, Ana-14.2.6,
gilt

2fhdy:flim‘inf(h+h]‘—|fj—f|)d‘uSlim.inffh+h]-—|fj—f|d[u
X X j X

:2fhdy—limsupf|fj—f|dy,
X i X

so dass lim sup; j;( Ifi = fldu = 0 folgt und damit die Behauptung. m]

Skizze zu Aufgabe 14.1.10.

Die Aussage folgt aus dem Satz der monotonen Konvergenz, wenn gezeigt

wird, dass fiir x > 0 die Folge h,(x) = nlog (1 + %) monoton wachsend
gegen x konvergiert. Es ist also zu zeigen

(a) hn(x) < hn+1(x) und

(b) limy— e hy(x) = x.

Zu (a): Fir die Ableitung gilt hj, < h’ | und daraus folgt die Behauptung
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir (b) benutzt
man die Potenzreihen-Entwicklung der Logarithmus-Funktion. |

Skizze zu Aufgabe 14.1.11.

Diese Funktion ist integrierbar. Durch eine Vertauschung der Summations-
Reihenfolge und Einsetzen der geometrischen Reihe sieht man, dass g(x) = 1
gilt, falls x € [0, 1] \ Q. m|

Losung zu Aufgabe 14.1.13.

Indem man f durch [f| ersetzt, kann man f > 0 annehmen. Sei h(x) =
f(x)/(1 +log(x)). Unter Benutzung der Substitutionsregel rechnet man

. |
nZ:{ j[; N h(nx)dx = HZ:{E ‘f[; . h(x)dx = f[; ,m)h(x)(P(x) dx,
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wobei

o)=Y %SZ%S1+log(x),

nelN nelN
n<x<2n n<x
die letzte Ungleichung wurde in Aufgabe 3.2.5 bewiesen. Zusammen folgt
also

LZ]Zhnx)dx—Zf h(nx)dxs\[[l,w)f(x)dx<oo_

Hieraus folgt, dass )., ; h(nx) < oo fiir alle x € [1, 2]\ Nj fiir eine Nullmenge
N, siehe Aufgabe 14.1.2. Fiir dieselben x folgt dann h(nx) — oo fiir n — oo.
Sei nun N = | J,,¢n N7. Dann ist N C [1, 00) eine Lebesgue-Nullmenge. Ist
nun x € [1,00) \ N, dann gibt es ein m € IN so dass y = x/m € [1,2] \ Ny
und dann geht die Folge h(ny) = h(nx/m) gegen Null, also geht auch h(nx)
gegen Null fiir n — oco. Fuir x ¢ N gilt also

fo)
1+ log(n) + log(x)

Nun ist
fx) f(nx) 1+ log(n) + log(x)
1+1log(n) 1+ log(n)+log(x) 1+ log(n)
= h(nx) - 0 -1
;nclll damit geht fiir jedes x ¢ N die Folge ; Jrfgg()n) wie behauptet gegen
ull. O

Losung zu Aufgabe 14.2.1.

Sei x > 0 und sei (x,) eine Folge in [0, o), die gegen x konvergiert. Es ist zu
zeigen, dass F(x,) gegen F(x) konvergiert. Hierbei reicht es, einmal x,, > x
fir alle n € IN und einmal x,, < x fiir alle n anzunehmen. Sei h;, = 1jg4,1f-
Dann gilt |h,| < |f| und h, konvergiert punktweise gegen 1y, f, falls x,, > x
fiir alle n und gegen 1oy f, falls x, < x fiir jedes n € IN. Da {x} eine A-
Nullmenge ist, folgt F(x) = JEO,x)] fdA und daher folgt nach dem Satz tiber

dominierte Konvergenz

1 dA =F > ¥,
lim F(x,) = lim f by dA = Je Toaf (x) xp>x
! " IR Je Lo fdA =F(x) x, <x.
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Daher ist F stetig.

Sei nun ¢ > 0 und sei T > 0 so grofs, dass fx>T IfldA < €/2. Die stetige
Funktion F ist auf dem kompakten Intervall [-T,T] gleichméafig stetig,
also gibt es ein 6 > 0 so dass fiir alle x,y € [-T,T] mit [x — y| < 6 gilt
|[F(x) = F(y)| < ¢/2. Man kann 6 < T annehmen. Seien nun x,y € R mit
0<x<yund |x -yl <06. Dannist

[F(x) = F(y)l < [F(x) = F(T)| + [F(T) = E(y)l

& & & &
<—+f |f|d/\s—+f fldd < =+ =z =¢. O
2 Jay 2 Jire) 2.2

Skizze zu Aufgabe 14.2.2.

Die Gamma-Funktion ist definiert als I'(s) = fooo t5-1e~t dt, wobei das Integral
fur s > 0 konvergiert. Seien 0 <a <b<ooundI = (@ b)und f: IXX = R
definiert als f(s, t) = t*"1e~". Dann gilt

(a) Fiir jedes s € I ist f(s,.) integrierbar.
(b) Die partielle Ableitung D1 f(s, t) existiert fiir alle ¢ € X.
(c*) Fiir jedes s existiert % f(s,t) fiir jedes t € I und es gibt ein ¢ € L(I) mit

‘ (s, 1)

furjedest € I.
Beweis hierzu: Die Funktion

log(Ht* e, t<1,
s =4
og(tH)t’"e™", t>1.

leistet das Gewtinschte. Man zeigt dann, dass g sogar auf X = (0, o) in-
tegrierbar ist. Nach dem Satz tiber die Differentiation unter dem Integral-
zeichen (Satz Ana-14.3.3) folgt, dass die Gamma-Funktion in jedem Punkt
differenzierbar ist. |

Skizze zu Aufgabe 14.2.3.

Nach der Substitutionsregel, Satz Ana-6.3.8, gilt die Aussage, falls f stetig
ist. Fiir eine offene Menge U nidhert man 1;; von unten monoton durch ste-
tige Funktionen an und folgert die Behauptung fiir 1;;. Das Integral tiber 14
definiert dann ein Maf3, das fiir offene Mengen gleich dem Lebesgue-Maf3
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ist. Nach dem Maf3-Eindeitigkeitssatz Ana-16.1.5, folgt dann die Behaup-
tung. O

Losung zu Aufgabe 14.3.1.

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und sei P : C.(X) — C ein positives
Funktional. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es ein Radon-Mafs
u so dass P(f) = fody. Da X kompakt ist, ist C = u(X) < oo. Fuir f € Cc(X)
folgt

IP(f)I='fodu sfxmdusfldu sup /()] = C [[f]x-
N——
=u(X)

Zum Schluss ein Gegenbeispiel im lokalkompakten Fall. Sei X = R und
P(f) = fIR fdA, wobei A das Lebesgue-Mafs ist. Sei dann

x 1 13
5t n’<x<0

fu(x) = —;—3+% O0<x<nd
0 sonst

Dann geht f, — 0 in der Supremumsnorm, aber P(f) = n. O
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Kapitel 35

Losungen zu Kapitel 15

Losung zu Aufgabe 15.1.1.

Es sei H = ¢?(N) und sei (¢j)jen eine Orthonormalbasis von H. Sei V der
Abschluss des Spans von (e2j-1) jen- Ferner sei W der Abschluss des Spans
der ajepj1 + bjesj, wobei aj, b; > so gewdhlt sind, dass a% + b% = 1 und dass
die Folge a; gegen Null geht. Dann ist V + W die Menge aller Vektoren der
Form

Y Aj@esja+bjea) + Y e, A€ EA(N).
j=1 k=1

Damit sind alle ¢; in V + W, damit aber eine Summe y jMnje2j-1 nmV+W
liegt, muss es A, u € €?(N) geben, so dass 1; = Aja;, wobei gleichzeitig
A]-b]- +uj =0, also Aj= _b—}j] und daher % = %;] gilt. Das bedeutet, dass 1j 80
schnell gegen Null gehen muss, dass

2
i Injl

— < m|
= la;|

Skizze zu Aufgabe 15.1.2.

Sei T : V. — W ein unitdrer Isomorphismus zwischen Hilbert-Rdumen V
und W. Dann ist das Bild einer ONB (¢;) unter T wieder eine ONB. Also
haben V und W Orthonormalbasen gleicher Miachtigkeit.

Seien umgekehrt (¢;)ic; und (f;)ics ONBs von V und W. Dann definiert man
T (Xjerciei) = Yier Cifi- Dann ist T ein unitdrer Isomorphismus. m|
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Losung zu Aufgabe 15.1.4.
(a)e(b) ist klar, da (b) genau die Definition der Konvergenz des Netzes ist.

(b)=(c): Sei ¢ > 0 und sei Eg C I eine endliche Menge, die (b) fiir £/2 erfiillt.
Seiiy € I \ Eg und sei E = Eg U {i1}. Dann folgt

ol = ||o- Eo-[o- T
i€Ey i€E
<||lv Zv + [v Zv) <g+g &
= - i - i ST A5 =€
i€Ey i€E 2 2

Das bedeutet, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt |[v;]| < ¢ auflerhalb einer endlichen
Menge von Indizes i. Anders ausgedriickt heifdt das, dass fiir jedes ¢ > 0
die Menge I(¢) aller i € I mit ||[v]| > ¢ endlich ist. Die Menge | aller i € I mit

v; # 0 ist aber
J=J1e = |J1am

e>0 nelN
eine abzdhlbare Vereinigung endlicher Mengen und damit ist | abzahlbar.

Ist | endlich, so ist nichts weiter zu zeigen. Andernfalls sei (ix)ren eine
Abzdhlung von J. Fiir ein gegebenes ¢ > 0 sei Eg wie in (b). Es kann Eg C
] angenommen werden. Dann existiert ein ko, so dass Ep in der Menge

{il, in,..., iko} enthalten ist. Es folgt fiir jedes k > k¢ gilt

k

Yoo

v=1

< E&.

Daher konvergiert die Reihe )7 v;, gegen v.

(c)=(b): Es gelte (c). Angenommen, (b) ist nicht erfiillt. Dann gibt es ein
¢ > 0 so dass zu jeder endlichen Teilmenge E C | eine endliche Menge E’
mit E C E’ C | existiert, so dass

Yoo

i€k’

> €.

Sei (jy)ven eine Abzdhlung von J. Sei zuerst E = {j;} und sei E; = E’. Schreibe
E, = {i1/~~~/ik1}~ v der kleinste Index mit j, ¢ E; und sei E, = (E U {},})".

Schreibe dann E, = {i1, e, ikz}‘ Iteration liefert schliefSlich eine Abzdhlung
(i1,12,...) von | mit der Eigenschaft, dass fiir jedes n € IN gilt

kn
Yo
v=1

> E.
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Dies widerspricht aber der Konvergenz der Reihe Y.~ v;,. a

Skizze zu Aufgabe 15.1.5.

(a) Seien v; — v und w; — w konvergente Folgen in H. Mit der Dreiecks-
ungleichung stellt man fest, dass beide Folgen beschrankt sind. Mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

va, w]'> —{v, w)’ < Kv]', wj> - <v, wj>’ + ‘<v, w]'> —{v, w)‘

= ‘<U]' -0, w]>' + KZJ, w]‘ - w>’

< floi -+l

e[ + tei ey = <]

Also geht der erste Ausdruck gegen Null und damit folgt Teil (a).

(b) Da das Skalarprodukt im ersten Argument linear ist, ist M+ ein Unter-
vektorraum. Aus der Stetigkeit des Skalarproduktes schliesst man, dass M*
abgeschlossen ist.

(c) Zunichst zu (i)=(ii): Man verldngert eine Orthonormalbasis von L zu
einer von H. Sei L’ der abgeschlossene Spann der hinzugenommenen Vek-
toren, dann gilt nach Konstruktion H = L& L’ und L’ c L*. Da auflerdem
L*NL=0,folgtL’ =L*.

Nun zu (ii)=(i): Nach Definition gilt L ¢ L**+. Aus H =L& L+ = L** @ L+
folgt L = L++. Damit ist L nach Teil (b) abgeschlossen.

(d) Nach Teil (c) gilt H = U & U+, also gibt es ein 19 € U und ap € U™ so
dass vp = ug +ag. Wegen ag = vy — up liegt a9 in dem affinen Raum A. Dieser
Vektor minimiert den Betrag auf A. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen:

Sei a; € A ein weiterer Vektor, der den Betrag minimiert, also [|a1]| = |laol|
Dann gibt es ein u € U mita; = ap +u und es ist ||ao|| = |la1]| = \/||ao||2 + [lull.
Daraus folgt ||u|| = 0, also u = 0 und daher a; = ay. O

Losung zu Aufgabe 15.2.1.

(a) Die Abbildung f + (ay) ist eine lineare Bijektion von A nach ¢!(Z) und
letzterer wird mit der Norm ||.| .z zu einem Banach-Raum.

(b) Es gelte f(x) = Y axe*™* und g(x) = Y ; bxe?™**. Dann gilt

F0g(0) =Y @Y by

kez leZ.
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und

Willa =)

k

Z aby

< Zk: Z‘ lallbi] = Zk: 2 Zl: b1l = [ ]| 2 ]lg]| 7 < oo

(c)Esgilt0 < g < 1-6. Wir miissen zeigen, dass ), || g" | | 4 < oo. Hierfiir sei

¢ > 0undsei N € N so grofi, dass mit gn(x) = Y <y cre? ™k oilt || g- gN” 7 <
¢, wobei die ¢; die Fourier-Koeffizienten von g sind. Sei ry = ¢ — gn. Es gilt
dann fiir jedes x € R, dass |[rn(x)| = [g(x) — gn(x)] < Hg gN”ﬂ < ¢, also
lgn()l = 1g(x) —rn(x)| < 1 =6+ ¢. Fur n > 0 gilt

19 = ol = 2 kLt = 2 (ke

Fir j <nist

||81j\r||ﬂ = Z u)‘l g{\](x)ezﬂikx dx| = f gN(x p2mikx g5

flng)ldx< 2(1 S+e)f = @nN+1)(1 =6+ ¢),

|k|<nN [kl<nN

[k|<jN

so dass
187 5 < @nN + 1)2 ( )(1 —5+e) e = (2nN + 1)1 = 6 + 2¢)".
j=0
Wiahlt man ¢ < §, so erhilt man die gewiinschte Konvergenz.

(d) Wegen 1 7= ng reicht es, f > 0 anzunehmen. Durch Skalieren reicht es
0 < f <1 fiir ein 6 > 0 anzunehmen. Nach Teil (c) konvergiert die Reihe

. 1 1
L=

n=0

in A. O
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Skizze zu Aufgabe 15.3.1.

Da u endlich ist, ist 14 € LP(u) fiir jedes messbare A. Dann ist A — A(1,4)
ein komplexwertiges Mafs 1 auf X.

Ist u(N) = 0, dann ist 1y gleich Null in LF(u) und daher n(N) = 0. Daher
erhdlt man die verlangte Funktion g aus dem Satz von Radon-Nikodym.
Um zu zeigen, dass g in L1 liegt, zerlegt man das Maf3 in Real- und Ima-
gindrteil und kann dann mit der Hahnschen Zerlegung ¢ > 0 annehmen.

Sei C > 0 so, dass fiir jedes f € LF(u) gilt UX gfdy| < C(fX LfIP dy)’l’ .

Es gilt nun g = p%l =1+ p%l. Wir wenden diese Ungleichung fiir gi“%l an
und erhalten

1 1
fg”’du=fggp+1dusC(fg%du)p=C(fg‘7du)p-
X X X X

Damit folgt ( fX g1 dy)l_

s

< G, und daher ist g € L(u). O
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Kapitel 36

Losungen zu Kapitel 16

Losung zu Aufgabe 16.1.1.

Sei zunédchst f = Z]'-qzl ¢jla; eine einfache Funktion, wobei die A; als paar-
weise disjunkt angenommen werden kénnen. Dann gilt

n
V(f) = UA]- x (0, ¢;).
j=1
Diese Menge ist messbar im Produkt X X IR und es gilt
n
vol(v(f) = Y wtae; = [ fin.
j=1

Im allgemeinen ist f ein monoton wachsender Limes von einfachen Funk-
tionen s,. Dann ist V(f) = U;~; V(s,) und damit ist V(f) messbar und es
gilt

vol(V(f)) = liﬁnvol(V(Sn)) = li?j;(sn du = Lfdy

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (Ana-14.1.6). O

Skizze zu Aufgabe 16.1.2.
Die Abbildung ¢ : R?> - R, (x, y) = f(x)— v ist eine Komposition messbarer
Abbildungen, also messbar. Daher ist G(f) = (p‘l({O}) Nach dem Cavalieri-
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schen Prinzip, Lemma Ana-16.3.2, gilt dann

A(G(H) = f}R MG(f)x) dA(x) = 0. O
=0

Losung zu Aufgabe 16.1.3.

Diese Aussage ist falsch. Angenommen, A ist in A ® A. Sei u das Maf$ auf
A definiert durch

0 A abzihlbar,
WA) = C
1 A€ abzihlbar.

Dann gilt

u®uA) = fXXX Ind(p®u) = fxfxlA(x, y)du(x) du(y) = 0.

=0

Da das Produktmafs gerade das dufsere Maf zu den Produktiiberdeckungen
ist, folgt daraus, dass es zu jedem ¢ > 0 eine Uberdeckung A C U]f”:] Aj X B,
durch messbare Rechtecke gibt, so dass Z}"’:l wA)u(B;j) < €. Da das Maf3
u aber nur die Werte Null und Eins annimmt, heifSt dass, dass es eine
Uberdeckung durch Rechtecke git mit u(A;)u(B;) = Ofiiralle j. Das bedeutet,
dass fiir jedes j mindestens eine der beiden Mengen A}, B abzdhlbar ist. Sei [
die Mengealler j € N sodass Ajabzdhlbarist und seien A; = AN je; AjXBj,
Al = AN Ujel AjxBj.Seien Py, P, : Xx X — X die Projektionen auf die erste,
bzw. zweite Koordinate, dann sind sowohl P1(Aj) als auch P,(Aj) abzdhlbar.
Da A; und Ay Teilmengen der Diagonale A sind, folgt daraus, dass beide
abzdhlbar sind. Damitist A = AjUA[ ebenfalls abzdhlbar, Widerspruch! O

Losung zu Aufgabe 16.1.4.

Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum mit abzdhlbar erzeugter Topo-
logie. Das bedeutet, dass es eine abzihlbare Familie (U});¢j offener Mengen
gibt, so dass jede offene Menge eine Vereinigung von Gliedern dieser Fami-
lie ist, d.h., fiir jede offene Menge U C X gilt U= U j¢; U;.

u;cu

(a) Es ist zu zeigen, dass X ein o-kompakter Raum ist. Sei

Jo= {] E Ujist kompakt }
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Da X lokalkompakt ist, ist jede offene Menge eine Vereinigung von offenen
Mengen mit kompaktem Abschluss und diese sind wiederum Vereinigun-
gen von Mengen der Form U;, j € Jo. Wie konnen also | durch ]y ersetzen
und damit annehmen, dass jede Menge U; einen kompakten Abschluss hat.
Dann ist fiir jedes j € | die Menge K; = Uj kompakt und es gilt X = U;¢; Kj,
also ist X ein o-kompakter Raum.

(b) Sei u ein endliches Borel-Maf3 auf X. Ist U offen, so ist U selbst ein
abzéhlbar erzeugter Hausdorff-Raum und nach Korollar Ana-12.3.9 ist U
auch lokalkompakt, also ist U nach Teil (a) ein o-kompakter Raum. Man
kann dann U = U}’Zl K; mit kompakten Mengen K; schreiben. Dann ist

pU) =limp (K U---UKy) < sup p(K) < p(U).
K kléggakt
Da bei dieser Abschétzung recht und links p(U) steht, muss tiberall Gleich-

heit gelten und daher ist 1 von innen regulér. Fiir die Regularitdt von auflen
sei A die Menge aller A C X, fiir die gilt

HA) = inf ().
U offen

Wir stellen nun fest, dass A ein Dynkin-System ist.
Die leere Menge liegt in (A. Sei also A € A und nimm der Einfachheit halber
an, dass p(X) = 1 gilt. Dann ist

uA)=1-u(A)=1- sup wK)
KcA

kompakt
_ . C . c
= Inf p(K)2 inf u(U) 2 wA°).
kompakt offen

Es giltalso tiberall Gleichheit und damitist A° € A.SeiennunA;, Ay, -- € A
paarweise disjunkt und sei ¢ > 0. Dann gibt es zu jedem n eine offenen
Menge U, D A, mit pu(Uy,) < p(A,)+¢/2".Sei U = U, Uy,. Dann ist U offen
mit U D A =, , A, und es gilt

Ju
n=1

Da ¢ > 0 beliebig ist, ist A € A. Also ist A ein Dynkin-System. Ausserdem
enthilt A alle offenen Mengen, damit enthélt es das Dynkin-System, das
von allen offenen Mengen erzeugt wird. Da die Topologie schnittstabil ist,
ist dieses Dynkin-System gleich der von den offenen Mengen erzeugten

u(U) = p

< Z u(U,) < Z WAy) + € = u(A) +e.
n=1

n=1



252 KAPITEL 36. LOSUNGEN ZU KAPITEL 16

o-Algebra, Ana-16.1.4, also der Borel-o-Algebra. Daher ist 1 von auflen
reguldr, also ein Radon-Mafs. m|

Losung zu Aufgabe 16.2.1.

Das Integral ist gleich 1. Es ist D = {(x,y) : 0 < y < x < 1t/2}. Wir rechnen.
zundchst formal,

fIR fR 1p(x, y) f(x, y) dydx = f " f ) f(x, y)dy dx
fmf 0% dy dx

:f smxdx——cosxln/z—l
0

Da f > 0 und da Lebesgue-Maf3 g-endlich ist, reicht es nach dem Satz von

Fubini (Ana-16.3.1), zu zeigen, dass fD f=1 O
Skizze zu Aufgabe 16.2.2.
Das fragliche Integral ist gleich
1 ki+1 ki+1 1 kn+1 kn+1
k1+1b1 o) k+1(b —in)

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung rechnet man
f[ﬂ,b] xFdA = fa "k dx = A7 (VK1 — aM1). Daraus folgt die Behauptung durch
eine iterierte Anwendung des Satzes von Fubini. m|

Skizze zu Aufgabe 16.2.3.

Fiir jede y € R ist nach der Translationsinvarianz des Lebesgue-MafSes
Jelg@)ldx = [ 13(x — y)ldx und daher

o> I el = ([ rones [ scones)
= fR fR lf()g(x — y)ldxdy
= fR fR lf(y)g(x — y)ldy dx.

Die Messbarkeit folgt aus dem Satz von Fubini. m|
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Skizze zu Aufgabe 16.2.5.

1
Mit partieller Integration erhalten wir fo W dx = 3 ( y(y1+1) W +1)2) Auf

1_2y+1
2 y2(y+1)%°

1 1 x—y
——dxdy=1-1log?2.
i;l;u+w3 Y &

Das zweite Integral ist das Negative des ersten, also sind die beiden Inte-
grale verschieden, das bedeutet, dass in diesem Fall der Satz von Fubini

dA? = o, m|

der anderen Seite ist fo x+y)3 dx = Daraus ergibt sich

nicht anwendbar ist, also folgt, dass f[o 1xjo1] | @ +y)3

Skizze zu Aufgabe 16.2.6.

Seig(x,y) = ax ay (x y)—@; f(x,y). Dann ist g stetig. Angenommen, g # 0.
Dann existiert ein (xo, yo) mit g(xo, yo) # 0. Man kann o = g(xo, y0) > 0
annehmen. Es existiert ein ¢ > 0, so dass g(x,y) > a/2 fiir jedes (x,y) €
[x0—¢€,x0+ €] X [yo— &, yo + €]. Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz
der Analysis rechnet man aber, dass

0<2§a§j‘ gCe, ANA(x, y) =
[xo—¢e,x0+e]lX[yo—¢,y0+€]

Widerspruch! Damit folgt ¢ = 0, also die Behauptung. a
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Kapitel 37

Losungen zu Kapitel 17

Losung zu Aufgabe 17.1.1.
Die Menge ist genau dann eine Mannigfaltigkeit, wenn o # 0.

1. Fall: @ < 0. In diesem Fall muss, damit (x,y,z) in M, liegen kann,
z? > |a| sein. Damit zerfillt M, in zwei Zusammenhangskomponenten,
M} enthilt alle Elemente mit z > 0 und M alle mit z < 0. Die Abbil-

dung R?> - M}, (x,y) - (x,y, \/x2 + y% — ) ist ein Homéomorphismus
mit inverser Abbildung (x, y,z) = (x,y). Im Fall M leistet die Abbildung

(x,y) = (x,y, — x* + y? — ) dasselbe.

2. Fall: @ > 0. Die Menge R/Z X R = S! x R ist eine Mannigfaltigkeit, wobei
S! der Einheitskreis in R? ist. Sei

¢:S'XR — M,,
((x, y),z) — (\/22 +ax, V22 +a y,z)

. . .. . . x y

ist ein Homoomorphismus mit Inverser (x, y, z) - ( ol —W’ z).

3. Fall: &« = 0. Zunichst stellen wir fest, dass My \ {0} eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist, die in zwei Zusammenhangskomponenten zerfallt.
Definiere die Teilmengen Mar und M, durch Mg = {(x, Y,2) € Mo : £z > O}.
Sei ferner Mg = {(x, Y,2) € Mg : z = 0}. Dann besteht Mg aus nur einem
Punkt (0,0,0). Die Abbildung R? \ {0} —» M*, (x,y) = (x,y, Yx2 + y2) ist
ein Homodomorphismus mit Inverser (x, y,z) = (x, y). Damit ist Mg eine 2-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Ware My eine Mannigfaltigkeit, dann hétte
sie die Dimension 2. Es ist leicht zu sehen, dass My zusammenhé&ngend ist,
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aber My \ {0} ist nicht zusammenhé&ngend. Daher kann My keine Mannig-
faltigkeit sein. ]

Skizze zu Aufgabe 17.1.3.
Diese Menge ist keine Mannigfaltigkeit. Zunichst ein Bild.

Ava
VAN,

Wiére M eine Mannigfaltigkeit, dann gébe es eine Karte um den Punkt (0, 0).
Entfernt man diesen Punkt, dann zerfillt jede kleine Umgebung in zu viele
Zusammenhangskomponenten. |

Losung zu Aufgabe 17.3.2.

(a) Ein Vektorfeld X stellt sich in lokalen Koordinaten in der Form

of of
Xf(x) = al(x)a—xl(x) +oo an(X)E(x)

dar. Ist X glatt, so sind alle a4, .. .,a, glatt und damit ist X ein Differential-
operator der Ordnung 1.

(b) Ein Differentialoperator D ist genau dann ein Vektorfeld, wenn er in
lokalen Koordinaten stets die Form

d d
Df(x) = al(x)(p—i(X) +oe an(X)%(X)

hat. Jeder solche Differentialoperator hat Ordnung 1 und annulliert Kon-
stanten. Ist umgekehrt D ein Differentialoperator der Ordnung 1, dann ist
D in lokalen Koordinaten von der Form

af af
Df(x) = ao(x) + lll(x)a—xl(x) +oeet ””(x)a_xn(x)'

Der Operator annulliert genau dann Konstanten, wenn fiir jedes lokale
Koordinatensystem die Funktion ag identisch verschwindet, d.h., wenn D
ein Vektorfeld ist. O
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Losung zu Aufgabe 17.4.4.

Ist I € R ein offenes Intervall der Lange < 1. Dann ist p auf I injektiv,
p(I) = U ist eine offene Menge in M und die Umkehrabbildung ¢o : U — I
ist eine glatte Karte. Daher ist wy = ¢*(dt) eine glatte 1-Form auf U. Diese
erfillt dt = pwy in I

Ist | ein zweites Intervall der Lange < 1 und sei p(J) = V. Dann fiihrt diese
Konstruktion zu einer Form wy auf V. Auf U NV gilt p*wy = p*wy und da
p lokal ein Diffeomorphismus ist, folgt wyy = wy auf U N V. Daher definiert
diese Konstruktion eine globale 1-Form w, die tiberall die Gleichung p*w =
dt erfillt. Insbesondere folgt

p'(dw) = d(p*w) = d(dt) = 0.

Da p lokal ein Diffeomorphismus ist, folgt dw = 0. Um zu zeigen, dass w
keine Ableitung ist, sei angenommen, dassesein f € C*(M) gibtmitw = df.
Dann folgt dt = p*w = p*(df) = d(p" f) = d(f op). Seidann g = f op € C*(R).
Dann ist g periodisch, also g(x + 1) = g(x) und dg(t) = dt. Das letztere heifst

g
dt = dg(t) = = dt.

Also folgt g’'(t) = % = 1. Daher ist g(x) = x + c fiir eine Konstante c. Dies
widerspricht aber der Tatsache, dass ¢ = f o p periodisch ist! |

Skizze zu Aufgabe 17.4.5.
Es gilt w A n = ydx A ydy = y? dx A dy sowie dw = —dx Adyund dn=0. O

Losung zu Aufgabe 17.4.6.

Sei N C R™ eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension < n mit der Eigen-
schaft, dass ¢(U) C N. Sei dann w € Q*(R™), dann ist ¢*(w) = ¢* (wln),
wobei w|y € Q"(N) die Einschriankung von @ nach A"(TN) ist. Da die Di-
mension von N kleiner ist als n, ist \"(TM) gleich Null und daherist w|y = 0
und also ist auch ¢*w = 0. |
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Losungen zu Kapitel 18

Losung zu Aufgabe 18.1.1.

(a)e(b): Seien (U, x1,...,x,) und (V, y1, ..., yn) zwei lokale Koordinatensy-
steme.

Firg e UNV sei A = A(g) die Matrix mit den Eintragen Ay, = g—;’i(q). Diese

Matrix hat eine positive Determinante und die Formel aiyk =Y 21 9 aus

8yk 8x,
Lemma Ana-17.2.9 bedeutet, dass

a2 9N _[(o  9)
i) =[5

Das heifst, A ist die Basiswechselmatrix zwischen diesen beiden Basen von
TpyM und demnach ist die Aquivalenz von (a) und (b) klar.

(b)=(c): Sei ()i eine glatte Teilung der Eins, die der Uberdeckung (U;)

unterliegt. Fiiri € Isei x(li), e, x,(f) das Koordinatensystem zur Karte (U;, ¢;).

Sei dann w; = u; dxgl) Ao A dx,(j). Diese n-Form ist zunidchst nur auf U; defi-
niert, kann aber zu einer glatten Differentialform auf M fortgesetzt werden,
indem man sie aufierhalb von U gleich Null setzt. Dann ist die Summe
w = ) ;g w;i lokal-endlich, weil die Teilung der Eins lokal-endlich ist. Das
bedeutet, dass w eine glatte n-Differentialform auf M ist. Sei p € M. Dann
existiert eine offene Umgebung W von p so dass nur endlich viele u; auf W
ungleich Null sind. Seien iy, ..., is diese Indizes, wobei wir nach Umnum-
merierung annehmen kénnen, dass u;,(p) # O ist. Fiiri, j € [und g € U; N U;
PO

sei A = A(i'f)(q) die Matrix mit den Eintrdgen Ay = %(q). Diese Matrix hat
"
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PO
eine positive Determinante und die Formel % =Y %i(,) aus Lemma
ox! ox ox)

Ana-17.2.9 bedeutet, dass

0 d | [ @ 0
8x§i)"“’8x,(f) ax(lj),'..’(?x,(j) .

Scheibe j = ip. Nach der Definition des Hut-Produktes 17.3.4 folgt fiir jedes
i=1iy,...,1,, dass

J d ; N, J
il =g = | = i) (@) A adal)) — T
Ix; ox,! Ix; ax,)

o| 9
[W]J J
1 )k

a0 [L@]] ] = ui(p) det(A) > 0.
ax ki

I

A

= uj(p) det

= ui(p)det| A

Fiir i = j herrscht > 0, so dass also w(p) # 0 ist.

(c)=(b): Sei ein solches w gegeben. Eine lokale Karte (U, ¢) mit Koordinaten
X1,..., Xy heisst positiv/negativ im Punkt p € U, falls

d d

gilt. Sei U* c U die Menge der positiven/negativen Punkte. Da w keine
Nullstellen hat, ist U = U* U U~ und da diese Mengen offen sind und U
zusammenhangend ist, folgt U = U* oder U = U~. Also ist jede Karte
entweder positiv oder negativ. Da jede negative Karte durch Multiplizieren
einer Koordinate mit (—1) positiv gemacht werden kann, bilden die posi-
tiven Karten einen Atlas. Die Rechnung aus dem Teil (b)—(c) liefert dann
einen Beweis, dass dieser Atlas die in (b) verlangte Eigenschaft hat. m|

Losung zu Aufgabe 18.1.2.

Sei zunichst (x, y) ein Randpunkt mit x > 0. Sei dann ¢ : {(s,f) € R? : s,t >
0} — D gegeben durch

Y(s, t) = (t,s + sin(%)).

Dann ist ¢ glatt und bijektiv und die Umkehrfunktion ¢ + ¢! ist eine
Randkarte von D um jeden Randpunkt (x, y) mit x > 0. Der Fall x < 0 geht
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analog. Sei schliesslich z = (0, y) ein Randpunkt mit y < 1, dann gilt fiir
r =1 -y, dass fiir jede Umgebung U von z, die im offenen Ball um z von
Radius r liegt, dass U N D unendlich viele Zusammenhangskomponenten
hat. Daher kann es keine Randkarte um den Punkt z geben. Im Punkt
z = (0,1) schliesslich gilt, dass jede offene Umgebung von z auch Punkte
der Form (0, y) mit y < 1 enthélt. Daher wire jede Randkarte von z auch
eine fiir einen dieser Punkte, die ja keine haben. m|

Skizze zu Aufgabe 18.2.1.

Man schreibt w = ¥, fidx;, wobei die Summe tiber alle Teilmengen I C
{1,...,n} der Machtigkeit k lauft und fir I = {iy,ip,..., 0} miti; <--- <ijist
dx; = dx; 1 Adx;, A --- Adx;,. Es ist dann fA W A*@w = ZL]fAf]fIdxl A #(dxy),
wobei die Summe {iber alle Paare I, ] von Teilmengen der Ordnung k lauft.
Man stellt nun fest, dass fiir I # | gilt dx; A *(dx;) = 0 und dx; A *(dx;) =
dxi ANdxo A -+ Adxy,.

Mit diesen beiden Aussagen folgt fA WA =) L‘ f#dxy - dx, und damit
die Behauptung. |

Losung zu Aufgabe 18.3.1.

Seia € K ein innerer Punkt von K. Seis € $"! = {x e R" : ||x|| = 1} und sei
R(s) ={a+ts:t> 0}

der Strahl von a in Richtung s. Wir behaupten, dass der Strahl R(s) den Rand
JK in genau einem Punkt trifft (Definition Ana-8.2.18). Angenommen, es
gibt 0 < t; < fp so dass a + t;s und a + t;s beide in JK liegen. Sei dann r > 0
so dass der offene Ball B,(a) ganz in K liegt. Aus der Konvexitat schliesst
man nun, dass der offene Ball um a + f1s mit Radius r| = rtzt_zt1 noch ganz in
K liegt, also kann a + t1s kein Randpunkt sein, Widerspruch!

. a+tigs

a+ ts

ENY )

Fiirs € §"~! sei dann also (s) die eindeutig bestimmte reelle Zahl > 0 so dass
a + B(s)s € IK. Wir behaupten, dass  : S"! — R stetig ist. Sei also s, — s
eine konvergente Folge in S"~!. Da  von unten durch r und von oben durch
den Durchmesser von K beschrankt ist, hat 5(s;;) eine konvergente Teilfolge
(n,) in (0, 00). Sei ty ihr Limes. Dann liegt a + tos = limy a + B(sy, )y, in der
abgeschlossenen Menge JK. Da der Strahl R(s) aber nur einen Schnittpunkt
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mit diesem Rand hat, ist ¢y = (s) und damit folgt die Stetigkeit von 5. Seien
nun F : B1(0) » Kund G : K — B1(0) definiert durch

0 y=a,
a x=0,
Fx) = { Gly) = —Lt2—, y#a
a+xlla(f)x x#0. ol 222
sind zueinander inverse stetige Abbildungen, was man durch Nachrechnen
verifiziert. |
Skizze zu Aufgabe 18.3.2.

SeiS = {x ER":xq1,...,x, 20, ||Ix|| = 1}. Man projiziert S auf die erstenn—1
Koordinaten und nutzt Aufgabe 18.3.1 um zu sehen, dass S homéomorph
ist zum abgeschlossenen Einheitsball in R"~!. Nach Bemerkung Ana-18.7.2
hat jede stetige Abbildung S — S einen Fixpunkt. Gilt nun As = 0 fiir ein
s € S, so ist s der gesuchte Eigenvektor. Andernfalls ist s +— mAs eine
stetige Abbildung S — S, welche also einen Fixpunkt hat. Dieser Fixpunkt

ist der gesuchte Eigenvektor. a
Losung zu Aufgabe 18.3.3.
Zundchst rechnet man
23 2 +1 - 21> 7x0(x% + 1) — 248
dw = —————=—dy Nd dx Ad
CED TR VAT T ey N

_(23 y -1 525+ 7x0

— dx Nd
2<y2+1>2+<x2+1>2) e

Das Integral fQ w ist nach dem Satz von Stokes gleich f&R w. Auf den Seiten
mit x = 0 oder y = 0 verschwindet w. Der Beitrag von der y = 2 Seite ist

[t

Der Beitrag der x = 2 Seite ist

[2-20

Zusammen ergibt das
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Losungen zu Kapitel 19

Losung zu Aufgabe 19.1.1.

(@)=(b): Da f im Punkt z komplex differenzierbar ist, existiert der Limes
f(z) = limy w Das heifst also

h#0
hmf(z+h)—f(2)—f'(z)h ~0
h—0 h
h#0

Fiir h € C sei A(h) = f’(z)h, und falls & so klein ist, dass z + h € D, so setze
¢(h) = f(z +h) — f(z) — f'(z)h. Fiir solche h € C folgt
fz+h) = f(z) + Ah + ¢(h),

sowie limy,_,q % = 0. Daher ist f in z total differenzierbar. Die Cauchy-

h#0
Riemannschen Differentialgleichungen, also

ux = vy, uy = _Ux

wurden in der Vorlesung bewiesen.
(b)e(c): Sei f = u +iv die Zerlegung in Real- und Imaginérteil von f. Dann
ist die Jacobimatrix

Df(x +iy) = (”x “y).

Ux Uy

Die Multiplikation mit i € C ist gegeben durch die Matrix | = ((1) ‘01) und
eine reelle Matrix beschreibt genau dann eine komplex-lineare Abbildung,
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wenn sie mit ] kommutiert. Daher ist Df(z) genau dann C-linear, wenn in
jedem Punkt z gilt Df(z)] = [Df(z), dies ist dquivalent zu

uy _u_x — _Ux _Uy
Uy —Ux Uy Uy
gilt, was wiederum dquivalent ist zu

Uy = —0Uy Uy = 0y,

also den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

(c)=(a): Jede komplex-lineare Abbildung auf C ist eine Multiplikation mit
einem Skalar. Ist Df(z) komplex-linear, dann existiert also eine komplexe
Zahl f’(z) € Cso dass Df(z)h = f’(z)h fiir jedes h € C gilt. Es gilt dann fiir
hinreichend kleines 1 € C, dass

flz+h) = f@2) + f(@h + )
90D

mit einer Funktion ¢, die limy_,o =5~ = 0 erfiillt. Das heifit also, dass der
e fe+1) - £ o0

) z+h)-f(z) ..

T AT
existiert. Daher ist f komplex differenzierbar. |
Skizze zu Aufgabe 19.1.2.

Nach Aufgabe 19.1.1 reicht es, zu zeigen dass die in der Aufgabe genannte
komplexe Differentialgleichung zu den Cauchy-Riemannschen Gleichun-
gen dquivalent ist. Der Koordinatenwechsel zu Polarkoordinaten ist ge-
geben durch (x,y) — (t,0), wobei t(x,y) = %log(x2 +y?) und O(x,y) =
arctan (%) . Dann gilt x + iy = ¢*%. Mit der Kettenregel driickt man % und
% durch die Ableitungen nach t und 0 aus und erhilt die Behauptung. O

Skizze zu Aufgabe 19.1.4.

Sei z € H. Die Aussage, dass |t(z)| < 1 ist, ist dquivalent zu |z — 1| < |z + ],
was geometrisch klar ist, da z ndher an i liegt, als an —i. Man berechnet die
Inverse durch den Ansatz w = 1(z) = % Diese Gleichung 16st man nach
z auf und erhalt z = i %f—z Man macht die rechte Seite zur Definition von
Y (w), rechnet explizit nach, dass y(w) in H liegt und rechnet dann nach,
dass ot und 7o) jeweils die identische Abbildung auf IH bzw. E ist. Beide

Abbildungen sind rationale Funktionen, also holomorph. m|
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Losung zu Aufgabe 19.2.1.

Wir benutzen die geometrische Reihe.Fiir |z| < 1 gilt

1 1 - .
1+z:1—(—z):;(_1)z'

Im zweiten Fall gilt, ebenfalls fiir |z| < 1,

1 — n2n
1+22 1 (zz) Z( 2

Im dritten Fall beachte, dass z2 — 3z + 2 = (z — 1)(z — 2) gilt. Ferner ist

1 _ 1 1 1 11 1
3242 (z-1)Ez-2) z-2 z-1_ 21-z2 1-2z

Losung zu Aufgabe 19.2.2.

(a) Die geometrische Reihe f(z) = }.,”,z" hat Konvergenzradius 1. Dann
hat die Reihe f(z/R) = Y- a-z" Konvergenzradius R.

(b) Wir behaupten, dass die Reihe }.;7, @ +1)2 Konvergenzradius 1 hat. Fiir
|z| <1 ist die geometrische Reihe eine Majorante und fiir t = [z| > 1 ist die
Folge

Z?l
(n+1)?

nicht beschrankt, da der Logarithmus langsamer wachst als jede Potenz.
Daher kann die Potenzreihe fiir |z| > 1 nicht konvergieren, sie hat also
Konvergenzradius 1. Sie konvergiert nun in jedem Punkt auf dem Rand
des Konvergenzkreises absolut, denn fiir |z| = 1 ist

n

= [(n +1)?

_— log t—2log(n+1)

(o8]

Pl

n=1

Nach Satz 19.2.4 ist die Potenzreihe ), (n + 1)z", die die Ableitung der
geometrischen Reihe ist, fiir |z| < 1 konvergent. Aber fiir |z| = 1 ist die Folge
(n + 1)z" nicht beschrankt, also die Reihe nicht konvergent.

Zum Schluss ein Beispiel in dem beide Moglichkeiten auftreten. Betrachte
die Reihe )72, . Da die Geometrische Reihe in |z| eine Majorante ist,
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konvergiert diese Reihe fiir |z| < 1 absolut. Fiir z = 1 divergiert sie, das die

harmonische Reihe divergiert. Fiir z = —1 hingegen konvergiert sie nach
dem Leibniz-Kriterium . m]
Losung zu Aufgabe 19.3.1.

Die Funktion sin(z) hat die Stammfunktion —cos(z) und cos(z) hat die
Stammfunktion sin(z). Nach Satz Ana-19.3.20 folgt daher

fsin(z) dz = —cos(-m)+cos(m)=1-1=0,
1

sowie
fcos(z) dz = sin(-n) —sin(nr) =0—-0 = 0. O
Y
Skizze zu Aufgabe 19.4.2.

Sei 0 < s < 1. Fiir die Funktion fs(z) = f(sz) gilt die Behauptung. Fiirs ' 1
geht f; gegen f. Da f gleichmaRig stetig ist auf dem Kompaktum B, schliesst
man, dass diese Konvergenz gleichméafsiig ist. Damit darf man Limes und
Integral vertauschen und erhalt

jy‘f(z)dz:j;ii}rllfs(z)dz:ii;r}ﬁfs(z)dz:o. O

Losung zu Aufgabe 19.5.2.

(a) Definiere eine Abbildung f. : G(p) — G(f(p)) durch f.(y) = f o y. Ist
y homotop zu y und ist i : [0,1] X [0,1] — D eine Homotopie von y
nach 7, dann ist f o h eine Homotopie von f o y nach f o j. Es gilt also
y =79 = fy = f.7. Daher ist die Abbildung £, : m(D,p) = m(E, f(p))
wohldefiniert. Fiir y,n € G(p) gilt f.(y.n) = f.(y).f.(n) und daher ist f,
ein Gruppenhomomorphismus. Sei ¢ : E — D die Inverse zu f, dann
folgt g. o fo = (g f)» = Id und ebenso f. o g. = Id und daher ist der
Gruppenhomomorphismus g, invers zu i, so dass m1(D, p) und 71 (E, f(p))
isomorphe Gruppen sind.
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(b) Da D wegzusammenhiéngend ist, gibt es einen Weg 7 von p nach w.
Die Abbildung

P(y) =ty
bildet G(p) nach G(w) ab.

4

p > o W
T

Ist y homotop zu 7, dann ist nach Vorlesung der Weg ¢ () homotop zu ¢ (7).
Damit induziert ¢ eine Abbildung q_b : (D, p) =» mi(D,w), a([)/]) = [p(V)].
Wir behaupten, dass ¢ ein Gruppenisomorphismus ist. Zunzchst sieht man,
dass fiir y, n € G(p) gilt

o(y.n) =tynt =ty rinT = oy).om),

oder ¢ ([¥1ln]) = ¢ (Iy-n]) = ¢ ([¥]) ¢ ([n]). Also ist ¢ ein Gruppenhomo-

morphismus.

Indem wir 7 durch t ersetzen, bekommen wir einen Gruppenhomomor-
phismus in der umgekehrten Richtung ¢ () = 7.7.%. Nun ist fiir y € G(p)

Y(@(y)) = .ty tt = c(p).y.clp) =y

und ebenso in der anderen Reihenfolge, so dass ¢» und ¢ zueinander inverse
Gruppenhomomorphismen sind, also 7t1(D, w) isomorph ist zu 111(D, p).

(c) Sei D einfach zusammenhéangend. Dann ist jeder geschlossene Weg null-
homotop, also insbesondere jeder Weg in G(p), also ist 71(D) trivial. Sei
umgekehrt 711(D, p) = {1} und sei y ein geschlossener Weg in D. Sei w € D
der Endpunkt von y Nach Teil (b) ist dann 71 (D, w) ebenfalls trivial, also ist
y nullhomotop und damit ist D einfach zusammenhéngend. a

Losung zu Aufgabe 19.5.3.

(a) Die obere Halbebene ist einfach zusammenhidngend, denn sie ist ein
Sterngebiet, denn da sie mit zwei Punkten z,w immer auch die Verbin-
dungslinie [z, w] enthilt, ist sogar jeder Punkt ein zentraler Punkt.
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(b) Der Kreisring ist nicht einfach zusammenhéngend, denn wire er ein-
fach zusammenhédngend, dann hitte jede holomorphe Funktion f auf A
eine Stammfunktion und damit wére das Integral fy f(z) dz gleich Null fiir

jeden geschlossenen Weg y. Die Funktion f(z) = 1 ist holomorph in A und

y(t) = e2™ ist ein geschlossener Weg in A. In Beispiel Ana-19.3.19 wurde
aber gezeigt, dass f}  f(z)dz = 2mi ist.

(c) Das Gebiet B ist einfach zusammenhéngend. Sei hierzu S = {z€ C: 0 <
Imz < 1} und seien

f:C->C, g:C->C
z - z — isin(Re(z)) z - z + isin(Re(z)).

Dann sind f und g beide stetig und invers zueinander, wie man leicht
verifiziert. Da

sin(Re(z)) < Im(z) < sin(Re(z))+1 & 0 <Im(z-isin(Re(z))) <1,

bildet f das Gebiet B auf S ab und ¢ macht es gerade umgekehrt. Das
bedeutet, dass Bhomdomorphist zu S. Das Gebiet S ist aber ein Sterngebiet
und daher einfach zusammenhédngend und damit auch B. m|

Losung zu Aufgabe 19.6.1.
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

f sin(z) dz = 2misin(0) = 0.
dB1(0) %

Weiter gilt

f cos(z) dz = 2mi cos(0) = 2.
9Bi(0) %

Schliefslich sei f(z) = 1 die konstante Funktion, dann ist

f Ldz = f ;dz
aBy(0) 2° + 1 aBy(0) (Z +1)(z —1)

' 1 1
A e [ )
2 \Jopy(0) 2 +1 2By (0) Z 1

- é(Zm’ F(=i) = 2mif (i) = 0. 0
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Skizze zu Aufgabe 19.6.2.

Nimm an, dass dies nicht der Fall ist. Dann gibt es eine Kreisscheibe B,(a)
mita € C und r > 0, so dass f(C) N B,(a) = 0. Das bedeutet |f(z) —a| > r
tiir jedes z € C, oder mit h(z) = % gilt |h(z)| < % Nach dem Satz von
Liouville ist die ganze Funktion & konstant, also ist f konstant. m]

Skizze zu Aufgabe 19.6.4.

Nimm das Gegenteil an. Dann gibt es ein R > 0 und p € C, sowie ein
s > 0 so dass |f(z) — p| > s fiir jedes z € C mit |z| > R gilt. Man ersetzt
f(z) durch f(z) — p und kann p = 0 annehmen. Dann gilt also |f(z)| > s fiir
jedes z € C mit |z| > R. Insbesondere hat f keine Nullstellen ausserhalb der
kompakten Menge K := {|z| < R}. Da Nullstellen holomorpher Funktionen
isoliert liegen, hat f nur endlich viele Nullstellen py,...,p;. Seien ny, ..., n;

. . (@)
ihre Ordnungen, dann ist g(z) = (Z_PI)H{‘W
Funktion, also ist die Funktion - ebenfalls ganz und nullstellenfrei. Fiir

8()
|21 > 2R gilt | 75| < Lfzm (1= p1/2)7 -+ (1 — pi/2)"|. Also ist & durch
ein Clz|F beschrankt. Nach Aufgabe 19.8.2 ist ﬁ ein Polynom. Da ﬁ aber

nullstellenfrei ist, folgt nach dem Fundamentalsatz der Algebra, dass g(z)
konstant ist und damit ist f ein Polynom, Widerspruch! |

eine ganze, nullstellenfreie

Skizze zu Aufgabe 19.7.1.

Nimm an, f hat keine Nullstelle. Dann ist auch 1/ f holomorph in B. Man
kann |f| # 0 auf dB annehmen, da f sonst Null ware. Nach Skalierung nimm
an, dass |f| = 1 auf dB. Dann nehmen sowohl f also auch 1/ f ihr Maximum
auf dB an. Dann muss |f| konstant sein und damit f ebenfalls. O

Skizze zu Aufgabe 19.7.2.

Da U offen ist, kann man n so grof3 wahlen, dass F auf dem Rand JB
verschwindet. Nach dem Maximumprinzip ist F = 0. Ware nun f # 0, dann
hitte f nur diskrete Nullstellen und so auch F. Das ist nicht der Fall, also
ist f = 0. m|

Skizze zu Aufgabe 19.8.1.

Es reicht, die gleichméfiige Konvergenz zu zeigen, da die Holomorphie
dann aus dem Satz von Weierstraf folgt. Fiir jedes z € C gilt |[n7%| = n~Re@),
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Es reicht also, zu zeigen, dass fiir gegebenes 6 > 0 die Reihe (1 + 6) kon-

vergiert. Dies wurde in Beispiel Ana-6.4.8gezeigt. m|
Skizze zu Aufgabe 19.8.2.

Seip € Dund f € Lfml(D). Sei r > 0 so, dass die Kreisscheibe B,(p) in
D liegt. Dann gilt fiir jedes § < s < r, dass f(p) = = 2B.() J;L_lz dw. Man

integriert iiber s und erhélt nach einer Polarkoordinaten-Transformation,
dass f(p) = # fA % dA(w), wobei A = B,(p) \ m Das letzte Integral
ist das Skalarprodukt tiber A von f(z) und |_wlTp|, also kann man mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgern, nachrechnen, dass |f(p)| < 2 || f || Ist
also d(p) der Abstand von p zum Rand von D, dann kann C,, = d(% gewdhlt

werden und diese Funktion ist stetig auf D. O

Skizze zu Aufgabe 19.8.3.

Sei (f})jen eine Cauchy-Folgein Lﬁol(D). Fiirjedesp € D gibtesnach Aufgabe
19.8.2 ein C, > 0, so dass fiir alle j k € N gilt: [f;(p) — fip)l < Co||fi - £i||-
Insbesondere ist (fj(p)) eine Cauchy-Folge in C, konvergiert also gegen ein
f(p) € C. Ferner kann p  C, stetig, also lokal-beschridnkt gewihlt werden,
woraus sich ergibt, dass (f;) lokal-gleichmifsig gegen f konvergiert. Nach
dem Satz von Weierstrafs ist f daher holomorph auf D. Es bleibt zu zeigen,
dass f quadratintegrierbar ist und dass die Normen || fi—f || gegen Null
gehen. Es gibt es ein M > 0 mit || f]||2 < M.Ist E C D eine offene Menge mit
kompaktem Abschluss E C D, dann konvergiert fi — f gleichméaflig auf
E und daher2 ist [If@PdAz) = [lim;|fj(z)P dA(z) = lim; [[|fi?dA(z) <
lim sup j || f]” < M. Sei nun (E))jen eine Folge offener Teilmengen E; ¢ D
mit kompakten Abschliissen und E; C E_] CEjppcDund D =UJ jEj. Lasst
man E gegen D wachsen, folgt || f ||2 < M. Um zu zeigen, dass || fi—f || gegen
Null geht, kann ( fj) durch eine Teilfolge ersetzen und annehmen, dass
|| fi+1— f]” < % gilt. Bei lokal-gleichméfiiger Konvergenz gilt dann f(z) =
f1(z) + Z;":l fj+1(z) — fj(z), wobei die Reihe rechts ebenfalls in der L2-Norm

o= Al Bl -l < Tz =2 o

konvergiert. Daher folgt

Losung zu Aufgabe 19.8.4.

(a) Sei z € D. Da die lineare Abbildung 6, beschrénkt ist, gibt es ein K, €
Lﬁol(D), so dass fiir jedes f € L%OI(D) gilt f(z) = 6.(f) = (f,K.). Setze
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K(z, w) = K;(w). Dann ist nach Definition w — K(z, w) holomorph in D und
die Gleichung f,K(z,-) = f(z) gilt ebenfalls nach Definition.

(b) Aus der definierenden Eigenschaft des Bergman-Kerns folgt K(z, w) =
K (w) = (Kz, Ky) = (Ky, Kz) = Ky(2) = K(w, 2). g

Skizze zu Aufgabe 19.8.5.

Sei K der Bergman-Kern der Einheitskreisscheibe B und sei K(z,w) =
Yoo Cn(z)w" die Potenzreihe in w. Diese Potenzreihe setzt man in der
folgenden Rechnung ins Integral ein und rechnet unter Benutzung der
Polarkoordinaten-Transformation z* = <wk, K(z, w)> = fB wFK(z, w) dA(w)

= [ Lo cn@u* @ dA(w) = Zc(2). Es folgt c(z) = k17¢ und daher

K(z, w) = 12;« O(n+l)k k=1 ( 1 )2. O

1-zw

Losung zu Aufgabe 19.8.6.

(a) In Aufgabe 2.2 wurde gezeigt, dass die Reihe }.;”(n + 1)z" im Inneren
des Einheitskreises konvergiert, aber jedem Randpunkt divergiert. Daher
konvergiert Y,,” 412" in der offenen Kreisscheibe By(0) und in keinem
Randpunkt. Demnach konvergiert die Reihe },7 (’f/%n 4 genau dann, wenn

[1/z| < 1/r, oder |z| > r. Insgesamt leistet also die Laurent-Reihe

-1

7' o on+l
Y+t Y e

n=-—oo n=0

das Gewtinschte.

(b) Wie in Teil (a) folgt aus Aufgabe 2.2, dass die Reihe

-1 0

Z (In] + 1)2 I Z (n+ 1)25”

n=—00 n=0
auf dem Kreisring und dessen Rand konvergiert und sonst nirgendwo.
Teil (c) 16st man nun leicht durch Kombination beider vorherigen. Die Reihe
-1

1 z" v+ 1
[ n
IEE Y s

n=0

konvergiert auf der inneren Kreislinie, nicht aber auf der Auferen und die

. 7' O 1 "
Reihe Z (In| + 1)r_” + ; mz macht es gerade umgekehrt. |

n=—oco



272 KAPITEL 39. LOSUNGEN ZU KAPITEL 19

Losung zu Aufgabe 19.9.1.

(a) Die Funktion f(z) hatisolierte Singularitidteninz = +1 und istansonsten
holomorph in C, Also konvergiert die Laurent-Reihe um den Punktp =1
in dem Kreisring Ag(1). In diesem Kreisring gilt

1 11 11 1

f@ =1 “D@E+1) z-1z-1+2 2z-11-1L=
1 1 Z"’:(1—z)’< 1 1 v (1) '
- ) = ——(z-1)
_ — k
2z 1k:0 2 2z 1k:0 2
& (_1)n+1
- n+2 (z-1)"

n=-1

Dies ist die gesuchte Laurent-Reihe. (b) Die Funktion g(z) ist holomorph in
C \ 1, also konvergiert die Laurent-Reihe in dem Kreisring Ao «(1). Es gilt

1 _ _
8(z) = (z—Zl)Z = (Z_l)z(l+z—l):(z_1) Z4@z-17N

Dies ist die Laurent-Reihe, welche in diesem Fall sogar endlich ist.

(c) Seiz € A1»(0), also 1 < |z| < 2. Dann gilt insbesondere |%| < 1 und daher
konvergieren die folgenden Reihen absolut:

1 1 -1 1 -1 1 1 1
= —+ _ e ——

h(z) = = =
&=z 2 1 2"z 11 21
Iy (1) 1w 2 v
L) alm s L D
= k=0 n=—oo n=0
Dies ist die gesuchte Laurent-Reihe. m|

Losung zu Aufgabe 19.9.2.
(a) Die einzige Singularitét liegt bei z = —1. Es gilt

22 E+1-1? @+ -2+D+1 1 2 N 1
(z+13 (z+13 (z+1)3 Cz+1 (z+1)? (z+1)¥

das Residuum ist also 1.
(b) Die Singularitdten liegen bei z = +i. Fiir z # +i gilt

11 e+
2+1 (z+iz-i)  z—-i

g(z) =
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In dieser Darstellung ist der Zahler holomorph in z = i und da es sich um
einen einfachen Pol handelt, ist das Residuum gleich
1 1 i

res,—; g(Z) = m . = 2—1 = —E.

In derselben Weise erhalten wir res,—_; g(z) = 5
(c) Die einzige Singularitét liegt bei z = 1. Es gilt

&2 ez—l

_ e (z-1)"
(z-12 (z-12 (z—1)2§ n!

((2_11)2+ 1 +h(z))

wobei hi(z) in z = 1 holomorph ist. Damit ist das Residuum gleich e.

(d) Die einzige Singularitit liegt bei z = 1. Fiir z # 1 gilt

. e}
R o — —_ 1 +1
z-e Z EZO 1)71 Tl'

11 11 1 11
—-DHltr—tY = 14—V 2 .
@=D+ +22—1+;n!(z—1)”—1+ +z—1+nz:;n!(z—1)”

Damit ist das Residuum gleich 3. m|

Losung zu Aufgabe 19.9.3.

(a) Der Integrand f(z) = m hat einfache Pole in z = +i und einen
doppelten in z = 1. Die Residuen in den einfachen Polen sind +i sind nach
Lemma Ana-19.10.15 gleich

tes.-i f(2) = lim (z - (0) (@)

~ 1 _ 1 1
(- 1)2(*20)  (F2i)(x2i) 4

Wir bestimmen nun das Residuuminz = 1. Sei g(z) = 2 — . Dannist ¢(1) =
und ¢'(z) = (1 — 2)2, also ¢’(1) = —%. Daher gilt, wieder nach Lemma Ana—
19.10.15,

res;-1 f(z) = -5

Nach dem Residuensatz ist also

1 1 1 1
- gz=2 ( +———):o.
LBZ(O) -2+ TNE T2
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(b) Sei f(z) = m Dann gilt
z

(z+i%)(z—i%)(z+i\/§)(z—i\/§)'

Daher hat f einfache Pole in i% und ist ansonsten holomorph in B;(0). Die

By
~
N
N—"

Il

|

I
N =

Residuen sind

Damit folgt

Benutzen wir die im Hinweis angegebene Parametrisierung, ergibt sich

1 p2mi0 omit
— ;ST
50 f(z)dz = ‘[0 280 3 S0 1 227‘(16 de
1

1
. 1
= 2m f(; 2odmi0 5 5 5 gp—imio 10

1
1
=27i ——do
mf(; 1 + 8 cos?(270)

Die Behauptung folgt. |

Losung zu Aufgabe 19.9.7.

Die Anzahl der Nullstellen ist 3. Es sei f(z) = —5z° + z — 2 und g(z) = z5. Ist
|z| = 1, dann gilt | —5z3 =5und |z—-2| < 3, also lf(z)>5-3=2>1=|g(z)
Nach dem Satz von Rouché, Ana-19.10.27, haben f(z) und f(z) + g(z) die
gleiche Anzahl von Nullstellen in E. Wir behaupten nun, dass f(z) mit
Vielfachheiten drei Nullstellen in [E hat. Ist |z| > 1, dann folgt | — 5z3| > 5|z
und |z — 2| < |z|] + 2, also |f(z)| = 5lz| — |z| — 2 = 4|z| — 2 > 2. Also hat f(z) nur
Nullstellen innerhalb von E. Da f(z) ein Polynom vom Grad 3 ist, hat f(z)
mit Vielfachheiten genau 3 Nullstellen. a
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Kapitel 40

Losungen zu Kapitel 20

Skizze zu Aufgabe 20.1.1.

Nimm zunéchst a,b € R an und dass f stetig nach [a, b] X D fortsetzt. Zeige,
dass die Folge der Riemann-Summen

Ru(f,s) = b%aZf(a+jb_a,s)
=1

n

lokal-gleichméfiig gegen F(s) konvergiert. Nutze hierzu die gleichméfiige
Stetigkeit von f auf [a,b] X K fiir jedes Kompaktum K C D. Fiir den allge-
meinen Fall ndhere das Intervall (a,b) durch Teilintervalle [a,, b,;] an und
argumentiere wieder mit lokal-gleichméfliger Konvergenz. |

Skizze zu Aufgabe 20.1.2.

Sei a > 0. Fiir Re(s) a gilt [e7/#71| < e7!#* — 1. Hieraus leitet man mit Aufgabe
20.1.1 ab, dass das Integral I'(s) existiert und eine holomorphe Funktion
im Gebiet {Re(s) > a} definiert. Da @ > 0 beliebig ist, folgt, dass das In-
tegral I'1 (s) fiir jedes s mit Re(s) > 0 existiert und holomorph in s ist. Die
Funktionalgleichung I'(s + 1) = sI'(s) wurde fiir reelles s > 0 in Analysis 1
bewiesen und gilt dann nach dem Identitdtssatz auch im Komplexen. Die
Funktionalgleichung gilt also fiir Re(s) > 0. Wir schreiben sie um zu

T(s) = @

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine holomorphe Funktion auf dem
Gebiet {Re(s) > —1} N\ {0}. Daher liefert diese Gleichung eine holomorphe
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Fortsetzung der linken Seite, also I'(s) in ebendieses Gebiet. Wenn man mit
dieser Information wieder die rechte Seite betrachtet, sicht man, dass diese
rechte Seite eine in { Re(s) > —2} \ {0, =1} beschreibt. Diesen Vorgang iteriert
man und erhélt die Behauptung. m|

Skizze zu Aufgabe 20.1.4.

Indem man D verkleinert, kann man annehmen, dass das Produkt gleich-
mafiig auf D konvergiert. Dann geht die Folge (f,) gleichmafiig gegen 1.
Indem man endlich viele Folgenglieder weglédsst, kann man annehmen,
dass Re(fy(z)) > O fir alle n € N, z € D gilt. Man multipliziert f; mit
einem Skalar und kann, nach weiterer Verkleinerung von D, annehmen,
dass Re(f(z)) > O fiir jedes z € D gilt und dass es ein Ny gibt, so dass
fiir jedes N > Np und jedes z € D gilt Re(]_[;\]=1 fn(z)) > 0. Sei log der
Hauptzweig des Logarithmus und N > Nj. Dann gilt

N N
log [H fn(z)] = Z log(f(2)) + 2miky
n=1 n=1

tur einky € Z. Mit dem Satz von Weierstrass kann man die Folge gliedweise
differenzieren und erhilt die Behauptung. m|

Skizze zu Aufgabe 20.1.6.

(@) Da a und b linear unabhéngig iiber R sind, lédsst sich jedes z € C in
eindeutiger Weise als z = ra + vb mit r,v € R darstellen. Man nimmt von r
und v die Reste modulo Z und landet in F.

(b) Sei f holomorph und A-periodisch. Dann ist der Wertebereich gleich
f(F) = f(F), also kompakt. Nach dem von Liouville ist f konstant. O

Skizze zu Aufgabe 20.1.7.

(a) Sei ¥ eine Fundamentalmasche fiir das Gitter A mit 0 € ¥ und sei
YEz) = Y Ae i 1#+(2). Dann gilt [7] T re nE = Jo ¥+ iy)dxdy, wobei
|| das Volumen der Fundamentalmasche ist. Es ist zu zeigen, dass das

Integral endlich ist. Fiir |z|] > 2diam F lédsst sich 1(z) abschédtzen durch

Y(z) < 2%|z|73, woraus die Endlichkeit des Integrals folgt.

(b) Man schétzt Iﬁ - % ab gegen 1&—:?' und erhilt die Konvergenz.
Man zeigt dann, dass @(z) eine gerade Funktion ist. Nach dem Satz von
Weierstrass kann man die Summe gliedweise differenzieren und erhailt
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O () = -2Yjea ﬁ Diese Funktion ist A-periodisch. Das bedeutet

_ R . 2
Pz + A) = p(z) + x(A) fiir jedes A € A und ein x(1) € C. Setzt manz = —5
ein, erhélt man x(A) = 0 da p gerade ist. O

Skizze zu Aufgabe 20.1.8.

(a) Man erhalt die Identitdt, indem man jeden Summanden der p-Funktion
in eine Potenzreihe um Null entwickelt und dann die Summationsreihen-
folge dndert.

(b) Man zeigt, dass die Differenz der beiden Seiten keinen Pol bei Null und
damit insgesamt keinen Pol hat. Damit ist sie konstant. Setzt man z = 0 ein,
sieht man, dass diese Konstante gleich —140Gg ist. |

Losung zu Aufgabe 20.2.1.

1. Fall: D # C. In diesem Fall gibt es eine biholomorphe Abbildung ¢ :
D — E. Hat man die Aussage fiir ¢p o f o ¢~! : E — E gezeigt, so folgt
sie auch fiir f. Daher reicht es, D = [E anzunehmen. Seien dann p,q € D
verschiedene Punkte. Die Abbildung ¢, aus Lemma Ana-20.4.2 vertauscht
p mit Null. Sei s = ¢p(q). Dann vertauscht die Abbildung f = ¢, Lo g o
¢, die Punkte p und g und da sie eine Verkniipfung von biholomorphen
Abbildungen auf D ist, ist sie selbst eine. Zur Eindeutigkeit: Ist g eine
weitere biholomorphe Abbildung, die p und g vertauscht. Sei h = g™% o f.
Dann ist & eine biholomorphe Abbildung von E, die die beiden Punkte p
und ¢ fixiert. Die Abbildung ¢," o} o ¢, fixiert dann 0 und ¢, (q) und ist
dann nach Satz Ana-20.4.3 gleich der Identitdt. Damit ist /1 die Identitdt und
daher folgt ¢ = f.

2. Fall: D = C. Fiir jedes w € C ist die Translation T, : C - C,z = z+w
biholomorph. Ebenso ist fiir A € C* die Multiplikationsabbildung M,(z) =
Az biholomorph. Die biholomorphe Abbildung G(z) = 1 — z vertauscht 0
und 1. Sei A = #. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung T, o My, o

G o M, o T-, die Punkte p und q vertauscht.

Fiir die Eindeutigkeit reicht es wieder, zu zeigen, dass eine biholomorphe
Abbildung, die zwei Punkte fixiert, gleich der Identitétist. Seialso f : C — C
biholomorph mit f(p) = p und f(g) = q. Insbesondere ist f dann eine ganze
Funktion. Also ist f(E) eine offene Teilmenge und da f(C \ E) zu f(I)
disjunkt ist, liegt f(C \ E) nicht dicht in C. Nach Aufgabe 19.6.4 ist f daher
ein Polynom. Dieses Polynom f(z) kann nur eine Nullstelle haben, da f
sonst nicht injektiv wéare. Dann ist f(z) = A(z —v)" fiirein A € C*, einv € C
und ein n € IN. Ist nun n > 2, dann kann f nach Lemma Ana-20.1.4 nicht
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injektiv sein. Daher ist n = 1, also f(z) = A(z—v). Aus f(p) =pund f(q) =¢q
folgt A(p — q)f(p) — f(9) = p — g, so dass A = 1 folgt. Dann liefert f(p) = p
auch v = 0 und also f(z) = z. O

Skizze zu Aufgabe 20.2.4.

(a) Da die Aussage lokaler Natur ist, reicht es, den Fall D = B,,(a) fiira € R

und 7, & > 0 zu betrachten. Fiir z € B,(a) sei fi(z) = sz faK @ % dw. Diese

Funktion ist holomorph und indem man das Integral durch Integrale wie
in der folgenden Abbildung approximiert,

zeigt man f1(z) = f(z).

(b) Indem man f durch f — g ersetzt, kann man ¢ = 0 annehmen. Sei
f(z) Im(z) >0,
]@ Im(z) < 0.
nach Teil (a) holomorph auf C. Da sie auf R verschwindet, folgt nach dem
Identitatssatz, dass ¢ = 0, also f = 0 ist. m|

¢ : C — C definiert durch ¢(z) = Diese Funktion ist

Losung zu Aufgabe 20.2.5.
(a) Seiz € C\ D. Es gilt

1 1
W,z)=— | ——dweC.
(:2) 2nz£w—z v
Die Funktion w +— ﬁ is holomorph in D, daher ist das Integral invariant
unter Homotopie (mit festen Enden). Ist also y nullhomotop, dann stimmt
das Integral mit fn ﬁdw tiberein, wobei 7 ein konstanter Weg ist. Das

Integral tiber einen konstanten Weg ist aber Null.

(b) Sei
K=Im(y)U{z € C: W(y,z2) #0}.
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Dann ist K kompakt, denn K ist abgeschlossen und ist R > 0 so grof3,

dass Bild(y) ¢ Br(0), dann folgt K C Bg(0). Da y nullhomolog in D ist,

folgt K € D. Nach dem Satz von Runge existieren rationale Funktionen R,,,

n € IN, so dass die Folge R, auf K gleichméfig gegen f konvergiert. Genauer
1

kann man jedes R, als Linearkombination von Funktionen der Art z ot

a ¢ K wahlen. Nach Voraussetzung gilt f) L dz =0fiirjedes a ¢ K, so dass
fy Ry (z) dz = 0 fiir jedes n € IN folgt. Im Limes ergibt sich fy f(z)dz =0.

(c) Sei f holomorph in D bis auf endlich viele Punkte ay,...,a, € D, von
denen keiner auf dem Bild des nullhomologen Weges y in D liegt. Wir
wollen zeigen, dass

ff(Z) =2mi Z W(y,z)res; f(2).

zeD\Bild(y)

Mit Hilfe von Teil (b) 1duft der Beweis genauso wie der Beweis des Residuen-
satzes in einfach zusammenhangenden Gebieten: Seien fi, .. ., f, die Haupt-
teile der Laurent-Entwicklungen von f. Dann ist die Funktion g = f— Z;’zl fi

holomorph in D, also gilt fy g(z)dz = 0. Daher folgt

ff(z) dz = Zn: ffk(z) dz = ZNiZn:’\/V(y,z) res;—,, f(2). O
Y k=17 k=1

Skizze zu Aufgabe 20.3.1.

(@) Seiy : [0,1] — RF ein geschlossener Weg mit Endpunkt xg € RF. Dann
ist h(s, t) = xo + (1 —s)(y(t) — xp) eine Homotopie mit festen Enden zwischen
y und dem konstanten Weg mit Wert xy.

(b)Seiy : [0,1] — S" ein geschlossener Weg mit Endpunkt x¢. Es soll gezeigt
werden, dass y homotop ist zu einem Weg 1 : [0, 1] — S", der nicht surjektiv
ist. Dieser Weg 1 liegt dann in S” \ {p} fiir einen Punkt p € S". Nach der
stereographischen Projektion, Beispiel Ana-12.2.4, ist S” \ {p} homdomorph
zu R"” und daher einfach zusammenhéangend, so dass y insgesamt homotop
zu einem konstanten Weg ist.

Sei nun y ein geschlossener Weg in 5" mit Endpunkt xo und sei p € S” ein
Punkt, der verschieden von xq ist. Liegt p nicht im Bild von v, so ist der
Beweis beendet. Man dndert den Weg nun bis auf Homotopie so ab, dass er
das Innere einer gegebenen kleinen Balls B um den Punkt p nicht trifft. O



Anhang A

Statistik

In diesem Buch gibt es 343 Aufgaben. Nach Schwierigkeitsgrad ergibt sich
folgende Verteilung;:

(A) 120 Aufgaben,
(B) 139 Aufgaben,
(C) 54 Aufgaben,
(E) 30 Aufgaben.

Es werden 125 Losungen angegeben und 91 Losungsskizzen. Demnach
bleiben 127 Aufgaben ohne Angabe einer Losung oder Losungsskizze.
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+-Operator, 121 gerechte Teilung, 76
A-periodisch, 139 Gitter, 139
lim inf,,, 28 glatt, 44
limsup,, 28
M,.(C), 198 Haufungspunkt, 29, 60, 97
¢-separiert, 65 halbstetig von u‘nten, 38
aquivalent, 61 Hausdorff-Metrik, 64
Abstand, 65 Initial-o-Algebra, 94
abzahlbar, 16 Jacobi-Identitit, 120
Angenommen, 226
Area Cosinus hyperbolicus, 39 Kommutatorklammer, 118, 120
arithmetische Mittel, 24, 45 Kompakt-Offen-Topologie, 87
Komplement, 14

Bergman-Kern, 134 konkav. 61
beschrankte, 133 konvergiert absolut, 66

. ; konvex, 75
Cosinus hyperbolicus, 39 Konvexe Hiille, 75

Defekt, 170 Laplace-Operator, 121

d1‘c he, 28 Lie-Algebra, 120
Dichte, 31 .
. . Lie-Klammer, 118
Differentialoperator, 119 . . .
diskret. 60 Limes inferior, 92
1SKTeL, Limes superior, 28, 92
eigentlich, 86 lokal gleichméfiig, 62

einfach zusammenhangend, 142
euklidische Matrixnorm, 66
existiert, 108 Negation , 13
nirgends dicht, 97
nullhomolog, 142

messbare obere Hiille, 99

Fibonacci-Zahlen, 17
Final-o-Algebra, 94

Fundamentalmasche, 77, 139 Ordnung, 119

Gauf3-Klammer, 36 Partition, 93

geometrische Mittel, 24, 45 perfekt, 97
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Picard-Lindelof-Verfahren, 79
Polynomfunktion, 17

Regelfunktion, 53
reproduzierender Kern, 134

Schattenpunkt, 36

Strahl, 261

subadditiv, 29

subadditive, 61
submultiplikativ, 66, 129
summierbar, 108
symmetrische Differenz, 14, 95

total messbar, 97
transitiv, 141

Unstetigkeitsstelle, 38
Urbild, 15

Volumen, 77

widerspricht, 226
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