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1 Allgemeines zu Funktionen

1.1

Wiederholung - Theorie

Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn fiir alle x1,2; € X mit x; # xo
auch immer folgt, dass f(x1) # f(x2).

Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn fiir alle y € Y ein x € X existiert,
so dass f(x)=y.

Eine Abbildung f: X — Y heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Eine reellwertige Funktion f auf einer Menge X ist eine Vorschrift, die jedem Element
x € X in eindeutiger Weise eine reelle Zahl f(x) zuordnet.

Die Menge X wird auch als Definitionsbereich bezeichnet.
Die Menge f(X):={f(z) € R:2z € X} wir auch als Wertebereich bezeichnet.
Man schreibt auch f: X — R und z — f(x).

Eine Funktion f: X — R auf einer Menge X C R heifit monoton wachsend, wenn fiir
alle z1,2o € X mit x; < x5 die Ungleichung f(z1) < f(z2) gilt. Analog fiir monoton
fallend.

Sei f: X — R injektiv. Die Vorschrift f~!, die jedem y € f(Y) sein Urbild z
zuordnet, heifit die Umkehrfunktion zu f.

LX) =R (f() =2
Achtung: f~! ist nicht mit dem Reziproken zu verwechseln.

Eine Funktion f : X — R heifit beschrankt auf X, wenn ein M € R exisitiert, so
dass |f(z)| < M fiir alle z € X .

Sei X C R, sodass mit z € X auch —x € X . Dann heifit eine Funktion gerade, falls
f(z) = f(—x) fir alle x € X und ungerade, falls f(—z) = —f(z) fur alle z € X .

Die Funktion f heifit Linearkombination der Funktionen fi, fo,..., f, wenn gilt
f(x) =cfi(z) + cafo(®) + ... + cuful®)
mit reellen Zahlen ¢y, co,...,c, .
Das Funktionensystem fi, fs, ..., f,, heifit linear unabhéngig, wenn aus
afitcefot. . tefn=0

folgt, dass ¢; = ¢ = ... = ¢, = 0 ist. Andernfalls heiit das Funktionensystem linear
abhéngig.



1 Allgemeines zu Funktionen

1.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 1.1.
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von

(a) filz)=2? mit v € R}
(b) fo(z) =3z +5 mit z € R
(¢) fa(w) =v2r—-2
(d) fa(z) = In(a? + 1)

e) fs(x)=a""

) fe(x)

i) =y
(b) .
foty) = yT
© §
)=+
(d)
fitly) = Vexpy — 1
(e)
f5 ' (y) = log,(y) -3
(f) .
fi'(w) =In(y)s — 3
Aufgabe 1.2.
Priifen Sie welche der folgenden Funktionen ungerade, bzw. gerade sind
(a) filz)==
(b) fo(z) =2?
(c) fs(x) = exp(|z|)
(d) fa(z) = log(|z — 1)



1 Allgemeines zu Funktionen
(e) fs(x) =V

Losung zu Aufgabe 1.2.

(a) Offensichtlich gilt, dass —fi(z) = —x = fi(—x), daher ist fi(z) ungerade.

(b) Offensichtlich gilt, dass fo(x) = 2* = fo(—x), daher ist fo(x) gerade.

(c) Offensichtlich gilt, dass f3(z) = exp(|z|) = f3(—x), daher ist f3(z) gerade.
)

(d) Offensichtlich gilt, dass —fs(x) = —log(|lz — 1|) # log(| —x — 1]) = f( — =), und
fa(z) = log(|x — 1|) # log(] — x — 1]) = fa(—x) daher ist fy(z) weder gerade noch

ungerade.

(e) Offensichtlich ist /x nur fiir nicht negative x definiert, daher kann /z weder gerade
noch ungerade sein.

Aufgabe 1.3.
Zerlegen Sie die folgenden Funktionen jeweils in ihren geraden und ungeraden Teil

P(z) =2"—1, 1'(x) =0
" I(x) = 227 + 1, ) =32 — 2
() ., .
ile) = nzzo (gn’;" o) = nZ:O (22:1)'
(d) ' .,
i) =173 (7)== 17—

Aufgabe 1.4.
Bilden Sie jeweils die gerade und ungerade 27 -periodische Fortsetzung von
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(a) fi(x) = sin(z)
(b) fa(x) = cos(x)

Losung zu Aufgabe 1.4.

(a)
(z) = sin(z) ,fur o € (2km, 2(k+ D)),k =2n,ne€Z
P —sin(x) | fiir 2 € (2km,2(k+ D),k =2n+1,n € Z

fi'(x) = sin(z)

f3(x) = cos(x)

u(z) = cos(x) fir o € (2km,2(k+ D7),k =2n,ne€Z
2 = cos(x), | fiir € (2km, 2(k+ V)7, k=2n+1,neZ

Aufgabe 1.5.
Zeigen Sie, dass die Funktionen

11+z,14+2%z+2°

linear unabhéngig sind.

Losung zu Aufgabe 1.5.
Wir zeigen, dass es keine nichttriviale Losung des Gleichungssystems

0 = ar-1+ay(l+2)+az(l+2%) + ay(z + 2°)
0 = (a1 +ay+as)+ (a4 ay)r + agz® + aur®

gibt. Aus obigen Gleichungen erhalten wir das Gleichungssystem

1 110 Qq
0101 as | 0
0010 Q3
0 0 01 oy

Offensichtlich hat die Matrix vollen Rang (weil Determinante = 1) und daher existiert nur
die triviale Losung. Somit sind die Funktionen linear unabhéngig.

Aufgabe 1.6.
Gegeben seien die Funktionen

o fi (x) = z?
o fo(z) =1In(x)
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o f3(x) =V
o fi(x)=2(1l—-1)

Berechnen Sie die folgenden Iterierten

(a) g1 =fiofaofs
(b) g2 = fio fso fy
c) g3=fao fao fi

(
(d) ga=fzofaofi

Bestimmen Sie die Definitions- und Wertebereiche von g¢;,7 =

Funktionen.

Losung zu Aufgabe 1.6.

g1 :RY - Ry, z— (In(y/1))?
g3:(—1,1) = (—oo,ln(}l)), x — (In(2?(1 — 22)))

gs:(—1,1) = [0, %] , T /2 (1—a?)

)

(b) g2:10,1] = [0,1], 2=~ (1 —2)z
)
)

Aufgabe 1.7.

1,2, 3,4 und zeichnen Sie die

Finden Sie mittels Polynomdivision die Nullstellen der folgenden Polynomfunktionen

(a) pi(z) =2® — 222 — 2 + 2
(b) pa(z) = 2t — 423 — 92° + 362

(c) p3(z) =a* — 223 — 1222 — 140 — 5
Losung zu Aufgabe 1.7.

(a) pi(z)=a® -2 —z+2=(z—1)(z+1)(z —2)

(b) pa(z) = 2* — 42® — 922 + 362 = (z — 3)(z + 3)(z — 4)z

(c) p3(z) = ot —22% — 1222 — 4o — 5 = (z + 1)*(x — 5)
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1.3 Ubungsserie mit Losungen

Aufgabe 1.1.
Gegeben sind die Funktionen
x> —x — 20 22+ 21 — 8 2% —4
0= o rars YW M=
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte
Jim f(z),  lim f(z), lim f(z), lim f(z),  lm f(z), lim f(2),
Jim og(x),  lim g(x),  lm g(z), lim g(z), lim g(x), lm g(z),
Am o), be), g h(), - Jlip b, lm Ao, L he),

Lésung zu Aufgabe 1.1.

Es gilt
fa) 2—x—-20 (z-5)(z+4)
7) = _
2+62+8 (z+2)(r+4)
lim f(x) = oo,
T——2—
x£g+ f(l') - 7%
Ill>rr_12 f(z) = not exists,
lim f(x) = 1,
T—00
Ao fe) =1,
) —14
lim ) = 5
lim f(x) = 0
T—5
Es gilt
2 +2x -8 (v+4)(z—2)

lim g(z) = —o0,
T—3—
g o) =
, 6
Jm g(@) = o,
I () 6
m g(z) = —
s i d 7’
lim g(z) = 1,
T——00
lim g(z) = 1,
limg(z) = 0

lim f (),

z—5
lim g(z),
r—2

lim h(z),

T—2—
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Es gilt

Il
o o o o =

Aufgabe 1.2.
Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen der folgenden Funktionen und zeichnen Sie jeweils die
Ausgangsfunktion und die Umkehrfunktion in einem Bild

(a) f(z)=Wn(Bz+5)+2, z>-3
(b) g(z) ===, z€R

() h(z)=+va?+2, x>0

Losung zu Aufgabe 1.2.

()

9 ' (y) = Arsinh(y)

h=Hy) = Vy? =2

Aufgabe 1.3.
Zerlegen Sie die folgenden Funktionen jeweils in ihren geraden und ungeraden Teil
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00 R
(&) f(z)=In(l+2) =2, (-DFES,  we(-1,1)
(b) g(x) = 62° 4 5a* + 4a?® + 3% + 22 + 1, reR

() h(z) = 5z |

I3+1 )

Losung zu Aufgabe 1.3.

oo (=1)2" op_ o (=1)2n—1 o
() ful@) = Eoly ™ s fole) = oty S ™

(b) gu(x) = 62° +42° + 22, g,(x) = da* + 32” + 1

(¢) hulw) = 575, hy(z) = 555

Aufgabe 1.4.
Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen linear unabhéngig sind

fi(z) = 32> + 2 + 3, fo(x) = 2° — b + 5, f3(z) =202 + 22 +1

Losung zu Aufgabe 1.4.
Die Funktionenfamilie f;,i = 1,2,3 ist linear unabhéngig, wenn die Gleichung

a1 (37% + 2+ 3) + ag(2? =5z +5) + az(22® + 22+ 1) = 0
(30(1+5062+013)+£C(061—5062+2043>+l'2(3061+062+2063) =0

nur die triviale Losung besitzt. Das zugehorige Gleichungssystem lautet in Matrixschreib-
weise

3 5 1 o
1 -5 2 as | =0
3 1 2 3

Offensichtlich hat die Matrix keinen vollen Rang (weil Determinante = 0). Somit besitzt
das obige Gleichungssystem Losungen, die ungleich der trivialen Lsung (z.B. a3 = 4, s =
1,1 = —3) sind und die Funktionen sind somit linear abhingig.

Aufgabe 1.5.
Zeigen Sie direkt mittels Definition des Grenzwertes fiir Funktionen:

(a) 91:1_>H%|27 7=0 (b) glcl_)rréx 125 (c) gljl_)rr% =4 (d) ilir(l)aibj 3

Losung zu Aufgabe 1.5.

(a) Sei (Z,)nen eine Folge mit x, — 7 fiir n — oo. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
N € N mit |z, — 7| <€ fiir alle n > N . Dies bedeutet aber zugleich auch

||z = 7] = 0] = |z, — 7| <€

fiir alle n > N . Somit konvergiert die Folge (|z,, — 7|)nen fiir n — oo gegen Null.
Also folgt aus z, — 7 sogleich auch |z,, — 7| — 0 fiir n — oo, wie behauptet.

10
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(b) Sei (x,)nen eine beliebige Folge mit lim z, = 5, dann gilt nach den Rechenregeln fiir
n—oo
Grenzwerte von Folgen

lim 2 <lim xn> : <lim xn) - <hm xn) —5.5.5=125.

n —_=
n—o0 n—o0 n—0o0 n—0o0

Also folgt aus z,, — 5 auch z3 — 125 fiir n — oo, was zu zeigen war.

(c) Sei (x,)nen eine beliebige Folge mit lim, ,o, z, = 2 mit z, # 2 fiir alle n. Dann
folgt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen

2 _4
lim (x" 2) = lim (z, +2)=2+4+2=4

n—o0 \ I — n—oo

2 .
Also folgt aus x,, — 2 auch i”—é — 4 fiir n — oo, was zu zeigen war.

(d) Wegen der Einschliefung

3 {3J 3

—— 1< |- S —
x

x x
gilt fiir x > 0 demzufolge auch die EinschlieBung

3
3—|$|=3—$<${—J <3
x

und fir z <0
3
3+]:I:\:3—x>x{—J > 3.
T

Somit folgt aus |z| < e schon |z [2] — 3| <e.

11



2

2.1

Grenzwerte von Funktionen und
Stetigkeit

Wiederholung: Theorie - Grenzwert und Stetigkeit

lim,_,, f(x) = b ist die symbolische Abkiirzung der Aussage, dass fiir jede gegen den
Punkt a konvergente Folge x, im Definitionsbereich von f die Bildfolge f(x,) gegen
b konvergiert. Den Punkt b nennt man in diesem Fall den Grenzwert von f bei a.

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen iibertragen sich auf das Rechnen mit
Grenzwerten von Funktionen, z.B. gilt

i 1) _ 25
a>a g(z)  lim g(z)

r—a

)

falls die Grenzwerte lim, ., f(x), lim,_, g(x) existieren und lim,_,, g(z) # 0 gilt.

Eine Funktion f heifit stetig im Punkt a, wenn lim, ., f(x) = f(a) gilt, und stetig
auf der Teilmenge D C R, wenn sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

Aquivalent zur Stetigkeit von f im Punkt @ ist, dass es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, fiir das aus |r — a| < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(a)| < € folgt.

Wihrend in der vorigen Definition § sowohl von e als auch von a abhéngen darf,
verlangt man fiir die gleichméfige Stetigkeit von f auf D die Unabhéngigkeit des
Wertes 0 vom Punkt a: Eine Funktion f heiffit gleichméBig stetig auf D C R,
wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, fir das aus |z — y| < 0 die Ungleichung
|f(z) — f(y)| < e folgt (gleichgiiltig, wo =,y € D liegen).

Zwischenwertsatz: Ist f : [a,b] — R stetig und liegt y zwischen f(a) und f(b), dann
gibt es ein z € [a,b] mit f(z) =y.

Satz vom Maximum und Minimum: Ist die Funktion f: [a,b] — R stetig, dann ist f
auch beschrankt und nimmt sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an.

Ist f:[a,b] = R stetig, dann ist f auf [a,b] auch gleichmaBig stetig.

Wir sprechen von einer Unstetigkeitsstelle a, falls der rechts- und linksseitige Grenz-
wert an der Stelle a nicht iibereinstimmen oder einer von beiden nicht existiert.

Eine hebbare Unstetigkeitsstelle liegt vor, wenn die beiden Grenzwert zwar existieren
und identisch sind, aber nicht nicht mit dem Funktionswert iibereinstimmt.

Eine Sprungstelle liegt vor, wenn die beiden Grenzwerte zwar existieren, aber nicht
identisch sind.

12



2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

e Ein Pol liegt vor, falls einer der beiden Grenzwerte +oo ist.

e Allgemein spricht auch von unbestimmten Unstetigkeitsstellen, wenn mindestens einer
der beiden Grenzwerte nicht existiert.

13



2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

2.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 2.1.

(a) Beweisen Sie mittels der Definition lim 2 = 4.

r—2

(b) Ist f(z):=|z] auf [0,2) stetig, wobei |z| die grofite ganze Zahl < z bezeichnet 7

1
(c) Zeigen Sie lim x {—J =1.

0#£x—0 xT

22—x—6 2 +x—2

(d) Berechnen Sie die Grenzwerte lim ————— und lim

=3 x2—9 a1 22 + 41+ 3°

Losung zu Aufgabe 2.1.

(a)

(b)

Ist x, eine Folge mit x, — 2, dann gilt nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte von
Folgen auch z? =z, -1, — 2-2 = 4. Also folgt aus z, — 2 auch 22 — 4, was zu
zeigen war.

Auf [0,1) ist die Funktion f(x) = |x] konstant gleich Null, auf [1,2) konstant gleich
1. Sie hat daher einen Sprung im Punkt x = 1, denn es gilt li/ni f(z) = 0 und

li\‘rri f(z) =1 (da f auf [0,1) konstant Null und auf [1,2) konstant Eins ist). Somit
ist f im Punkt x =1 nicht stetig.

Wegen der EinschlieBung  —1 < [1] <1 gilt fiir # > 0 die Einschliefung 1 — |z| =
l—z<z|[2] <1 undfir z <0 die EinschlieBung 1+ |z|=1—-2 >z [1] > 1.
Somit folgt aus [z| < e schon |z|1] — 1| < e. Also gilt fiir jede Folge x, # 0 mit
x, — 0, dall z, Lﬁj gegen 1 konvergiert, was zu beweisen war.

Es gilt
. 2*—z—6 . (x=3)(x+2) . x+2 5
Iim ———— = lim = l1im =
a—3 12— 9 z=>3 (x —3)(x+3) +-32x+3 6

(genauer: die Funktion ist bei # = 3 nicht definiert, aber ihr Grenzwert fir x — 3
existiert und ist 2 ) und

2 _ _
i T2 2 :lim(m 1)(95—|—2)IO
=12 + 4+ 3 21 (x+ 1) (2 + 3)

Aufgabe 2.2.

()

Erinnerung an die Vorlesung: Wieso hat jede Polynomfunktion von ungeradem Grad
mindestens eine Nullstelle in R 7

14
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(b) Beweisen Sie, dass die Polynomfunktion f(z) = 2% — 2% + 2 — 2 mindestens zwei

Nullstellen in R hat.

(c) Zeigen Sie: Ist f eine stetige Funktion mit a < f(a), f(b) < b, dann hat f einen
Fixpunkt £ € (a,b).

(d) Geben Sie ein Beispiel einer injektiven Funktion f:[0,1] — R an, die nicht monoton
ist.

Losung zu Aufgabe 2.2.

(a) Ist f(z) = apa™ + ap_12™ ' + -+ + ayx + ap mit ungeradem n und a, # 0, so

gilt bei a, > 0 gerade lim f(x) = —oo und lirf f(x) = 400, wahrend bei
T——00 T—>400
a, <0 ja lim f(z) = 4oco und liin f(z) = —oo gilt. In beiden Féllen wechselt
Tr——00 T—>1+00

also f(z) in einem geniigend groBen Intervall [— K, K] das Vorzeichen, und nach dem
Zwischenwertsatz gibt es daher aufgrund der Stetigkeit eine Nullstelle in [— K, K] .

(b) Esgilt f(0) = =2 und f(2) =56 und f(—2) = 68. Nach dem Zwischenwertsatz liegt
daher in | —2,0[ eine Nullstelle und in |0, 2] eine weitere Nullstelle.

(c) Betrachte die Funktion g¢(z) := f(x) — x, dann ist g stetig auf [a,b] und erfiillt
gla) > 0, g(b) < 0, also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein & € (a,b) mit
g(€) = 0. Solch ein ¢ erfiillt aber gerade f(£) =&, ist also ein Fixpunkt von f.

(d) Beispielsweise ist die Funktion

r fir xz €10,1/2),

f(@) = { 3/2—x firxe[l/2,1]. (2.1)

injektiv (sogar bijektiv auf [0,1]), aber nicht monoton. Jedoch sind stetige injektive
Funktionen auf Intervallen stets monoton.

Aufgabe 2.3.

(a) Fiir welche a € R ist die Funktion f(z) := stetig 7

a—1x% firx>1

{1 —azr firz<l1
(b) Berechne lim vz +1—/x .
T—r00

Losung zu Aufgabe 2.3.

. . _ . _ 2 — _ . — . _ — - .
(a) Es gilt 3161\111} flz) = il\rria x a—1 und }:1/(11% f(z) =limy m 1 —axr =1—a. Die

zusammengesetzte Funktion f ist daher genau dann stetig, wenn a — 1 =1 — a gilt,
d.h. wenn 2a = 2 und somit a =1 ist.

15
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(b) Es gilt
Vr+l+vVo)Va+l-Va)=r+1-z=1,
also ] ]
vr+1—y/x= < —0

Ve Vi+1l+z ~ 2z

und daher
lim vz +1— vz =0.
Tr—00

Aufgabe 2.4.

1

(a) Beweise: Die Funktion f(x) := < ist auf jedem Intervall [a,00), a > 0, gleichmé&fig

stetig, aber auf (0,00) nur stetig und nicht gleichméBig stetig.

(b) Sei f eine gleichméBig stetige Funktion auf D und x,, eine Cauchy-Folge in D . Zeige,

dass die Bildfolge f(z,) auch eine Cauchy-Folge ist. Gilt dies auch fiir nur stetige, aber
nicht gleichméfig stetige Funktionen?

Losung zu Aufgabe 2.4.

(a) Fir ein beliebiges a > 0 gilt

Yy—x
Y

11
.Ty—

1 1
=—|v—y| < = lv—y|
Ty a

Ist also € > 0, so gilt mit ¢ := ea? die Ungleichung |1

_1
Y

< e fir alle z,y € [a, 00)

mit |z —y| <4, dh. f(z)=2 ist auf [a,00) gleichmiBig stetig.

Angenommem, f(x)= % sei auf ganz (0,00) gleichméfig stetig. Dann findet man zu

e >0 ein 6 >0 mit |f(z)— f(y)] < e fir z,y >0 mit |z —y| < ¢, und oBdA
darf man 6 < £ annchmen (man verkleinere § einfach entsprechend). Es gilt aber fiir

x::% und y := 0 zwar |x—y|:g<5,jedoch
1 1 1
—_ — | = — €
r oyl o ’

und dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Daher ist f nicht gleichméfig stetig auf
(0,00), aber immerhin noch stetig, denn gilt fiir eine Folge =, > 0 die Konvergenz
xn, — a > 0, dann auch i = % nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Ist f gleichméBig stetig, so gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < €
fiir alle x,y mit |z —y| < J. Ist nun z, eine Cauchy-Folge, so gibt es zu § ein N € N
mit |x, —z,,| <0 fir alle n,m > N . Also gilt |f(z,)— f(z,)| < € fiir alle n,m > N,
und da e beliebig war, hat man somit nachgewiesen, dass f(x,) eine Cauchy-Folge
ist.

Fiir nicht gleichméafig stetige Funktionen gilt diese Aussage nicht, beispielsweise ist
flx) = % nur stetig auf (0, 00) und bildet die Cauchy-Folge % auf die Folge f (%) =n
ab, die keine Cauchy-Folge ist - sie ist sogar nicht konvergent.
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Aufgabe 2.5.
Intervalle kann man auch folgendermafien definieren: Eine nichtleere Teilmenge I C R mit
der Eigenschaft, dass aus x,z € [ und =z <y < z schon y € I folgt, heifit Intervall.

(a) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge I C R genau dann ein Intervall ist, wenn (inf I, sup I) C
I gilt.

(b) Folgern Sie, dass die Intervalle genau die Teilmengen

o (a,b) (—o<a<b< o),
e [0,b) (—oo<a<b<oo),
e (a,b (—o0o<a<b<oo)und

[a,b] (o0 <a<b< )

sind, also die altbekannte Form haben.

Losung zu Aufgabe 2.5.

(a) Sei I ein Intervall. Gilt y € (inf(/),sup(/)), dann gibt es z,z € I mit z <y < z,
und daher gilt auch y € I. Also ist (inf I,supl) C I.

Habe I nun die Eigenschaft, dass (infI,supl) C I. Sei z,z € [ und =z < y < z.
Dann gilt y € (inf I,sup /) und daher auch y € I. Also ist I ein Intervall.

(b) Ist inf(I) = sup(/) =: a, dann ist I = [a,a] = {a} ein einelementiges Intervall.
Andernfalls ist inf(/ ) < sup( ), und dann muss man nur noch unterscheiden, ob
inf(I) = , inf(/) = min(/) oder das Minimum nicht existiert (und analog ob

sup(l) = +oo sup(/) = max(/) oder das Maximum nicht existiert), und dies liefert
die verschiedenen Arten von Intervallen.

Aufgabe 2.6.

(a) Man zeichne die Funktionen (natiirlich mit MAPLE)
) f(x) = sin’
(i) f(z) =zsini

2 fir =0, 2 und —2
(iii) g(z) =< 4—2* fir 0< |z <2
4 fir |z| > 2

in geeigneten Intervallen, bestimme ihre Unstetigkeitsstellen und klassifiziere sie.
(b) Gegeben sei die Funktion

T2 fir g€ R\{-3,3}

flx)=¢ a fir =3
b fir =z = -3.

Kann man die Zahlen a und b so bestimmen, dass f(z) auf R stetig ist?
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Losung zu Aufgabe 2.6.

(a) Offensichtlich ist die Funktion sin() unstetig an der Stelle z = 0. Weder der Grenz-
wert lim,_,o4 sin(2) noch der Grenzwert lir(r)l sin(1) existieren. Daher liegt dort eine
r—0+

unbestimmte Unstetigkeitsstelle vor.

(b) Offensichtlich ist die Funktion zsin(1) unstetig an der Stelle z = 0. Jedoch stimmen
hier links- und rechtsseitiger Grenzwert {iberein

1 1
lim zsin(—) = lim xsin(—) =0
z—0+ X z—0— T

Daher handelt es sich hier um eine hebbare Unstetigkeitsstelle.

(c) Offensichtlich hat die Funktion g(z) an den Stellen = +2 und x = 0 Unstetig-
keitsstellen. Bei x = (0 handelt es sich um eine hebbare Unstetigkeitsstelle, denn hier
stimmen links- und rechtsseitiger Grenzwert tiberein ( lim, o g(z) = 4 ). Bei den Stellen
x = 2 handelt es sich um Sprungstellen, da die links- und rechtsseitigen Grenzwerte
zwar jeweils exisitieren, jedoch nicht {ibereinstimmen.

(d) Zwar gilt
=27  (x43)(2®+3z—-9)

22—-9  (v+3)(z—3)
und daher ist lim, ,_ 5 % = %9 jedoch existiert der Grenzwert bei z = 3 nicht.

Deshalb kann man die Funktion nicht stetig auf ganz R fortsetzen.

Aufgabe 2.7.

(a) Untersuchen sie die Funktion =z
Stetigkeit.

(b) Zeige, dass die Funktion /z : [0,00) — [0,00) gleichméBig stetig aber nicht Lipschitz-

stetig ist.

(c) Fiir a,b,c € R mit a > 0 bestimme man « und f so, dass lim, (\/ ax? +bxr +c—axr — 6) =
0.

2. [0,00) — [0,00) auf Stetigkeit und gleichméBige

Losung zu Aufgabe 2.7.

(a) Die Funktion f(x) = z? ist stetig auf [0,00): Sei oy und ¢ > 0 gegeben. Dann
gilt |f(z) — f(zo)] = |2* — 23| = |v — xo| - |z + x| < €. Fiir alle z € [0,00) mit
| |

2 4 20| < |z — x0| + 2|w0| < 14 2|20| und |z — 20| < Tromyy eilt dann [2? — 2] < e

e 1}
1+2\x0\’
f(x) = z? ist aber nicht gleichmiBig stetig auf [0,00): Sei e =1 und ¢ > 0 beliebig.
Dann folgt aus |f(z) — f(y)| = |2 —y*| = |z —y| - [z +y| mit 2=} y=1+2 zwar
|z —y| =% <4, jedoch |22 — =1+ % >e=1.

fiir alle x € [0,00) mit |z — x| < 0 := min{

(b) Die Funktion f(z) = /z ist gleichmiBig stetig: Es gilt o — b5 = [a — ] - [a® 71 +
a72b+...4+ab® 2 +b% "1 . Somit erhalten wir |z—y| = |f3(z)— f3(y)| = |\3/§3—\«7§3| =
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V=l [V + - i+ ] ()

(1) GleichméBige Stetigkeit von f(x) = /x auf dem Intervall [1,00): Sei x,y > 1.
Dann gilt nach (*) |z — ¢/y| < |z —y|. Fir § < e folgt die Behauptung.

(2) GleichméBige Stetigkeit auf [0,1]: Es geniigt die Stetigkeit der Funktion zu zeigen,
da [0,1] ein kompaktes Intervall ist. Sei nun zo < 1. Mit |z — ¢/Zo| < % folgt,
dass |z — /x| < € fur alle <1 mit |z — 2] < =Y.

f(z) = ¥z ist aber nicht Lipschitz-stetig: Angenommen f(x) wire Lipschitz-stetig.
Dann existiert ein L > 0 mit |/z—/y| < Llz—y| fir alle z,y € [0,00) . Mit (*) folgt
dann fiir y = 0: = < L fiir alle z € [0,00) = 1< ¢z - L fiir alle z € [0,00)

Sz
Widerspruch!
az?2+bz+c—azx—p)-(Vax2+br+ctazx

(\/ax2+bx+c+o¢x+ﬁ)
(a—a®)2?+(b-20f)z+ep? _ gilt genau dann, wenn a = /a, § = ﬁa

= lim
T—00 (\/a:c2+bx+c+ax+,3)

Aufgabe 2.8.
Bestimme die Konstanten a,b € R, bei denen die Funktion

fa) ar + bx? falls z > 1 oder z < —2
x) =
|| falls —2 <z <1

stetig wird.

Losung zu Aufgabe 2.8.
Nur die Punkte x = 1 und x = —2 sind interessant, da die Funktion nahe aller anderen
Punkte ein Polynom bzw. die Betragsfunktion ist, und diese Funktionen stetig sind.

Um Stetigkeit auch in den Punkten z =1 und x = —2 zu erreichen, muss
a-1+b-1*=1]

und
a-(=2)+b-(=2)?*=|-2/=2

gelten. Die Gleichungen a + b =1 und —2a + 4b = 2 werden aber gerade von a = % und
b= 2 gelost
s gelost.

Aufgabe 2.9.
Beweise, dass /z gleichmifig stetig auf [0,00) ist.
Losung zu Aufgabe 2.9.

Als stetige Funktion ist f(x) := /r auf jedem kompakten Intervall gleichméiBig stetig,
insbesondere auf [0,1]. Aber f ist wegen

Vo=Vl < Ve + yllve = vyl =z -yl

fir 2,y > 1 auch auf [1,00) und somit auf ganz [0,00) gleichméiBig stetig.
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Aufgabe 2.10.
Untersuchen Sie die folgende Funktion auf Stetigkeit fiir x € R

Losung zu Aufgabe 2.10.
Offensichtlich ist die Funktion f(z) auf R/Z definiert und stetig. Es gilt

1

r—n

fx) =

fir x € (n,n+1),n € NU{0}. In den einzelnen offenen Intervallen gilt:

1 1 =y

elz—n/|?

Setze |z —y| < % und |z —y| < 557~ . Dann gilt
[f(z) = fly)l <e

: 5. Llal da—nf?
fiir alle y mit ¢ := {T’T}'

Aufgabe 2.11.

(a) Geben Sie eine monotone Funktion f: R — R an, welche abzéhlbar unendlich viele
Spungstellen besitzt.

(b) Geben Sie eine monotone Funktion f : [a,b] — R an, welche abzdhlbar unendlich viele
Spungstellen besitzt.

Losung zu Aufgabe 2.11.

(a) f(x):= |z] ist monoton wachsend und besitzt bei jedem z € Z eine Sprungstelle mit
Sprunghohe 1.

1 z€ A
0 ze€A

n+1’

(b) f(z)=> L. X]a 4 bes a+b;a](x) mit der Indikatorfunktion xa(z) := {
n=1 "

Aufgabe 2.12.

Die Funktion zack : R — R sei definiert durch zack(x) =

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion zack und beweisen Sie
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a) Fir |z| < i gilt zack(z) = |z].
b) Fiir alle x € R und n € Z gilt zack(x 4+ n) = zack(z).
c) zack ist stetig.

Losung zu Aufgabe 2.12.

(a) Fir —1 <z <1 ist |#+ 1] =0 und auBerdem zack(}) =

N |+

(b) Mit z =[z]+a (0<a<1)gilt

ack(x) « falls a <
7 X g
1—a fallsa>

N— N|=

Jetzt folgt die Behauptung aus = = |z| +a <= x4+ n=|z+n| +«a.

(¢) Sei x € R beliebig und « so, dass x = || + a erfiillt ist.

Weiter sei (z,)nen eine Folge mit lim z, = x und «,, so, dass z, = |z,] + a,, .
n—oo

e Falls a < i, soist |z,] = |z] und o, < 5 fiir geniigend groBe n,

und folglich zack(x) = a = lim «a,, = lim zack(z,).

e Falls a =1, soist |zack(z) — zack(z,)| = |5 — a,| = 0.
e Falls a > 1 soist |z,] = |z] und o, > 3 fiir geniigend groBe n,

und folglich zack(z) =1—a = lim 1 — a,, = lim zack(z,) .
n—oo n— oo

Aufgabe 2.13.

(a) Zeigen Sie: Die konstanten Funktionen f.:R+— R, z+— ¢ (c € R) sind in R stetig.

0, z€Q

ist in keinem Punkt stetig.
I, zeR\Q

(b) Zeigen Sie: Die Funktion f(z) = {

Losung zu Aufgabe 2.13.

(a) Es ist zu zeigen: Die konstanten Funktionen f.:R+— R, 2+ ¢ (¢ € R) sind in R
stetig.

Sei ¢ € R und f.(z) = ¢ fiir alle z € R. Sei a € R beliebig, aber fest gewihlt und

{an}nen C R eine beliebige Folge mit lim a, = a.
n—oo

Dann ist die Folge (f.(an)),cy identisch mit der konstanten Folge (c¢)nen, welche also
wegen | f.(a,)—c| = |c—c| =0 < ¢ fiir alle ¢ und fiir alle n € N gegen ¢ konvergiert.
Da ebenfalls f(a) = ¢ gilt, ist f. in a stetig. Da a € R beliebig gewesen war, ist f.
in ganz R stetig.
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0 €
(b) Es ist zu zeigen: Die Funktion f(x)=7< "~ veQ ist in keinem Punkt stetig.
I, xeR\Q

(1) Sei = € Q beliebig, aber fest gewéhlt.
Wir definieren die Folge {x,}nen durch z, ==z + ‘/75 , die wegen
|z, — x| = |z + \/75 —z| = \/75 < ¢ fiir alle n > \/?5 fiir beliebiges € > 0 offenbar
gegen z konvergiert und fiir die offenbar auch z,, € R\ Q fiir alle n € N gilt.
Daher entspricht die Folge {f(x,)}nen der konstanten Folge {1},en, so dass
lim f(x,) =1 wegen |f(z,)—1|=|1-1] =0 < ¢ fiir alle € und fiir alle n € N
gill_t>.xDa jedoch z € Q war, gilt f(z) =0# 1= xl:gxf(xn) Somit ist f in x
nicht stetig. Da = € Q beliebig gewahlt war, ist f in keinem Punkt aus Q stetig.
(2) Sei z € R\ Q beliebig, aber fest gewéhlt.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass sich x fiir jedes b > 2 in einen b-adischen
oo

Bruch der Form sign(z) > a,b™™ entwickeln lésst, insbesondere demnach in

n=—=k
einen Dezimalbruch sign(z) > a,107".
n=—=k
N
Wir betrachten die Folge der Partialsummen (Sy) oy mit Sy := sign(z) > a,10™,
n=—k

die fiir N — oo gegen x konvergieren, denn es gilt:

N o) 00
|ISy — x| = |sign(x) Z a, 107" — sign(z) Z a, 107" = Z a,10™"
n=—=k n=—=k n=N+1
[e.e] 1 n
—(N+1) 1
< 10 ; ‘Gn+N+1‘ (10)

< 9-10—<N+1>Z(%) = 9~10—<N+1>-1L1 = 107V,
n=0

10

Fiir jede Partialsumme gilt offenbar Sy € Z oder (Sy -10") € Z, also insbeson-

dere Sy € Q. Daher entspricht die Folge (f(Sn)),ey der konstanten Nullfolge.

Da aber z € R\ Q, folgt ]\}im f(Sy) =0# 1= f(x), also ist f in z nicht
—00

stetig. Da z € R\ Q beliebig gew#hlt war, ist f in keinem Punkt aus R\ Q
stetig.

(Da z € R\ Q, gibt es kein ny € N, so dass a,, = 0 fiir alle n > ng. Denn gébe
es ein solches, so wiire z - 10% fiir k = max(0,ny — 1) eine ganze Zahl und somit
r € Q — Widerspruch zu x € R\ Q. Daher gilt insbesondere Sy # z fiir alle
NeN)

Aus (1) und (2) folgt, dass f in keinem Punkt stetig ist.

Aufgabe 2.14.
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(a) Finden Sie alle stetigen Funktionen f : R — R, welche die Gleichung f(x + y) =
f(x)+ f(y) fir alle z,y € R erfiillen.

(b) Finden Sie alle stetigen Funktionen ¢ : R — R, welche die Gleichung g¢(z + y) =
g(x) - g(y) fur alle z,y € R erfiillen.

Losung zu Aufgabe 2.14.

(a) Fir f(r+y) = f(x)+ f(y) gilt f(z) =z f(1) fir alle x € R, denn:
e Firalle neN und 2z € R gilt f(nx)=f(zr+x+..+2)=n-f(z).

n—mal
e Fiir alle m,n € N gilt dann auch nf() = f(m) =mf(1).
e Wegen f(0) = f(0+0)=2f(0) folgt f(0)=0.
o Wegen 0= £(0) = f(z —2) = f(2) + f(—z) folat f(—z) = —f(z).
Insgesamt gilt daher f(q) = ¢f(1) fiir alle rationalen ¢ € Q.
Die Stetigkeit von f und die Stetigkeit der Multiplikation liefern schliellich die Giiltig-
keit von f(z) =z f(1) fiir alle z € R.
(b) Wir unterscheiden die beiden Félle:
e Ist g(0) =0, sogilt g(x) =g(0+x) = g(0)g(z) =0 fir alle x € R, also g =0 .
e Ist g(0) #0,soist g(z) =g(1)* fiir alle x € R, denn:
o Firalle neN und z € R gilt g(nz) =g (z+ ... + z) = g(z)"
N

n—mal
o Also gilt fiir alle m,n € N auch g(™)" = g(m) = g(1)™
o Wegen 0 # g(0) = g(0+ 0) = g(0)* folgt g(0) =1
o Wegen 1=g(0) =g(xr —xz) = g(x)g(—z) folgt auch g(—z) = g(x)'.
Insgesamt gilt daher g(q) = ¢g(1)? fiir alle rationalen ¢ € Q.

Die Stetigkeit von g und die Stetigkeit der allgemeinen Potenz liefern schliefSlich
die Giiltigkeit von g(z) = g(1)* fur alle z € R.
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2.3 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 2.1.
Gegeben seien die folgenden Funktionen

(a) fl(x) - 2;2;24

-1, firxz e R/Q
1, firzeQ

(b) faz) =

() fylw) = Hrouts
(d) fu(z) = ZEe=L2
() fs(x) = sin(cos(L))

Bestimmen Sie die Unstetigkeitsstellen der Funktionen, klassifizieren Sie diese und zeichnen
Sie die Funktionen

Losung zu Aufgabe 2.1.

(a) fi(z) = l;: = = (Hi)f;_z), daher liegt bei & = —2 eine hebbare Unstetigkeitsstelle

VOor.

(b) Bei fo(z) handelt es sich um eine leichte Abwandlung der Dirichlet Funktion, daher
handelt es sich um eine Funktion mit unbestimmten Unstetigkeitsstellen. Unstetig-
keitsstellen sind dabei alle rationalen Zahlen.

(c) f3(x) = i;f;’ifg = (ifi)gigi , daher liegt bei # = —2 eine hebbare Unstetigkeitsstelle

vor. Bei x =4 ist die Funktion ebenfalls unstetig, hier liegt eine Polstelle vor.

(d) fa(z) = iifijg = Ez:i;gig; , daher liegen bei x = 4 und x = —3 Unstetigkeitstellen

vor. Bei den Unstetigkeitsstellen handelt es sich jeweils um Polstellen.

(e) Es ist nur der Punkt = = 0 von Interessen, da die Funktion als Komposition stetiger
Funktion iiberall sonst stetig ist. Jedoch existiert der Grenzwert fiir £ — 0 nicht,
da die cos()-Funktion fir z — £oo immer im Intervall [0,1] ’oszilliert’. Hier liegt
demnach eine Ostzillation vor, also eine unbestimmte Unstetigkeitsstelle.

Aufgabe 2.2.

(a) Zeigen Sie mittels der e-§-Definition der Stetigkeit, dass die Funktion f(z) = z*
stetig ist.

(b) Zeigen Sie mittels der e-d-Definition der Stetigkeit, dass die Funktion f(z) = x—lg
stetig ist.
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Losung zu Aufgabe 2.2.

(a) Wir unterscheiden zwei Fille.

a) Sei y # 0 und € > 0 beliebig aber fest. Dann setze § = min {1, “2", —1+2|y€|+ 7 }

3ly|

An dieser Stelle bemerke man, dass aus |z —y| < ‘%' folgt, dass |z| € (M, 5

Dann gilt fiir |z —y| <d

1f(z) = fly)] = |2° =4’
|ﬁ+ﬂw+yﬂlw—m
— 9?4+ 2y + a9/
ng 2+ 27 + |ay)

IN A

J -

A\

M
|z — yllz +y| + 20> + ——|y|

32
< 61|z —y+2y|+2°+ y)

(

( ) 2
<5 (1 |x—y|+2|y|+%>

o

< - 1+2|y|+—>

b) Nun sei y = 0 und € > 0 beliebig aber fest. Dann setze § = min {1, /e}. An
dieser Stelle bemerke man, dass aus |r—y| = |z| < /e folgt, dass |z|*> < e¢. Dann
gilt fir |z —y| < ¢

@) = fw)l = |
(Vo)

€

A\

(b) Setze 0 := min {@ €- } fir € > 0 beliebig. An dieser Stelle bemerke man, dass
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aus |r —y| < ‘—g' folgt, dass |z| € <@, @) . Dann gilt fir | — 29| <0

[f(z) = f(zo)] =

IN

Aufgabe 2.3.
Bestimmen Sie a,b € R so, dass die folgenden Funktionen stetig werden.

224+ br+e firz<-—2,2>3
flx) = )
|z], fur x € [-2, 3]

22 +br+e firzx<-52>8
g(x) = )
|z, fir z € [-5, §]

Losung zu Aufgabe 2.3.

(a) Wir erhalten die beiden Gleichungen 4 —2b+c¢ =2 und 9+ 3b+ ¢ = 3. Daraus ergibt
sich die Lésung ¢ = —% und b = —% :

(b) Wir erhalten die beiden Gleichungen 25 — 5b+ ¢ = 5 und 64 + 8b + ¢ = 8. Daraus

ergibt sich die Losung ¢ = —% und b= —% :

Aufgabe 2.4.
Finden Sie mittels Polynomdivision die Nullstellen der folgenden Polynomfunktionen

(a) pi(z) = z* + 62° + 1122 + 6
(b) po(z) = 2* — 822 + 16

(c) ps(x) =2t + 22% — 2122 — 222 + 40
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Losung zu Aufgabe 2.4.

(a) pi(z) =z (z+1)-(z+2) (z+3)
(b) pa(z) = (x+2)*- (x—2)

(¢) ps(x) = (2 +5)(x —4)(z + 2)(x — 1)

Aufgabe 2.5.

Beweisen Sie, dass die Funktion f(z) = 2% —32°+ 2® — 5z + 3 mindestens 2 Nullstellen im
Intervall [0;3] hat.

Losung zu Aufgabe 2.5.

Offensichtlich ist f(x) als Polynomfunktion auf ganz R stetig. Nun ist jedoch f(0) = 3,
f(1) = =3 und f(3) = 15. Daher existieren nach dem Zwischenwertsatz £ € (0,1) und
¢ € (1,3) mit f(¢) = f(§)=0.
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2.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 2.1.
Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) =In(x) auf [1,00) gleichméfig stetig ist.

Lésung zu Aufgabe 2.1.
Setze § = min{1, (e — 1)}, dann gilt fiir = > y, dass

5
0<z—y<loa<yt+d=o<ltl<itd=c
y y

und somit auch .
|[Inz —Iny| =lnz—Iny=In— <Ine  =¢

Aufgabe 2.2.
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen auf den angegebenen Intervallen stetig, gleichméfig
steig oder Lipschitz stetig sind.

(a) f(z) =2xIn(x),x € [0,1]
(b) g
(¢) h(x)=|sin(x)|,z € R

Hinweis: Benutzen Sie die Reihendarstellung von exp() .

)
(z) =<,z €[1,00)

Losung zu Aufgabe 2.2.

(a) Offenbar ist f(x) im Punkt z = 0 nicht stetig, denn es gilt zwar, dass

lim zIn(x) =0,
z—0+

jedoch ist die Funktion im Nullpunkt nicht definiert, da der Logarithmus dort oo wird.
Daher kann sie auch nicht gleichméfig steig, bzw. Lipschitz stetig sein.

(b) Offenbar ist g(z) als Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig. Jedoch ist g(x)
nicht gleichméfig stetig, da fir z >y > 1 und € = i gilt

et eY
9(2) =9l = |—~ m
|yt —xel
— o
( xZ_I 2) ( :L‘3—I 3) ( x4_x 4)
_ (y_x)+y2y+y6y+y24y + o
zy

N yw4 . :Cy4
- 24xy

3
D e
- |24

1 4 1
T ot Ty
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2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Man hiitte auch einfacher argumentieren kénnen, denn wir wissen, dass z* auf [1,00)
nicht gleichméfig stetig ist. Jedoch gilt, dass
T 1 2
S+ T 4> Vrel0,0)
x x 2 6

also kann % auch nicht gleichméaflig stetig sein.

(c) Offenbar ist h(x) als Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig. h(z) ist auch
Lipschtizstetig mit Lipschitzkonstante L =1, da gilt

[h(z) = h(y)| = [sin(z) —sin(y)]
< 1|z —yl
Dies folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, wonach ein
€ € (z,y) existiert mit
sin(x) — sin(y)
r—y

\ — Jeos(©)] < L.

Aufgabe 2.3.
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen auf den angegebenen Intervallen Lipschitz-
stetig sind und geben Sie gegebenenfalls die Lipschitzkonstante an.

(a) f(r)=vV14+z,zeR
(b) g(x) = \/1+\/E7x€[1voo)

Losung zu Aufgabe 2.3.

(a) Es gilt
f(x) = fly)l = [VI+z—/1+y]
- [
VIt +/T—y
1
< §|x—y|

Also ist die Lipschitzkonstante L = %

(b) Es gilt
lg(x) —gW)| = [\14+Vz—4/1+ /Y
V=i
VITVE+TT vy
x—y
(V1+Vz+ 1+ 9z +/Y)

-
_l’_
< Jle—y

Also ist die Lipschitzkonstante L = i
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2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Aufgabe 2.4.
Wie miissen die Konstanten a und b gewéhlt werden, damit die Funktion
—2 - sin(z) falls v < -3
f(x)=qa-sin(x)+b falls |z] <3
cos(x) falls 2 > 7
iiberall stetig wird?
Losung zu Aufgabe 2.4.
Es gilt
lim f(x) = 2
T—5—
lim f(z) = —a+b
=5+
lim f(x) = a+0b
T 5=
lim f(z) = 0
z—Z0

Demnach ergeben sich die Gleichungen 2 = b — a und a + b = 0. Somit erhalten wir als
Losung b=1 und a = —1.

Aufgabe 2.5.
Bestimmen Sie das globale Maximum und Minimum der Funktion

f(z) =azx +b, T € [2q, 20)-

Losung zu Aufgabe 2.5.

e Fiir a > 0 wird das gloabele Minimum bei x = 2, und das globale Maximum bei x =
2, angenommen. Das Minimum betréigt logischerweise f(z,) = az,+b, wihrenddessen
das Maximum durch f(z,) = az, + b gegeben ist.

e Fir a < 0 wird das gloabele Minimum bei z = z;, und das globale Maximum bei z =
z, angenommen. Das Minimum betrigt logischerweise f(z,) = az,+0b, wihrenddessen
das Maximum durch f(z,) = az, + b gegeben ist.

e Fiir a =0 handelt es sich um eine konstante Funktion, demnach wird das Maximum,
bzw. Minimum im gesamten Intervall angenommen. Der Wert des Maximums, bzw.
Minimums ist dann durch b gegeben.

Aufgabe 2.6.
Gegeben ist die Funktion
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2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

(a) Man zeige 0 < f(z) <1 fiir jedes z € [0,1], also f:[0,1] — [0, 1].

(b) Man bestimme die Fixpunkte der Abbildung f : [0,1] — [0, 1], d.h. man bestimme die
Losungen der Gleichung f(z) = x.

(c) Man berechne die 3. iterierte Funktion f3 := fo fo f und zeichne den Graphen von
fg(ﬂf) .

Losung zu Aufgabe 2.6.

(a) Fir = € [0,1] gilt > 0 und 1 — 2 > 0 und somit auch 4z(1 — x) > 0. Weiterhin
gilt, dass

4a(l —z) = 4o — 42 = —4 (m— %>2+1 < 1.
<0
Somit gilt fiir alle z € [0,1] auch f(z) € [0,1].
(b) Die Fixpunkte von f:[0,1] — [0, 1] sind die Losungen der quadratischen Gleichung
4z(l —z) =z,

die in [0,1] liegen. Offensichtlich wird diese Gleichung fiir x; = 0 erfiillt. Fur die
zweite Losung gilt
41—2)=1

und somit z5 = 2. Somit lauten die Fixpunkte von f :[0,1] — [0,1] 23 = 1 und
3
T — 1-

(c) Fir z € [0,1] ist

fs3(z) = —64z(=1+2z) (1 — 4z +42°) (1 — 16z + 80z® — 128z + 64x*)
= 64z — 134422 + 107522 — 422402* + 901122° — 1064962° + 6553627 — 163842°
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3 Potenzieren und Logarithmieren

3.1 Wiederholung - Logarithmieren und Potenzieren

(a) Die Potenz a” besitzt die Basis a und den Exponenten z .
a) Fir a # 0 beliebig und = € N bedeutet a* = a-...-a (x Faktoren),
b) Fiir a # 0 beliebig und x € N bedeutet a=* = L |

a®
D
q

c) Fir a >0 und ng mit p,q € Z sowie ¢ > 0 ist a* = a1 = aP.

Weiterhin lassen sich daraus folgende Eigenschaften ableiten:

a®-a¥ = a"",
xX
a
a®-bv* = (a-b)",
a®  [a\®
v~ 5
@) = @) =

(b) Seien x > 0,b > 0, wobei zusétzlich b # 1 gelte.
Dann ist der Logarithmus u = log,(x) von z zur Basis b diejenige Zahl, fiir die b = =

gilt.
Eigenschaften:
a) Jede positive Zahl besitzt fiir jede beliebige positive Basis ihren Logarithmus,
ausgenommen zur Basis b= 1.

b) Logarithmen einer gemeinsamen Basis b unterliegen den folgenden Rechenregeln:

log,(zy) = logy(x) + log,(y),

log, (g) = log,(z) — log,(y),

log, 2" = n-log,(x),

1
log, ¥z = o logy(x).

c) Wegen 2 = a°%@ & log,(r) = log,(a°%®) = log,(v) - log,(a)
sehen wir, dass Logarithmen verschiedener Basis zueinander proportional sind, so
dass sich die Logarithmen zu einer Basis a iiber die Logarithmen zur Basis b
berechnen lassen

d) Spezielle Logarithmen:
lg(z) :=logyo(z) ... dekadische oder BrRiGGssche Logarithmen,

In(z) :=log,(x) ... natiirliche oder NEPERsche Logarithmen,
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3 Potenzieren und Logarithmieren

Ib(z) :=logy(z) ... Duallogarithmen.

(c) Mit e = 2,718281828459 ... gilt a® = e”™(@)
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3 Potenzieren und Logarithmieren

3.2 Ubungsaufgaben und Lésungen

Aufgabe 3.1.
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

(@) (@)Y (ya)®? (ya)* (b) VaaZ =92, (c) log(z\/y ¥ 2),

(d) logip+log, 7, (e) log(p* + ¢*).

Losung zu Aufgabe 3.1.

(a) Nach den Potenzgesetzen und wegen /y = yn gilt

({L/a) (2n—4) (%) (3n+2) ({l/a) (2—4n) _ ({L/a) (2n—4)+(3n+2)+(2—4n)
= ("a)n = <a%>n = an = a

(b) v/4a2 — 92 lisst sich nicht wirklich vereinfachen, héchstenszu ~ 2aly/1 — 25 = 2[a|y/1 — (g’—b)2 :

a

(c) log(z\/y+2z) = logx+log\/y+ 2z = logx—}—log(y—i—z)% = log:r—l—%log(y—i—z).

(d) Wegen y* = & und log,y=1 gilt

-1
logip+log, = logs (i) +log,p~' = (—1)-log% (%)+(—1)-logpp = —1+

(e) log(p? + ¢°) ldsst sich nicht wirklich vereinfachen, héchstens umformen zu
2 2
log (p2 (1 + q_Q)) = log (p2 (1 + (g) >>
p p
2

= logp® + log (1 + <Q> )
D

2

= 2log|p| + log (1 + (%) ) :

Aufgabe 3.2.
Fassen Sie die folgenden Ausdriicke zusammen:

(a) %logu—l— slogv + %logw,
(b) 3 log(u® 4+ v?) — 3 log(u —v) — £ log(u +v).

Losung zu Aufgabe 3.2.
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3 Potenzieren und Logarithmieren
(a) 3logu+;logutilogw = log us +logvz+logws = log (u%v%w%> = log (Juy/vy/w).
b) Nach den Logarithmengesetzen gilt
g g g

1 1 1
—log(u® +v?) — = log(u —v) — = log(u +v) = log(u®+ 712)% — log(u — v)% — log(u + v)%

3 2 D
~ log ( (u21—i— UQ)% 1)
(u—wv)2-(u+v)s
= log ( V(0 +0?) )
V(u—v)- 3/ (u+v)
Aufgabe 3.3.
Losen Sie nach z auf: (%)2%6 = (%)mig-

Losung zu Aufgabe 3.3.

O -G -6 -6 -6 -6

Das ist ebenfalls dquivalent zu 6 — 2z = 3x — 9, was die eindeutige Losung x = 3 besitzt.

Aufgabe 3.4.
Bestimmen Sie jeweils die Losungsmengen von

(a) a®"' = 1, wobei a >0 sei,

(b) e < —1, wobei a beliebig sei,

Losung zu Aufgabe 3.4.

(a) Es gilt die Aquivalenz a**' = 1 < (24 1)In(a) =0.
Fall a # 1: Dann ist In(a) #0 und L = {—1}.

(a
Fall ¢ =1: Dann ist In(a) =0 und L =R.

(b) Die Losungsmenge ist leer, da fiir die Exponentialfunktion stets e* > 0 gilt.

Aufgabe 3.5.
Berechnen Sie ohne Hilfsmittel!

(a) logy 25
(b) 1g0.001
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3 Potenzieren und Logarithmieren

Losung zu Aufgabe 3.5.

log, 25 = logs 5% = 2log; 5 = 2

lg0.001 =1g1073 = —31g10 = —3
10822(3/5\5/?) = 10g2(2%) = %108?2 2= %
() n(ed/e) = In(e?) = In(e) = 4

(f) logg I = logg(87%) = —4 logg = —

N[

Aufgabe 3.6.
Bestimmen Sie iiber R die Losungsmengen von

U — 2. (Hinweis: Fallunterscheidung notwendig. )

(a)
(b) Lg(@)? = 5~ 14lge). (Hinweis: Substituiere zunichst y:=lg(x)).
) 5logs(logy(x)) — 1

)

V274/3%/5% = 900 .

Losung zu Aufgabe 3.6.

(a) % = z . Zunéchst einmal ist der Ausdruck fiir 2 nicht definiert.

Fall 1: 22—1>0.

21 21 1
|xx_2’:x 2_2::10 & P-l=2’-2z < :z::§
Da jedoch (%)2 —1= —% < 0, ist die Losungsmenge in diesem Fall leer.

Fall 2: 22 —1<0.
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3 Potenzieren und Logarithmieren

21 1 — a2 1
|Ix_2| x_ngn s 1-2=22-2r & O:xQ—x—§

Die letzte Gleichung besitzt die Losungen /5 =

2
Wegen 22 —1 = <%§) -1 = %m—l = 4+2‘/§—:—t = \/75 > 0 liegt oy
nicht im Fall 2.

2
Wegen 23 —1 = (%) —1:%—1:4_2‘/5’—%: — ¥ <0 st

somit x, die einzige Losung, was die folgende Probe bestétigt:

Probe:
@3-1 =% % V3 VB VB-3  -3+3V3
Ty — 2 15 9 st /33 V3+3 V3-3 3-9

3-3V3 1—3

(b) L(g(@®)? = &~ tig(a).

1

2
< Jy—4 = 0.
12 Y Yy~ +oy

Sle@)? = 2 ls@) & oyt =

Da die letzte Gleichung die Losungsmenge L, = {—4,1} besitzt, erhalten wir nun
die zwei zu losenden Gleichungen lg(z) = —4 und lg(z) = 1. Demnach ist
L = {107%,10} .

(c) 5loeslloss(®) — 1 Es gilt nach den Potenz- und Logarithmengesetzen

51053(10g4(9€)) = 1 <
lOg (510g3 log(z ))
5

logs1 = 0 &

(logs(log,(2))) logs 5 = 0
logy(logy(z)) = 0 «
310g3(10g4(w)) — 30 =1 N
log,(z)) = 1 & 498 —4gl_y & g=4

Zur Erlauterung der einzelnen Schritte:
Von Zeile 1 zu Zeile 2: Logarithmus zur Basis 5 bilden.

Von Zeile 2 zu Zeile 3: Logarithmengesetz log, a” = r -log,a anwenden.
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3 Potenzieren und Logarithmieren

Von Zeile 3 zu Zeile 4:  Anwendung von log,b=1.
Von Zeile 4 zu Zeile 5: In die Potenz zur Basis 3 heben.
Von Zeile 5 zu Zeile 6: Anwendung von b°%® = q .

In Zeile 6: In die Potenz zur Basis 4 heben und Anwendung von b°%% = q .

Probe:  5losslloes®) — ploes) = 50 = 1. =L = {4}.

(d) v/22y/37/5¢ = 900 . Es gelten die folgenden Aquivalenzen

& 22.32.52 = (2:3:5)2 = 302 = 900
& logy 302 = logy, 900 = 2
o g~log3030 -2 -2 & 2=4

Probe: v24/34/5% = 22.32.52 = 4.9.25 = 900 =L = {4}.

Aufgabe 3.7.
Es seien a, b, ¢ beliebige reelle Zahlen. Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die gilt

VB /38 = 225 |

Losung zu Aufgabe 3.7.

(a) V5% - /3% = 225. Dafiir formen wir um:

V5T V/3 =225 & (5-3)2 = 15° & Z-In(15) = In(15?)
2 -In(15)

In(15)

T

2
o
2
Aus dem letzten Ausdruck erkennt man leicht die Losungsmenge L = {4}.

(b) Da die Exponentialfunktion iiberall oberhalb der x-Achse verlauft (e® > 0 fiir alle
x ), sehen wir hier ohne Rechenaufwand, dass L = R.

(c) Nehmen wir auf beiden Seiten den Logarithmus, ergibt sich

In(e® H04ey — (aa? 4 br+c)-In(e) = (ax?+br+c)-1>0 = In(1).
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3 Potenzieren und Logarithmieren

Fall a > 0: Es handelt sich um eine nach oben gedffnete Parabel.

Fall ¥ < ¢: Die Parabel besitzt maximal eine Nullstelle = L = R.

4a —
Fall % > ¢: Die Parabel besitzt zwei Nullstellen bei —bj:@ [ = 4a2 £ . Demnach

haben wir zwei disjunkte Intervalle als Losungsmenge:

[—_b i_f,oo[_

b b2 } .
2a 4a?

L = ] oo, - -
o0 2a 402 a
Fall @ = 0: Es handelt sich um eine Gerade.

Falls b=0,c¢> 0, folgt L =R.
Falls b=0,c¢< 0, folgt L=10.
Falls b > 0, folgt L = —l—),oo[
Falls b <0, folgt L = |—o0, —g]

Fall a < 0: Es handelt sich um eine nach unten getffnete Parabel.

Fall © < c: Es gibt keine Nullstellen = L = 0.
Fall Z—Z = c¢: Die Parabel besitzt genau eine Nullstelle = L = {;—;’}

Fall % > c: Die Parabel besitzt zwei Nullstellen bei —b:I:@ [ = 4a2 . Demnach

ist die Losungsmenge:
| b? c b? c]
4a2 o 2a 402 al

(d) Wir koénnen folgendermafien umformen:

VI

= Ve & = o In(e’™’) = In(e?) <« 52 = 3

. . _ 1
Aus der letzten Gleichung erkennen wir, dass L = {+—=}.
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3.3 Aufgabenserie mit Lésungen

Aufgabe 3.1.
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

(a)
(b)
(c)
(d)

24(175?;728 .

(f) 422y5210  5zAy355

\5/%
() /33393
(i) log Vuvd

Losung zu Aufgabe 3.1.

(@) (@)= —*
ONCIRES
) (M) =
)

(c

— p 1

(utv)* (p—q)

(d) 2 + 3z — 2?25 =20 4 3z — 32" = b — 32*
(e) @P*+pg) (u—v)* _ _ (p(p+q)) (u—v)*
(u?=v2)* (p?=¢®) ~ (u—v)*(u+v)* ((p+a)(p—q))
4J35 7Z8 . 1,2 528 $3 2 . _
(f) i@ﬁzlo -~ §I4z325 = 2y2zy5 -~ # = 1025275

/= Vs
0) {30375 = V3v/33F = {aaT -

(j) log Vu?v® = log(u*v®)s =

3 log(u?®) =

40

w
Ol
w
-
w

3-3

3 (log u® + log v°)

37 = V3B

3 (2logu+5logw).
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Aufgabe 3.2.
Man bestimme die Losungen der folgenden Gleichungen:
(a) V2% -/3% =36 (b) (gz)*=3—3lgx

() IlgRz—1)+1gvz—9=1
(e) Llga®+3lgyx—3lgva =
(g) LgBz +7) +1g(vVz —2) = 1

) 51083(10&1 T) _ =1

(d
2(1g2 +1g3) Ef)) gg#g — fred2 _ Sode 10-de
h

w

Losung zu Aufgabe 3.2.

(a) Es gelten die folgenden Aquivalenzen

V2R3 = 36 o (29)2-(3%) = 36
& 22.35 = (2-3)2 = 62 = 36
& logg62 = logg36 = 2
xr x
& §~10g66 =3 = 2 & =4

Probe: V2431 = 22.32 = 4.9 = 36 =L = {4}.

(b) Wir substituieren zunéchst einmal y := lg(x):

1 1 1 1 1 1

—(Ig(x))* = = — =1 & = ———y & Y+4y—-4 =0
12(8;(93)) 3 38;(93) 12y 3 3Y y° + 4y

{—2—+/8, —2+1/8} besitzt, erhalten
= —2—/8 und lg(z) = —2+4+4/8.

Da die letzte Gleichung die Lésungsmenge L, =
wir nun die zwei zu lésenden Gleichungen lg(z)
Demnach ist L = {10727V8 1072+V8}

(c) Es gelten die Aquivalenzen

1 1
§lg(2x—1)+lg\/:c—9 =1

§(lg(2x—1)+lg(x—9)) =1
lg((2z—1)-(x—9)) = 2
(20 —1)(z—9) =10 Az >9
207 — 192 — 91 =0A Az > 9
2z +7)(x—13)=0Az > 0.

S R

Demnach ist die Losungsmenge L = {13} .
(d) Es gilt nach den Potenz- und Logarithmengesetzen

gogalog,(@) _ | o
logs (51°g3 log :”)) = logs1 = 0 &
(logs(logy(z))) -logs5 = 0 <«

logs(logy(z)) = 0 <
glogs(loga(z)) — 30 — 1 o

logy(z) = 1 <« 4@ — 4yl—4 o z=4
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Zur Erlauterung der einzelnen Schritte:

Von Zeile 1 zu Zeile 2: Logarithmus zur Basis 5 bilden.

Von Zeile 2 zu Zeile 3: Logarithmengesetz log,a” = r -log, a anwenden.

Von Zeile 3 zu Zeile 4:  Anwendung von log,b=1.

Von Zeile 4 zu Zeile 5: In die Potenz zur Basis 3 heben.

Von Zeile 5 zu Zeile 6: Anwendung von b°%® = q .

In Zeile 6: In die Potenz zur Basis 4 heben und Anwendung von %% = q .

Probe:  5loss(logs(4)) — glogs(1) — 50 — 1. =L = {4}.

(e) lga® +3lgy/x—3lgyz = 2(Ig2+1g3). Es gelten die folgenden Aquivalenzen

1
legx5+3lg\/_—31g{4/5 = 2(g2+1g3) <«

4

2y
4

=L = {6}.

D 3 3
—lgr+-lgz—-lgz = 21g(2-3) <«

2 4
3 3
———1 = 21
5 4) gx g6 <&
2lgz = 2lgb < lgx = lg6 < = = 6.

5—3x 10—4x

(f) 204+ 9x4x+2
2x—2 6x2—6

z+1 3x+3

Da der Hauptnenner 622 —6 = 6(z? —1) = 6(z+1)(x — 1) ist, sind die Ausdriicke
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fiir die Menge {—1,1} nicht definiert und es gilt

43

20+x_9x2+x+2 _ 5—=3z 10—4ax
20 — 2 622 — 6 x+1 3z +3
20 + 92 +x+2  5-3z 10-4z
2r—1) 6(x—1)(z+1) r+1  3(x+1)
(20 4+ x)3(z + 1) 92 +x+2  15-9x 10-4z
20r—1)3(z+1) 6(x—1(z+1)  3x+1) 3(@x+1)
(20+2)3(x+1)— (92 +x+2)  5—b5x
6(x —1)(z+1) 3w+ 1)
3(2* + 21z +20) — (922 +24+2)  5—bz
6(x —1)(x+1) 3w+ 1)
(322 46324 60) — (92° +x+2)  5-b5x N
6(x—1)(z+1) 3z +1)
—622 + 622 + 58 S —ox
6(x—1)(x+1)  3(x+1)
—32% + 31z + 29 09—z
z—1)(x+1)  3(x+1)
322431z +29 = 5-5r)(z—1) <
322 +312+29 = 574+ 100 -5 &
21
202 +2lr +34 = 0 & x2+5x+17 = 0.
Die letzte Gleichung besitzt die Losungen
Tijp = —%:I: 21)2_ﬂ 21 + 441 21 + 16 — _2741:&
Damit ist die Lésungsmenge L = {—1f —2}.
Probe 1:
0-4% 9 (P2 5-3CE) 040y
(-F-2 6 (P T+l 3D +s
9(17)2
Y Tich 5 oM 8 6 88
—19 3072 _ ¢ -5 5 38 855 15 45
2
07 515 183 88 T2 95
342 342 45 45 342 45
19 19
—— = —— wA.
9 9
Probe 2:
20-2  9-(=2+(=2)+2  5-3(=2) 10-4(-2)
2(—2) — 2 6-(—2)2—6 S —2+1 3(-2)+3
18 36 11 18
—_——_— = - —3-2 = —11+6 & —5 =-5wA.
6 24-6 -1 -3 * v
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(g) Wir formen dquivalent um:

1
élg(?)x + 7 +1lg(Ver—2) =1 & lgBx+7)+1gx—2) = 2
& 1gBzx+7)+1g(r—2) = 2
& (Br+7)-(r—2) = 10°A2>2
Die im letzten Ausdruck vorkommende Gleichung besitzt die Nullstellen {—1?9,6}.

Damit ist die Losungsmenge L = {6}.

(h) Bei e < \/LE schen wir, dass die dquivalente Gleichung 2% = —% keine Losung in R
besitzt. Folglich ist L = 0.

Aufgabe 3.3.
Schreiben Sie folgende Terme als Summen (Differenzen) oder als Produkte (Quotienten)!

(a) logs3x
(b) logs %

T

(c) 1g Y&

4 10
(@) 1g (4552

5V z2( %)3
lg ——~=—
(e) £ uv/v

Losung zu Aufgabe 3.3.

(a) logs 3z =logs 3+ loggx =1+ logsx
(b) logs 2 = logs 5 + logs a — logs v = 1 + log; a — logy «

(c) lg%ﬁf}%2 =1llga+2lgb—1lgc

, 10
(d) 1g (ﬁé\;fE) — 101g(as + bi) —lge

Va2(§5)° _ o 1 1 1

Aufgabe 3.4.
Schreiben Sie folgende Terme mit nur einen Logarithmus!

(a) 2lgu+3lgv

(b) lg(u +v) +lg(u + v)* — %lgu— %lgv
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(c) $Inz+2
(d) lg(a® — 1) —lg(a— 1) — Ig((a + 1)?)

(e) (logy?) =+ (logyw) — 2
Losung zu Aufgabe 3.4.
(a) 2lgu+3lgv = lgu®v?

(b) lg(u+v) +lg(u+v)2 — Lgu — Llgo = 1g “’
(c) iz +2=In(zse

1 1
u2v3
3 )

(d) lg(a® —1) —lg(a—1) = lg((a + 1)%) =g ;5

() (logyz?) + (logyw) =2 =0

Wi
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4

4.1

Differenzierbarkeit

Wiederholung - Theorie Differentierbarkeit

Eine Funktion f: D — R (D C R) heifit im Punkt a € D differenzierbar, falls
der Grenzwert

PP (DR 1)

z—a;xeD\{z} a—x

existiert, d.h. der Limes des Differenzenquotienten. Der Grenzwert f’(a) heifit die
Ableitung von f im Punkt a.

Man kann die Ableitung dquivalenterweise auch durch

P (RO ()

0#£h—0 h

definieren.

Eine Funktion f: D — R (D C R) heit in D differenzierbar, falls f in jedem
x € D differenzierbar ist.

Ob die auf D C R definierte Funktion f Werte in R oder C hat, macht beim
Ableiten keinen Unterschied: Ist f: D — C und f(z) = u(z) + iv(x) eine Zerelgung
in Realteil w: D — R und Imaginérteil v: D — R, dann ist f'(z) = /() + iv'(x).

Ist dariiberhinaus die Ableitung [’ : x — f'(z) eine stetige Funktion, so nennt man
f stetig differenzierbar.

Eine Funktion f heifft k-mal (stetig) differenzierbar, wenn f’ existiert und (k —1)-
mal (stetig) differenzierbar ist.

Fiir differenzierbare Funktionen f, g gelten vielfiltige Rechenregeln, unter anderem die

Linearitdt (af + bg) = af’ + bg" (fir a,b € R), die Produktregel (fg)' = f'g+ f¢',
/ ’ /

die Quotientenregel (%) = ch;?gf (dort, wo g # 0) und die Kettenregel (go f)'(z) =

g (f(z))- f'(xz) (bei f(x) im Definitionsbereich von ¢ ).

Ist f differenzierbar in  mit f’(z) # 0 und hat f nahe z die Umkehrfunktion f~!,

dann gilt (f~1 (f(z)) = %

Man sagt, in x liegt ein lokales Maximum, wenn f(y) < f(x) fir alle y aus einer
Umgebung U von x gilt (analog: lokales Minimum).

Liegt in x ein lokales Maximum / Minimum der differenzierbaren Funktion f, dann
gilt f'(z) =0.

f" >0 ist d4quivalent dazu, daf§ f monoton wéichst, und analog ist f' < 0 aquivalent
dazu, dafl f monoton fallt.
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4 Differenzierbarkeit

e Insbesondere: Ist f differenzierbar und gilt neben f’(x) = 0 auch noch f" <0 links
von x und f’ > 0 rechts von x, so liegt in x ein lokales Minimum vor (analog fiir
Maxima). Hinreichend fiir ein lokales Minimum in z ist bei zweimal stetig differen-
zierbarem f auflerdem f”(z) >0 (anlog f”(z) <0 fiir Maxima).

Differenzierbarkeit

e Eine Funktion f:D — R (D C R) heifit im Punkt a € D differenzierbar, falls der
Limes des Differenzenquotienten existiert, d.h. der Grenzwert

Pla)= 1 1O p) = o f0TR 2@
sen\zy 4T o h

Der Grenzwert f’(a) heifit die Ableitung von f im Punkt a.

Lokale Extrema, Satz von Rolle, Mittelwertsatz

e Man sagt, in z liegt ein lokales Maximum, wenn f(y) < f(z) fiir alle y aus einer
Umgebung U von x gilt (analog: lokales Minimum).

¢ Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema: Liegt in = ein lokales Maximum /Minimum
der differenzierbaren Funktion f, dann gilt f’(z) =0. (vgl. Forster §16 Satz 1)
e Satz von Rolle: (vgl. Forster §16 Satz 2)

Sei —0o < a<b<oo und f:[a,b] = R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Die
Funktion f seiin ]a,b[ differenzierbar. Dann existiert ein & €]a,b] mit f/(§) =0.

o Folgerung (Mittelwertsatz):

Sei —o00 < a <b< oo und f:[a,b] — R eine stetige Funktion, die in ]a,b]
differenzierbar ist. Dann existiert ein £ €|a, b[, so dass W = f'(&)
e Das Monotonieverhalten wird durch die Ableitung bestimmt: (vgl. Forster §16 Satz 4)
o f'">0 ist d4quivalent dazu, dass f monoton wichst
o f'<0 &quivalent dazu, dass f monoton fillt.
e Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema: (vgl. Forster §16 Satz 5)

o Ist f :]a,b[— R zweimal differenzierbar und gilt f'(z) = 0, so besitzt f ein
lokales Minimum in x €]a, b[, falls auflerdem f”(x) > 0 (anlog f”(z) < 0 fiir
Maxima).

o Ist f:]a,b[— R differenzierbar und gilt neben f’(z) =0 auch noch f" <0 links
von z und f’ > 0 rechts von z, so liegt in z ein lokales Minimum vor (analog
fiir Maxima).

Konvexitat

e Sei D C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit konvex, falls
Va1, s € DVA € R (o <A<l = fOri+(1-Nw) < Af(x1)+(1—A)f(x2)) .

f heifit konkav, falls —f konvex.
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4 Differenzierbarkeit

e Satz: (vgl. Forster §16 Satz 6)

Sei D C R ein offenes Intervall, f: 1D — R zweimal differenzierbar. Dann gilt

f konvex <= VxeD : f"(z) >0

BERNOULLI- L’HOSPITALsche Regel

e Seien f :la,b[— R, ¢ :Ja,b]— R (—o0 < a < b < 00) zwei differenzierbare Funk-
tionen. Sei ¢'(x) # 0 fiir alle x €]a,b[, und es gelte hHll) f(x) =0= lirrlljg(x) (bzw.
z— z—

lim f(z) = oo = lim g(x) ). Existiert lim £ = X (auch als uneigentlicher Grenzwert),
r—b r—b r—b 9 (=)

so gilt
re
b g'(2) w=b g(x)

(Eine entsprechende Aussage gilt fiir © — a .)

Fixpunktsatz

e Sei D C ein abgeschlossenes Intervall und f : D — R eine differenzierbare Funktion
mit f(D) C D. Es gebe ein ¢ < 1, so dass |f'(z)| < ¢ fir alle x € D. Sei zg € D
beliebig und z,, := f(z,_1) fiir n € N. Dann konvergiert die Folge (z,)nen, gegen
die eindeutige Losung £ € D der Gleichung f(§) = £. Es gilt die Fehlerabschétzung

n

q
I—gq

’fEl — .Z'o‘ .

‘S_xn’ S ‘xn_xnfl‘ S
l—gq
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4 Differenzierbarkeit

Aufgabe 4.1.
Uberpriifen Sie mittels der Definition, ob die folgenden Funktionen auf ihrem Definitionsbe-
reich differenzierbar sind:

Losung zu Aufgabe 4.1.

(a) Es gilt
_ 2 .2 2 2
i @A)~ fl@) @R -t 2eht

h—0 h h—0 h h—0  h
also ist f differenzierbar in jedem Punkt x € R mit Ableitung f'(z) = 2z.

(b) Es gilt
x—(x+h)
) — 11 -
h—0 h—0 h—0  h
. —1 1
im = ——
h—0 (z + h)x x?

also ist ¢ differenzierbar in jedem Punkt x # 0 mit Ableitung ¢'(x) = —=; .

2

(c) Da s mit = oder —z in der Néhe jedes Punktes = # 0 {iibereinstimmt, ist s in
jedem Punkt x # 0 differenzierbar. Jedoch ist s nicht im Punkt 0 differenzierbar, da

’1111’11 |h‘h 9 nicht existiert, denn % = +1, je nachdem ob h positiv oder negativ war.
—0
Aufgabe 4.2.

Bestimme die Ableitung und den Definitionsbereich der folgenden Funktionen:

(a) a® bei gegebenem a > 0.
(b) a*sinh(z)
(c) tan(z)

)

(d) exp(tan(z)) cos®(z)
Lésung zu Aufgabe 4.2.

(a) a® = e*™@ und daher (a®) = e*™@ In(a) = In(a)a”. Der Definitionsbereich ist ganz
R.
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4 Differenzierbarkeit

(b) Zunéchst gilt sinh(z) = 1(e® —e™*) und daher sinh'(z) = 1(e” +e™*) = cosh(z) . Aus

der Produktregel folgt damit
(2 sinh(:c))/ = 2w sinh(z) + 2° cosh(z)
Der Definitionsbereich ist ganz R.

(c)

2 — sin(z) \’ _ cos(x) cos(x) — sin(z)(— sin(x))
tan' () (cos(x)) cos?(x)
1

=1+ tan®
cos?(x) + tan’(z)

und der Definitionsbereich ist R\ {n7 + 7/2|n € Z} .
(d)

(exp(tan(z)) COSZ(J}))/ = exp(tan(x)) cos?(z) — exp(tan(x))2 cos(x) sin(z) =

cos?(x)
exp(tan(z)) (1 — 2 cos(z) sin(x))

und der Definitionsbereich ist R\ {n7 + 7/2|n € Z} .

Aufgabe 4.3.

(a) Bestimme die Ableitung von In(z) und arctan(z) mittels des Satzes iiber die Ablei-
tung der Umkehrfunktion.

(b) Verallgemeinerung des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion: Berechne die
Ableitung der Losung ¢(z) der Gleichung f(¢) = g(x).

(c) Nutze dies, um die Ableitung von z'/* und der reellen Losung ¢ von ¢* = sinh(x)
zu bestimmen.

Losung zu Aufgabe 4.3.

(a) In(x) ist die Umkehrfunktion zu e* und es gilt (e*) = e*, also

11
1 4 = = —
vy = e

arctan(z) ist die Umkehrfunktion zu tan(z) und es gilt (tan(x)) = 1+ tan?(z), also

1 1
1+ tan®(arctan(y)) 1+ y?

arctan’(y)
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(b)

(c)

4 Differenzierbarkeit

Ableiten der Gleichung f(¢(z)) = g(x) auf beiden Seiten liefert f'(¢(z))¢'(z) = ¢'(x)

und daher ¢'(z) = %.

Bei g(x) =z ergibt sich genau die Ableitung der Umkehrfunktion ¢ von f .

#(x) = x'/* ist die nichtnegative Losung der Gleichung ¢ = z, also ergibt sich mit
f(¢) = ¢* und g(x) = x aus der vorigen Aufgabe

1 o(x) 1

¢'(x) = k1 (z) = kok () T kr  kx(-D/k

Achtung: Die Funktion ¢(z) ist nur differenzierbar auf R*, nicht aber in 0.

Aus 3¢(z)¢/(z) = cosh(x) erhalt man ¢(z) = <=5 = L coth(z)¢().

Aufgabe 4.4.

()

(b)

(c)

Zeige, dafl eine differenzierbare positive Funktion f:R — R* genau dann ein lokales
Maximum/Minimum in z besitzt, wenn Inof ein lokales Maximum/Minimum in z
besitzt.

12* T— . . . .
Berechne die lokalen Extrema von f(z) := ¢ xi " einerseits direkt und andererseits

durch logarithmisches Ableiten.

Bestimme zu gegebenen ay,...,a, die Zahl x, fiir die die Summe der Quadrate der
Abweichungen a; — x,...,a, — r minimal ist.

Losung zu Aufgabe 4.4.

(a)

Wegen f(z) >0 gilt f'(z) =0 genau dann, wenn L(f)(z) := (lnof)'(z) = J;C/((j)) =0
gilt. Aulerdem hat Inof wegen des strengen monotonen Wachsens von In dasselbe
Monotonieverhalten wie f, so dass lokale Maxima/Minima fon f auch lokale Maxi-

ma/Minima von Inof sind.

Auch das hinreichende Kriterium gilt genau dann fiir f, wenn es fiir Inof gilt: Ist

/ ! ! 11 1 gl 11
];((f)) = 0, so hat <f7> =i ;sz in x den Wert ff(ff)) , der wegen f > 0 dasselbe

Vorzeichen wie f”(z) hat.

Direkt ergibt sich f'(z) = 6352_2“’_1%, und daher verschwindet f’ in den
Punkten mit 22?> — 2z —4 = 0, d.h. in 2 = —1 und 2 = 2. Die zweite Ableitung
zu berechnen ist noch langwieriger, sie ergibt aber, dass beide Punkte lokale Minima
sind.

Logarithmisches Ableiten ist da wesentlich einfacher: Die Funktion ist offensichtlich
in allen Punkten x # 0 definiert und positiv. Logarithmisches Ableiten liefert wegen
g(z) == In(f(z)) = —4ln(z) + 2> — 22 — 1 und ¢'(z) = —4/z +22x —2 =0, d.h.
2?2 — 1 — 2 =0, als Kandidaten fiir Extrema die Punkte z = —1 und z = 2. Wegen
g"(z) = 4/2* + 2 > 0 sind beides lokale Minima.
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4 Differenzierbarkeit

(c) Die Funktion f(z):= (x—a1)*+ -+ (z—a,)? hat die Ableitung f'(z) = 2(z —a;) +
-+ +2(z —ay,) . Diese wird Null genau bei nx = ay+---+a, bzw. r = 9=t
beim arithmetischen Mittel. Tatséchlich ist dieses eine Minimalstelle, denn f”(z) = 2n
ist positiv.

Aufgabe 4.5.

(a) Berechnen Sie die Ableitung von y = f(z) = 2% mit Hilfe des Differentialquotienten.

(b) Die an den Graphen der Funktion f(z) =1 (x # 0) im Punkt P(zo,y) gelegte Tan-
gente bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt
des Dreiecks unabhéngig von der Wahl des Punktes P ist.

(c) Vom Punkt P(zg,yo) eines Graphen der Funktion f(z) = e* wird das Lot auf die
Abszissenachse gefillt; der Fufipunkt sei L. Die Tangente an den Graphen von f im
Punkt P schneide die Abszissenachse in T'. Zeigen Sie, dass TL = 1 fiir jeden Punkt
P gilt.

Aufgabe 4.6.

Es seien I und J Intevalle, f : I — J konvex und g : J — R monoton wachsend
und konvex. Zeigen Sie, dass auch die Funktion go f: I — R konvex ist.

Losung zu Aufgabe 4.6.

Wir haben zu zeigen, dass fiir alle 1,25 € I und alle X €]0, 1[ die Ungleichung
go f(Azy 4 (1= A)x2) < Ago f(x1) + (1 = A)go f(z2)
gilt. Es seien nun z1, 25 € I beliebig und A €]0, 1] beliebig. Es folgt nun nacheinander

aus der Konvexitdt von f, der Monotonie von g und der Konvexitdat von ¢

f konvex
g monoton

< Af(z)+(1-N) f(z2)
wachsend

9o fO+ (1= N) = o T+ (L-0m) ) "™ g(Am) + (1= 0f(e)

< Ag(f(z1) + (1= Ng(f(x2))
= Ago f(z)+ (1 —=AN)go f(z2) .

Aufgabe 4.7.
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4 Differenzierbarkeit

(a) Berechnen Sie nach geeigneter Umformung mit der Regel von L’Hospital (Bernoulli-
L’Hospital)

1 1 x
limzIn(z), limz® lim | — —— |, lim(7—2z)tan(z), lim (1 + E) fiir a € R.
2\0 N0 =0 \sin(z) z—T T—00 T

(b) Ist die durch f(z) := Smmﬁ fir  # 0 und f(0) := 1 definierte Funktion f differen-
zierbar im Nullpunkt?

Losung zu Aufgabe 4.7.

(a) Wegen lig(l)% = oo und li{%(—ln(x)) = oo folgt nach Anwendung der Regel von
L’Hospital
—1 egel von L’Hospita 1
limzIn(z) = —lim ?<x> fegel von Lospital = _ i)y T = —limz = 0 .
2\ 0 \0 P z\0 —2 \0

Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt nun sofort

}:I{,%x = ll{r(l)exp(ln(x )) = exp (glggn()(xln(x))) = exp(0) =1 .

Durch zweimalige Anwendung der Regel von L’Hospital ergibt sich

lim (L_l) g Tosin@) 1 cos(a)

=0 \ sin(x) x z—0 1z sin(z) 20 sin(z) 4 x cos(z)
BT T
2—=0 cos(z) + cos(z) — zsin(z) 2
wegen limsin(z) = 0 und lim (2cos(z) — xsin(z)) = 2.
z—0 z—0

Wiederum durch Anwenden der Regel von L’Hospital ergibt sich

-2 -2 —2
lim (7 — 2x) tan(z) = lim T2 lim — = — =2 .
=7 T COt(ZIf) T3 ~ Gin(2))? -1

Es gilt zunéchst (1—{—§)x — (1+2)" = oin(1+2) -Wegen  lim 2 = 0 wund

T—00

T—00

lim ln(1+g) = limIn(1+¢-a) = In(1+0-a) = In(1) = 0
x t—0

ist die Regel von L’Hospital anwendbar, so dass aufgrund von

. . L a1
lim z1In <1 n %) —  lim In (1 + ;) Regel von:L Hospital lim 1+2 ( xQ) —q
T—00 —

T—r00 T—r00

8] =

Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt lim (1 + %)x =e".

T—00
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4 Differenzierbarkeit

(b) Da mit der Regel von L’Hospital

o sin(h) 1 . _ _ e
i L0 ZSO o T Ty s Zh oy cos() 21 —sin(0)
h—0 h h—0 h h—0 h2 b0 oh 5

folgt, ist f differenzierbar im Nullpunkt mit Ableitung 0.

Aufgabe 4.8.

Beweisen Sie den Fixpunktsatz.

Losung zu Aufgabe 4.8.

e Konvergenz: Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir |f(z) — f(y)| < ¢lx —y| fiir alle
x,y € D. Daraus folgt nun insbesondere

|Tni1 — zn| < |f(2n) = f(@a1)] < qlzn — 20|

und durch Induktion iiber n somit  |z,41 — 2, < ¢"|r1 — x| furallen € N

Da  wp41 = 2o + Y, (xgr1 — ) und die Rethe > (zp41 — xx)  nach dem
k=0 k=0

Majorantenkriterium konvergiert, existiert ¢ := lim =z,
n—oo

Aus der Abgeschlossenheit von D folgt, dass auch £ € D und & = f(&) erfiillt.

¢ Eindeutigkeit:
Sei v € D eine weitere Losung von v = f(v),so gilt [€—v| = |[f(&) — f(v)| <
qlé —v| . Wegen ¢ <1 folgt somit [£ — v, also & =v.

e Fehlerabschitzung;:

Aus  |Zpipet — Tosk| < @Flop —x,| fiiralle k,n e Nund -2, = . (Toyrs1—
Tnek) folgt sofort k=0

S k 1 q 4"
E—m,| < ;q |Zpi1—x,] < 1_q|xn+1—xn\ < 1_q|xn—xn,1| < 1_q|$1_x0| _

Aufgabe 4.9.

Fiithren Sie fiir die folgenden Funktionen und Startwerte drei Schritte des Newton-
Verfahrens zur Bestimmung einer Nullstelle durch, und priifen Sie jeweils, ob das
Newton-Verfahren wirklich gegen eine Nullstelle konvergiert:

(a) 422 —1 fiir xy = 1 sowie 2o =0 (b) 2® —ax— 1 fiir 29 =0 sowie zo =1
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4 Differenzierbarkeit

Losung zu Aufgabe 4.9.

(a)

Fir f(zr) =42% -1, dh. f/(z) =8z und f”(z) =8, lautet das Newton-Verfahren

42 —1

8x,,

Tpt1 = Tn — )
also sind die ersten Werte zq =1, z7 =5/8, 2o = 0.5125, 23 = 0.509256836 bzw. bei
xo = 0 bricht das Verfahren ab. Im Fall xy = 1 hat f’ z.B. auf [1/4, 1] keine Nullstelle
und es gilt f” >0, f(1/4) = —=3/4, f(1) = 3, so dass das Newton-Verfahren monoton
von oben gegen die eindeutige Nullstelle 1/2 von f in [1/4,1] konvergiert. Im Fall
g =0 gilt f’(0) =0 und somit funktioniert das Newton-Verfahren nicht.

Fir f(z) =2° -2z -+, dh f'(z) =52*—1 und f"(z) = 202*, lautet das Newton-
Verfahren . )

Ly — Tp — 5

Srd —1 7

also sind die ersten Werte zqg =0, 1 = —0.2, 9 = —0.200770719, z3 = —0.200794114
bow. =1, 21 = 1.05, x5 = 1.044823949 , x5 = 1.044761709 . Tm Fall 2o = 0 hat f'
z.B. auf [—1/2,0] keine Nullstelle, da f" auf diesem Intervall wegen f”(z) = 2023 <0
monoton féllt und auerdem im linken Rand f’(—1/2) = —11/16 < 0 gilt. Desweiteren
ist f(—1/2) =—-1/32+1/2—1/5> 0, f(0) = —1/5 < 0, so dass das Newton-Verfahren
monoton von oben gegen die eindeutige Nullstelle von f in [—1/2,0] konvergiert. Im
zweiten Fall xy = 1 hat f’ z.B. auf [1,2] keine Nullstelle, da f’ auf diesem Inter-
vall wegen f”(x) > 0 monoton wichst und im linken Rand f’(1) = 4 > 0 gilt. Da
auBerdem f(1) = —1/5 <0 und f(2) =32—2—1/5 > 0 gilt, konvergiert das Newton-
Verfahren monoton von oben gegen die eindeutige Nullstelle ¢ von f in [1,2], falls
man zo € [£,2] wihlt. Wir haben aber leider zy = 1 ¢ [£,2] falsch gewahlt, jedoch
Gliick gehabt, dass wir beim ersten Iterationsschritt wegen f(1.05) =0.026---> 0 in
ein Gebiet rechts der Nullstelle springen.

Tn41 = Tp —

Aufgabe 4.10.

()
(b)

(c)

Berechnen Sie die Ableitung von y = f(x) = x? mit Hilfe des Differentialquotienten.

Die an den Graphen der Funktion f(z) =21 (z #0) im Punkt P(zo,y0) gelegte Tan-
gente bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt
des Dreiecks unabhéngig von der Wahl des Punktes P ist.

Vom Punkt P(zg,yo) eines Graphen der Funktion f(z) = e* wird das Lot auf die
Abszissenachse gefillt; der Fufipunkt sei L. Die Tangente an den Graphen von f im
Punkt P schneide die Abszissenachse in T'. Zeigen Sie, dass T'L =1 fiir jeden Punkt
P gilt.

Losung zu Aufgabe 4.10.

95



4 Differenzierbarkeit

(a) Es gilt
i &R = fl@)
h—0 h h—0

(x + h)? — 2*

=lim2x +h =2z
h—0

(b) Der Anstieg der Tangente im Punkt x ist durch die Auswertung der 1. Ableitung der
Funktion f(z) = % an der Stelle x = zy gegeben. Da die erste Ableitung offenbar
durch f'(x) = —m% gegeben ist, erhalten wir als Anstieg m = —m% . Jetzt miissen wir

0

noch den Rest der Tagentengleichung t(x) = max +n bestimmen, also n. Wir kennen
jedoch den Funktionswert der Tangente an der Stelle x = xq. Das heifit wir erhalten
1 1

die Gleichung —— +n = 2o+ Woraus wir n = x% erhalten.
0

Der Schnittpunkt der Tangente mit der Ordinate ist durch ¢(0) = x% gegeben. Der
mit der Abzisse durch 2xg. Demzufolge lautet der Flicheninhalt des Dreiecks A =
5—0 -xo = 2, ist also unabhéngig von der Wahl des Punktes P .

(c) Wir suchen wieder die Tangentengleichung im Punkt z = zy. Der Anstieg m ist
offenbar durch m = €™ gegeben. Um n zu erhalten 16sen wir die Gleichung s™xq+n =
e und erhalten n = €™ (1 — xy) . Somit lautet die Tangentengleichung

t(x) = ez + ™ (1 — o).

Um den Schnittpunkt mit der Abzisse zu bekommen setzen wir die Gleichung gleich
Null und erhalten als Schnittpunkt z = zy — 1. Somit hat L die Koordinaten L =
(20;0) und T die Koordinaten T = (zy — 1;0), woraus unmittelbar die Behauptung
folgt.

Aufgabe 4.11.
Gegeben sei die Funktion

Fioes r?sin(1/x) falls « # 0
' 0 falls z = 0

a)  Zeichnen Sie die Funktion mit Hilfe von MAPLE.

b)  Zeigen Sie, dass f(z) iiberall stetig ist.

c)  Berechnen Sie f’(z) mit Hilfe des Differentialquotienten und zeigen Sie, dass f(x)
iiberall differenzierbar ist. Wie gro8 ist f(0) ?

d) Zeichnen Sie f’(z) mit Hilfe von MAPLE.

e) Zeigen Sie, dass f(z) nicht stetig differenzierbar ist, weil f’(z) bei x = 0 nicht stetig
ist.

) Uberpriifen Sie alle Thre Rechnungen mit Hilfe von MAPLE.

—

—

Lésung zu Aufgabe 4.11.

(a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f schon einmal in allen Punkten = # 0 stetig.
Weiterhin ist sie auch in x = 0 stetig, denn sei z,, eine beliebige Nullfolge, dann gilt

< lim |22| = 0.
n—o0

lim
n—oo

1
2 o
x: Sln(xn)
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(b) Unter Zuhilfenahme von L’hopital berechnen wir den Differentialquotienten fiir « # 0

fle+h) - f(x) )

8|

(z + h)?sin(—;) — 2” sin(+

i h = h
_ - 2?(sin(—15) — sin(2)) + 2zhsin( ) + h?sin(15)
h—0 h
22 (sin(=) — sin(L 1
= lim (5in(z) &) + 2z sin(—)
h—0 h x
2
L' Hopital —X 1 1
IF 9 -
22 + 2hx + h? COS(:E + h> * xsm(w)

1 1
= - —) + 2z sin(—
cos(—) + 2z sin(—)

Fiir x = 0 erhalten wir als Differentialquotienten und somit als Anstieg in = =0

_ 1
o FOER) - FO) L Bsingd) -
h—0 h h—0 h
. .1
= }llli%hsm(ﬁ)—()

(c) Offensichtlich ist die erste Ableitung insgesamt durch

;o J—cos(2) 4 2xsin(E), x#£0
ro-{, T

gegeben. Dies ist jedoch keine stetige Funktion, denn der Grenzwert
g — cos() + 2esin () = lim — cos(-)
lim — cos xsin ) = lim —cos(—

existiert nicht.
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4.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 4.1.
Uberpriifen Sie mittels der Definition, ob die folgenden Funktionen auf ihren Definitionsbe-
reich differenzierbar sind.

(a) filz) =2®  (b) falz) =
(c) fs(x) =vz (d) falz) = sinl(x)

Lésung zu Aufgabe 4.1.

()

. (z+h)pP—2a? 32%h + 3zh? + h?
lim ——— = lim =

2
h—0 h h—0 h St

. 1 1 1 . 1 (2% —2%2—2xh —h?
m—-—|——-——] = lim-—
h—0h \ (z+ h)?2 22 h—0 h \ %+ 2ha? + h2z2

L —2x—h
0 x4 + 2hx3 + h2z?
B 2

T3

I Vr+h—/x , 1 1
im ————~ = lim -
h—0 h =0T+ h+\x 2T

(d) Es gilt
limfg(x+h>_f3(m)—liml( L - )—
h—0 h ~ hs0h \sin(z +h) sinz)
sin(z) — sin(x) cos(h) —sin(h) cos(z) — cos(z)

ilzig(ll hsin(z) (sin(x) cos(h) + cos(x)sin(h)) sin®(x)

denn limj o 2% = 1, da sin im Punkt 0 die Ableitung cos(0) = 1 besitzt, und

limy, o W= = 0, da Cosinus im Punkt 0 die Ableitung —sin(0) = 0 besitzt.

cos(z)
sin?(x)

Also ist 7 in jedem Punkt x € R\ 7nZ differenzierbar mit Ableitung f}(z) = —

Aufgabe 4.2.
Bestimmen Sie mittels Rechenregeln zum Differenzieren jeweils die erste Ableitung der fol-

genden Funktionen

() fi(2) = In(vT+2?) (b) fa(@) =exp (2 1/1+1) (0 fole) = (@® + 2Va T 1

(d) fi(z) = sin(cos(z)) - (22 + 4z + 1) (e) f5(z) = %
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Losung zu Aufgabe 4.2.

(a)

i 0 (V777 =

= - 2x
x V1i+22 2V1+ 22

d 1 1 1 x (—1)
— |exp|lx-\/14+— =exp|lx-\/14+—-]- 1+ -+ )
dx x x T o9 iyl @

% ((:1:2 - 2)(\/x—+1)) =20Vr + 1+ (22 +2) - 2—;_+1

(b)

dix (sin(cos(z))(2z* 4 4z + 1)) = cos(cos(x))-(— sin(z))-(z*+4a-+1)+sin(cos(z))-(2z+4)
(e)
d (V1+2®+In(z)
dx \ exp(4x + sin(x))
(32 + 1) exp(de + sin(x)) + (VI T % + In(x)) exp(de + sin(x))(4 + cos(x))
B exp(8x + 2sin(x))
Aufgabe 4.3.

(i) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die folgenden Funktionen monoton fallend, bzw.
monoton wachsend sind! (i) Bestimmen Sie mit Hilfe von (i) die lokalen Extrema der Funk-
tionen! (iii) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die folgenden Fzunktionen konkav, bzw.
konvex sind! (iv) Bestimmen Sie die Wendestellen der Funktionen! (v) Zeichnen Sie die
Funktionen!

(a) fi(z) =2% + La? + 1824+ 1 (b) fo(z) =sin(z) - cos(z) (¢) fs(z) = e**(2® — 2z — 55)
Losung zu Aufgabe 4.3.

(a) Die ersten beiden Ableitungen lauten

fl(r) = 32*+ 152+ 18
f"(z) = 6x+15
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(i) Zur Untersucheung der Monotonie setzen wir die 1. Ableitung = 0 und erhalten

0 = 3224152+ 18
0 = 22452+6

5 [25 24 5 1
S AP Y B A
1.2 5~ \V71 1 272

und somit als kritische Punkte —3 und —2. Da f’(z) stetig ist, konnen wir uns

bei der weiteren Untersuchung der Monotonie auf die drei Intervalle (—oo, —3), (=3, —2)
und (—2,00) beschrinken. Aufgrund der Stetigkeit kénnen wir den ZWS anwen-

den und uns jeweils auf beliebige Vertreter der Intervalle beschrianken.

f'(=1000) > 0= fist monoton wachsend in (—oo, —3)
f’(—g) < 0= fist monoton fallen in (—3, —2)

f(1000) > 0= fist monoton wachsend in (—2,00)

(ii) Aufgrund des Ubergangs der Monotoniearten kénnen wir nun schliefen, dass bei
xr = —3 eine lokale Maximalstelle und bei x = —2 eine lokale Minimalstelle
vorliegt. Dabei handelt es sich auch nicht um globale Extremstellen, da

lim f(x) = o0, lim f(z) = —o0.

T—00 T—r—00

(iii) Zur Untersuchung der Konvexitét setzen wir die 2. Ableitung = 0 und erhalten
5
0=6£E+15:>$:—§.

Da f”(x) stetig ist, konnen wir uns bei der weiteren Untersuchung der Konvexitét

auf die beiden Intervalle (—oo, —2) und (—2,00) beschrinken. Aufgrund der

Stetigkeit konnen wir den ZWS anwenden und uns auf jeweilige Vertreter der
Intervalle beschréanken.

5
f"(=1000) < 0= fist konkav in (—o0, —5)

f"(1000) > 0= fist konvex in (—g,oo)

(iv) Aufgrund des Wechsels bei der Konvexitit liegt bei —2 eine Wendestelle vor.

(b) Die ersten beiden Ableitungen lauten

f'(x) = cos*(x) —sin®(z) = 2cos?(x) — 1

f"(x) = 4cos(z) - (—sin(z))
(i) Zur Untersucheung der Monotonie setzen wir die 1. Ableitung = 0 und erhalten

0 = 2cos*(z) —1
1

2 — -
cos”(z) = 5
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4 Differenzierbarkeit

und somit als kritische Punkte {WU{ € Z} .Da f'(z) stetig und 27 -periodisch

ist, konnen wir uns bei der weiteren Untersuchung der Monotonie auf die vier In-
tervalle (=X, %), (%,28), (35,20) und (%, ) beschrinken. Aufgrund der Ste-
tigkeit konnen wir den ZWS anwenden und uns jeweils auf beliebige Vertreter

der Intervalle beschranken.

8k —1)m 8k + 1)m

f'(0) > 0= fist monoton wachsend in ( 1 , 1 ), kEZ
f'(g) < 0= fist monoton fallend in ((Sk Z 1)7T, (8k Z 3)7r)’ keZ
f'(mr) > 0= fist monoton wachsend in ((8k Z B)W, (8K Z 5)7T), keZ
f’(%r) < 0= fist monoton fallend in ((8k Z 5)7T, (8K jl— 7)7T), kLeZ

(ii) Aufgrund des Ubergangs der Monotoniearten kénnen wir nun schlieBen, dass bei

@U{: € Z} jeweils eine lokale Maximalstelle und bei {@]k € Z} je-

weils eine lokale Minimalstelle vorliegt. Dabei ist jede lokale Extremstelle zugleich
auch globale Extremstelle, da f 2w -periodisch ist.

(iii) Zur Untersuchung der Konvexitit setzen wir die 2.Ableitung = 0 und erhalten
. km
0 =4cos(z) - (—sin(z)) =z € 7|k€Z :

Da f"(x) stetig und 2w -periodisch ist, kénnen wir uns bei der weiteren Untersu-
chung der Konvexitét auf die vier Intervalle (0,%), (3,7), (7, 2) und (%, 2n)
beschrinken. Aufgrund der Stetigkeit konnen wir den ZWS anwenden und uns

auf jeweilige Vertreter der Intervalle beschrianken.

f”(%) < 0= fist konkav in (4Z7T, (4k jl_ 1)7T)7k cZ
f”(?%) > 0= fist konvex in ((4k—£1)ﬂ, (4k—£2)ﬂ>7k Y/
f”(%) < 0= fist konkav in ((4k Z 2)7, (4k Z 3>7T), keZ
f”(%) > 0= fist konvex in ((4k1—3)7r, (4]{;’;4)”)7]{? S/

(iv) Aufgrund des Wechsels bei der Konvexitét liegen bei © € {%|k € Z} jeweils
Wendestellen vor.

(c) Es ergeben sich fiir die erste und zweite Ableitung der Funktion
fl(z) = 2e*(x —8)(x+7) , f"(z) = 2e**(20* — 113) .
(i) Esist 2¢* > 0 fiir alle € R und als nach oben gedffnete Parabel ist

<0 firze[-7,38

(z =8)(z+7) { >0 fiirzeR\[-7,8]
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Demnach ist f monoton fallend in [—7,8] (denn dort ist die Ableitung nicht-
positiv) und monoton wachsend in | — 0o, —7] bzw. in [8,00] (denn dort ist die
Ableitung nichtnegativ).

(i) Wiederum ist 4e?* > 0 fiir alle € R und als nach oben getffnete Parabel ist

. _jus Jus
, 113 <0 fur:z:G[ 5 2}

I B fiir 2 € R\ [—/12, /182 | |

Demnach ist f konkav in [—, / %, \/ % } (denn dort ist die zweite Ableitung

nichtpositiv) und konvex in ]—oo, — % ] bzw. in } 1;—3, oo[ (denn dort ist
die zweite Ableitung nichtnegativ).
(iii) Aus dem Monotonieverhalten der Funktion folgt:
e Bei x = —7 besitzt f ein lokales Maximum mit Wert f(—7) = 8¢~
e Bei z =8 besitzt f ein lokales Minimum mit Wert f(8) = —7e!'6

e Weitere lokale Extremstellen besitzt die Funktion nicht, da alle Punkte des
Definitionsintervalls innere Punkte sind und f’(z) = 0 genau dann, wenn
re{-7,8} .

Da lim f(z) = oo und lim f(z) = 0 > —7e'%= f(8) , folgt:
e Die Funktion f besitzt in 8 ein globales Minimum mit Wert f(8) = —
7616
e Die Funktion f besitzt keine weiteren globalen Extremstellen.

Aus dem ,, Wslbungsverhalten“der Funktion folgt:
e Bei —@/12& und % besitzt f Wendepunkte.

e Die Funktion besitzt keine weiteren Wendepunkte, da alle Punkte des De-
finitionsintervalls innere Punkte sind und f”(z) = 0 genau dann, wenn

Aufgabe 4.4.

Berechnen Sie fiir @ > 0 und = > 0 die folgenden Ableitungen:
() zra® (b) gz (c) Fa”

dx dz

(@) o (o) L2 (1) L)
Losung zu Aufgabe 4.4.

(a)
%aw = % exp(In(a®)) = % exp(zln(a)) = In(a) exp(zIn(a)) = In(a)a®
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L (@) = % (exp (In(z")))
_ d;’;@xp(xaln(:c)))
= 2 (oxp (exp (In(a) In(x)
L (exp (exp (aln(a)) In(x))
= exp (exp (aln(z)) In(z)) (exp(aln(w)) - g HIn(z) +

— (xa 2 () + m_)
X Xz

exp(a ln(x)))

— (x(“z)) = % (eXp (ln(x(az))))

d

= = (exp (" Ine))

= % (exp (exp (In(a”)) In(z)))
% (exp (exp (z1n(a)) In(x)))

= exp(exp (zln(a))In(z)) - (exp(a: In(a)) - In(a) - In(x) + exp(z ln(a))>

X

T

= @), <az In(a) - In(x) + f)

()
d

%x’” = dia: exp(In(z®)) = % exp(zIn(x)) = (In(z) + 1) exp(z In(z)) = (In(z) + 1)z”

4 (o) % (exp (In(z"))))
— % (exp (2" In(x)))
— d (exp (exp (In(z")) In(z)))

dx
= (exp (exp (¢ 1n(a) In(x)))
= exp (exp (zIn(z))In(z)) - (exp(:c In(z)) - (In(z) + 1) - In(z) + M
= 207, (xac -(In(x) + 1) - In(z) + ?)

(f) Das selbe wie bei (e), da (") = (2%)”.
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4.3 Aufgabenserie mit Lésungen

Aufgabe 4.1.
Zeichnen Sie die Funktionen und bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

In(1 Inz—1 lgx —1
)limM b) lim ne ¢) lim &%
z—0 T e I — € z—10 x — 10
d) lim &= < ) li ! L £) li ! ¢
im — e) lim — im —cotx
z—0 x 2 \x—2 224+2x—-06 z—0 \ sinx
x 1 1 1
lim ——— h) lim — t(x) — — i) li 1=
g):clg(l)x—i-sinx >aclgil)x (CO (z) x) 1)$1_>n%x
~, Inlnz . 2 . ina
j) lim k) lim 5 — arctanx 1) lim (cotx)
T—=oo T z——0 x 40
m) lim '™ % n) lim 11 o) lim (2% — 1)Sm$
z—1—0 z—0 \ et — 1 x—+0
Losung zu Aufgabe 4.1.
() 1
In(1 E
T Ul ) B ==
z—0 €x z—0 1
(v) 1
| -1 - 1
li n(z) =lim £ = -
e T — e z—e 1 e
© 1
lg(r) —1 _ . =~ =h(0) 1
———— = lim =
e=10 x—10  a—i0 1 101n(10)
(d) ) .
lim — = lim ac be =a—0>
z—0 €T z—0 1
(e)
. 1 5 . 22 —dr +4 . 2r — 4 . 2 1
lim - = lim =lim ——— = lim ==
2 \x—2 224+2x2-6 23 — 22 —8r +16 22322 —-22—-8 26x—2 5

x—0

(f) ( 1 cos(x)) . 1—cos(z) ’ sin(z)

I — lim —— ) _
0 sin(x)  sin(x) o0 sin(x) 20 cos(z)
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. T . 1 1
lm—=lim——— ==
=0 x + sm(x) z—0 1 + COS(:E) 2

x—0

i (220 1) o)t

cos(x) — zsin(x) — cos(x)

— 1
Ph0 27 sin(x) + 2 cos(x)

. —sin(z) — z cos(z)
lim — -
2—0 2sin(z) + 2z cos(z) + 2x cos(x) — x2 sin(z)
— cos(z) — cos(x) + x sin(x)

20 2 cos(z) + 4 cos(x) — 4x sin(x) — 2x sin(x) — 22 cos(x)
1

3

1
li -1 =
lim z exp (1

wobel die letzte Gleichheit aus

1 2
1 1 —
lim In(z) = lim —— = lim (1-=) =1
=11 —zx z—1 (=mp x—1 T
folgt.
() - X
lim n(ln(z)) _ im —=0
T—00 €T T—00 ln(x) T
(k)
2 t L 1 —z3 —1
lim rr arctan(z) = lim arctan(z) = lim Lo — = lim v -
7—0 x2 2—0 L a0 =1 2ex?—(14a®)2x 5501 4 g2 ] (ta2)2
1:52 2(1+z?>% zt

i (55) e (e (55) -

wobel die letzte Gleicheit aus

() tan) gk 1

lim % = lim T C) lim tan(z) - =0

=0 : a—0  —cos(x) =0 cos(z)
sin(z) sin?(z)

folgt.
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(m)

lim xtan(%)
r—1

= lim exp (tan <E> ln(x)) =1,
r—1 2
wobel die letzte Gleichheit aus

B _1n2(x)x _
- cos?(n) 0
(n)

x 1
el e ]
z=0% — 1 4+ xe® 20 2e%T — xe® 2
lim (2% —

x—0

1)sin@@) — liH(l) exp (sin(z) In(2* — 1)) =1,
T—
wobel die letzte Gleichheit aus

i — In(2* — 1
lin% sml(x) _ lirr(l) f;(l)ns(gi)z _ lin% cos(z) In( )
T— @ =1 z— ) —

folgt.

Aufgabe 4.2.

(a) Man beweise die Ungleichung LR In(l+z) <z fur z>0.
an.

Hinweis: Man wende den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf f(z) = In(1+ x)

(b) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass
fP@) = (D) (k= DL +2)"
die k— te Ableitung der Funktion f(z)=1In(1+ z) ist.

Losung zu Aufgabe 4.2.

(a) Sei @ =0 und b= z. Offenbar ist f(x) = In(1+4xz) stetig in [a;b] und differenzierbar
in (a,b). Daher existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ € (a,b) = (0, ) mit

() = f(a) _ In(1+a)

1
b—a x 14 €
Weil € € (0,z) folgt daraus, dass
x x

In(1 =

n(l+ ) 1+§>1—|—x’
sowie .

In(1 =

n(l+z) 1+§<x
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(b) 1A: k=
dn(x + 1) 1

— = (1 -1
dx 1+ (1+2) v

IS: k—k+1

IV: Bs gelte f®(z) = (=11 (k — D)1+ 2)7 fiirein k> 1.
IB: zu zeigen: f*+9)(z) = (=1)*(k)!/(1 + z)~F!

Beweis der IB:

) = T - ORI (- i )
= (D) k—-1)!(=k)- (1 )k
= (—D"E)IA+a)
(c)
Aufgabe 4.3.

Bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen jeweils mittels des Satzes iiber die Ablei-
tung der Umkehrfunktion:

(a) fi(z) = arcsin(z) (b) fo(x) = arccos(z) (c) f3(x) = arccot(x)
Losung zu Aufgabe 4.3.

(a) Offensichtlich ist f;'(z) = sin(z) und - sin(z) = cos(z) . Somit gilt

, B 1 B 1
filz) = cos (arcsin(z)) /1 — 22

Wobei die letzte Gleichheit aus der Tatsache folgt, dass fiir y = arcsin(x) gilt dass

cos(y) = /1 — sin?(y).

(b) Offensichtlich ist f;'(z) = cos(z) und - cos(z) = —sin(z). Somit gilt

, B —1 -1
faw) = sin (arccos(z)) /1 — 22

Wobei die letzte Gleichheit aus der Tatsache folgt, dass fiir y = arccos(z) gilt dass
sin(y) = /1 — cos?(y).

(¢) Offensichtlich ist f;'(z) = cot(z) und &< — Sm}%x) = —1 — cot?(z) . Somit gilt

dz sin(z)

-1 1

fa(#) = 1+ cot(arccot(z)) 1+ a2
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4.4 Ubungsaufgaben mit Losungen

Aufgabe 4.1.

Auf einer Wiese soll ein Weideplatz rechteckig umzaumt werden. Dafiir stehen 595 Meter
Zaun zur Verfiigung. Desweiteren soll noch eine Offnung von 5 Meter Durchmesser fiir
ein Tor gelassen werden. Wie grofl miissen die einzelnen Seiten der Rechteckfliche gewahlt
werden, damit die Weidefliche maximiert wird?

Losung zu Aufgabe 4.1.
Der Umfang ist gegeben durch

U(a,b) = 2a+ 2b— 5 = 595,

und der Flacheninhalt durch
A(a,b) =a-b.

stellen wir den Umfang nach a um, so erhalten wir
a = 300 — b.
Dies setzen wir in die Funktion fiir den Flécheninhalt ein und es folgt
A(a,b) = A(b) = 300b — b°.

Dies leiten wir ab und erhalten
A’(b) = 300 — 2b.

Im Maximaum muss gelten, dass A’(b) =0, also b = 150. Wegen
A"(b)=-2<0

handelt es sich wirklich um ein Maximum. Die Seitenfliche a betrédgt ebenfalls 150 Meter.

Aufgabe 4.2.
Welcher Punkt auf dem Graphen der Funktion f(z) = z2+1 hat zu (1;1) den minimalsten
Abstand? Wie grof ist dieser?

Losung zu Aufgabe 4.2.
Fiir das Quadrat der Distanfunktion gilt

dist*(z) = (x — 1)+ (22 +1 = 1)2 = 2% — 20 + 1 + 2.

Um das Minimum zu finden bilden wir die 1.Ableitung und erhalten

2 2
(dist?) (x) = 20 — 2 + 32> = 3 <x2 +3% = §) .
Dies setzen wir = 0 und erhalten mittels quadratischer Losungsformel

1 1 1
.1712:——:|: ﬁ:——iz
' 3 9 3 3
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V-1
3

Logischerweise entfillt die negative Losung und es beibt x = als Losung {ibrig. Dies

ist wirklich ein Minimum, denn es gilt

(dist®)"(z) = 6z + 2, (dist*)" (ﬁ?)_ 1) >0

Der minimale Abstand entspricht demnach

[ VT-1
dzst( 3 )z..

Aufgabe 4.3.

Es soll ein Tunnel mit moglichst gréfen Umfang entstehen. Dabei setzt sich der Tunnelquer-
schnitt aus einem Rechteck mit aufgesetztem Halbkreis zusammen. Der Fldcheninhalt soll
als konstant angenommen werden. Wie grof3 ist das Rechteck zu wéahlen?

Losung zu Aufgabe 4.3.
Der Flacheninhalt ist gegeben durch

T27T

A:A(a,r):a-%—i-?

und der Umfang durch
Ula,r) =2r+2a+ rm.

Die Formel fiir den Flacheninhalt stellen wir nach ¢ um und erhalten

A rrw

a= .
2r 4
Dies setzen wir in die Funktion fiir den Umfang ein und erhalten

A
Ula,r) :U<7"):27“+?—%+7"7T.

Dies leiten wir nach r ab und setzen die Ableitung = 0, also

A ™
Ur)=2-~= — =0
(r) r2 247
Somit lautet die Losung
A
r =
2+ 73
A ™

2+ %

Dementsprechend hat das Rechteck Seitenldngen von 2 -, /5 fl und —A— — 1 2
2 A _
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4.5 Ubungsserie mit Losungen

Aufgabe 4.1.

Ein Fahrzeug soll in moglichst kurzer Zeit vom Punkt (Okm, Okm) zum Punkt (30km, 10km)
gelangen. Auf der Strafie (im Modell die x-Achse) kann es 50kmh~"' fahren. Im Gelinde
(auBerhalb der z-Achse) dagegen nur 20kmh™". An welcher Stelle der StraBe muss es ab-
biegen?

Losung zu Aufgabe 4.1.
Die Zeitfunktion, in Abhéangigkeit vom Punkt x, des Verlassens der Strafle, lautet

v /(30— )2+ 100

) = —
@ =5+ 20
Wir suchen das Minimum, daher bilden wir die erste Ableitung und setzen diese = 0
dt(z) 1 30 —x _ 0
dx 50 20,/(30 — x)% + 100
1 30 —x

50 20+/(30 — x)2 + 100
204/(30 — )2 + 100 = 1500 — 50z
((30 — 2)* +100)400 = 1500% — 150000z + 25002>
(1000 — 602 + 22)400 = 1500* — 1500002 + 25002>
0 = 21002? — 126000z + 1850000
T19 ~ 30 + 4, 36435

Somit erhalten wir als Losung x =~ 25,6356422.... Also biegt das Auto bei Kilometer
25,6356422... von der Hauptstrafle ab.

Dabei handelt es sich wirklich um ein Minimum, denn es gilt
B — o (_10(2(30—2))
(204/(30 — )2 + 100) + (30 — z) (—(307m)2+100)
400((30 — )2 + 100)

t”(l‘) —

t(25,63..) > 0.

Aufgabe 4.2.
Ein kreiszylindrischer, oben offener Behélter vom Inhalt V' (den kann man als gegeben be-
trachten) und der Wand- und Bodenstérke a ist mit moglichst wenig Material herzustellen.

Man bestimme fiir diesen Fall den Radius r des inneren Grundkreises und den Materialver-
brauch M .

Losung zu Aufgabe 4.2.
Die Volumensformel lautet

V = r’rh.
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4 Differenzierbarkeit

Dies stellen wir nach A um un erhalten

eV

mr?’
Weiterhin ist der Materialverbrauch gegeben durch

M(r, h,a) = 2rrah + r’ma,
\%4

M(r,a) = 2% 1 r2ra.
r

Um das Minimum zu erhalten, bestimmen wir die erste Ableitung und setzen diese = 0

dM (r,a) 2V

= — 2a—|—2r7ra =0

dr r

[V
m

Dementsprechend ist der Materialverbrauch minimal, wenn

_ Y

™

Der minimale Materialverbrauch lautet dann

2
/ 2
M({ %)a): \‘//ﬁ—i-(s K) Ta.
3/V T

Dass es sich wirklich um ein Minimum handelt, folgt aus

d? 4V
wM(T,CL) = F‘Fz'ﬂ'a > 0.

Aufgabe 4.3.
Unter allen Rechtecken von gegebenen Unfang [ ist dasjenige mit maximalem Flacheninhalt
zu bestimmen.

Losung zu Aufgabe 4.3.
Der Flacheninhalt eines Rechteckes ist durch

A(a,b) = ab
gegeben, der Umfang durch
U(a,b) =1=2a+ 2b.

Da der Umfang gegeben ist, stellen wir einfach nach der Seite @ um und setzen das Ergebnis
in die Formel fiir den Flacheninhalt ein. Dann bestimmen wir davon die Ableitung und setzen
diese = 0.

_ 2
A(b):lb 22b
dAB) _1-4b
a2 -
[
b=
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Also erhalten wir insgesamt, dass a = b = ﬁ . Das Ergebnis ist also immer ein Quadrat. Das
es sich wirklich um ein Maximum handelt folgt aus

d2
—_A(b) = —2 < 0.
e (b) <0

Aufgabe 4.4.

Welche Punkte (x,y) der Hyperbel y*> — 2?> = 1 haben vom Punkt (1;0) die kleinste
Entfernung?

Losung zu Aufgabe 4.4.
Die Distanzfunktion ist offensichtlich durch

dist?>(z) = (z — 1) + (1 +2%) = 22* — 20 + 2
gegeben. Leiten wir diese ab und setzen dies dann = 0, dann erhalten wir

ddist*(z)

= 4r — 92 =
dx .

o= O

Setzen wir dies ein, so erhalten wir fiir die y-Koordinate y = j:‘/Tg. Dass es sich wirklich
um ein Minimum handelt folgt aus

ddist?
=4 > 0.
dz?

Aufgabe 4.5.

Der Ellipse (i—z) + (Z—j) =1 ist dasjenige Rechteck mit achsenparallelen Seiten einzubeschrei-

ben, dessen Flacheninhalt ein Maximum wird.

Losung zu Aufgabe 4.5.
Es geniigt nur den ersten Quadranten zu betrachten. Dann gilt fiir den Fldcheninhalt

2
A(z) =bxy/1— =

Leiten wir dies wieder ab und setzen die Ableitung = 0, dann erhalte wir

dA(a:):bll_x_Q_ b? _ 0
dx a? 2 z2
a T a2

Tr =

Sl
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4 Differenzierbarkeit

Und somit auch y = \% . Somit lauten die Eckpunkte des Rechteckes

(&.i) (i._i) (_i._i) (_&.i)
Damit lautet der Flacheninhalt
ab
Agesamt - E

Dass es sich wirklich um ein Maximum handelt folgt aus
L 2bx(a®y/1 — L) — ba?(a? —A— (=22)
Ly W) ; 2/1-% " ¢
- €T — J—
dx? 92 /1_%; a4( _2_;)
< 0

d? a
A(E)

da?

Aufgabe 4.6.

Aus einem Baumstamm (Kreisquerschnitt, Radius r) soll ein Balken mit Rechteckquer-
schnitt (Breite b, Hohe h) so herausgeschnitten werden, dass er eine moglichst grofie
Tragfahigkeit besitzt, die durch das Widerstandmoment W = % gemessen werden kann.

Losung zu Aufgabe 4.6.
Wir fithren die Aufgabe auf ein Koordinatensystem zuriick. Offensichtlich gilt dann fiir die
Hohe h und die Breite b, dass

h =2Vr?—x? b=2x.
Somit ist das Widerstandsmoment durch
8x(r? —a?)  8ur? —8z*
6 B 6
Dies leiten wir wieder ab und setzen das Ergebnis = 0, also

oW (x,r)  8r? —24z”

Wi(z,r) =

=0
Ox 6
2
2 = =
3
r
Ty = Et—

Somit lautet die Breite und die Hohe
2r b 2r/2
V3 V3

Dass es sich wirklich um ein Maximum handelt, folgt aus

b:

OPW (z,7)
o2 8z,
PW (L=, r
M - s -

Ox? N V3
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Aufgabe 4.7.
Fiithren Sie Kurvendiskussionen fiir folgende Funktionen durch. Nutzen Sie MAPLE fiir Thre
Berechnungen und fiir das Zeichnen der Funktionen:
(a)  f(x) = 2" — 1223 + 462 — 60z + 25
x3— €T
(b)  g(z) =5

Losung zu Aufgabe 4.7.

(a) f(z)= 2" —122% + 462 — 60x + 25
(i) Definitionsbereich:

D(f)=R
(ii) Symmetrie:
f ist weder gerade noch ungerade, da f(z) # f(—z) und f(—z) # —f(z).
(iii) Stetigkeit:
Da f ein Polynom ist, ist es auf ganz R stetig.

(iv) Verhalten im Unendlichen:

lim f(x) =00

r—F00

(v) Nullstellen:

flz) = 0
0 = z*—1223 + 4622 + 25

Da der rechte Ausdruck der obigen Gleichung immer groler als Null ist, existieren
keine Nullstellen.

(vi) kritische Punkte:

flx) = 0
= 423 — 362 + 92z
= z(2® — 91 + 23)
9 81 — 92
- T4
T2,3 2 A

Dementsprechend existiert nur ein kritischer Punkt bei z = 0.

(vii) Monotonie:
Fir z € (0,00) ist
f'(z) =42 (2% — 92+ 23) > 0

—_——
>0

und dementsprechend (streng) monoton wachsend in (0, 00) .
Fir z € (—00,0) ist
f'(x) =42 (2* — 92 +23) < 0
~—_——
>0

und dementsprechend (streng) monoton fallend in (—o0,0).
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(viii) Art der Extrema:
Aufgrund des Monotonieverhaltens handelt es sich bei x = 0 um eine lokale
Minimalstelle. Aufgrund des Verhaltens gegen +oo handelt es sich sogar um
eine globale Minimalstelle.

(ix) Konvexitét:

ff(x) =0
0 = 122% — 72z + 92
23
0 = 26+ —
T T + 3
27 — 23
T12 = 3+ 3
2
12 = 3+ —

V3

Da f"(x) stetig ist, geniigt es beliebige Punkte aus den Intervallen (—o0,3 —
\%), (3 — \%, 3+ \%) und (3 + \%, o0) zu betrachten.
2
"(—=1000) > 0 konvex in (—o00,3 — —
f ) ( \/5)
2 3 2
VERERVE
2
”(1000) > 0 konvex in (3 + —,
f"(1000) ( 7

f"(3)=-16 < 0 konkav in (3 )

o0)

(x) Wendepunkte:

Aufgrund des Kriimmungsverhaltens liegt bei 3 + \% jeweils eine Wendestelle
VOr.
373— T
(b) g(z) = 575
(i) Definitionsbereich:

(ii) Symmetrie:
g ist ungerade, da g(—zx) = - <3x3_9x> =—f(z).

(iii) Stetigkeit:
g ist in {£2} unstetig und sonst iiberall stetig, da Komposition stetiger Funk-
tionen.

(iv) Verhalten im Unendlichen und an den Unstetigkeitsstellen:

lim ¢g(z) = oo

r—F00
lig o) = o0
i glo) = o

Dementsprechend liegen bei {£2} Polstellen vor.

75



4 Differenzierbarkeit

(v) Nullstellen:

g(z) = 0
0 = 3a(x*—23)

Dementsprechend sind die Nullstellen gegeben durch {0, j:\/§} :
(vi) kritische Punkte:

g'(x) = 0

(922 — 9) (222 — 8) — (32* — 9z)(4x)
(222 — 8)?

0 = 6(2'—92> +12)

0 = 2°—92+12

0 =

9 [31—43
= 2y
1,2 9 A
9+ /33
A= T

Dementsprechend existieren vier kritische Punkte {j: %ﬁ, 44/ %ﬁ} :

(vii) Monotonie:
Vorab bemerken wir noch, dass sich an einer Polstelle das Monotonieverhalten
nicht &ndert.

Fir z € (—oo, — 9+5/§) ist
3zt — 2722 + 36
"(z) = >0
und dementsprechend (streng) monoton wachsend in (—oo, — %@) .
Fir z € ( \/9+*ﬁ \/9 ‘ﬁ ist
3zt — 2722 + 36
"(z) = <0
f ('T) 2(.T2 _ 4)2

und dementsprechend (streng) monoton fallend in (—4/ %ﬁ, —1/ %@) .

Fiir x € (—\/9_;/§, \/9_5/@) ist

o 3xt—272% 1 36

und dementsprechend (streng) monoton wachsend in (—\/ 9‘@, \/ 9_;/@) .
Fiir x € (\/9_;/5, \/9+5/?§) ist

3zt — 272 + 36
!
= 0
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und dementsprechend (streng) monoton fallend in (\/ 9_;/@, \/ 9+;/§) :
Fir z € (\/%@,oo) ist
3zt — 272 + 36

I =5 >0

und dementsprechend (streng) monoton wachsend in (\/ 9+5/§, \/ 9+g/§ 00) .

(viii) Art der Extrema:

Aufgrund des Monotonieverhaltens handelt es sich bei = € {— \/ 9_;/@7 \/ 9*@}

jeweils um lokale Minimalstellen. Weiterhin handelt es sich bei = € ¢ — \/ 9+;/?§, \/ 9_%/@}

jeweils um lokale Maximalstellen. Dabei handelt es sich nicht um globale Extre-
ma, da die Funktion z.B. iiber Polstellen verfiigt.

(ix) Konvexitét:

g'(x) = 0

3z(z? 4 12)
(2% —4)°

0 = 3z(x* +12)

0 =

Da ¢"(x) auBer in {£2} stetig ist und es sich dort um Polstellen handelt, bei
denen sich die Konvexitat nicht dndert, geniigt es beliebige Punkte aus den In-
tervallen (—o0,0) und (0,00) zu betrachten.

g"(—1000) < 0 konkav in (—o0,0)
g"(1000) > 0 konvex in (0, 00)

(x) Wendepunkte:
Aufgrund des Kriimmungsverhaltens liegt bei 0 eine Wendestelle vor.
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5 Taylorentwicklung

5.1 Taylor-Reihe, Taylor-Formel

e Satz 1: TAvyLORsche Formel:

Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fiir alle x,zq € I die TAYLORsche Formel

n ) (g .
f) = S e+ Riat)

mit dem Restglied

Ra) = | :<x 07 £ ) de
Oder n+1 1
R,(x) = %/{) (1 —0)" ) (g + O(z — 20)) db.

e Satz 2: LAGRANGEsche Form des Restgliedes:
Sei f:a,b] = R. Fiir n >0 existiere die n-te Ableitung f™ : [a,b] — R und
sie sei dariiber hinaus noch stetig. Weiterhin existiere die (n + 1)-te Ableitung
f0*+ :]a, b[— R im Inneren. Dann existiert fiir beliebige x, zo € [a,b] mit = # xg
ein ¢ zwischen = und x, so dass die TAYLORsche Formel

o P (o) k JFe(€) nt1
flz) = % 7l ( —z0)" + m(l‘—xo)

gilt. Dabei heifit

— f®) (o)
T = 3L g
k=0
n-tes Taylorpolynom von f an der Stelle xy und
L f(n+1) (5) n+1
R, (z) := CES (x — )

LAcrANGEsches Restglied der TAYLORschen Formel.
Alternative Aussage: 36 € (0,1) :

(.CE o xﬂ)n—i—l.

k) Zo k (n+1) xo + 0(x — x¢
f(x) = ;f k(' do a0 + 4 ((n—:—l()! !
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5 Taylorentwicklung

e Ist eine Funktion f:[a,b] — R beliebig oft stetig differenzierbar, spricht man von der
Entwicklung in eine TAYLOR-Reihe

0 £ (k) (4
Z f k(' 0) (]J _ Io)k
k=0 ’

um den Entwicklungspunkt z;.
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5.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 5.1.

Nutzen Sie fiir den Beweis von lim (y/n++/n —+/n) = 3 die Taylor-Entwicklung
n—oo
der Funktion f(z) =+/1+ 2 um den Punkt z, =0.

Losung zu Aufgabe 5.1.

Es gilt f(0) = 1 und wegen f'(z) = 2\/++—x haben wir f’(0) = 5. Zusammen mit
_ 1
f'@) = — /T

Ve ST N
2 8y /(1+06x)

folgt daher mit Hilfe der Taylor-Formel

1
-a? (0<6<1).

xT

Setzen wir n(z) = Wk so ist die Funktion n(z) offenbar stetig und erfiillt
die Bedingung 7(0) = 0. Demnach gilt nun mit 14+2 = 1+ 5 +n(z)z  bei

T = \/Lﬁ eingesetzt

o= oo g enh) ) - ko)

woraus nach Umstellen aus der Stetigkeit von n(z) und 7(0) =0

: L. 1
i (Ve vi-va) = g () =

folgt.

Aufgabe 5.2.
Berechnen Sie das Taylorpolynom Tj3(z) der Funktion f(z) = e”-sin(z) um den Entwick-
lungspunkt xy = 0 und zeigen Sie, dass fiir |z| < % gilt:

Ri(@)] = 1)~ To(@)] < % ol

Losung zu Aufgabe 5.2.
Zuerst berechnen wir die ersten 4 Ableitungen der Funktion und werten diese dann bei
zo = 0 aus.
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e’ sin(x)
= 0

= e”sin(x) + €” cos(z) = e*(sin(z) + cos(x))
f) =1

() = €*(sin(z) + cos(z)) + e"(cos(z) — sin(z)) = 2e” cos(x)
o) = 2
fO(x) = 2¢%cos(x) — 2e"sin(z) = 2¢%(cos(x) — sin(z))
f0) = 2
fO@) =

2¢”(cos(x) — sin(x)) — 2€*(sin(x) + cos(x)) = —4e” sin(x).
Daher lautet das Taylorpolynom T3(z)

3
F®(0) k s T
Ty(z) =) (@0 =0+ 142"+
k=0
Das Lagrange’sche Restglied ist dann durch

. f(4)(€> 4 —€ sin(§) 4
Bye) = —groat = — e
gegeben. Es gilt weiterhin fiir [z| < 3 die Abschétzung

1
—e” sin e2
|Ry(z)| = ’T@I4 <<

Aufgabe 5.3.

Berechnen Sie fiir die Funktion

1
f(z) = 7z
das Taylorpolynom T5(z) zweiter Ordnung an der Stelle xg = 1. Zeigen Sie weiterhin, dass
fiir alle x € (1, %) die folgende Restgliedabschétzung gilt

|Ry(z)] < 1077,
Losung zu Aufgabe 5.3.

Wir berechnen wiederum zuerst die ersten 3 Ableitungen von f und werten diese an der
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Stelle g = 1 aus.

fla) = 7
f1) =1

flay = g
iy - L
Fu = -
) = 2

" o 5

(1) = 6
fm(ﬂi) _ _161_45133—{43'

Somit ist das Taylorpolynom Ty(x) gegeben durch

2 p(k) Zo N )
T =31 k(‘ (= 20) =1 o= 1)+ @17
k=0 )

Fiir das Restglied Rs(z) ergibt sich

Und weiterhin fiir € (1,15) die Abschéitzung

15

Ro(z)] = ——
Balo) = e

15 15 ?
1P < —@z-1P<— (=) <1072
(z-1)7< gl —17s 128( )

Aufgabe 5.4.

Berechnen Sie das zweite Taylorpolynom T5(x) der Funktion f(z) = \/LE um den Ent-
wicklungspunkt xy = 1 und schétzen Sie danach das Restglied mit dem Integralrestglied
Ry(z) = f(x) — To(z) fiir € [55, 1] betragsmiBig ab.

Losung zu Aufgabe 5.4.

Wir berechnen wieder die ersten 3 Ableitungen und werten diese an der Stelle x = xg =1
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aus

/()
f(1)
f///(x)

— ]
(SIS

| =D —

B G0 s | o
S

|
»| &

Somit ist das Taylorpolynom Ty(x) gegeben durch

Und weiterhin fiir x € [%, %) die Abschétzung

151 1
Ro(z)] < 22— — .
12(2)] < 1670 702

33

8

wjot

8

(

[SIIe

9
10

(IR

[SIEN

>_.



5 Taylorentwicklung

5.3 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 5.1.

()

Jeder vollkommen biegsame, schwere, an zwei Punkten aufgehéngte Faden nimmt in
Gleichgewichtslage die Form der Kettenlinie

a z —z
y:§<ea+ea>, a>0

an, wobei S(0,a) der Scheitelpunkt ist. Bestimmen Sie fiir a = 10 durch Taylorent-
wicklung diejenige Parabel, die sich in der N&he des tiefsten Punktes S sehr eng an
die Kettenlinie anschmiegt. Zeichnen Sie die Kettenlinie und die gefundene Parabel in
einem Bild.

Entwickeln Sie das Polynom p;(z) = 2* — 52% + 52 + x + 2 nach Potenzen von z — 2
und das Polynom py(z) = 2° + 22* — 2% + 2 + 1 nach Potenzen von x + 1. In anderen
Worten: Entwickeln Sie das erste Polynom an der Stelle = 2 und das zweite Polynom
an der Stelle x = —1 in eine Taylorreihe.

Man berechne die Taylorpolynome 10— ten Grades jeweils fir zyp = 0 fiir die Funk-
tionen fi(z) = e*, fo(zr) = V1+z und f3(x) = \/ﬁ Stellen Sie fiir jede dieser
Funktionen jeweils die Funktion sowie die berechneten Taylorpolynome bis zum Grad
4 in einer Graphik in verschiedenen Farben dar. Es wird empfohlen, hierbei MAPLE
zu verwenden. Die Resultate sind in schriftlicher Form abzugeben.

Losung zu Aufgabe 5.1.

()

Offensichtlich ist das Taylorpolynom 2. Ordnung der Funktion f(z) = 5(es +e73)
um den Entwicklungspunkt x = 2y = 0 gesucht. Fiir die ersten Ableitungen gilt

£(0) = 10
fla) =ef—eF f0)=0

2
- f(k) (o) k_ 1,
_Z x (x — @) —10—|—g:p

k=0

(b) Wir berechnen zuerst die ersten Ableitungen und werten diese dann bei z = zy = 2

aus
pi(zr)= 2 =522 +522 + 2 +2 pi(2)=0
pi(x)= 423 —1522+10x+1 pj(2)=32—-60+20+1= -7
pi(z) = 1222 — 30z + 10 p{(2) =48 — 60 + 10 = —2
pi(x) = 242 — 30 p,1”(2) =18
P (x) = 24
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Dementsprechend lautet das Taylorpolynom

T(r) =Tz —2)—1(z —2)* +3(x — 2> + (x — 2)*

Wir berechnen zuerst die ersten Ableitungen und werten diese dann bei x =z = —1
aus
pr)= »+22' — 22 +2+1 p(-1)=-1+2-1-1+1=0
Ph(z) = 5rt+82% —22+1 ph(—1)=5-84+2+1=0
ph(x) = 202° +242° -2 py(—1)=—-20+24—-2=2
Py () 60z + 48z Py (—=1) =60 — 48 = 12
P (z) = 120z + 48 P (=1) = -72
Py (x) = 120

Dementsprechend lautet das Taylorpolynom
T(x)=(z+1)*+2x+1)> =3+ 1)+ (z+1)°

(c) Offensichtlich ist die Taylorreihe von f(x) = exp(2x) durch

exp(2z) = Z %

k=0
gegeben. Demnach lautet das Taylorpolynom vom Grad 10

10 (21’)k |

Tole) =2

k=0
Die k-te Ableitung der Funktion f(x) = +/1+ x lautet
k=20
k+1 Hj:O 2j+1

9 () = (— =0 %) T "
) = () k2 (4

Dies zeigen wir mittels Induktion.

IA: E=1
1-2/6 .
Pl = = crp e L)
2(1—|—a:)% 21(14_@%
IS: k= k+1
IV: Es gelte (%) fiir ein k> 1.
: T2 (2+1)
IB: zu zeigen: ¢+ (z) = (—1)’“20_3+

2k+1
2k+1(142)" 2
Beweis der IB:

k=2 /0 .
dh 1 L. )il [[=o(27 +1)
2k—1

d d
Tl @) =) = (- YT

_ (_1)k+11_l[€j:0(2j ‘l‘ki) 2k - 1))
k(1 + 7)™ 2

20k — 1)+ D525 + 1)

ok+1(1 + 1)
152025 +1)

2k+1

k(1 + 1)

(_1)k+2 (

— (_1)k+2
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Somit ist das Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt xo = 0 gegeben durch

e8] [e'e] k—2 .
S LB g e o)
k=0 ’

= kl-2F(1 4 2)72

und das Taylorpolynom 10-ten Grades durch

00 £ (1, 10 "2 41
Tooa) = 3 L0 g = S (aprn LoD ey

= K o kL2614 2) 5
Die k-te Ableitung der Funktion f(x) = \/1sz lautet
FP(@) = (-1 VﬂLﬂ§jjl k>0
2k(1 4 2) %5 N
Dies zeigen wir mittels Induktion.
IA: k=1
0 .
fl(x) = It S (—1)! M
A(1+z)2 211 +z)°%
IS: k—k+1

IV: Es gelte (%) fiirein k> 1.
k .
IB: zu zeigen: f#+0(z) = (_1)k+1Mﬁ'33

ok+1(142) 2
Beweis der IB:

dk+l d . v. d ng 0(2J+1>
@) = ) e e
_ (1 )kHJ 52+ 1) —(2k+1))
2k(1 + )% 2
_ Cyn@D H?ié(iij 1)

211 4 2) 72
— 1)kt HJ_O(QJ +1)

= ( 2613

2hH1(] 4 )2

Somit ist das Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt xo = 0 gegeben durch

2k+1

k! — L-2k(14x) 72

£ (g, >0 "2+ 1
T(z) = Zf (‘ >:1:—x0 :Z ij(j—i_ ) z"

und das Taylorpolynom 10-ten Grades durch

2k+1

k=0 k! k=0 k! - 2k(1+$) 2

(2, 2
T10<x)zzf ( )<17—x0)k22( )k HJ (]+ ) 5
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5 Taylorentwicklung

Aufgabe 5.2.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom von f(z) = —In(1 — 5) um den Entwicklungspunkt
xg = 0. Leiten Sie dazu zuerst eine Formel zur expliziten Berechnung der k-ten Ableitung
von f(x) her und beweisen diese dann per Induktion. Setzen Sie diese dann in die allgemeine
Taylorformel ein.

Losung zu Aufgabe 5.2.
Wir beweisen per Induktion, dass

gy — k=1 .
9w = 5o @)

IS: k—k+1

IV: Es gelte (%) firein k> 1.
IB: zu zeigen: D (z) = %
Beweis der 1B:

it d v d (k—1)!
k-
S (=k)- (=1)
k!
= G

Also lautet die Taylorreihe T'(z) um den Entwicklungspunkt xy =0

T(z) =) Lok © :Zk.zk'
k=1 k=1
Das n-te Taylorpolynom T, (z) lautet dementsprechend

k-1, & 7
Tuw) =3 Srge @ =2 o

k=1 k=1

Das Restglied R, (z) lautet demnach

Ryq (QJ) =
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6 Integrale

6.1 Wiederholung - Theorie Integrale

Riemann-Summen, Ober- und Untersumme, Riemann-Integrierbarkeit

e Sei a < b und f: [a,b] - R eine beschrinkte Funktion. Dann kann man zu jeder
Zerlegung Z = {a = 29 < 21 < -+ < xp_1 < x, = b} des Intervalls [a,b] die
Riemannsche Obersumme

0S(Z, f) = Z ( ]sup [f(x)> (g — xp_1)
k=1 TE|TE 1,k

und die Riemannsche Untersumme

US(Z, f) = Z ( nf f@:)) CT

TE|TR_1,T
i Tk —1,2k

definieren.
e Mit Hilfe der Ober- und Untersummen kann man
o das Oberintegral fab*f(:c) dr = irzlf OS(Z, f),
o das Unterintegral fab*f(az) dr :=supUS(Z, f)
z

definieren. Es gilt immer f:* flx)de < f:* f(x)dx. Stimmen die beiden Werte sogar

iiberein, dann nennt man f Riemann-integrierbar und bezeichnet ihren gemeinsa-
: .. b

men Wert einfach mit [ f(x)dx.

e Jede stetige und auch jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Das Riemann-Integral ist linear, das bedeutet: Summen und Vielfache Riemann-
integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.

e Das Riemann-Integral ist monoton: Sind f : [a,b] - R und g : [a,b] - R Riemann-
integrierbare Funktionen mit f < g auf [a, b], dann gilt auch fab flx)dz < f: g(z)dx

e Betrige, Potenzen |f|P, 1 < p < oo, und Produkte Riemann-integrierbarer Funktio-
nen sind wieder Riemann-integrierbar.

e [st f Riemann-integrierbar, so kann man f; f(z) dx durch Riemann-Summen annihern:

Zu jedem € > 0 existiert ein > 0, so dass fiir jede Zerlegung

Z={a=xg<x1 < <xph_1 <xp =0b}
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6 Integrale

.....

[x_1, 1] die Beziehung

b n
/ fla)de = (&) (e — zpo)| <€

gilt.

e [st also f Riemann-integrierbar und Z,, eine Folge von Zerlegungen mit Knoten x,im)

und Stiitzstellen 5,(;”) , die lim |Z,,| =0 erfiillt, und bezeichnet
m—r0o0

RS =Y fE) ™ — o)
k=1
die zu Z,,,£0™ gehorige Riemann-Summe, dann gilt

b
/ f(z)dxr = lim R,,S.

m—0o0

Mittelwertsitze, Stammfunktion, Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung

e Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
Sei f:[a,b] = R stetig und fiir alle = €]a,b| existiere die Ableitung f'(x).
Dann existiert ein ¢ €]a, b[, so dass % = f'(¢) gilt.
Setzt man b = a + h, lautet der Satz: 30 (0 < 6 < 1) : f(a+h) =
fla)+h-f'(a+0h).

e Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Sei f,q: [a,b] = R stetig und ¢g > 0. Dann existiert ein & €]a, b[, so dass
b b b
[ f(@)g(x)dz = f(§) [ g(x)dx. Im Spezialfall g =1 gilt [ f(z)dx = (b—a)f(&).

e Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall I C R. Eine Funktion F': [ — R
heifit Stammfunktion von f (auf ), wenn F differenzierbar ist und f = F’ auf [
gilt.

e Je zwei Stammfunktionen von f auf I unterscheiden sich hochstens um eine Kon-
stante.

e Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Sei f: I — R stetig auf einem Intervall I C R. Dann besitzt f eine Stamm-
funktion, z.B. die zu a € I durch  F,(x) := [ f(t)dt definierte Funktion

F,: I —-R

e Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
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6 Integrale

Sei f: I — R eine RIEMANN-integrierbare Funktion auf einem Intervall [ C
R und F eine Stammfunktion von f auf I. Dann gilt fiir alle a,be I die

Gleichung
b
/f(t) dt = F(b) — F(a) .

Partielle Integration, Substitution

e Partielle Integration:

Besitzen u(z), v(x) stetige Ableitungen, dann gilt

e Substitutionsmethode:

Ist © = p(t) bzw. t = ¢(x) die Umkehrfunktion zu z = ¢(t), dann gilt

_ , i [ e
[rerae = [remewa v [ e - [ S50

Partialbruchzerlegung

e Jeder echte Bruch R(z) = ggm; mit n = deg(P) < deg(Q) =m und P und @ teiler-

fremd, dh. mit P(z) = Zakx (ap,a1,...,a, € R) und Q(z) = Zblx (bo, b1, . ..

R) , kann eindeutig in eine Summe von Partialbriichen zerlegt werden; erd der hochste
Koeffizient des Nenners b, auf den Wert 1 gebracht, besitzen die Partialbriiche die
Form

A Dx+ FE _ P 2
, mit (—) —q < 0.
(z — a)* (2% + px + q)' 2
Bei reellen Koeffizienten treten demnach vier Falle auf:

A: Die Gleichung Q(z) =0 fiir das Nennerpolynom @Q(z) besitzt nur einfache

reelle Wurzeln «o; (I =1,...,m). Dann besitzt die Zerlegung die Form
- k
apl
PG _ %

Q(z) a ﬁ(fl? — ) —r—q i Q' ()

=1

B: Die Gleichung @Q(x) = 0 fiir das Nennerpolynom @(z) besitzt mehrfach
auftretende reelle Nullstellen, etwa r < m verschiedene reelle Nullstellen «; (I =

1,...,r) der Mehrfachheit k; mit >  k; = m, dann erfolgt die Zerlegung nach
=1
der Formel

k
P(z) 2, akT T Aps

o0 " famap | EHE0T
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6 Integrale

C: Die Gleichung Q(z) =0 fiir das Nennerpolynom Q(x) besitzt neben r < m
verschiedenen reellen Nullstellen «; (I = 1,...,r) der Mehrfachheit k; mit

Z ki =t <m noch Z-t(e N) Paare von einfachen komplexen Nullstellen, dann

erfolgt die Zerlegung nach der Formel

P(x) _ k=0
Q(r) r mt
(H(x - azw) [ (2 + pa + a.)
=1 v=1
r ki mT_t
A B,x + C,
_ A Z Bt G
— (x —ap)® — 22+ DT+ Gy

D: Die Gleichung Q(z) = 0  fiir das Nennerpolynom @(x) besitzt neben
r < m verschiedenen reellen Nullstellen «; (I =1,...,7) der Mehrfachheit £

mit » k =t < m noch z Paare von komplexen Nullstellen der Mehrfachheit
=1

Jo (v =1,...,2) mit > j, = 2% € N, dann erfolgt die Zerlegung nach der
v=1
Formel
- k
AT
P(x _ ,;0
x r el ,
=1 v=1
_ ii AZS iz v2x+Cv1
llslx_al v=1 i=1 $2+pl’+qv>

e Jede rationale Funktion kann in der Form FPy(x) + ggg dargestellt werden, wobei

Py, P, Polynome sind, deg(P) < deg(Q)) und P und @ teilerfremd. Da die Inte-

gration iiber F, trivial ist, betrachten wir nur den echt gebrochenen Teil.

Mit Partialbruchzerlegung (siehe voriger Punkt)

GaF (6.1)

und
Ex+ F

(2% +pr +q)"
wobei (x —a)*|Q(x) und (22 + px +q)'|Q(z), zerlegt. Die Integration von Funktionen
(6.1]) ist trivial. Es bleibt die Integration von Funktionen der Form ((6.2)) zu betrachten.
Siehe unten.

x? + px + q besitzt keine reelle Nullstelle, (6.2)

Uneigentliche Integrale

e Die Funktion f sei fiir © > a definiert und in jedem Intervall [a,u] RIEMANN-

integrierbar. Wenn
u

lim f(z)dx

U— 00 a
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6 Integrale

existiert und endlich ist, so heifit der Grenzwert das uneigentliche RIEMANN-Integral

und wird mit ~
|t

b
e Fiir den Fall, dass f: (a,b] — R in a nicht definiert ist, aber dennoch li\r_‘n [ f(t)adt

bezeichnet.

existiert und endlich ist, sprechen wir auch hier vom uneigentlichen RIEMANN-
Integral.
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6 Integrale

6.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 6.1.

(a) Die Funktion x? ist als stetige Funktion auf [0,1] Riemann-integrierbar. Berechnen
1
Sie die Riemann-Summe von [ z*dz beziiglich der dquidistanten Zerlegung z, := %,

0
k= 0,...,n, und den durch das geometrische Mittel gegebenen Stiitzstellen &, :=
/Tr_1Zk , sowie durch Limesbildung n — oo den Wert des Integrals.

(b) Die Funktion + ist als stetige Funktion auf [1,2] Riemann-integrierbar. Berechnen Sie
2

die Riemannsche Untersumme des Integrals [ i dzx bzgl. der dquidistanten Zerlegung
1

x:=14+% k=0,...,n, sowie unter Verwendung von ];(—1)’““% = In(2)
den Wert des Integrals durch Limesbildung n — oo.

1

(c) Berechnen Sie die Riemann-Summe von [ ¢®dz, ¢ > 0, bzgl. der dquidistanten Zer-
0

legung zy := % , k=0,...,n, und den rechten Knoten als Stiitzstellen, sowie durch

Limesbildung n — oo den Wert des Integrals.

Losung zu Aufgabe 6.1.

(a) Die Riemann-Summe ist

zn:(k:—l)k:l 1 & 12 1 < k_n(n+1)(2n+1) nn+1)  2n*4n®>—n
RS - — — =

n2 n nd 6n3 2n3 6m3

k=1 k=1 k=1
und fiir n — oo ergibt sich als Grenzwert %, dies ist also der Wert des Integrals
fol 2 dw .

(b) Als monoton fallende Funktion ergibt sich hier fiir die Untersumme

n

1 | 1 1 _ L
US<Z’E> = Z(e]mf —)($k_$k—1): Zl—i—ﬁﬁz Zn+k:

Ll T
1 \TElzeo e k=1 n k=1 k=n+1
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6 Integrale

Wie man leicht sieht, gilt fiir die Summe jedoch

k=1 k=1
1 "1
:Ehhﬁ_zﬁ
k=1 k=1
2n 1
— (_1)k+1_'

2
Daher konvergiert sie fiir n — oo gegen In(2) . Der Wert des Integrals [ % dx ist somit
1
In(2).

n

(c) Die Riemann-Summe lautet
N 1 1 n . 1 1 — {L/En+1 {l/E i {L/En+1 1
n— = — \ = | — 1 — — -1 n
“n n;(\/z) n( 1— /e 1— /e Vele )C/E—l

Wegen lim {/c =1 (falls ¢ > 0) strebt der erste Faktor fiir n — oo gegen ¢—1. Fiir

n—oo

S|

k=1

1

den zweiten Faktor folgt mit {/c = cn = " = en ¢ und der Regel von L’Hospital

—_

— 1

n_ n —
(L/E— 1 nlargo %(_ln(c)) ln(c) ’

n2

lim
n—oo

1
. . _ 71 .
so dass sich insgesamt of c’dx = 12(6) ergibt.

Aufgabe 6.2.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f:R — R, welche durch

1 firreQ
f@y—{OfoeR\Q

definiert ist, iiber keinem Intervall [a,b], a < b, RIEMANN-integrierbar ist.

(b) Sei (ag)ken eine Abzidhlung von QN [0,1] und 1,(z) die Funktion, welche durch

1y(z) = {(1)’ z;z
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6 Integrale

definiert wird. Zeigen Sie unter Verwendung von (a), dass durch  f,(z) := > 14, ()
k=1

eine Folge RIEMANN-integrierbarer Funktionen definiert ist, die auf [0,1] punktweise
gegen eine nicht-RIEMANN-integrierbare Funktion f konvergiert.

Losung zu Aufgabe 6.2.

(a) Das Unterintegral ist 0, das Oberintegral ist b — a, denn fiir alle z,y mit = <y gilt

einerseits sup f(§) =1 und andererseits inf f(£)=0.
€lzyy( £€lzyl

(b) Jedes f, ist als Treppenfunktion RIEMANN-integrierbar mit [ f,,(x) dz = 0, da sowohl
Unter- als auch Oberintegral 0 sind. Um dies zu sehen, wahlen wir bei ax, < --- < ay,
einfach die durch diese Knoten gegebene Zerlegung und bilden Ober- und Untersum-
me.

Ist x €[0,1]\ Q , dann ist f,(z) =0 fiir alle n.

Ist x € QN [0, 1], dann ist = in der Abzdhlung (ax)ren enthalten und es existiert ein
N € N mit z = ay, so dass somit f,(x) =1 fir alle n > N gilt.

Also gilt nh_}IIOlo fn(z) = f(z) fir jedes z, d.h. die Folge RIEMANN-integrierbarer Funk-

tionen f, konvergiert punktweise gegen eine nicht-RIEMANN-integrierbare Funktion
f, ndmlich diejenige aus (a) eingeschriankt auf das Intervall [0,1].

Aufgabe 6.3.

(a) Beweisen Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung.
(b) Beweisen Sie den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

(c) Zeigen Sie: Potenzen |f|P, 1 < p < oo, Riemann-integrierbarer Funktionen f : [a,b] —
R sind wieder Riemann-integrierbar.

(d) Zeigen Sie: Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.

(e) Finden Sie ein Beispiel fiir eine RIEMANN-integrierbare Funktion f: I — R die keine
Stammfunktion besitzt.

(f) Finden Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f: 71 — R, die eine Stammfunktion besitzt,
aber nicht RIEMANN-integrierbar ist.

Losung zu Aufgabe 6.3.

(a) Aufgrund der Monotonie des Intergrals folgt

b

inf f(fv)/bg(l’)dx < /f(w)g(l‘)dx < sup f(fr)/bg(l’)dx

z€a,b]
a a
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b b
Demnach existiert auch ein p € [ 11[1fb f(z), sup f(x)| mit p [ g(x)de = [ f(x)g(x)dz.
zE€|a z€la,b] a a

Aufgrund der Stetigkeit von f finden wir somit nach dem Zwischenwertsatz ein £, so
dass f(§) = p, woraus alles Weitere folgt.

Sei f: I — R RIEMANN-integrierbar mit Stammfunktion F', d.h. F' = f. Zunéchst
ist f dann auch RIEMANN-integrierbar fiir jedes Intervall [a,b] C I.
Fiir jede Zerlegung Z = {a =29 < 21 < -++ < 21 < z,, = b} des Intervalls [a, b]
ergibt sich
F(b) — F(a) - ¥ (F(mk) - F(xk_1)>
k=1

Mittelwertsatz n
d.Differential —

b
TEEY @) - ne) 22 [ @) ds
k=1 "

mit den aus dem Mittelwertsatz stammenden &, €]y, xgp_1[ -

Aufgrund der Linearitat (d.h. dass mit f auch Af RIEMANN-integrierbar ist) und da
mit f auch f, und f_ RIEMANN-integrierbar sind (und somit auch |f|), geniigt es,
die RIEMANN-Integrierbarkeit von |f[? fir den Fall 0 < f <1 zu beweisen.

Aufgrund der Riemann-Intergrierbarkeit von f finden wir zu jedem ¢ > 0 Treppen-
funktionen ¢, 1 mit 0 < p < f <y <1 und
b
€
Y= -
0< [w-padr<

Es sind weiterhin auch ¢? und P Treppenfunktionen, fiir die aufgrund der strengen
Monotonie der Potenz ebenso 0 < P < fP < P < 1 gelten. Wegen (xp)' = paP!
folgt nun mit Hilfe des Mittelwertsatzes (angewendet auf zP eingeschriankt auf das
Intervall [0,1])

b b c
0 <P < pli—yp) = 0< / (W7 — ) (@)dz < p / (- ) (@) <p<e,

also die RIEMANN-Integrierbarkeit von f.

i)

Wegen |f|? = f? und mit Hilfe der Lmeamtat des RIEMANN-Integrals folgt fiir RIEMANN-
integrierbare Funktionen f, g, dass fg = ; ((f +¢)> — (f — 9)*) RIEMANN-integrierbar
ist.

1 (z=0)
0 (z#0)
Zerlegung Z gilt dann US(Z, f) =0 und 0 < OS(Z, f) < |Z],

/1 f(z)de = j*f(x) dv =

Angenommen es existiert eine Stammfunktion F', d.h. Vo € [-1,1]: F'(z) = f(x).
Dann gilt F(z f f(t)dt + C = C (vgl. Hauptsatz), aber in diesem Fall F'(x) =

0# f(x) bei z = O. Widerspruch.

Beispielsweise sei f : [-1,1] =& R durch f := definiert. Fiir jede

also
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(f) Die Funktion f:[0,1] — R, definiert durch

f(t) = {O’ =0

2tsin () — 2cos (%) , t€0,1]

besitzt offenbar t2sin (t%) als Stammfunktion, ist jedoch aufgrund der Unbeschrénkt-
heit nicht RIEMANN-integrierbar.

Aufgabe 6.4.

Zeigen Sie mittels Berechnung des Limes des Differenzenquotienten, dass die Funktion
F(z) = /Sin(x+s) ds (z > 0) differenzierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung F’(x).

0

Losung zu Aufgabe 6.4.
Wir haben zunéchst

z+Ax T
F(x 4+ Az) — F(z) = / sin(z + Az + s)ds — /sin(x + s)ds

0
r+Ax

0
= / sin(x + Az + s)ds + /(sin(a: + Az + s) —sin(x + s)) ds
0

T
xT

(MWS d Int-R) = Az -sin(z+ Az + 2 + 6Ax) + /(sin(m + Ax +s) —sin(z + s)) ds

0
T

= Ax- [ sin(2z+ (1 +6y)Az) + /
0

sin(z + Az + s) — sin(z + s)
Ax

xT

(MWS d Diff-R) = Ax- | sin(2z + (1 +6y)Azx) + /cos(m +0(x)Ax + s)ds

0

(Mittelwertsatz der Integral- bzw. Differentialrechnung) mit 0 < 6y, 6(z) < 1.
Indem man Ax gegen 0 fallen lasst, folgt daraus
= sin 2z + /cos(x + s)ds = 2sin 2z — sinz.

0

v . Flr+ Ar) — F(x)
Fo=m a

Aufgabe 6.5.
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Berechnen Sie die folgenen Integrale und fithren Sie jeweils die Probe durch:
(a) [asin(z) dr, (b) [ asin(2?) dz, (¢) [(sinz)? dx.

Lésung zu Aufgabe 6.5.

(a) Partielle Integration liefert
/xsin(m) dr = —x cos(x) + /COS(ZL") dx = sin(z) — x cos(z) + C.

Probe:
(sin(x) — x cos(z))" = cos(x) — cos(x) + zsin(x) = zsin(x).

(b) Mit der Substitution z = 2%, d.h. dz = 2zdx, ergibt sich

/:psin(xQ) dx = / Siz) g, - 03 | o _os@) |

2 2 2
Probe: .
cos(x?)\"  sin(x?)2z
2 2
(c) Partielle Integration mit u'(x) = sinz, u(x) = —cosz und v(z) = sinz,v'(x) = cosx
fithrt zu

/(sin:r)2 de = /sinmsinx dx

= —sin:ccosx+/(cosx)2 dx
= —sinxcosx+/(1 — (sinx)?) dw

Umstellen fiihrt zu '
T —sinz cos

/(sinx)2 de = ————+C

2
Probe:
(x - sian Cos x)/ _ 1 —(cos x); + (sinz)? _ (sin z)? —;— (sinz)? — (sina)?
Aufgabe 6.6.
Ex+ F
Integrieren Sie / % dx, falls 2% + px + ¢ keine reelle Nullstelle besitzt.
2+ pr+q

Losung zu Aufgabe 6.6.
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Da 2? 4+ px + ¢ keine reelle Nullstelle besitzt, ist 2* + px + ¢ = (z + £)> + D mit
D = q— %2 > 0. (Achtung: D ist hier genau das Negative der Diskriminanten
%2 — ¢, welche im Falle von zwei echt komplexen Wurzeln ihrerseits negativ sein muss.)

Insbesondere gilt dann 2% +px +¢ > 0 fiir alle x € R. Wegen Fx +F = Ex+ %E -

% +F = Z@2z+p)+ (F - ”2—E) konnen wir das Integral folgendermafien aufspalten
und berechnen

E F E 2 E 1
/Lm _ _/x_ﬂﬂdx+(p_fﬂ_>/p_dx
2+ pr+q 2 )] x2+pr+gq 2 (x+5)2+D

E pE 1 r+ 5
= ZIn(z®+pxr+ +<F——)—arctan< 2)+C’,
5 n(2” +pr+q) > ) 75 75

wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit ¢ = ¢(z) = 2 + px +

g und folglich % = 2x + p angewendet haben. Fiir das zweite Integral haben wir

verwendet, dass

1 1 1 / 1 d tan(z)
S e O ——— dr = arctan(z
(x+5)2*+D D <ﬂ>2+1’ 241
VD
und die Substitutionsmethode mit t = ¢(x) = ai/%% und folglich % = \/iﬁ :

Bemerkung:

Offenbar gilt fiir [ > 1 analog stets

Ex+ F E 2r +p pE)/ 1
T = 2 et (F-E d
/<x2+px+q>l ! 2/<x2+px+q>l ! ( 2)) (@+B2+D) ™"

E 1

2(0—1) (224 px+q)—!

(D5 () )

z+Z .
so dass wie zuvor nach Substitution mit t = p(z) = \% und folglich 4 = % nur

Integrale der Form
1
| wrme (63)

zu berechnen sind, fiir die es Rekursionsformeln in [ > 1 gibt, die mit partieller
Integration hergeleitet werden koénnen.

N

Aufgabe 6.7.

(a) Zeigen Sie, dass fiir [ > 1 und D >0

1 1 t 1
[ o= 1o <t2+D>l—1+<2l‘3>/Wdt]‘
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dt
(b) Bestimmen Sle /m, D >0.

Losung zu Aufgabe 6.7.

(a) Ableiten der rechten Seite ergibt

1 (t2 4+ D)=t — 2(1 — D)#2(t2 + D)2 1
2(1—1)D [ (t2 + D)20-D) + (2 - 3>w}
1 (t> + D) — 2(1 — 1)t (t* + D)
~ 20-1)D [ (2 + D)! + @ - S)W]
_ L [<2l—2><t2+D>—<2z—2>t2] _ 1
(21 —2)D (t2 4+ D)! (t2+ D)

(b) Nach der Rekursionsformel aus der vorhergehenden Aufgabe haben wir

[ @rop® = oo [<t2+;>2—1+(2'2‘3)/mdt}

1
2D

t +1/ L
2+D DJ (75)?+1
1t 1

t
= 35DE+D + 232 arctan (ﬁ) +C.
Dabei haben wir wieder die Substitutionsmethode mit = = ¢(t) = \LﬁD und folglich
1
dr — \% sowie / o dxr = arctan(z) verwendet.
Aufgabe 6.8.

Berechnen Sie fiir die folgenden rationalen Funktionen den Definitionsbereich in R,
die reelle Partialbruchzerlegung und eine Stammfunktion. (Fiithren Sie ggf. eine Probe

durch.)

1 1 1 2z — 1 1
b) —— d) — :
(b) 1+t (c) (x+1)2(22+1)’ (d) 22 —br+6 (¢) zt—1

Losung zu Aufgabe 6.8.

(a) Da 23—z = x(x+1)(x —1) die einfachen Nullstellen x; = 0,2 = 1,23 = —1 besitzt,
ergibt sich fiir die rationale Funktion
1 1

= x3—x:x(x—|—1)(x—1)
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6 Integrale

der Definitionsbereich R\ {0,1, —1} und fiir die Partialbruchzerlegung der Ansatz

_ o as as
rl_:p x—1+x+1

Die Koeffizienten kénnen entweder mittels Koeffizientenvergleich oder einfacher mit
der Grenzwertmethode a; = lim (x — x;)ry , i = 1,2,3 berechnet werden:

T—T;
1
& xlil(l) (I —+ 1>(ZE — ].) ’

i 1 1

ay = lim—— = —
2 v—1x(x + 1) 27
) 1 1
az = lim — = —
-1 2(x — 1) 2

Somit ergibt sich die Partialbruchzerlegung

—1+1 1 . 1
rn=—=+=
V7 To\e—1 Tz

mit einer Stammfunktion Ry = —In(z)+1 (In(z+1)+In(z —1)) = In ( “”i_1> .
Probe:
22— (22—
22-1\\ 1 sasr—Var-1 : = 1
In{—— = . = . —
x < 1271> x2 2 —1 2 -

(b) Da 1+ z* keine reellen Nullstellen besitzt, ergibt sich fiir die rationale Funktion

1
ry = ———
2T ] 4 ot
der Definitionsbereich R. Ferner kann der Nenner in 1 + z* = (22 — /22 4 1)(2? +
V2z 4 1) zerlegt werden, was sich wegen €™ = —1, ¢z = 4 = —% sowie cos (%)
= sin (%) = ‘/75 wie folgt ergibt:
'+ 1 = (22 —i)(2® +1)

= (4@ =) +1) - (2F Faei(l-eF) +1)
T §

2 21

Somit gilt
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6 Integrale

Mit dem Anzatz

- E1£E+F1 + EQCIZ—FFQ
? 22— V22 +1 22+V20+1

erhalten wir

1 = (B4 F)@?+ V2 +1) + (Byx + Fy) (2® — V2z + 1)
= $3(E1+E2)+I2(E1\/§+F1—EQ\/§+F2)
+I‘(E1+F1\/§+E2—FQ\/§>+(F1+F2)

Somit ergeben sich nacheinander Fy = —Fy, F; =1 — F, und
2* (2B V2+1)+2(—2F,V/24+v/2) = 0 — E, = 1 , By = 1 , L =F= L
2v/2 2v/2 2
Wir erhalten die Partialbruchdarstellung
-1 1 1 1
oo 2t 237 T3
! 22— V22 +1 22+V20+1
Eio 1 _ pi2Eip 1 o o P?,2 1 .
und (wegen =32 = Fis Fip — 22322 = 2 und Dip = qu -2 = 3) eine
Stammfunktion
1 224+ v22 +1 1
Ry = In + (arctan V2x — 1) + arctan(v2z + 1 ) .
VG <x2—\/§x+1 2 \reten(v2e =) (V2 +1)
Probe:
no 1 20 + /2 2 — /2 . 1 V2 n V2
2 V2 \ 224+ V2a+1 a2—V2x+1 2/2 \ 1+ (V2r—1)2 1+ (V22 +1)2
1 V2z +1 N —V2z +1 +1( 1 N 1 )
pr— — — f— /,a
A\ a2 +V2+1 22—V2r+1 2\ 222 — 222 +2 222+ 221 +2 2

Die Funktion
1

(x+1)%(z2+1)
besitzt die doppelte Polstelle —1. Somit ist der Definitionsbereich R\ {—1} und wir
verwenden fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz

rs =

Aqy Ao Ex + F
r+1 (z+1)2 22+1

rs =
Nach der Grenzwertmethode erhalten wir nacheinander

1
_ : 2 _ : _
ALQ = xli}l_ll(ﬂf + 1) r3 = mli)l’I_ll xQ 1 =

N[ —
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und

A171 = lim (l’ — 1) (Tg — (Al{i)

z——1 x4+ 1)2
: Alo
B xlgg <($ s = x + 1)
= lim < ! — L )
eo—1\(z+1)(22+1) 2(z+1)
= lim Lo
e——12(x+1)(z2 4+ 1)
i LT
e——12(x2 4+ 1)
1
T2
Somit folgt nun fiir £ und F die Bedingung
%(:L’—i—1)(x2+1)+%(a:2+1)+(Ex+F)($+1)2: 1 — E = —% , F=0

und wir erhalten die Partialbruchzerlegung

1 1 n 1 T
ry = — — :
’ 2\z+1 (z+1)2 22+1

Eine Stammfunktion ist
1 1 1
Ry = Inf /) _2 .
2+ 1 2z +1

1) -t - )
(1to+1)- 5 )

z+1

Probe:

1 T n 1
r+1 2241 (z+1)?

Fiir die Funktion r4 = ﬁ liefert der Ansatz der Partialbruchzerlegung

5x
20 -1 A N B
2—5x4+6 -2 x-—23

den Koeffizientenvergleich A(z —3)+ B(z —2) = 22 — 1 mit dem linearen Gleichungs-
system

a4 op — 1 — A=-3, B=5.

Eine Stammfunktion R, ist demnach
20 — 1 dx dx
/x2—5a:—|—6 N _3/m—2+5/x—3
= —3lnjr—-2|+5ln|z-3|+C

{ A+B = 2,

+C.
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6 Integrale

(e) Mit dem Ansatz
1 A B Cox+D

T T R i S

fiir die entsprechende Partialbruchzerlegung gelangen wir nach Ausmultiplizieren zu

1 A N B GHJ)_(A+mx+Cx+D
t—1 r—1 z+1 2 +1 2 —1 2 +1

(A+B)z+(A—B))(@*+1) + (Cz + D)(2? — 1)
xt—1

(A+ B+C)a*+(A—B+D)2*+ (A+B-C)x+(A—B-D)
x4 —1 ’

so dass sich aus dem Koeffizientenvergleich
(A+B+C)2*+(A—B+ D)z’ +(A+B-C)z+(A-—B-D) = 1

demnach das Gleichungssystem

1 1 1 0 A 0
1 -1 0 1 Bl [o
1 1 -1 0 c|l o
1 -1 0 -1 D 1

ergibt, welches die eindeutige Losung (A, B,C, D)T = Gp —%1,0, —
erhilt man eine Stammfunktion

R_/dm _1/dx_/dx _1/dx _11
57 o1 T i\ ) o1 v+1) 2 2+1 " 1™

Bemerkung:

)7 besitzt. Somit

r—1
x+1

1
‘ —3 arctan z+C.

Oft konnen bestimmte Integrale nach Substitution in Integrale von rationalen Funk-
tionen tiberfithrt werden. Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen, dann
leisten fiir Integrale der Form

/R(m, Vazr? +bx +c)dx

die drei EULERschen Substitutionen (in verschiedenen Fillen) das Gewiinschte; siehe
folgende Aufgabe fiir ein Beispiel zur 1. EULERschen Substitution.

Hier noch ein anderes Beispiel:

Aufgabe 6.9.

Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen. Fiihren Sie durch die Substitution
t = tan% fir —7 < 2 < m das Integral [ R(sinz,cosx)dx auf das Integral einer
rationalen Funktion von t zuriick.
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Losung zu Aufgabe 6.9.

Die Substitution liefert zunéchst x = 2arctant sowie dx = 1ft2 dt (siehe Satz iiber
die Ableitung der Umkehrfunktion).
Mit  sin(2c) = 2sin(a) cos(a) und wegen tana = 22 sowie
2 1 1
(cosa)? = (cosa) . = P
(cosa)? + (sinw)? 1 4+ % 1+ (tan )?
folgt weiter
2 2 11—t
— 9 ( _) —1 = 1 = :
oS €89 1+ t2 1412
_ . T x T x\ 2 2t
sinr = 2sin—-cos— = 2tan—<cos—) = —
2 2 2 2 1+t

und somit

. 2t 1-—1¢2 2
/R(81nx,cosx)dx—/R(1+t27 1—|—t2> 1+t2dt'

Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktion, die wir bereits integrieren
konnen.

Aufgabe 6.10.

C—w
S
IS
8
Py
=
C—w
&Ml,_\
IS
)

(a) Uberpriifen Sie die Existenz der uneigentlichen Integrale ()

und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Wert.

Losung zu Aufgabe 6.10.

9
(a) Wegen f\/iidx = 2\/§|Zi = 2(3 —+/s) fiir s €(0,3) folgt

9 9
: 1 :
/ xdm = il{‘r%) ﬁdx = £%2(3—\/§) = 6.
0 s

-

existiert das uneigentliche RIEMANN-Integral

1
T lrx=s s 3

3 j—
(b) Wegen [Ldz = -1 S

3
[ % dz nicht.
0

Aufgabe 6.11.
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(a) Man berechne die folgenden Integrale:

(b) Man berechne die folgenden Integrale:

3dx , 6x + 4
a) /m, b) /sm(ax—i—b)dx (a #0), c) /mdx,

w/2

sin x arctanx
4) /a—i—bcos:l:da7 (a#0, 670), / 1+ 22
0 0

(c) Man berechne folgende Integrale:
3z dx e’
——d b —_— — du.
a)/(2—|—3m2)3 “ >/:102—i—437—|—57 C)/ex—e—x *

Aufgabe 6.12.
Bestimmen Sie mittels partieller Integration oder Substitution Stammfunktionen zu

(a) flx)="0" 20

(b) g(z) = av1+a?
(¢) h(x) = cos(z)(1l — 2zsin(z))

Losung zu Aufgabe 6.12.

(a) Substituiert man y = In(z), so erhélt man wegen dy = Ldx gerade

In(z) | y=ln(a) Ly 1 2
/ e = /ydy—§y —5(111(1‘))

(b) Substituiert man y = 1+ 22, so erhiilt man wegen dy = 2zdx gerade

1422 1
/x\/1+x2d1‘y Lte? E/ﬂdy: f?“acl?)y% = (14 22)3

LWl

(c) Wegen ((cos(x))?) = —2cos(z)sin(z) gilt mittels partieller Integration
/cos(az)(l —2zsin(z))dr = sin(z) + /x(—2 cos(z) sin(x))dx
= sin(z) + (x(cos(x))2 - /(COS(JZ))QCZ[E)

Weiterhin ergibt sich mittel partieller Integration

/ cos®(z)dx = sin(z) cos(z) + / sin?(z)da
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6 Integrale
und daraus wegen sin® = 1 — cos? auch
2 / cos?(x)dx = sin(x) cos(x) + x,
also insgesamt

/cos(m)(l — 2xsin(z))dr = sin(x) + x(cos(z))? — %sin(z) cos(z) — %

Aufgabe 6.13.
Fiir das folgende Integral I,,(n € N) ist eine Rekursionsformeln aufzustellen. Aulerdem gebe
man jeweils [y, I1, Is, I3 an.

I, = /x"e‘”’dw a#0

Losung zu Aufgabe 6.13.

a a a
eaz
Iy = —
a
eax 160“’2
L = —r——
a a a
eax 2 eam 1 6[127
L = —2?-2(—2z--—
a a\ a a a
eaz 3 e(lil' 9 2 e(ll’ 1eaa:
Iy = —2——|—2"—-|(—2——
a a\ a a\ a a a

Aufgabe 6.14.
Ein stromlinienférmiger Auftriebskérper wird durch Rotation eines Graphen der Funktio-
nenschar

fk(x):ﬁ\/l@—x mit z € R,0< z < k* keR,

um die z-Achse beschrieben.

(a) Fir welchen Wert von k betriagt das Volumen des Rotationskorpers ?47’2’ Volumenein-
heiten.

(b) Berechnen Sie den maximalen Durchmesser des Rotationskorpers in Abhéngigkeit von
k.

(c) Bei Anndherung an x = 0 lduft der Rotationskorper spitz zu. Berechnen Sie die GroBe
des Winkels, den die Tangente an den Graphen von f; mit der z-Achse fiir z — 0
bildet.
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(d) Beit Rotation um die z-Achsen und bei homogener Massenverteilung liegt der Schwer-
punkt des Rotationskorpers aus Symmetriegriinden auf der x-Achse. Fiir seine Abzisse

xrs gilt

xzwﬁﬂﬁ@W@

s % .
Dabei ist V' das Volumen des Rotationskorpers. Berechnen Sie x, fiir den Auf-
triebskorper.

(e) In den Rotationskorper, der von f; fiir k& = 3 erzeugt wurde, soll ein Zylinder mit
dem Radius 0.5 und dr Hohe 6 untergevracht werden. Priifen Sie, ob dieser Zylinder
in den Rotationskorper hineinpasst. Bergiinden Sie Thre Entascheidung.

Losung zu Aufgabe 6.14.

(a) Zuerst bestimmen wir die Schnittpunkte mit der x-Achse, damit wir die Integrations-
grenzen erhalten, dazu setzen wir fi(z) =0, also

fk(l') =0
ﬁ k2 —2z = 0
22
e ) =0

(k> —z) = 0
Somit erhalten wir als Nullstellen z; =0 und z, = k2.

Nun berechnen wir das Volumen, das bei Rotation von f; um die x-Achse entsteht.
Dieses ist natiirlich von k& abhingig. Also

b
Ve, = 7T/ fé(z)dx
akz x2

_ 2

= 7T/0 16k2<k —x)dz
T [

= o /0 (K*x* — 2°)dx

r (1 1"
_ D128 _ gt
16k2<3 ! 4x0>

™ 1 1
— —k?2 6 k2 4
16k2 (3 4( J)
_ s
192
Nach Aufgabenstellung gilt, dass V, = % , also erhalten wir die Gleichung
b4 T
T192 0 192

und somit die Losung k£ = 2.
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(b) Wir berechnen das lokale Maximum zwischen 0 und k?. Also bilden wir die erste
Ableitung und setzen diese gleich Null.

k2 —x x
() = — — = 0
K-z = 2
2
r = -k
3
Daher betragt der maximale Durchmesser d,,q.
2
dmam = 2. fk(_kQ)
3
— 1 2 1
3 3
(c) Offensichtlich ist
k? —x x 1

lim f;.(z) = lim

z—0 z—0 4k B S8k/k?2 — « - Z

und somit ist der Winkel durch arctan (%) gegeben.

(d) Das Volumen hatten wir bereits berechnet, namlich V, = {5-k°, somit gilt

_ oy alful@)de
Ty =
16
192
12 (¥
= 15 i (kK*z® — 2*)dx
12 (K22t 25|F
T B\ 4 5,
B B /{72-(162)4_ (/{52)5
k8 4 5
= §k2
)
(e) Wir setzen f3(z) =1 und erhalten
x 1
YT = 3
z? 1
w0 =g

*(9—-12) = 36
234922 -36 = 0

Durch Probieren erhalten wir ndherungsweise die Nullstellen x; ~ 2.322 und z, =~
8.502, somit passt der Zylinder offensichtlich rein ,da zo — 27 > 6.
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6.3 Aufgabenserie mit Lésungen

Aufgabe 6.1.

Seien a,b € R mit 0 < a < b. Bestimmen Sie das Integral f: Vrdr als Grenzwert der
Riemannschen Obersummen fiir die Funktion /z, = € [a,b], bzgl. der Zerlegung durch die

Punkte z;, = (va+ (Vb — Va)5)?2, k=0,..,n.

Losung zu Aufgabe 6.1.
Es folgt mit u? —v? = (u —v)(u + v)

0S(Zu, f) = Y Van(wrn — )

n

k=1

= VY (V- vak) (i (i va

4k —

n

= (b~ va) (zawa(ﬁ—ﬁ) Ly (Vo - va)

k=1

— o= va) (20 valve- v 2D 0

2

+ (VB - yap

n+1)2n+1) — in(n+ 1))

und darum

/ Vidr = lim 08(Z,, ) = (Vb — va)(2a + 2va(V — va) + - (Vb - Vay)

= (Vb—+a) (%aJr%\/%%—;b)
= (Vo Va)(a+ Vab+b)
(b\/g—a\/@

(CONICY

WM Wl w

Aufgabe 6.2.

- X (var - valt) ((ﬁ+<¢5—¢a)§)2— (va+ (i va)

, 2k?

k—1

n

Seien a,b € R mit 0 < a < b. Bestimmen Sie als Grenzwert von Riemann-Summen
Y pe (&) (xp — zp—1) den Wert des Integrals f; —dz wie folgt: Betrachten Sie die dqui-
distante Zerlegung 7, mit xp :=a + d%, k=0,1,....m, d:=b—a und als & = \/Tp_17%

das geometrische Mittel von x,_; und .

Losung zu Aufgabe 6.2.
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Es gilt & := \/(a +d5)(a+d":L) und

n

1 d
RS(Z,,f) = ——
; (a+dE)(a+dE=2)n

" d
- "; (na + kd)(na + (k — 1)d)

- 1 u 1
- n(;na+(k—1)d : na—l—kd)
n—1 n
1 1
N n(;na#—kd_ — na+kd>
o (A1
N na na-+nd
11
a b
Wobei wir
d 1 1

(na + kd)(na+ (k— 1)d)  na+ (k—1)d na+ kd
benutzt haben. Also ist

"1 , 1
—dx = lim RS(Z,, f) = - —
T a

1

a

Aufgabe 6.3.
(a) Geben Sie eine stetige Funktion F': [a,b] — R an, die auf (a, b) differenzierbar ist,
deren Ableitung jedoch unbeschrankt ist und somit nicht Riemann-integrierbar.
(b) Geben sie eine Funktion g : [0,1] — R an, die nicht Riemann-integrierbar ist,
deren betrag |g| es aber ist.

Losung zu Aufgabe 6.3.

(a) Die Funktion F(z) =+/x tut das Gewiinschte.

(2) = 1, reQ
g 1, ze(R/Q)

(b) Die Funktion

tut das Gewlinschte.

Aufgabe 6.4.
Bestimmen Sie mittels partieller Integration oder Substitution Stammfunktionen zu

(a) flz)="E" 2>0
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(b) g(z) = ovTT 22
(¢) h(x)=cos(z)(1l —2zsin(z))

Losung zu Aufgabe 6.4.
(a) Substituiert man y = In(z), so erhélt man wegen dy = 1dx gerade

In(z =In(z 1 1
/ (2) g ¥t /ydy = 5v° = 5(In(@))”

X

(b) Substituiert man y = 1+ 22, so erhiilt man wegen dy = 2zdx gerade

=142 1
/xx/l—f—x%ixy Lte® Q/ﬂdy: f7‘acl3yg = (14 22)3

W

(c) Wegen ((cos(x))?) = —2cos(z)sin(z) gilt mittels partieller Integration
/cos(az)(l —2zsin(z))dr = sin(z) + /:c(—Q cos(x) sin(x))dx (6.4)
= sin(z) + (;15((:03(35))2 - /(cos(x))%a:) (6.5)
Weiterhin ergibt sich mittel partieller Integration
/0052(x)dx = sin(z) cos(z) + /sinQ(x)dx
und daraus wegen sin® = 1 — cos? auch
2 / cos?(z)dx = sin(x) cos(z) + ,

also insgesamt

/cos(x)(l — 2z sin(x))dz = sin(z) + z(cos(z))? — %sin(m) cos(z) — %

Aufgabe 6.5.
(i) Berechnen Sie die folgenden Integrale
2m 2 7r/21 .
(a) —/cosxdx, (b) /(x5 — 3224 7) da, (c) / —|-'S;Il x dz.
sin” x
" 0 w/4

(ii) Geben Sie jeweils eine Stammfunktion an

(d)/lljxxw () /rcostdt, (f) g—z, (&) /x\/idx, (h)/j—fﬁﬁ,
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) 22 —3x+4 _ 2 —x+1 zt —x
(i / T e ) / T e / N / e da.

Losung zu Aufgabe 6.5.

(a)

—/cos(x)d:v =— (sin(ac) )

2
1
/(az5—3x2+x—7)d:c: <6x6—x3+—x2—7x
0

r=2
64 —28
= — _842-14=—"
> 6 * 3

z . 9 fud z
/2 1+.s;n (a:)dx:/z 21 +/21dx: _C?s(x)
= sin®(z) = sin®(z) = sin(x)

1 3 1
_— = -2 = —2 -2
/x\/de /$ e v

23 4 1
/wdx = 5:82 — 3z + 41n(x)
x

> —r+1 3 1
 dr= 1 = —2? In(xz — 2
/ P dx /x—ir —l—x_Qda: 5% + 2+ 3In(x — 2)

LAY S RS TR S M +1In(z — 1)
- -
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/e"”dm =7
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6.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 6.1.
Man berechne folgende Integrale durch partielle Integration:

w/2

(a) /ZEQIHZL‘dI‘, (b) /xsinxdw, (c) /(x2+x)ln(x—|—1)dx, (d) /xQSinxdx,

2

(e) /lnxdx, (f) /xlnx2 dx, (2) /x arctan z dx, (h) /x‘Q Inxdz

1

Losung zu Aufgabe 6.1.

(a)
/mz In(z)dz = %x?’ In(z) — / led:c = 1953 In(z) — ~2*

3 =3 3 3
/ xsin(x)dr = — cos(z)x +/ cos(z)dr =sin(x)| =1
0 =0 0 0
(c)
1 1 2 1
/(m2 +x)In(x + 1)de = <§x3 + §x2) In(z+1) — / ;jl dx
1, 1, 20 +2 1
(393 +2x)n(x+ ) /$+1 x+1dx
1 1
= <§x3 + 51’2) In(x+1) — 2z +In(z + 1)

/ 2?sin(z)de = —cos(z)x? + / 2 cos(x)dx

= —cos(x)r? + 2zsin(x) — /2 sin(z)dx

= —cos(x)r? + 2z sin(x) + 2 cos(x)

1 1,1
/:z:ln(xz)dx = §x2ln(x2)—/§x292xdx
1 1
= —2?In(2?) — =2?
2 2
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(g)
1 1 2
/xarctan(:r:)dx = §:E2 arctan(x) — 5/ 1f$2dx

1 1 1

= —2”arctan(z) — —/ 1-— dx
2 2 1+ 22

~ getarctan(z) = o+ 5 arctan(s)

= e arctan(z) — S + 5 arctan(z

(h)
2] In(z)[**  [*11
/ ng)dw = — () +/ ——dx
LT r |, J1 vx
~ In(2) 17
2 T,
In(2) 1
- T2 T3
Aufgabe 6.2.
(a) Berechnen Sie das bestimmte Integral
9
/ (z° 4+ 10z + 9)Vz + 1dx
-1

Tipp: Substituiere y: =2+ 1.
2 2
2

(b)Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Ellipse E := {(ac, y)eR?: L + 4 < 1} .

Losung zu Aufgabe 6.2.

(a) Mit der Substitution y := x + 1 erhélt man

10 ) 10 B 3 9 7 16
(y° +8y)vydy = [ (y2 +8y2)dy = 2yt =y
0 0

N

y10> \/1—0

y=0

(b) Der Flidcheninhalt A ist gegeben durch A = 4 foa by/1— i—idx. Wir verwenden die
Substitution x := asin(t), t € [0, 5]; diese ist in der Tat eine Bijektion. Fiir ¢ € [0F]

gilt \/1 —sin®(t) = y/cos?(t) = cos(t), da dann cos(t) > 0. Darum gilt

2 2
A= 4ab/ 1 — sin®(t) cos(t)dt = 4ab/ cos?(t)dt.
oV (t) cos(t) i (

Mit der Identitéit cos(2t) = 2cos?(t) — 1 gilt dann
t=%
= mab.
t=0

3 in(2
A= 2ab/ (1 + cos(2t)dt = 2ab (t + smé b
0
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6 Integrale

Aufgabe 6.3.
Berechnen Sie mittels Substitution die Integrale

(a) fi)s) 1§3xd'r

(b f14 3v8x — 4dw
(c
(d
(

)

) [ o=

) [ e
) [ 2 _d
)
)
)

(e
(f

g

x24+4x+7

2x—5
f z2—5x+8 dx

[ (62 + 3)e”* 7 +3dy

(h f; 3e*Ve® + ldx

Losung zu Aufgabe 6.3.

(a)

16

0 1
6 y:1—3z / 1 dy
de” =76 | ——= =2In(y)| = 2In(16)
/_51—395 16 Y (—3) ()1
(b> 4 28 3128

—8z— d 2 1
/3\/8:(;—4613;”:43/ i =5 =228t - 42)

. L VIR T, T

4
3 — y=bx—7 3 d_y _ 3 4 _ 3(5.73 — 7)3
/\/5:U Tdx /\/y . 20y3 5
(d) ]

[ =t NEN A

[t [ Sy =1nt) = tnGa? + 4

2z —5 y=z?—5z+8 1 )
/ popy vy LA / gd?/:hl(y)zln(x — 5z

7

! 2 y=z?+z+5 7 dy
/ (62 + 3)e® ToHody T = / (6 + 3)e¥ = 3eY
0 5 20 4+ 1

xZ

5

5
e’+1 3
2

5 e ed+1
/ 3¢%/e + 1dz V=T / 3/ydy = 22
2

e2+1

:2<(e5—|—1)

e2+1
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6 Integrale

6.5 Aufgabenserie mit Lésungen

Aufgabe 6.1.
Fiir die folgenden Integrale I,(n € N) sind Rekursionsformeln aufzustellen. Auflerdem gebe
man jeweils [y, I, 5, I3 an.

(a) I, = [x(ln(z))"dx
(b) I, = [ cos"(x)dx

Losung zu Aufgabe 6.1.

()

In:/x(ln(x))"dx = %x%ln(x))”—/%fn(ln(x))”_lidx
_ %;ﬁ(ln(m))n— 2 / ()" dz
= 5@ = S

Iy = le

% 11

L = §w2 In(z) — 5 EIZ

I, = %wQ(ln(w))Q - (%xQ In(x) — % : %xQ)

I; = %.’132(1n(.’£))3 — (%LEQOD(:L’))Q — <1:1:2 In(x) 21 la:Q))

I, = /cos”(x)dx = /cos(x)-cos"l(x)dx
= sin(z)cos" H(x) + (n — 1) /sinZ(x) cos"?(x)dx

= sin(z)cos™ H(z) + (n — 1) /(1 — cos?(z)) cos" ?(z)dx
= sin(x) cos™ Hx) + (n — 1), — (n — 1)1,

also

-1
I, = sin(x) cos™ ! (x) + A
[0 = T
I, = sin(z)
1
I, = sin(z)cos(x) + 57

Iy = sin(z)cos?(z) + ; (sin(w) cos(z) + %x)
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6 Integrale

Aufgabe 6.2.

(a) Geben Sie einen Ansatz fiir die Partialbruchbruchzerlegung von

o7 — T2% + 62% — 325 + 1722 4+ 25
23 —2)%(x+3)3 (a2 + 2+ 1)*

an. Die unbekannten Koeflizienten sollen nicht berechnet werden.

(b) Man berechne folgende Integrale:

(@/ﬂd%

22 4+ 2x — 8

22 — 31z +94
v) /

3+ 422 — 192 + 14 o
2 +r—1
(c) / 3 — 1?2 — 21 az,
224 + 5a® — 222 + 3z
(d) 5
x(x + 3)

dz.

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit MAPLE. Es bietet sich an, eine rationale Funktion
f(z) mit convert(f(x),parfrac) in Partialbriiche zu zerlegen.
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