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Geleitwort

Von allen Wissenschaften scheint in der Mathematik der Ubergang
von Schule zu Universitdt am schwierigsten zu sein. Der Sprung
vom simplen Rechnen und immer gleichen Kurvendiskussionen zu
allgemeinen Prinzipien der Linearen Algebra und Analysis begeistert
die einen, tiberfordert aber gleichzeitig viele. Neu ist diese Erkennt-
nis wahrlich nicht, im Gegenteil: Ganze Biicher wurden dariiber
geschrieben, und viele Veranstaltungen zur Abhilfe eingefiihrt, die
oft leicht bemiihte Namen wie Briickenkurs oder Mathematik fiir
Einsteiger tragen. Meistens handelt es sich um zwei Typen von Vorbe-
reitungskursen: Die einen vermitteln ein paar Grundlagen der Logik,
Induktion, Zahlentheorie bis hin zu Begriffen der Algebra, es soll also
der Schritt in die abstrakte Denkweise erleichtert werden, die anderen
orientieren sich an Problemen, zum Beispiel aus Physik, Biologie und
Wirtschaft, und stellen weiter gehende Losungsmethoden vor, ohne
auf Beweise einzugehen.

Das vorliegende Buch von Daniel Grieser geht einen anderen,
hochst vielversprechenden Weg. Der Autor lehnt sich deutlich an
das legenddre Werk ,Vom Losen mathematischer Aufgaben’ von
George Pélya an, fligt ihm aber viele neue Akzente hinzu. Neben
Problemen und Prinzipien, den beiden Teilen in Pélyas Buch, gibt er
ebenso breiten Raum den Beweisen - nach seinen Worten das ,,Herz
der Mathematik”. Als Mitglied eines erfolgreichen Teams bei der
Mathematik-Olympiade ist es nicht verwunderlich, dass Daniel Grie-
ser eine Fiille von spannenden Problemen und Methoden, von ihm
~Werkzeugkasten” genannt, ausbreitet. Dabei beldsst er es aber nicht,
sondern ladt die Leser immer wieder ein, selber neue Fragen und
Beweise zu entwerfen und so die Mathematik als eine wunderbare
Schule des Denkens zu begreifen: die Niitzlichkeit eines Problems
zu erkennen genauso wie die Asthetik eines eleganten Beweises oder
den Erkenntnisgewinn eines wohlformulierten abstrakten Prinzips.



viii Geleitwort

Fiinfzig Jahre nach Pélyas Klassiker lddt Sie dieses Buch aufs Neue
zu einer Entdeckungsreise in die Mathematik ein — lassen Sie sich, ob
Schiiler, Lehrer oder einfach Mathematik-Liebhaber, dazu verfiihren.

September 2012 Martin Aigner



Vorwort zur 2. Auflage

Nachdem dieses Buch eine sehr positive Resonanz gefunden hat,
freue ich mich, Ihnen nun eine Neuauflage anbieten zu konnen. Sie
enthdlt zahlreiche neue Aufgaben, und auch manche Erklarung wur-
de noch einmal kritisch durchgesehen und verbessert. Einer Bitte
mancher Leserinnen und Leser bin ich aber nicht nachgekommen:
Es gibt auch in der zweiten Auflage zwar Hinweise zu zahlreichen
Aufgaben, aber keine vollstindigen Losungen. Dieses Vorgehen ent-
spricht der Idee des Buchs, dass der Weg das Ziel ist und die eigenen
Evidenzerlebnisse die schonsten sind.

Aus zahlreichen Zuschriften und Einladungen entnehme ich, dass
das Buch mathematisch interessierte Einzelpersonen genauso begeis-
tert wie Teilnehmer an mathematischen Schiilerzirkeln und an ent-
sprechend ausgerichteten Proseminaren und Vorlesungen in Univer-
sitdten und Fachhochschulen. Solche Veranstaltungen werden seit ei-
nigen Jahren verstirkt angeboten, da sie geeignet sind, den Ubergang
von der Schule zur Hochschule zu erleichtern. Denn sie erdffnen den
Studierenden nicht nur einen kreativen Zugang zur Mathematik, sie
starken auch ihr Vertrauen in die eigenen Fahigkeiten und geben
ihnen Werkzeuge an die Hand, die ihnen im ganzen Studium beim
Bewdltigen anspruchsvoller mathematischer Probleme helfen.

Lehrenden, die dieses Buch als Grundlage fiir Vorlesungen ver-
wenden, mochte ich aus eigener Erfahrung den Rat geben: Weniger
ist mehr! Das Buch ist so angelegt, dass sich jedes Kapitel fiir ei-
ne zweistiindige Vorlesung eignet (mit wenigen Ausnahmen, z.B.
sollte man sich am Anfang etwas mehr Zeit nehmen, und die an-
spruchsvollen Kapitel 10 und 11 kénnen zusammen gut drei Vorle-
sungen fiillen). Anstatt jedoch zu versuchen, alle Themen durchzu-
arbeiten, ist es wichtiger, Zeit in das gemeinsame Entwickeln von
Losungsideen, das Verfolgen verschiedener Ansitze und das gemein-
same Herausfinden aus Sackgassen zu investieren. Im Ubrigen verwei-
se ich auf die ,Hinweise fiir Lehrende”, die Sie auf der Internetseite
http://www.springer.com/de/book/9783658147648 finden.


http://www.springer.com/de/book/9783658147648

X Vorwort zur 2. Auflage

Ich danke allen, die mir Anregungen gaben und ihr Interesse be-
kundeten, insbesondere den im Vorwort genannten Personen und mei-
nem Kollegen Andreas Defant, der die erste Auflage des Buchs sehr
sorgfaltig und kritisch gelesen hat und mir zahlreiche wertvolle Hin-
weise gab. Ich freue mich auch in Zukunft auf IThre Kommentare und
Anregungen an die Email-Adresse daniel.grieser@uni-oldenburg.de.

Oldenburg,
Juni 2016 Daniel Grieser
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Einflihrung

Sag es mir — und ich werde es vergessen.

Zeige es mir — und ich werde mich daran erinnern.
Beteilige mich — und ich werde es verstehen.

(Lao Tse)

Mit diesem Buch mochte ich Sie zu einer Entdeckungsreise in die
Mathematik einladen. Sie werden die Mathematik von einer ganz
neuen Seite kennenlernen: nicht als Sammlung von Rechentechniken
und Formeln, sondern als eine Welt, die Sie selbst erkunden konnen,
in der Sie eigene Ideen entwickeln und wunderbare Schitze heben
werden. Keine Sorge: Sie sind fiir IThre Reise gut geriistet. Unterwegs
erweitern Sie Ihre Ausriistung, lernen neue Werkzeuge kennen, die
Ihnen beim Bewiltigen schwieriger Passagen helfen. Dabei werde ich
Ihnen als Reisebegleiter zur Seite stehen. Sie konnen selbst entschei-
den, ob Sie alleine vorgehen, einige Hinweise annehmen oder sich
vollstandig durch das Terrain fiihren lassen.

Am Ende kehren Sie bereichert von der Reise zuriick. Sie werden
nicht nur einen neuen Blick auf die Mathematik gewonnen haben,
sondern auch eine Fiille an Erfahrungen mitnehmen.

Drei Themen durchziehen unsere Reise:
1. Mathematische Probleme und Losungsstrategien

2. Mathematische Beweise: Woftiir brauchen wir sie, wie finden wir
sie, wie formulieren wir sie?

3. Ubergreifende Ideen der Mathematik

Probleme und Lésungsstrategien

Probleme sind die Seele der Mathematik.

Die Probleme, Flichen zu berechnen und die Bewegung von Korpern
vorherzusagen, fithrten zur Entwicklung der Differential- und Inte-
gralrechnung im 17. Jahrhundert; das FERmMATsche Problem, ob die

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 1



2 Einfithrung

Gleichung x" +y" = z" positive ganzzahlige Losungen fiir n > 2
hat, befruchtet die Zahlentheorie bis heute; das 4-Farben-Problem, ob
jede Landkarte mit vier Farben so gefarbt werden kann, dass Nach-
barldnder verschiedenfarbig sind, begriindete im 19. Jahrhundert
eine ganz neue mathematische Disziplin, die Graphentheorie. Es gibt
aber auch unzahlige einfachere, fiir jeden zugéngliche mathematische
Probleme, an denen Sie erfahren, was Mathematik ist und wie Sie
forschend Mathematik entdecken konnen. Solche Probleme finden
Sie in diesem Buch.

Problemldsen macht SpafS und ist kreativ.

Am Anfang stehen Sie im Dunkeln. Sie untersuchen Beispiele, machen
ein paar Skizzen, nehmen Muster wahr, erkennen nach und nach, was
wichtig ist und was nicht. Das Dunkel erhellt sich langsam, Sie tasten
sich weiter vor, entwickeln Ideen, und schlieSlich: Heureka — Ich habe
es gefunden! Etwas selbstdndig verstanden zu haben, erzeugt tiefe
Befriedigung. Kreativ sein macht gliicklich.

Problemlosen kann man lernen.

Auf Threr Reise werden Sie viele Problemldsestrategien kennenler-
nen. Einige davon sind so allgemein, dass sie auch aufierhalb der
Mathematik zum Einsatz kommen. Andere Strategien sind speziell
auf die Mathematik zugeschnitten. Mit jedem Problem, das Sie 16sen,
entwickeln Sie Ihre Kreativitat, erweitert sich Ihr Erfahrungsschatz.

Problemlosen macht neugierig auf mathematische Theorien.

Theorien geben Antworten. Eine Antwort weifd nur wirklich zu
schitzen, wer vorher eine Frage gestellt hat und bei ihrer Bearbeitung
gemerkt hat, wo die Schwierigkeiten liegen. Wer sich auf diese Weise
eine Theorie zu eigen macht, dem wird es leicht fallen, mit ihrer Hilfe
weitere spannende Zusammenhiénge zu verstehen.

Beweise

Beweise sind das Herz der Mathematik.

Der mathematische Beweis ist etwas ganz Erstaunliches: Was bewie-
sen ist, stimmt — heute, morgen und in tausend Jahren. Das unter-
scheidet die Mathematik von allen anderen Wissenschaften. Eine
naturwissenschaftliche Theorie kann lange bestehen, nur um Jahre
spater korrigiert werden zu miissen. Auch die Mathematik entwickelt
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sich weiter, man entdeckt fortwdhrend neue Zusammenhénge, 16st
Probleme, die lange ungeltst waren; doch was einmal bewiesen ist,
gilt fiir immer.

Beweise ziihmen die Unendlichkeit.

Durch Probieren mag ich erkennen, dass ich immer mehr Primzahlen
finden kann, egal wie viele ich schon habe. Aber geht das immer so
weiter? Gibt es unendlich viele Primzahlen? Nur ein Beweis kann mir
diese Gewissheit verschaffen.

Beweise geben Sicherheit.

Manch vermeintliche Gewissheit entpuppt sich als Tauschung — und
wenn Sie dies einmal erlebt haben, werden Sie den Wert von Beweisen
zu schitzen wissen. Ohne einen Beweis konnen Sie nie sicher sein.!

Beweise helfen beim Verstehen.

Wenn Sie sich bis ins letzte Detail tiberlegt haben, warum eine ma-
thematische Aussage stimmen muss, wenn Sie jeden Zweifel durch
zwingende Argumente ausgerdumt haben, werden Sie die Aussage
besser verstehen und sie anderen besser erkldren konnen.

Beweise zu finden, ist eine Art des Problemldsens und daher kreativ.

Ein Beweis ist eine logisch vollstindige Argumentation. Doch wie
finden wir einen Beweis? Hier ist Kreativitdt gefragt. Das Finden von
Beweisen verhilt sich zum Beherrschen der Logik wie das Malen
eines Bildes zur Kenntnis der Farblehre oder wie das Komponieren
einer Sinfonie zur Kenntnis von Noten und Harmonien. Und genau
wie ein Bild oder eine Sinfonie kann ein Beweis schon sein. Zum
Finden von Beweisen gibt es kein allgemeines Rezept, doch analog zu
den Problemlosestrategien gibt es typische Beweismuster und immer
wiederkehrende Ideen. Diese zu kennen, wird Ihnen fiir viele Beweise
weiterhelfen. Sie werden zahlreiche solche Muster in diesem Buch
kennenlernen.

Ubergreifende Ideen der Mathematik

Ublicherweise wird die Mathematik in einzelne Fachgebiete geglie-
dert: Geometrie, Algebra, Analysis etc. Viele Ideen und Methoden

ISiehe die Aufgaben und und das Beispiel am Anfang von Kapi-
tel 7.2 fiir Probleme, bei denen dies besonders deutlich wird.
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kommen aber in allen Gebieten vor. In diesem Buch werden Sie an-
hand einfacher Beispiele iibergreifende Ideen der Mathematik und
allgemeine Prinzipien wissenschaftlichen Vorgehens kennenlernen.
Sie werden tiberrascht sein, dass Sie viele davon schon kennen und
intuitiv einsetzen. Wir werden sie lediglich benennen, um sie dann
gezielt verwenden zu konnen.

Zu den wissenschaftlichen Prinzipien gehort zum Beispiel die
Abfolge von erster Erkundung, Aufstellen von Hypothesen (in der
Mathematik: Vermutungen) und deren gezielter Untersuchung (in der
Mathematik: Beweis oder Gegenbeweis); das Einfiihren von Begriffen
und von geeigneten Bezeichnungen (Notation); das Identifizieren der
wesentlichen Aspekte eines Problems und das Vernachldssigen der
unwesentlichen (Abstraktion).

Zu den tibergreifenden Ideen zdhlen zum Beispiel das Extremal-
prinzip, das Invarianzprinzip und das Prinzip des doppelten Abzdhlens.
Sie werden diese Prinzipien hier als Problemldsestrategien kennenler-
nen und mit ihnen iiberraschende Dinge herausfinden. Doch wenn Sie
tiefer in die Mathematik eindringen, werden sie Ihnen in unterschied-
lichen Gewédndern immer wieder begegnen und in der weitldufigen
Landschaft der Mathematik den Weg weisen.

An wen richtet sich dieses Buch?

Dieses Buch richtet sich an alle, die Mathematik moégen und sich
gerne auf mathematische Probleme einlassen, welche iiber das An-
wenden einer vorgegebenen Methode hinausgehen. An alle, die ihre
Fahigkeiten im Losen mathematischer Probleme und im Beweisen
verbessern wollen. An interessierte SchiilerInnen; an Studentlnnen
der Mathematik und angrenzender Ficher, die zusatzlich zu den auf
Vermittlung mathematischer Theorien ausgerichteten Standardvor-
lesungen einen methodisch orientierten Zugang, der die Grenzen
der mathematischen Teildisziplinen iiberschreitet, seshen mochten; an
Lehrende in Schulen und Hochschulen, die Anregungen fiir ihren ei-
genen Unterricht, auch in Klassen oder Zirkeln mit mathematischem
Schwerpunkt, bekommen wollen.?

2Hinweise zur Durchfithrung von Lehrveranstaltungen mit diesem Buch finden
Sie als Zusatzmaterial auf der Internetseite zum Buch: http://www.springer.
com/de/book/9783658147648.
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An Vorkenntnissen bendtigen Sie nicht mehr als den Schulstoff der
Mittelstufe: Zahlen, Grundlagen der Geometrie, Umformen einfa-
cher Gleichungen. Auch wenn Sie schon mit hoherer Mathematik
in Kontakt gekommen sind, werden Sie auf Ihre Kosten kommen:
An vielen Stellen im Buch finden Sie Hinweise darauf, wie die hier
eingefiihrten elementaren Ideen in den verschiedensten Bereichen der
hoheren Mathematik, bis zur aktuellen mathematischen Forschung,
zum Einsatz kommen.

Zum Inhalt

Den Kern des Buches bilden zahlreiche Probleme und ihre Bearbeitun-
gen. In den Bearbeitungen ndhern wir uns dem Problem allméhlich,
suchen einen geeigneten Zugang, der uns zu einer Losung fiihrt. Nicht
jeder eingeschlagene Weg fiihrt zum Ziel, oft miissen wir mehrfach
ansetzen. Hier erleben Sie, wie Mathematik entsteht, wie Mathema-
tikerInnen denken. Hier lernen Sie Problemldsestrategien kennen.
Diese werden in Abschnitten mit dem Titel ,Werkzeugkiste” zusam-
mengestellt. Anhang A gibt einen Uberblick iiber alle Strategien.

Um welche Art von Problemen geht es? Generell um solche, die
nicht direkt durch Anwenden einer allgemeinen Methode zu 16sen
sind. Probleme, zu deren Losung man sich etwas einfallen lassen muss.
Probleme, die zu einer wichtigen mathematischen Idee hinfiihren.
Einige Kapitel geben einen Einstieg in ein Gebiet der Mathematik,
z.B. in die Graphentheorie in Kapitel 4 oder in die Zahlentheorie in
Kapitel 8. Auch diese sind als Folge von Problemen angelegt, oder
zumindest werden die Beweise aus der Sicht eines Problemlosers
entwickelt.

In den Kapiteln 1 und 2 finden Sie Probleme, bei denen Anzahlen
zu bestimmen sind. Indem Sie lernen, sich Schritt fiir Schritt vorzuar-
beiten, werden Sie bald das Erfolgserlebnis haben, selbst mathemati-
sche Zusammenhinge zu entdecken. Eine wichtige Abzédhltechnik ist
die Rekursion, die Sie in Kapitel 2 kennenlernen. Deren Grundidee,
ein Problem auf ein kleineres Problem derselben Art zuriickzufiihren,
liegt auch dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion zugrun-
de, das Thema von Kapitel 3 ist. Mit Hilfe der vollstindigen In-
duktion werden Sie in Kapitel 4 die berithmte EuLERsche Formel
beweisen und diese wiederum bei dem Beweis einsetzen, dass es
unmoglich ist, fiinf Punkte in der Ebene so durch Linien zu verbin-
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den, dass sich die Verbindungslinien nicht kreuzen. Dass sich eine
solche Unmdglichkeitsaussage tiberhaupt streng beweisen lésst, ist
ein Charakteristikum der Mathematik und mutet fast wie ein Wunder
an: Wie ist es moglich, die unendlich vielen Konfigurationen von
Punkten und Linien zu kontrollieren? Im Folgenden werden Sie noch
viele weitere Beispiele dafiir kennenlernen, was Beweise vermogen.
Nach diesem Ausflug in die Graphentheorie wenden wir uns in Ka-
pitel 5 noch einmal dem Abzéhlen zu und formulieren allgemeine
Prinzipien, die fiir alle Arten von Abzdhlproblemen von Nutzen sind.

Die zentralen Kapitel 6 und 7 sind einem systematischen Blick auf
Methoden des Problemldsens und Beweisens gewidmet. Kapitel 6
behandelt allgemeine Problemldsestrategien, das sind solche, die auch
tiber die Mathematik hinaus Anwendung finden. In Kapitel 7 werden
die Grundlagen der Logik behandelt und die wichtigsten allgemeinen
Typen von Beweisen vorgestellt. Sie werden durch viele Beispiele
illustriert, auch durch solche, die zeigen, wie man auf falsche Fahrten
gelangen kann, und die dadurch die Notwendigkeit von Beweisen
verdeutlichen. Thema von Kapitel 8 ist die elementare Zahlentheorie,
die Lehre von den ganzen Zahlen. Sie eignet sich besonders gut, um
die eingefiihrten Beweistypen an interessanten Fragestellungen ein-
zusetzen, und liefert fiir die folgenden Kapitel niitzliche Hilfsmittel
und hiibsche Beispiele. In Kapitel 9 lernen Sie das Schubfachprinzip
kennen, eine einfache Idee, die, geschickt eingesetzt, erstaunliche
Konsequenzen hat. In den Kapiteln 10 und 11 werden das Extremal-
prinzip und das Invarianzprinzip eingefiihrt. Dies sind einerseits
vielseitige Werkzeuge zum Losen mathematischer Probleme, anderer-
seits fundamentale Leitideen der exakten Wissenschaften, die Ihnen
dort immer wieder begegnen werden. Hier wird auch der wichtige
Begriff der Permutation und ihrer Signatur eingefiihrt.

Weiterfithrende Bemerkungen am Ende der Kapitel 4, 5, 6, 10
und 11 bieten Anregungen zur weiteren Beschiftigung und weisen
den Weg zu hoheren Gipfeln der Mathematik. Gelegentlich werden
hier Begriffe verwendet, die iiber die oben genannten Vorkenntnisse
hinausgehen. Auch wenn Sie diese nicht kennen, lohnt es sich, diese
Abschnitte zu tiberfliegen, um zu sehen, was es in der Mathematik
noch alles gibt.

Die mathematischen Inhalte sind elementar, d. h. mit geringem
Vorwissen zu verstehen, doch nehmen wir bei ihrer Behandlung einen
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hoheren Standpunkt ein: Probleme werden oft allgemeiner formuliert
als es etwa in der Schule iiblich ist, wir achten auf vollstdndige Argu-
mentationen, und trotz der insgesamt eher informellen Ausdrucks-
weise wird die heute iibliche mathematische Fachsprache verwendet,
insbesondere die Sprache der Mengen und Abbildungen. Diese wird
in Anhang B erklart.

Die Abfolge der Kapitel bildet nur einen Vorschlag, wie Sie sich
dem Thema ndhern kénnen. Die Kapitel konnen aber auch weitge-
hend voneinander unabhéngig bearbeitet werden.

Hinweise zum Gebrauch des Buches

Problemlosen lernt man, indem man Probleme 16st und indem man
Losungen anderer nachvollzieht. Beweisen lernt man durch Beweisen
und durch das Lesen und Verstehen von Beweisen. Die bearbeiteten
Probleme und die Aufgaben am Ende jedes Kapitels bieten Ihnen
dazu reichlich Gelegenheit. Seien Sie ein aktiver Leser®. Versuchen
Sie nach dem Lesen eines Problems zunéchst, es selbst zu 16sen; auch
wenn Sie schon einen Teil der Losung gelesen haben, iiberlegen Sie,
wie Sie die Losung fortfiihren konnten. An zahlreichen Stellen werden
Sie hieran durch das Symbol

Denkpause

erinnert. Fragen Sie sich nach jeder Aussage, die Sie lesen, ob Sie
ihr mit voller Uberzeugung zustimmen koénnen. Halten Sie Stift und
Papier griffbereit. Fragen Sie sich: Warum so, geht’s nicht auch anders,
einfacher?

Erkldren Sie Ihre Losung, oder die Losung, die Sie gelesen haben,
einem Freund, damit er den advocatus diaboli* spielt, der Ihnen nicht
die kleinste Ungenauigkeit durchgehen lasst, der versucht, Liicken in

3Liebe Leserin, ich hoffe, Sie verzeihen mir, wenn ich der besseren Lesbarkeit
halber durchgehend die ménnliche Form verwende. Seien Sie bitte auch eine aktive
Leserin!

4 Advocatus diaboli: der Agent des Teufels.
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Ihrer Argumentation zu finden, der nach jedem Schritt sagt: ,Aber
was wire, wenn...”. Mit der Zeit werden Sie lernen, Thr eigener
Teufel zu sein.

Sie werden mitunter feststellen, dass Ihre Losungsidee anders ist als
die im Text angegebene. Jedes Problem hat viele Lsungen, und man
kann dieselben Ideen sehr unterschiedlich formulieren. Sie konnten
Ihre eigene Losung ausarbeiten und mit der angegebenen vergleichen,
um herauszufinden, ob die beiden Losungen in der Grundidee gleich
oder doch ganz verschieden sind.

Die Aufgaben am Ende jedes Kapitels sind ein besonders wichtiger
Teil des Buchs. Machen Sie sich an die Losung. Es lohnt sich. Hin-
weise zu einigen Aufgaben finden Sie am Ende des Buchs, doch Sie
werden mehr von einer Aufgabe haben, wenn Sie nicht zu schnell
der Versuchung erliegen, dort nachzusehen. Neben jeder Aufgabe ist
eine Schwierigkeitsstufe angegeben. Diese ist als grobe Richtschnur
zu verstehen — eine objektive Beurteilung der Schwierigkeit gibt es
nicht. Ob und wie schnell man auf eine Losung kommt, hiangt von
vielen Faktoren ab. Diese Stufen sind so zu verstehen:

— leicht, manchmal schon im Kopf zu losen

— sollte machbar sein, wenn Sie das Kapitel aufmerksam durchge-
arbeitet haben

— erfordert Einsatz und weitere Ideen

— schwierig

Nun noch einige Bemerkungen zur Orientierung: Im Buch wird
die Bearbeitung eines Problems in der Regel in vier Stufen aufgeteilt:

1. Verstehen des Problems
2. Untersuchung der Problems
3. Geordnetes Aufschreiben der Losung

4. Riickschau

Diese Aufteilung greift die von George Pdlya in seinem Werk Schule
des Denkens (Polya, 2010) formulierten vier Stufen des Problemldsens
in moderner Formulierung auf. Die Stufen 1. und 2. sind eng verwo-
ben und werden in durch das Symbol “". gekennzeichneten Abschnit-
ten durchgefiihrt. Die Losung ist mit dem Symbol ' markiert, die



Einfiihrung 9

Riickschau mit (. Das Ende jedes dieser Abschnitte ist ebenfalls mit
dem entsprechenden Symbol gekennzeichnet, das Ende eines Beweis
mit g.e.d. (quod erat demonstrandum = was zu beweisen war).

Dieses Buch entstand aus der Vorlesung ,Mathematisches Problem-
I6sen und Beweisen”, die ich im Wintersemester 2011/12 an der Carl
von Ossietzky Universitdt Oldenburg gehalten habe. Da Form und
Konzept der Vorlesung neu waren, stand ich in besonders intensi-
vem Kontakt mit den studentischen Tutoren, die die Ubungsgruppen
betreuten. Ich danke daher den Tutorinnen und Tutoren Stefanie
Arend, Simone Barz, Karen Johannmeyer, Marlies Handchen, Stefa-
nie Kuhlemann, Roman Rathje, Kathrin Schlarmann, Steffen Smoor
und Eric Stachitz fiir ihre zahlreichen Anregungen und fiir ihren
Mut, eine Vorlesung zu betreuen, die sie selbst nicht besucht hatten.
Dem wissenschaftlichen Mitarbeiter Sunke Schliiters danke ich fiir
die engagierte Mitarbeit, von der Auswahl und Formulierung der
Ubungsaufgaben bis zu technischer Hilfe bei der Erstellung des Manu-
skripts, besonders bei zahlreichen Abbildungen. Mein grofster Dank
geht an meine Frau Ricarda Tomczak fiir fortwdhrende Ermutigung,
zahllose Gespréche und viele niitzliche Anregungen.

Und nun wiinsche ich Ihnen viel Freude beim Problemlésen und
Beweisen, beim Entdecken der Schonheit der Mathematik. Wenn Sie
Anregungen oder Kommentare haben, bin ich fiir Ihre Mitteilung
unter der E-Mail-Adresse daniel.grieser@uni-oldenburg.de dankbar.

Oldenburg,
September 2012 Daniel Grieser
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1 Erste mathematische Erkundungen

Zum Auftakt unserer Entdeckungsreise in die Mathematik untersu-
chen wir drei Probleme: ein einfaches Problem zum Aufwdrmen und
zwei Probleme, deren Losung sich uns erst nach einigem Suchen
erschlief3t. Dabei werden wir besonders darauf achten, wie wir beim
Problemldsen intuitiv vorgehen. Indem wir uns unsere Strategien
bewusst machen und sie benennen, kénnen wir sie bei schwierigeren
Aufgaben gezielt einsetzen. Am Ende des Kapitels stellen wir sie in
einem Werkzeugkasten zusammen. Das wird der Grundstock unserer
Ausriistung fiir die ganze Reise sein.

1.1 Zersagen eines Baumstamms

Problem 1.1

Wie lange benotigt man zum Zersiigen eines 7 Meter langen Baumstamms
in 1-Meter-Stiicke, wenn jeder Schnitt eine halbe Minute dauert?

Ihre Losung wird wahrscheinlich so aussehen:
Lésung
Man braucht sechs Schnitte, daher dauert es sechs mal eine halbe
Minute, also drei Minuten.
Riickschau

Sehen wir uns die Losung genauer an. Dabei offenbaren sich uns
grundlegende Strategien.

Als Zwischenziele haben wir zunachst die Zahl der Teilstiicke
(7=7m /1 m) und daraus die Anzahl der Schnitte (6) bestimmt.

Betrachten wir die Teilaufgabe, die Anzahl der Schnitte aus der
Zahl der Teilstiicke zu bestimmen. Ein hdufiger Anfangerfehler ist
es, einfach draufloszurechnen: 7 durch 1 ist 7, also 7 Schnitte.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 2
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Die richtige Antwort ist aber 6 Schnitte. Diese Verschiebung um
eins tritt oft auf. Wie gehen wir damit um, wenn wir unsicher sind,
ob wir um eins verschieben miissen oder nicht? Hier hilft eine
Skizze, sieche Abbildung 1.1.

Abb. 1.1 Ein Schnitt weniger als Teile

Um noch klarer zu sehen, konnen wir die Aufgabe vereinfachen,
z.B. indem wir 7 durch 2 oder 3 ersetzen und beobachten, was
passiert: Ein Schnitt fiir 2 Teilstiicke, zwei Schnitte fiir 3 Teilstiicke
etc.

Wir erkennen ein Muster: Die Anzahl der Schnitte ist immer um eins
kleiner als die Anzahl der Teilstiicke.

Die endgiiltige Sicherheit, dass dies immer! stimmt, gibt uns erst
ein Beweis. Dieser konnte z. B. so aussehen:

Jeder Schnitt erhcht die Anzahl der Stiicke um eins. Anfangs
haben wir 1 Stiick (den ganzen Stamm), am Ende 7. Daher
miissen wir 7 — 1 = 6 Schnitte machen.

Implizit haben wir angenommen, dass der Baumstamm schon
abgesdgt war! Stiinde er noch angewurzelt, brauchte man doch 7
Schnitte. Und berticksichtigt man die Krone, braucht man 8 Schnit-
te. Die Aufgabe war also etwas ungenau gestellt.

Wenn wir erst den Stamm in 3 und 4 Meter lange Stiicke zersédgen,
diese dann nebeneinanderlegen und gleichzeitig zersdgen und
schliefdlich alle entstehenden 2-Meter-Stiicke mit einem Schnitt
zersdgen, kommen wir mit drei Schnitten aus. Baumféller wiirden
zwar nicht so vorgehen, jedoch fiihrt dies auf ein interessantes
mathematisches Problem, siehe Aufgabe

17.B. auch fiir eine Million Teilstiicke — dies kénnen wir nicht mehr zeichnen; das
war in dieser Aufgabe zwar nicht gefragt, aber es ist befriedigend, allgemeine Regeln
zu erkennen und mit Bestimmtheit sagen zu kénnen, dass sie immer stimmen.
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1.2 Ein Problem mit Nullen

Wagen wir uns an eine schwierigere Aufgabe.

Problem 1.2

Mit wie vielen Nullen endet 1-2-3----- 99 .100?

Man schreibt abkiirzend 100! (in Worten: Hundert Fakultit) fur
das Produkt1-2-3----- 99 - 100.

Untersuchung

Ausrechnen kénnen wir das Produkt nicht, das ist viel zu grofs, auch
fiir den Taschenrechner.? Wir brauchen daher andere Ideen. Im ers-
ten Moment ist manch einer vielleicht geneigt zu denken, dass die
Antwort zwei ist: Die beiden Nullen vom Faktor 100. Bei genauerem
Hinsehen entdeckt er vielleicht, dass in dem Produkt noch der Faktor
10 steckt und damit eine weitere Null hinzukommt. Aber auch 20, 30,
etc. tragen Nullen bei. Das ergibt insgesamt 11 Nullen. Sind damit
alle gefunden? Kénnen wir sicher sein?

Um diese Fragen zu beantworten, miissen wir verstehen, woher
die Nullen kommen. Das konnte z. B. so ablaufen:

> Vereinfache! Das heifst hier: Betrachten Sie das analoge Problem fiir
kleinere Zahlen, um ein Gefiihl fiir das Problem zu bekommen,
also dafiir, woher die Nullen am Ende kommen. Zum Beispiel
20=1-2=2,3'=1-2-3=6,4=1-2-3-4=24,5!=
1-2-3-4-5=120.

> Um die Ubersicht zu behalten, erstellen wir eine Tabelle:

n

(2|3 4] 5 |6
|2]6]24] 120720
Die erste Null tritt bei 5! auf. Warum? Schreiben wir es aus: 5! =

1-2-3-4-5. Woher kommt die Null am Ende des Ergebnisses 120?
Die Null bedeutet, dass 120 durch 10 teilbar ist. Die 10 wiederum

|1
nt || 1

2Manche moderne Taschenrechner kénnen das. Wenn Sie so einen haben, versu-
chen Sie einmal, ihm dieselbe Aufgabe mit 1000! oder 10000! zu stellen. Oder die
Aufgabe
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kann man als 2 - 5 schreiben, und sowohl 2 als auch 5 treten in 5!
auf. Daher kommt also die Null. Bei 4! = 1-2-3 -4 kommt keine
funf vor, daher hat es keine Null am Ende.

Wichtige Einsicht: Eine Null am Ende einer Zahl bedeutet, dass die
Zahl durch 2 und durch 5 teilbar ist.

> Wie steht’s mit zwei Nullen am Ende? Die Zahl muss durch 100
teilbar sein, also durch 10-10 = 2-5-2-5 = 22.52 Wir brau-
chen dafiir zwei Faktoren 5 und zwei Faktoren 2. Lassen Sie uns
die Tabelle in Gedanken fortsetzen. Dabei brauchen wir nichts
auszurechnen, wir miissen nur auf die Fiinfen und die Zweien
achten. Wann tritt der niachste Faktor 5 auf? Bei 6, 7, 8, 9 nicht, aber
bei 10, denn 10 = 2 - 5. Faktoren 2 gibt es im Uberfluss, sie stecken
in jeder der Zahlen 2,4,6,... Zwei Zweien wiirden schon reichen.
Also hat 10! zwei Nullen am Ende. Wie geht’s weiter? Versuchen
Sie nun, die Aufgabe zu l6sen.

Denkpause

>> Vielleicht erkennen Sie jetzt das Muster: Fiir jedes k = 1,2,3, ...
gilt: Dass eine Zahl in k Nullen endet, bedeutet, dass die Zahl
durch 10% = 2% . 5 teilbar ist, d. h. dass sie mindestens k mal den
Faktor 5 und mindestens k mal den Faktor 2 enthilt.

> Wir sollten also zdhlen, wie oft 5 und 2 als Faktoren in 100! vor-
kommen.
Fangen wir mit dem Faktor 5 an: Welche der Faktoren 1,2,3,...,100
in 100! tragen eine 5 bei? Offenbar 5,10,15,20,25, . ..,100. Wie viele
sind das? Schreiben wir dies als1-5,2-5,3-5,..., 205, sehen
wir, dass dies 20 Stiick sind. Ist das die Antwort?
Vorsicht, genau hinsehen: 25 = 5 - 5 trdgt zwei Fiinfen bei. Welche
Faktoren in 100! tun das? Offenbar genau die Vielfachen von 25,
also 25, 50, 75, 100. Diese geben jeweils eine weitere 5 her, insgesamt

3Immer, wenn Sie das Symbol ,Denkpause’ sehen, legen Sie das Buch zur Seite,
nehmen Sie Papier und Stift zur Hand und versuchen Sie zundchst selbstdndig
weiterzukommen.
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4 Stiick. (Der Faktor 125 = 5% wiirde sogar drei Fiinfen beitragen,
aber so weit kommen wir bei 100! nicht.) Insgesamt haben wir also
24 Fiinfen in 100!

Wie steht’s mit den Zweien? Offenbar trédgt jede der 50 geraden
Zahlen 2,4, ...,100 mindestens einen Faktor 2 bei, wir haben also
deutlich mehr als 24 Zweien. Die ,iiberzdhligen” Zweien ergeben
aber keine Nullen am Ende von 100!, weil ihnen die Fiinfer-Partner
fehlen.

Wir erhalten die Antwort: 100! endet mit 24 Nullen.

Um unsere Losung anderen mitzuteilen, sollten wir sie geordnet
aufschreiben. Das hilft uns auch, sie auf Vollstindigkeit zu tiberpriifen.
Das konnte so aussehen:

Lésung zu Problem 1.2

Die Anzahl der Nullen, mit denen 100! endet, ist die grofite ganze
Zahl k, fiir die 100! durch 10* teilbar ist. Weil 10 =2 -5 gilt, ist das
gleich der groften ganzen Zahl k, fiir die 100! durch 2F - 5, also durch
2% und durch 5* teilbar ist.

Die 5 tritt als Faktor in den 20 Zahlen 5,10,15,...,100 auf und dabei
in den 4 Zahlen 25,50,75,100 doppelt. Also tritt sie in 100! genau
20+4=24 mal auf, d. h. k = 24 ist das grofite k, fiir das 100! durch 5k
teilbar ist.

Die 2 tritt als Faktor in den 50 Zahlen 2,4,...,100 auf, in einigen
davon mehrfach. Also tritt sie in 100! mindestens 50 mal auf. Die
genaue Zahl ist unwichtig, wir verwenden nur, dass die Anzahl
mindestens 24 ist.

Daher ist die grofite Zahl k, fiir die 100! durch 2% und durch 5*
teilbar ist, gleich 24. Somit endet 100! mit genau 24 Nullen.

Riickschau zu Problem 1.2

Wir konnten das Problem 16sen, indem wir die Mechanismen ver-
standen haben, die zum Auftreten von Nullen am Ende einer Zahl
fithren. Dabei haben uns folgende Problemlosestrategien geholfen.

Zundchst halfen uns folgende Schritte, ein Gefiihl fiir das Problem
zu bekommen.
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Das Problem vereinfachen, um es handhabbar zu machen (z. B. 5!
statt 100! betrachten)

Eine Tabelle anfertigen, um die Ubersicht zu behalten

Den Durchbruch schafften wir dann mit weiteren Uberlegungen:

Das Ziel analysieren (Woher kommen die Nullen am Ende?),
zundchst am einfacheren Fall 5!

Sich schrittweise vom einfachen Fall zum schwierigeren Ausgangs-
problem vorarbeiten (wo kommt die nachste Null - bei 10!); dabei
fokussieren wir auf das Wesentliche (die Fiinfen und Zweien)

Muster, Regeln erkennen (Anzahl der Nullen = Anzahl der Fakto-
ren 5 bzw. 2)

Wichtig ist natiirlich, immer aufmerksam zu sein, um nichts zu
ubersehen (die zuséitzlichen Fiinfen in 25, 50, 75 und 100).

Vielleicht wollen Sie jetzt gleich die allgemeine Frage untersuchen: In
wie vielen Nullen endet n!, wenn 7 eine beliebige natiirliche Zahl ist?
Siehe Aufgabe

1.3 Ein Problem tiber Geraden in der Ebene

Problem 1.3

Gegeben seien n Geraden in der Ebene, von denen keine zwei parallel seien
und von denen keine drei durch einen Punkt gehen sollen*. In wie viele
Teilgebiete zerlegen sie die Ebene?

n steht hier, wie in vielen der folgenden Probleme, fiir eine beliebige
natiirliche Zahl: n = 1,2,3,.... Die Aufgabe hitte statt fiir n Geraden
auch fiir z. B. 100 Geraden gestellt sein konnen. Doch in Problem 1.2
haben wir gesehen, dass es auch dann niitzlich sein kénnte, das Pro-
blem zunichst fiir andere (kleinere) Anzahlen zu betrachten. Daher
stellen wir von jetzt an Probleme meist in dieser allgemeineren Form.

“Man sagt auch, die Geraden seien dann in allgemeiner Lage.
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Untersuchung

> Sehen wir uns die Aufgabe genau an: Verstehen wir die Voraus-
setzungen? Welche Geradenkonfigurationen sind erlaubt, welche
nicht? Wir machen ein paar Skizzen, sehen uns Beispiele an. Ab-
bildung 1.2 zeigt erlaubte Anordnungen der Geraden, die Konfigu-
rationen in Abbildung 1.3 sind nicht erlaubt: Links sind zwei der
Geraden parallel, rechts gehen drei Geraden durch einen Punkt.

SN A

Abb. 1.2 Erlaubte Geradenkonfigurationen

7 X

Abb. 1.3 Nicht erlaubte Geradenkonfigurationen

> Was ist gesucht? Die Anzahl der Teilgebiete, in die die Ebene
durch die Geraden zerlegt wird. Wir zdhlen die Teilgebiete bei den
Konfigurationen in Abbildung 1.2 fiir n = 1,2,3,4 und machen eine
Tabelle.
nl|1]2]3] 4
a | 214]7 11

Hierbei haben wir der Kiirze halber a, fiir die gesuchte Zahl ge-
schrieben (Notation einfiihren).

Um weitere Eindriicke zu dem Problem zu sammeln, sehen wir
uns auch die nicht erlaubten Konfigurationen in Abbildung 1.3 an:
Links ist n = 3 mit 6 Teilstiicken, rechts ist n = 4 mit 10 Teilstiicken.
Beide Anzahlen weichen von den Werten von a3 bzw. a4 in der
Tabelle ab: Die Voraussetzungen sind anscheinend wirklich von
Bedeutung.
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> Vorsicht: Es konnte durchaus sein, dass die Anzahl der Teilgebie-
te auch fiir erlaubte Konfigurationen von der Lage der Geraden
abhédngt. Wir zeichnen ein paar andere Moglichkeiten fiir n = 4
und zdhlen die Anzahl der Teilgebiete, siehe Abbildung 1.4 fiir
einige Beispiele. Wir sehen, dass jedes Mal 11 herauskommt. Fiir
diese Beispiele hdngt die Anzahl der Teilgebiete also doch nur von
der Anzahl der Geraden ab, nicht von deren (erlaubter) Lage. Es ist
Teil der Aufgabe herauszufinden, ob das immer so ist.

Abb. 1.4 Zwei weitere Arten, vier Geraden anzuordnen

>> Sehen Sie sich die Tabelle fiir 4,, an. Erkennen Sie ein Muster?

Denkpause

Vielleicht haben Sie eines der folgenden Muster erkannt:
— Jede Zahl a,, ist die Summe der links von ihr und der tiber ihr
stehenden Zahl.
- Die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Zahlen a4, nimmt
von einer Zahl zur nichsten um eins zu.
— Jede Zahl a, ist die Summe der Zahlen der ersten Zeile, bis
zu der dartiber stehenden, plus eins.
Alle sind richtig. Es gibt immer verschiedene Vorgehensweisen.
Vielleicht haben Sie auch ein anderes Muster erkannt.

5So verschieden sind sie hier im Beispiel gar nicht. Uberzeugen Sie sich, dass
die ersten beiden Antworten im Wesentlichen dasselbe aussagen und die dritte auch
eng mit den ersten beiden zusammenhéangt.
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Um fortfahren zu konnen, nehmen wir an, Sie hitten das erste
Muster erkannt. Wie kann man es allgemein formulieren? Links
von a, steht a,,_1, dartiber steht n. Wir haben also beobachtet, dass

a,=a,_1+n firn=234 (1.1)

gilt. Geht das so weiter? Konnen wir einen Grund erkennen, dass
dies fiir alle n > 2 gilt? Dies zu untersuchen, ist unser erstes
Zwischenziel.

> Was bedeutet Gleichung (1.1)? Die Zahl 4, ist die Anzahl der
Teilgebiete bei n — 1 Geraden, a, die Anzahl bei n Geraden. Wir
wollen also untersuchen, ob beim Hinzulegen einer Geraden zu n —
1 vorhandenen Geraden immer genau n Teilgebiete hinzukommen.
Wir untersuchen dies zunéchst fiir ein Beispiel, versuchen aber,
dabei allgemeine Regeln zu entdecken. Woher kommen die neuen
Gebiete, wenn ich zu zwei Geraden eine dritte hinzulege?

Denkpause

> Einsicht: Die neuen Teilgebiete kommen daher, dass die zusitzliche
Gerade g einige der schon vorher (bei 2 Geraden) vorhandenen
Teilgebiete zerteilt!

> Wie viele vorhandene Teilgebiete werden von g zerteilt? Offenbar
eins fiir jeden Abschnitt von g. Die Abschnitte sind dabei durch
die Schnittpunkte von ¢ mit vorhandenen Geraden bestimmt. Wie
viele Abschnitte gibt es? In diesem Fall 3. Warum? Weil es zwei
Schnittpunkte gibt! Warum zwei Schnittpunkte? Einer mit jeder
der vorhandenen Geraden!
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> Funktioniert das auch fiir 3 vorhandene Geraden, wenn man eine
vierte hinzulegt? Ja: Drei Schnittpunkte, vier Abschnitte, also vier
neue Teilgebiete.

> Und allgemein? Sagen wir, es liegen n — 1 Geraden schon da. Wir
legen eine weitere Gerade hinzu. Wie viele Schnittpunkte hat sie
mit den vorhandenen Geraden? Mit jeder einen, also n — 1. Daher
n Abschnitte, also zerlegt ¢ genau n der vorhandenen Teilgebiete
in zwei Teile, es kommen also n Teile hinzu und damit folgt (1.1)!

> Stimmt das? Warum hat ¢ mit jeder vorhandenen Geraden einen
Schnittpunkt? Wann haben zwei Geraden einen Schnittpunkt?
Wenn sie nicht parallel sind! Jetzt sehen wir, wo die Vorausset-
zungen ins Spiel kommen.

> Haben wir die Voraussetzungen verwendet? Wozu wird die ande-
re Voraussetzung gebraucht, dass keine drei Geraden durch einen
Punkt gehen? Sonst konnte ¢ durch einen Schnittpunkt zweier
vorhandener Geraden gehen und dann wiirde g in weniger als n
Teile zerlegt.

> Wir sehen also, warum Gleichung (1.1) stimmt, und haben da-
mit das Zwischenziel erreicht. Dies ist eine Rekursion, d. h. eine
Gleichung, die a, mittels a,_; darstellt. Das ist schon ein Erfolg,
wir konnen damit schnell ay, a3, a4, a5, ... anfangend mit a; = 2
berechnen, ohne Bilder zu zeichnen.
Noch besser wire aber eine Formel, die a,, direkt mittels n darstellt,
ohne dass man vorher a;,a,,... berechnen muss. Diese Formel
erhalten wir in zwei Schritten: Zuerst setzen wir die Rekursion immer
wieder in sich selbst ein: Ersetzt man® n durch n — 1, folgt a,—1 =
ay—p + (n—1), also

ap=ay 1+n=a, +n—-1)+n,

®Dies ist erlaubt, da Formel (1.1) fiir alle Zahlen n gilt, also auch fiir die Zahl
n—1
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und wiederholtes Einsetzen liefert

ap=ap2+m—1)+n=a,3+n—-2)+n—1)+n=...
=4 +2+3+ - +n
=24+24+3+4+- - +n.

(Woher wissen wir, was in der zweiten Zeile stehen muss? Die
vorherigen Ausdriicke folgen einem Muster: Die erste dazuaddierte
Zahl ist um eins grofler als der Index des vorangegangenen 4,
zB. ag o+ n—1)+..., 4,3+ (n—2)+.... Wenn wir bei a;
ankommen, erhalten wir alsoa; +2+....)

> Die Herleitung der Formel (1.1) zeigt auch, dass die Anzahl der
Teilgebiete nicht von der Anordnung der Geraden abhingt, vgl.
Abbildung 1.4.

Die Formel fiir a, ist immer noch nicht befriedigend: Um z.B. a0 zu
berechnen, miissten wir 99 Additionen durchfiihren. Daher fassen
wir im zweiten Schritt die Formel fiir 4,, zusammenfassen, mit Hilfe
des berithmten Tricks’ 8 fiir die Berechnung von 1+ ---+n =:s:

1 + 2 + ... + (n—1) + n = s
n + (n—-1) + ... + 2 + 1 = s
(n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) = 2s

Wie oft tritt hier n + 1 auf? Die erste Zeile zeigt, dass es n Male sind.
Also n(n+1) = 2s, also

1
1+2+~-+n=”“§k). (1.2)

Schreiben wir die Losung wieder geordnet auf.

"Den sollten Sie in Ihrer Trickkiste haben! Er wird Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) zugeschrieben, war aber wahrscheinlich schon vorher bekannt.

8Statt der hier folgenden Rechnung kann man auch so vorgehen, dass man in
1+ .-+ n den ersten und letzten Summanden zu n + 1 zusammenfasst, dann den
zweiten und vorletzten ebenfalls zu 1 + 1 etc. Man muss allerdings aufpassen, was
Jin der Mitte” passiert, und das ist fiir n gerade/ungerade unterschiedlich. Eine
Fallunterscheidung fiihrt auch hier zur selben Formel wie oben angegeben. Die im
Text angegebene Methode ist eleganter, da sie ohne Fallunterscheidung auskommt.
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Losung zu Problem 1.3

Offenbar gilt a; = 2. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle n > 2 die
Rekursion
a, =a,_1+n (1.3)

gilt. Seien hierzu n — 1 Geraden in der Ebene gegeben, keine zwei
parallel und keine drei durch einen Punkt. Legt man eine weitere
Gerade g hinzu, schneidet diese jede der vorhandenen n — 1 Geraden,
da sie zu keiner von diesen parallel ist, und die Schnittpunkte sind alle
verschieden, da keine drei Geraden durch einen Punkt gehen. Also
gibt es n — 1 Schnittpunkte, und diese teilen g in n Teile. Jedes dieser
Teile lauft durch eines der a,,_1 Teilstiicke, in das die n — 1 Geraden die
Ebene geteilt hatten, und zerteilt dies in zwei Stiicke. Daher kommen
n Teilstiicke in der Ebene hinzu, also gilt die Rekursion (1.3).

Durch Auflosen der Rekursion (wiederholtes Einsetzen in sich
selbst) folgt mit a; = 2 und aus Gleichung (1.2) die Losung

n(n+1)

a, =24+24+3+4+---+n=1+ >

(1.4)

Riickschau zu Problem 1.3

Wie in Problem 1.2 haben wir zundchst mit Hilfe von Beispielen
(hier: Skizzen) und einer Tabelle ein Gefiihl fiir das Problem be-
kommen. Die Beispiele halfen uns auch, die Voraussetzungen in der
Problemstellung zu verstehen.

Wir haben dann ein Muster erkannt. Das Einfiihren einer Notati-
on erleichterte es uns, das Muster in einer allgemeinen Formel (1.1)
auszudriicken. Um diese zu untersuchen, formulierten wir sie mittels
des Ausgangsproblems (Hinzulegen einer Gerade). Wir fokussierten
auf das Ziel (Woher kommen die neuen Gebiete?). Wir konnten die
Formel schliefSlich beweisen, indem wir uns in kleinen, konkreten
Schritten vorangearbeitet haben, immer das Ziel im Blick. Dabei war
es wieder niitzlich, dies an einem Beispiel durchzufiihren, aber wir
haben immer so argumentiert, dass es sich auf die allgemeine Situa-
tion tibertragen lief3. Ein Blick auf die Voraussetzungen half uns,
Argumentationsliicken zu stopfen.



1.4 Werkzeugkasten 23

SchliefSlich haben wir aus der Rekursion (1.1) mit Hilfe des Gaufs-
Tricks (einer Technik) die Losung (1.4) hergeleitet.

1.4 Werkzeugkasten

Sie haben in diesem Kapitel bereits die wichtigsten allgemeinen Pro-
blemlosestrategien kennengelernt. Diese werden hier zusammenge-
stellt. Diese Liste wird in spateren Kapiteln erweitert. Die gesamte
Liste finden Sie in Anhang A.

1. Verstehen des Problems
Lesen Sie die Aufgabe genau durch. Was ist gegeben, was ist gesucht?
Was sind die Voraussetzungen?

2. Untersuchung des Problems
Ein Geftihl fiir das Problem bekommen, es anpacken.

Hierbei sind niitzlich:
— Zunichst ein einfacheres Problem betrachten
- Spezialfille, Beispiele betrachten

- Skizzen, Tabellen anfertigen
Mit Hilfe der Beispiele eine allgemeine Regel finden
Nach Mustern suchen
Zwischenziele formulieren
Was ist wesentlich, worauf kommt es an?
Sich in kleinen Schritten vorarbeiten
Nachpriifen: Haben wir die Voraussetzungen verwendet?

Notation einfiihren?

3. Geordnetes Aufschreiben der Losung
Dabei kommt es auf Folgendes an:

Schliissige Argumentation

9Das heifit abkiirzende Bezeichnungen, z.B. a, fiir die gesuchte Anzahl in
Problem 1.3.
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Sinnvolle Anordnung

Verstindliches Schreiben (Ideen, Motivationen erwahnen)!?

Korrekte Verwendung mathematischer Ausdrucksweisen

4. Riickschau
Was habe ich gelernt? Ist die Losung sinnvoll? Geht es auch anders,
besser?

Mit dem geordneten Aufschreiben und der Riickschau kontrollieren
Sie sich auch selbst; dann merken Sie manchmal, dass Sie bei der
Untersuchung etwas iibersehen haben. Die Riickschau hilft auch bei
der Bearbeitung weiterer Probleme.

Aufgaben

Machen Sie sich beim Losen der Aufgaben bewusst, welche der
erwdhnten Problemlosestrategien Sie verwenden.

Bei welchen der folgenden Beispiele tritt eine Verschiebung um
eins auf? Sie konnten an den Fingern abzidhlen, geben Sie aber auch
ein gutes Argument an. Finden Sie weitere Beispiele.

In einer Baumreihe stehen 5 Baume, jeder ist vom néchsten 20
Meter entfernt. Wie lang ist die Reihe?

Ich habe ein Hotel gebucht vom 20. Mai (Ankunft) bis zum 23. Mai
(Abreise). Wie viele Nachte sind das? Wie viele vom 3. bis zum 29.
Mai?

In einer Baumreihe stehen 5 Baume, die Reihe ist 100 Meter lang.
Angenommen, der Abstand von einem Baum zum néchsten ist
immer gleich. Wie grofs ist dieser Abstand?

Ich arbeite von 8 Uhr bis 17 Uhr. Wie viele Stunden sind das?

Die Uhr an meinem Arbeitsplatz ldutet zu jeder vollen Stunde. Wie
oft hore ich sie an einem Tag?

Wie viele dreistellige natiirliche Zahlen gibt es?

OVerbreitet ist die Vorstellung, dass mathematische Texte nur aus Formeln und
Symbolen bestehen. Weit gefehlt! Erkldrungen sind genauso wichtig wie Formeln, in
manchen mathematischen Texten kommen gar keine Formeln vor.



Aufgaben 25

Wie viele ganze Zahlen n gibt es mit 15 < n < 87? Wie viele mit
—10 < n <10?

Sie wollen n Quadrate wie im Bild aus Streichhodlzern legen.
Wie viele Streichhodlzer brauchen Sie?

Sei n € IN. Betrachten Sie die Summe der ersten 7 ungeraden
Zahlen, das heifst die Summe

1+3+5+---+(2n—-1).

Berechnen Sie die Summe fiir einige natiirliche Zahlen n. Erkennen Sie
eine Regelmaéfigkeit? Stellen Sie eine Vermutung auf und beweisen
Sie diese.

Sei n € IN. Ist es moglich, n (paarweise verschiedene) Punk-
te Pj,..., P, und eine Gerade g so in die Ebene zu legen, dass g
durch keinen der Punkte P; verlduft, aber die Verbindungsstrecken
PP, P,Ps, ..., P,_1P, sowie P,P; schneidet? Betrachten Sie ein paar
Beispiele, stellen Sie eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.

Wir dndern Problem 1.1 wie folgt ab: Vor jedem Schnitt diirfen
wir eine beliebige Anzahl bereits vorhandener Stiicke nebeneinan-
derlegen und dann mit einem geraden Schnitt gleichzeitig zersdagen.
Wie viele Schnitte braucht man mindestens fiir einen Baumstamm
der Lange 4, 8, 16, 32, 27, n? Begriinden Sie, dass Ihre Antwort
bestmdglich ist, d.h. dass es nicht mit weniger Schnitten geht.

Sei n € IN. Entwickeln Sie eine Formel fiir die Anzahl der
Nullen am Ende der Dezimaldarstellung von n!.

Die Strategie ,Spezialfille betrachten, Muster erkennen’ kann
auch beim Herleiten von Formeln niitzlich sein. Hier sind drei Bei-
spiele.

a) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir die Summe

1- 1142214 +n-n
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b) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir die Summe

203 Al (n+1)!

c) (Mit etwas mehr Rechnung:) Berechnen Sie die Zahlen

1 1 1 1 1 1
I+t It tg Tttt
als Briiche. Was beobachten Sie? Formulieren und beweisen
Sie eine allgemeine Formel. Verwenden Sie diese, um einen

geschlossenen Ausdruck fiir die Summe

\/1+1+1+\/1+1+1+ T U
12722 22 "3 n2 " (n+1)2

zu finden.

Fiir jede der Zahlenfolgen beschreiben Sie zundchst in Wor-
ten eine Regelmafiigkeit und formulieren Sie sie dann in Formeln.
Angegeben sind a1, 4y, . . .. Erfinden Sie weitere solche Aufgaben.

Beispiel: 1, 4, 9, 16, 25: Quadratzahlen, a,, = n?

Beispiel: 7, 9, 12, 16, 21: Die Differenz nimmt immer um eins zu,
von ap zu ap ist sie 2 usw., a, = a,_1 + n mit a; = 7. Eine andere
richtige Antwort ist a, = @ + 6.

a) 3,4,5 6,7
b) 3, 9, 36, 180, 1080
ol -1,1, -1,1
d1,1,1,3,5 9 17, 31
e) 2, 8, 24, 64, 160
Fiir n € IN bezeichne s, die Anzahl der Moglichkeiten, n als
geordnete Summe natiirlicher Zahlen zu schreiben. Dabei soll die Dar-

stellung von 7 als n (ein Summand) mitgezdhlt werden. Beispielsweise
gilt

2=14+1sowie3=14+2=2+1=1+1+1

und damit s, = 2 und s3 = 4. Bestimmen Sie s; und ss, stellen Sie
eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.
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Stellen Sie eine Vermutung tiber die Giiltigkeit der Aussage
1%+ n + 41 ist eine Primzahl fiir alle n € IN“ auf. Geben Sie einen
Beweis oder ggf. ein Gegenbeispiel.

Untersuchen Sie, in wie viele Teile die Ebene durch n Ge-
raden geteilt wird, von denen keine drei durch einen Punkt gehen
(von denen aber einige parallel sein diirfen). Die Antwort hangt nicht
nur von n ab. Wovon héngt sie ab? Identifizieren Sie GrofSen, die an
der Geradenkonfiguration abgelesen werden kénnen und durch die
man die Anzahl der Gebiete ausdriicken kann. Im Spezialfall allge-
meiner Lage sollte dabei die in diesem Kapitel gefundene Antwort
herauskommen.
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Was hat die russische Holzfigur Matrjoschka mit dem Losen mathe-
matischer Probleme gemeinsam? Offnet man sie, so findet man darin
eine kleinere Figur, die genauso aussieht. Diese kann man wieder
offnen und findet eine noch kleinere, und so weiter.

Genauso kann man manche mathematische Probleme angehen:
Lose das Problem, indem du es auf ein kleineres, gleichartiges Pro-
blem zurtickfiihrst. Das ist die Technik der Rekursion. Sie haben
sie bereits in Problem 1.3 kennengelernt. Wir werden diese Idee
nun systematisch weiterverfolgen. Rekursionen sind ein fundamen-
tales Werkzeug der Mathematik, das vor allem fiir Abzdhlprobleme
niitzlich ist.

In diesem Kapitel 16sen Sie weitere Probleme mit dieser Methode
und lernen ein Verfahren kennen, mit denen man bestimmte Arten
von Rekursionen, zum Beispiel die FiBonacci-Rekursion, systema-
tisch auflosen kann.

2.1 Die Technik der Rekursion

Wir fiihren erst den allgemeinen Begriff der Rekursion ein und be-
schreiben dann, wie Rekursionen in Abzdhlproblemen auftreten.

Eine Rekursion fiir eine Zahlenfolge a1, a3, a3, ... ist eine Formel,
die jedes a, mit Hilfe von a,,_1, a,—2, ..., a; und n ausdrtickt.

In der Losung von Problem 1.3 haben wir bereits die Rekursion
a, = a1 + n kennengelernt. Hierbei wurde a,, nur mittels a,_; und
n ausgedriickt. Die vorherigen Werte a,_», ... brauchten wir nicht.
Man spricht dann von einer eingliedrigen Rekursion. Hier sind einige
weitere Beispiele fiir Rekursionen:

ap = ap—1+an—2
ap = Ndy—1

ap=1+a+---+a,

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 3
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Das soll jeweils fiir jedes 1 gelten, fiir das alle vorkommenden Indizes
mindestens eins sind, also im ersten Beispiel a3 = a> + a1, a4 = a3 +ap
usw., im dritten Beispiel a, =1+ ay, a3 = 1+ a; + ap usw.

Rekursionen bilden eine wichtige Technik fiir Abzdhlprobleme.
Bei einem Abzéhlproblem interessiert man sich fiir gewisse Konfigu-
rationen oder Objekte, und man mdochte deren Anzahl bestimmen.

Beispiele

Bestimme die Anzahl der Lander, die von 1 Geraden in allge-
meiner Lage!gebildet werden.

Bestimme, auf wie viele Arten man 6 Zahlen aus den Zahlen
1,...,49 auswihlen kann.

n Personen treffen sich, jede schiittelt jeder anderen einmal
die Hand. Wie viele Handedriicke ergibt das?

Auf wie viele Arten kann man ein Brett der Grofe 2 X n mit
Dominosteinen der Grofle 1 x 2 tiberdecken (Problem 2.2)?

Oft tritt in dem Problem eine Zahl n auf, welche die Grofle des
Problems beschreibt. Eine vollstindige Losung des Problems besteht
dann darin, eine Formel anzugeben, mit der man die gesuchte Anzahl
direkt aus n berechnen kann.

Manche Abzédhlprobleme knnen wir am leichtesten wie folgt 16sen.
Die gesuchte Anzahl nennen wir a,,.

Technik: Rekursion

1. Suchen einer Rekursion: Kann man das Problem der Grofse
n auf dasselbe Problem kleinerer GrofSe zurtickfithren? Wenn
ja, erhdlt man eine Rekursion fiir die Folge der gesuchten
Zahlen a,.

2. Auflésen der Rekursion: Man verwende die Rekursion, um
eine Formel fiir a,, zu finden.Hierbei braucht man auch eine

Dieser Begriff wurde in Problem 1.3 erklart.
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Anfangsbedingung, d.h. den Wert von a,, fiir kleine Werte von
n (je nach Art der Rekursion konnen dies ein, zwei oder mehr
Werte sein).

In Problem 1.3 konnten wir die Anzahl der Liander einer aus n Gera-
den gebildeten Landkarte abzadhlen, indem wir zunédchst eine Gerade
g entfernten — dies fithrte auf dasselbe Problem mit n — 1 Gera-
den — und dann tiberlegten, dass genau n neue Lander entstehen,
wenn wir die Gerade g wieder hinzulegen. Dies ergab die Rekursion
a, = a,_1+n.

Das Suchen nach einer Rekursion ist ein Beispiel eines Zwischen-
ziels: Anstatt sofort eine geschlossene Formel fiir a,, zu suchen, ge-
ben wir uns zunichst mit dem bescheideneren Ziel der Rekursion
zufrieden.

Die beiden Schritte der Rekursionstechnik sind sehr unterschiedlich
und konnen jeweils leicht oder schwierig sein. Einfache Rekursionen
lassen sich auflosen, indem man sie wiederholt in sich selbst einsetzt.
Bei vielen Rekursionen hilft das aber nicht weiter. Eine weitere Technik
werden wir in Abschnitt 2.4 kennenlernen und mit ihr die FiBoNAccT-
Rekursion auflgsen.? In den anderen Abschnitten wird das Finden
einer Rekursion unser Hauptanliegen sein.

In Kapitel 5 werden wir noch einmal ausfiihrlich auf Abz&hl-
probleme eingehen und weitere Abzdhlprinzipien kennenlernen.

Bemerkung

Es kann sinnvoll sein, ein Problem, das fiir eine feste Anzahl
Objekte (z.B. 100 Geraden in der Ebene) gestellt ist, zundchst zu
verallgemeinern (n Geraden in der Ebene), um dann nach einer
Rekursion suchen zu kénnen.

Dies ist typisch fiir Mathematik und Wissenschaft allgemein:

Manchmal wird ein Problem einfacher, wenn man es ver-
allgemeinert.

Dies erscheint paradox, da man denken sollte, dass das allgemei-
nere Problem schwieriger ist. Aber genau das hatten wir schon in

%Es gibt viele weitere ausgekliigelte Techniken, verschiedene Arten von Rekur-
sionen aufzuldsen, zum Beispiel die Methode der erzeugenden Funktionen.
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Problem 1.2 gemacht: Anstatt, wie gefordert, 100! zu untersuchen,
haben wir nach einer allgemeinen Regel gesucht, wie man die
Nullen am Ende einer Zahl der Form n! abzdhlen kann.

Dieses Prinzip sagt offenbar das Gegenteil der Problemldsetechnik,
Spezialfélle zu betrachten. Beides ist niitzlich!

2.2 Die Anzahl der Teilmengen

Stellen Sie sich vor, Sie haben drei Fotos und wollen eine Auswahl
daraus einem Freund schenken. Sie haben sich noch nicht entschie-
den, welche und wie viele Fotos Sie ihm schenken wollen. Wel-
che Moglichkeiten gibt es? Sie konnten nur eines verschenken (3
Moglichkeiten: Foto 1 oder 2 oder 3) oder zwei (3 Moglichkeiten:
Fotos 1,2 oder 1,3 oder 2,3) oder alle drei oder auch gar keins (je
eine Moglichkeit). Das sind 8 verschiedene Moglichkeiten. Wie viele
wiren es, wenn Sie 4 oder 5 oder mehr Fotos hitten? Dies wollen wir
nun untersuchen. In der Sprache der Mathematik formuliert geht es
darum, alle moglichen Teilmengen einer Menge mit drei oder mehr
Elementen (den Fotos) zu bestimmen.

Die im Folgenden verwendeten Begriffe zu Mengen und Abbildun-
gen werden in Anhang B erklart.

Problem 2.1

Wie viele Teilmengen hat die Menge {1,2,...,n}?

Hierbei wollen wir die leere Teilmenge @ und die Gesamtmenge
{1,...,n} immer mitzdhlen®. Z.B. hat die Menge {1,2} die Teilmen-

gen @, {1},{2},{1,2}.

Untersuchung

> Wir wollen zunéchst ein Gefiihl fiir das Problem bekommen. Daher
betrachten wir ein paar Beispiele und machen eine Tabelle, wobei
wir der Ubersichtlichkeit halber z.B. 12 fiir die Teilmenge {1,2}

5Das mag zundchst kiinstlich erscheinen. Es wird sich jedoch herausstellen, dass
auf diese Weise die Losung einfacher und eleganter ist. Will man die leere Menge
nicht mitzdhlen, braucht man nur eins vom Ergebnis abzuziehen.
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schreiben*. Wir bezeichnen die gesuchte Anzahl mit a,,.

n | Teilmengen von {1,2,...,n} ‘ ay
1 0,1 2
2 0,1,2,12 4
3 ©,1,2,3,12,13,23,123 8

> Vielleicht erkennen Sie schon ein Muster: Rechts stehen die Poten-
zen von 2, genauer ist 4 =2 = 2! 4y =4 =22, 43 = 8 = 23. Daher
liegt es nahe zu vermuten:

Vermutung: Es gilt a,, = 2" fiir alle n.

> Warum sollte das so sein? Wie konnen wir sicher sein, dass dies
etwa fiir n = 100 auch noch stimmt? Als ersten Versuch sortieren
wir die Teilmengen nach ihrer Grofie und bestimmen die Anzahl
tiir jede Grof3e einzeln. Bei n = 2 sind die Anzahlen der Teilmengen
mit 0,1,2 Elementen jeweils gleich 1,2,1; bei n = 3 sind die Anzahlen
der Teilmengen mit 0,1,2,3 Elementen jeweils gleich 1,3,3,1. Das
ergibt zwar, wie gehabt, insgesamt 4 bzw. 8 Teilmengen; aber ein
Muster, das zeigt, warum die Summe dieser Zahlen immer (fiir
alle n) eine Zweierpotenz sein sollte, ist nicht zu erkennen. Wir
brauchen einen neuen Ansatz.

> Zweiter Versuch: Konnen wir das Problem rekursiv 1osen? Konnen
wir das Problem der Grofie n auf das Problem der Grofle n — 1
zuriickfithren?

> Sehen wir uns etwa n = 3 an. Kénnen wir die Teilmengen von
{1,2,3} mit den Teilmengen von {1,2} in Beziehung setzen? Sehen
Sie sich die Tabelle oben an.

Denkpause

> Beobachtung: Die Teilmengen von {1,2} kommen unter denjenigen
von {1,2,3} vor: Es sind genau diejenigen, die die 3 nicht enthalten.

4Solche Abkiirzungen konnen bei einer Untersuchung niitzlich sein. Vor jeder
Verwendung sollten sie aber erklédrt werden.
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> Bleiben noch die Teilmengen von {1,2,3}, die die 3 enthalten. Das
sind vier Stiick. Kann man diese ebenfalls mit den Teilmengen von
{1,2} in Beziehung setzen? Sehen wir sie uns an:

3,13,23,123 2.1)
und vergleichen wir diese mit den Teilmengen von {1,2}:
2,1,2,12 (2.2)

Féllt Ihnen etwas auf? Sehen Sie sich diese beiden Zeilen genau an,
bis Ihnen etwas auffallt.

Denkpause

>> Richtig! Jede der Mengen in Zeile (2.1) entsteht aus einer der
Mengen in Zeile (2.2), indem man die 3 hinzuftigt.

> Fassen wir zusammen: Wir haben die Teilmengen von {1,2,3} in
zwei Klassen eingeteilt: diejenigen, die die 3 nicht enthalten und
diejenigen, die die 3 enthalten. Fiir jede der beiden Klassen haben
wir gezeigt, dass sie genauso viele Teilmengen enthilt, wie es
Teilmengen von {1,2} gibt. Also gilt a3 = a, + ax = 2a,.

> Diese Uberlegung hilft uns nur, wenn sie sich auf beliebige 1 verall-
gemeinern ldsst. Dies bereitet keine Schwierigkeiten: Wir teilen die
Teilmengen von {1, ...,n} in zwei Klassen auf: diejenigen, die n
enthalten, und diejenigen, die n nicht enthalten. Jede Klasse enthalt
a,—1 Teilmengen. Dies ergibt die Rekursion

a, =2a,_1.

Setzt man dies wiederholt in sich ein und verwendet a; = 2, ergibt
sich a,, = 2" fiir alle n.

Wir formulieren die gefundene Idee nun fiir allgemeines n mit allen
Details:

Losung zu Problem 2.1

Es bezeichne a, die Anzahl der Teilmengen von {1,...,n}.
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1. Behauptung: Es gilt die Rekursion a, = 24,1 flirn =23, ....

Beweis.
Wir teilen die Teilmengen von {1,...,n} in zwei Klassen auf:
diejenigen, die n enthalten, und diejenigen, die n nicht enthalten.

Die Teilmengen, die n nicht enthalten, sind genau die Teilmengen
von {1,...,n —1}. Also sind das a,,_1 Stiick.

Zu jeder Teilmenge A C {1,...,n}, die n enthélt, betrachten wir

die Teilmenge B = A\ {n} von {1,...,n — 1}. Hierbei kommt jede
Teilmenge B C {1,...,n — 1} genau einmal vor, denn B kann man

aus der Menge A = BU {n}, und nur aus dieser, erhalten. Daher (¥)
gibt es genauso viele Teilmengen A C {1,...,n}, die n enthalten,

wie es Teilmengen B von {1,...,n — 1} gibt, also a,,_1 Stiick.
Insgesamt folgt a, = a,_1 +a,—1 = 2a,_1 fur allen =2,3,..., was

Zu zeigen war. g.e.d.

2. Wir losen nun die Rekursion durch wiederholtes Einsetzen in sich
selbst auf: Wenn wir in der Rekursion n durch n — 1 ersetzen,
erhalten wir a,_1 = 2a,_,. Dies ist fiir n > 3 erlaubt, da die
Rekursion fiir alle Zahlen 2,3,... gilt, also auch fir n — 1. Wir
setzen ein: a4, = 2a,_1 = 2 - 2a,_». Wiederholtes Einsetzen ergibt,
mit Hilfe der Anfangsbedingung a; = 2,

Ay =20y 1 =220y =---=2""1gg =2""1.2=02" (23)

Der Faktor 2" 1 tritt auf, weil jedes Mal, wenn sich der Index
von a um eins erniedrigt, ein Faktor 2 hinzukommt. Insgesamt
erniedrigt sich der Index von n auf 1, also n — 1 Mal, also gibt es
n — 1 Faktoren 2, also 21

Wir schreiben dieselbe Losung noch einmal auf, diesmal in einer
sehr formalen mathematischen Sprache. Diese Sprache ist vor allem
niitzlich, um komplexe Argumentationen sauber aufzuschreiben. Fiir
unser Problem hier ist ihre Verwendung ein wenig ,overkill’. Lesen Sie
dies nur, wenn Sie sich in dieser Sprache iiben wollen. Die vollstandige
Induktion, die im zweiten Teil verwendet wird, wird in Kapitel 3
behandelt.

Formalere Losung zu Problem 2.1

Sei T, = {A: A C {1,...,n}} die Menge der Teilmengen von
{1,...,n} und a, = |T,| deren Anzahl.
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1. Behauptung: Es gilt die Rekursion a, = 2a,_; firn =2,3,....

Beweis.
Sei
U,={AecT,: ne A}
Vn:{AETn: TZ%A}.
Dann gilt

T, = U, UV, (disjunkte Vereinigung) . (2.4)

Wir zeigen nun, dass U, und V), jeweils a,_; Elemente haben.
Offenbar ist V,, = T,,_1, also

’Vn‘ = |Tn71| =0ay-1-

Um zu zeigen, dass |U,| = |T,_1]| ist, geben wir eine Bijektion
u: U, — T,_1 an. Wir definieren die Abbildung

u:U, = Ty, A~ A\{n}.

Um zu zeigen, dass dies ein Bijektion ist, geben wir eine inverse
Abbildung an. Wir definieren die Abbildung

v:T,-1 — U, B~ BU{n}
und priifen nach, dass v die Inverse von u ist, dass also gilt

u(v(B)) = Bfuralle Be T,—1, v(u(A)) = Afiuralle AecU,.
(2.5)
Die erste Gleichung stimmt, da

u(0(B)) = u(BU {n}) = (BU {n})\ {n} = B

gilt. Die ersten beiden Gleichheitszeichen waren die Definitionen
von v und u, das dritte folgt aus n ¢ B. Die zweite Gleichung in
(2.5) stimmt, da

v(u(A)) =v(A\{n}) = (A\{n})U{n} = A

gilt, wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass n € A gilt.
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Damit ist (2.5) bewiesen. Also ist u bijektiv, und daher folgt
Uy | = [Ty-1] = an-1.
Aus (2.4) folgt dann
an = |To| = [Un| + |Vu| = ay-1+ a1 = 24,1,
was zu zeigen war. g.e.d.

2. Behauptung: Es gilt a,, = 2" fiir alle n.

Beweis.

Wir beweisen dies mit vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt a; = 2 = 2L
Induktionsannahme: Sei n € {2,3,...} beliebig, und es gelte
ap_1 = on—1

Induktionsschluss: Aus der oben bewiesenen Rekursion folgt
Ay =2a, 1 =2-2""1=2"

was zu zeigen war. g.e.d.

Bemerkungen

Beide Beweise sind mathematisch in Ordnung. Es ist Ge-
schmackssache, welchen Sie bevorzugen. Viele Mathematik-
Biicher sind in der formaleren Sprache geschrieben, betrachten
Sie diesen Beweis also als Ubung.

Beachten Sie, dass Sie bei den Teilmengen A, die n enthalten,
genau argumentieren miissen. Es reicht nicht, nur zu sagen,
dass A\ {n} dann eine Teilmenge von {1,...,n — 1} ist. Man
muss zeigen, dass bei dieser Operation jede Teilmenge von
{1,...,n —1} genau einmal vorkommt.

Im formalen Beweis steckt dies in der Aussage, dass u bijektiv
ist.

Um im formalen Beweis die Bijektivitdt von u zu zeigen, kann
man auch so vorgehen, dass man zeigt, dass u injektiv und
surjektiv ist. Siehe Anhang B fiir eine Erkldrung dieser Begriffe.



38 2 Die Idee der Rekursion

Dies wurde im informalen Beweis an der mit (*) gekennzeich-
neten Stelle in Worten durchgefiihrt:

Injektiv: Wenn A, A’ € U, sind mit A # A’, soistauch u(A) #
u(A’).

Surjektiv: Fiir jedes B € T,,_; gibtes ein A € U, mit u(A) = B.
Wenn man {1,...,n} fur n = 0 als @ interpretiert, gilt die
Formel auch fiir n = 0 (denn die leere Menge hat nur sich
selbst als Teilmenge, also ap = 1), und man hétte die Rekursion
bei n = 1 anfangen lassen konnen.

Riickschau zu Problem 2.1

Wir haben wieder die allgemeinen Techniken aus Kapitel 1 (Beispiele,
Tabelle usw.) angewendet. Zusétzlich haben wir gezielt nach einer
Rekursion gesucht.

Hierbei haben wir eine wichtige Technik fiir Abzdhlprobleme ken-
nengelernt: Wir haben die abzuzihlenden Objekte in Klassen auf-
geteilt. Jede dieser Klassen des Abzdhlproblems der Grofie n konnten
wir dann mit demselben Abzdhlproblem der Grofie n — 1 in Verbin-
dung bringen.

Um diese Klassen zu finden, haben wir auf das geschaut, was beim
Problem von n — 1 zu n hinzukommt: Das Element n von {1, ...,n}.
Dann haben wir tiberlegt, welche Rolle dieses Element in der Auf-
gabenstellung spielt: Es kann in einer Teilmenge enthalten sein oder
nicht. Dies fiihrte zur Losung.

In Kapitel 5 werden Sie noch einen anderen Zugang zu diesem Pro-
blem kennenlernen.

2.3 Pflasterungen mit Dominosteinen

Problem 2.2

Auf wie viele Arten kann man ein Rechteck der Grifie 2 x n mit Domino-
steinen der Grofse 1 x 2 pflastern?

Pflastern” soll heifden: so bedecken, dass sich keine zwei Dominostei-
ne iiberlappen und dass sie nicht iiber den Rand hinausragen.
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Untersuchung

> Um ein Gefiihl fiir das Problem zu bekommen, betrachten Sie
zundchst ein paar Beispiele und versuchen Sie, eine Regel zu ent-
decken.

Denkpause

Die Pflasterungen fiir n = 1,2,3,4 sehen Sie in Abbildung 2.1. Wir
machen eine Tabelle fiir die gesuchte Anzahl a,, (n = 5 ist nicht
gezeichnet):

n|1]2]3]4]5

a, ||1]2]3]5]8

Erkennen Sie ein Muster? Jede Zahl in der zweiten Zeile ist die Sum-
me ihrer beiden Vorgédnger. Geht das so weiter? Wenn ja, warum?

> Wir vermuten, dass allgemein die Rekursion a, = a,-1 + a,—2
gilt. Wie konnte man das fiir alle n beweisen? Wie konnen wir
Pflasterungen des 2 x n Rechtecks mit Pflasterungen kleinerer
Rechtecke in Verbindung bringen?

Denkpause

> Was unterscheidet das 2 x n-Rechteck von einem kleineren Recht-
eck? Am Ende kommt etwas hinzu. Betrachten wir also z. B. das
rechte Ende des 2 x n Rechtecks. Wie kann die Pflasterung dort
aussehen? Entweder liegt rechts ein senkrechter Stein, oder es
liegen dort zwei waagerechte Steine, siehe Abbildung 2.2. Je-
de Pflasterung ist von einer dieser beiden Arten! Wir haben das
Abzdhlproblem also wieder in zwei Klassen aufgeteilt.

> Wie viele Pflasterungen der ersten Art gibt es? Links von dem
eingezeichneten Domino bleibt ein 2 x (n — 1)-Rechteck tibrig.
Jede der a,,_; Pflasterungen dieses kleineren Rechtecks ergibt eine
Pflasterung des 2 x n Rechtecks.
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77\[7:]\ \7 |

n=311} U Ol

n=a Ui} =l U U e

Abb. 2.1 Pflasterungen von 2 X n-Rechtecken mit Dominosteinen

Entweder so: 2F------ - D

oderso: 2:--F-- - i=——=—=
Abb. 2.2 Zwei Arten von Pflasterungen

>> Analog bleibt bei Pflasterungen der zweiten Art ein 2 x (n — 2)-
Rechteck tibrig. Jede der a,_, Pflasterungen dieses kleineren Recht-
ecks ergibt eine Pflasterung des 2 x n-Rechtecks.

> Also folgt a, = a,_1 + a,—.

> Wenn Sie nicht tiberzeugt sind, priifen Sie dies konkret z. B. fiir
n = 4 nach!

Damit haben wir folgende Losung erhalten.

Lésung zu Problem 2.2 (Herleitung einer Rekursion)
Sei a,, die Anzahl der Domino-Pflasterungen eines 2 x n-Rechtecks.
Behauptung: Fir alle n > 3 gilt a, = a,_1 + a,—>.

Beweis.
Jede Pflasterung eines 2 x n-Rechtecks ist von einer der beiden fol-
genden Arten (siehe Abbildung 2.2):
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1. Am rechten Rand steht ein Stein senkrecht.
2. Am rechten Rand liegen zwei Steine waagerecht.

Bei der ersten Art bleibt links von dem senkrechten Stein ein
2 x (n — 1)-Rechteck tibrig. Nennen wir das 2 x n-Rechteck R und
das 2 x (n — 1)-Rechteck R'. Die Pflasterungen der ersten Art von R
entsprechen genau allen Pflasterungen von R’. Denn jede Pflasterung
von R’ ergibt eine Pflasterung erster Art von R durch Hinzulegen
eines senkrechten Steins am rechten Ende. Umgekehrt ergibt jede
Pflasterung erster Art von R durch Weglassen des rechten Steins
genau eine Pflasterung von R’.

Also gibt es a,_1 Pflasterungen der ersten Art fiir R.

Analog bleibt bei Pflasterungen der zweiten Art ein 2 X (n — 2)-
Rechteck R” tibrig, und die Pflasterungen der zweiten Art von R
entsprechen genau allen Pflasterungen von R”. Also gibt es a,_
Pflasterungen der zweiten Art fiir R.

Insgesamt hat das 2 x n-Rechteck R genau a,_1 + a,_» Pflasterun-
gen, also folgt a, = a,_1 + a,_». g.e.d.

Damit haben wir die Rekursion bewiesen. Im nidchsten Abschnitt
16sen wir sie auf.

Riickschau zu Problem 2.2

Mittels einer Tabelle haben wir eine Vermutung fiir eine Rekursion
formuliert. Wie im vorherigen Problem liefs sich die Rekursion durch
die Aufteilung der abzuzdhlenden Objekte (Pflasterungen) der Grofe
n in zwei Klassen beweisen. Die eine Klasse entsprach dann dem-
selben Problem der Grofie n — 1, die andere demselben Problem der
Grofie n — 2.

Wir hitten auch direkt, ohne die Tabelle, nach der Rekursion su-
chen konnen. Die Frage ,Wie kann ich das Problem der Grofie n
auf ein kleineres Problem reduzieren?” und der Fokus auf ein Ende
des Streifens (was den Streifen von einem kiirzeren unterscheidet)
hétten uns auch so auf die richtige Idee bringen kénnen. Diese Art
von Uberlegung wird in Problemen nétig sein, wo wir kein Mus-
ter erkennen und daher keine Vermutung aufstellen konnen, z.B.
Problem 2.4.
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Was haben wir erreicht? Die Rekursion erlaubt uns, die Tabelle
fortzusetzen und so zum Beispiel 219 miihelos zu bestimmen, siehe
Tabelle 2.1. a1¢9 durch direktes Abzidhlen zu bestimmen wire sehr
aufwindig! Die a,, heifen iibrigens FiBoNAccI-Zahlen.

n|1]2]3]4[5/6]7|8]|9]10---
a, [1]2]3|5]8[13]21[34]55]89:--

Tab. 2.1 Die FiBoNaccI-Zahlen

2.4 Auflosen der FIBONAcCcCI-Rekursion

Die Rekursion
ay = ap-1+an—2 (R)

erlaubt uns, a,, leicht zu berechnen. Jedoch brauchen wir immer noch
etwa n Additionen, um a, zu finden, und fiir grofie n ist das lastig.
Daher wollen wir nun die Rekursion auflosen, also eine Formel finden,
mit der wir a,, direkt mittels n berechnen koénnen.

Die Anfangsbedingungen sind a4; = 1,4, = 2. Man braucht hier
zwei Anfangsbedingungen, da jedes a, durch zwei vorangehende
Folgenglieder bestimmt ist. Die Rechnungen weiter unten werden
etwas vereinfacht, wenn man zusétzlich ap = 1 definiert, dann gilt (R)
auch fir n = 2.

Problem 2.3

Finden Sie eine geschlossene Formel fiir die Folge ag, a1, . .., die durch die
Rekursion (R) (giiltig fiir n > 2) und die Anfangsbedingung

apg = 1, a, = 1 (AB)

bestimmt ist.

Eine geschlossene Formel ist dabei ein Ausdruck, mit dem man a,
direkt mittels n berechnen kann. Zum Beispiel hat die Losung der
Rekursion a, = 2a,_1,a9 = 1 die geschlossene Formel a,, = 2".

SManchmal nennt man auch die um eins verschobene Folge die FiBoNaccI-
Zahlen, also f1 =1, f, =1, f3 =2, f4 = 3, allgemein f, = a,,_1.
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Untersuchung und Lésung

> Konnen Sie anhand der Tabelle 2.1 eine Vermutung formulieren?
Kommen die ,iiblichen Verdadchtigen” in Frage, also z.B. n, n2, 2",
n!, oder Kombinationen von diesen? Probieren Sie es.

Denkpause

> Nichts gefunden? Mir ging es genauso, bevor ich folgende ele-
gante Methode kennenlernte. Anstatt Ihnen die Methode fertig zu
préasentieren, werden wir sie zusammen aus einfachen Prinzipien
entwickeln.

> Wenden wir unsere Problemldsestrategien an: Das Problem ist uns
zu schwierig. Also: Vereinfache!
Wie? Wir haben zwei Bedingungen: (R) und (AB). Berticksichtigen
wir zundchst nur (R).

> Die Frage lautet also: Konnen wir irgendeinen Ausdruck in n fin-
den, der (R) fiir alle n erfiillt? Als Einstieg sollten wir ein wenig
probieren: Versuchen wir a, = n: Wegen 3 = 2 + 1 ist tatsdchlich
a3 = ap + ay, aber 4 # 3 + 2 zeigt, dass die Rekursion fiir n = 4
schon nicht mehr erfiillt ist. Also ist a, = n keine Losung. Das war
auch sehr speziell. Versuchen Sie allgemeiner Ausdriicke der Form
rn + s (fir feste r,s € R)®, n2, n* (fiir festes k € IN), .... Sie werden
merken, dass keine von ihnen funktioniert. Versuchen wir wieder
eine Exponentialfunktion, aber statt der speziellen 2" lassen wir
die Basis zundchst unbestimmt. D.h. wir machen den

Ansatz: a, =«  fir eine reelle Zahl a # 0
Wir setzen dies in die Rekursion a, = a,_1 + a,_5 ein und erhalten

alt = an—l + lxn—Z

%Das geht so: Setzen wir a, = rn + s in die Rekursion ein, erhalten wir rn +s =
r(n—1) +s+r(n—2)+s. Unformen ergibt rn = 3r —s. Dies kann offenbar fiir
hochstens ein n stimmen, nicht fiir alle n. AufSer fiir r = 0, s = 0, dann a,, = 0 fur
alle n. In der Tat 16st das (R), ist aber uninteressant.
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oder dquivalent (Teilen durch a"~?2)
W =a+1. (2.6)

Das heifst: a,, = a” erfiillt die Rekursion fiir alle n genau dann, wenn
« eine Losung der Gleichung (2.6) ist. Das ist ein grofier Fortschritt,
denn wir miissen jetzt nur noch eine Gleichung (fiir «) 16sen, nicht
mehr unendlich viele (a, = a, 1 +a, , furn = 2,34,...) wie
vorher.

Gleichung (2.6) ist eine quadratische Gleichung fiir «, die wir mit
der bekannten Formel 16sen konnen. Wir formen zu a> —a« — 1 =0
um und erhalten die Losungen 3 + 1/ + 1 oder

1++5
B

Das Folgende schreibt sich leichter, wenn wir abkiirzend die Nota-

tion
1++5 1-5
IB — , ")/ —
2 2
einfithren und die zugehorigen Folgen mit by, ¢, statt a, bezeich-
nen.

Wo stehen wir? Wir haben zwei Losungen fiir die Rekursion gefun-
den, namlich

bn - ‘Bn, Cy = ,)/71 . (2.7)

Das ist ein Erfolg: Wir haben unser erstes Zwischenziel erreicht,
eine Losung fiir das vereinfachte Problem zu finden. Wir haben
sogar zwei Losungen gefunden, das wird noch niitzlich sein.
Priifen wir nach, ob eine dieser Losungen die Anfangsbedingung
erfiillt. Wegen B° = 7* = 1 erhalten wir

n
bekannt: | b,
bekannt: | ¢,

[y U N
< ™=

gesucht: | a,

Offenbar erfiillen b, und ¢, die Anfangsbedingung fiir n = 0, die
fiir n = 1 aber nicht.
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> Wir brauchen eine weitere Idee. Haben wir alle Losungen von
(R) gefunden? Oder konnen wir vielleicht aus unseren beiden
Losungen weitere Losungen zusammensetzen? Wie konnte das
gehen?

> Aus alt mach neu! Zwei einfache Moglichkeiten sieht man leicht:

1. Mit einer Konstante multiplizieren: Ist by, by, ... eine Losung
von (R) und B eine beliebige reelle Zahl, so ist auch Bby, Bby, . ..
eine Losung von (R). Denn

b, = bnfl + bn—2 = an = anfl + an—Z

fir alle n > 2.

2. Addieren: Sind by, by, ... und co, c1, ... Losungen von (R), so
ist auch do,dq,... mit d, = b, + ¢, eine Losung, denn wir
konnen die Gleichungen einfach addieren:

bn — bi’l*l + bn—Z
Cn — Cn—1 + Cn—2
bp+cn = (bn—l + Cn—l) + (bn72 + Cnfz)

alsod, =d,_1+d,_, fur allen > 2.
Wir konnen auch beides kombinieren: Erst 1. auf die b,, und die ¢,
anwenden, mit zwei Konstanten B, C, dann die Resultate addieren
(Vorteil: Wir konnen zwei Konstanten frei wahlen). Dies nennt man
das
Superpositionsprinzip:” Sind by, by,... und ¢y, c1,... Lo-
sungen von (R) und sind B, C beliebige reelle Zahlen, so ist
auch ag, aq, ... mit

a, = Bb, + Cc,, firallen
eine Losung von (R).

> Wir versuchen also, die Zahlen B, C so zu bestimmen, dass diese
a, auch die Anfangsbedingungen (AB) erfiillen®. Wir schreiben die

"Das Wort stammt aus der Physik, wo es z.B. die Uberlagerung zweier Wellen
zu einer Gesamtwelle beschreibt. Das Superpositionsprinzip gilt bei allen linearen
Gleichungen.

8Vor dem Losrechnen tiberlegen wir: Warum besteht hier die Chance, dass
das funktioniert? Wir haben zwei Anfangsbedingungen (Gleichungen) zu erfiillen,
und wir haben zwei Zahlen B, C zu bestimmen (Unbekannte). Also: Anzahl der
Unbekannten = Anzahl der Gleichungen; als Faustregel gilt: Meistens funktioniert
das.



46 2 Die Idee der Rekursion

Gleichung a, = Bb,, + Ccy, fiir n = 0 und n = 1 hin und setzen die
bekannten bzw. geforderten Werte ein:

n=0: 1 = B + C
n=1: 1 = BB + Cy

Dies lasst sich leicht nach B und C auflosen (Auflosen eines li-
nearen Gleichungssystems): Zunichst eliminieren wir eine der
Unbekannten, etwa B. Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung
mit B und ziehen die zweite ab:

B = BB +  CP
1 = Bp + Cy
p-1 = 0 + C(B-7)

Daraus folgt

p-1 unddannB:—’yi_1

C=_— ,
B B—
wobei sich die zweite Gleichung aus der ersten und 1 = B+ C
nach kurzer Rechnung ergibt.

> Indem wir die Werte von B,C und b,, ¢, in die Formel g, =
Bb,, + Cc,, einsetzen, erhalten wir folgendes Ergebnis. Setzt man

7-1 n :B -1 5
— _|_ ,
(e
so erfiillen die a, sowohl die Anfangsbedingungen (AB) als auch

die Rekursion (R). Da beides die a, eindeutig festlegt, ist das die
gesuchte Losung.

ay =

Man kann das noch etwas hiibscher schreiben: Aus = ”T‘ﬁ, Y=

—1*2\/5 siehtmanﬁ—l =—7,7v—-1=-8 undﬁ—'y: \@/ also

1+\/5 n+1 1_\/3 n+1
2 - 2

Das ist die gesuchte geschlossene Formel!

1
ay = —=

V5

(2.8)

I |

Wir fassen das gefundene Verfahren zusammen:
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Verfahren: Auflosen der FiBoNnacci-Rekursion

Zum Losen der Rekursion a4, = a,_1 + a,—> mit Anfangsbedin-
gung a9 = 1, a1 = 1 gehe wie folgt vor:

1. Mache den Ansatz a, = a”. Dies fiithrt auf die Gleichung
2? = a + 1 mit Losungen B, y. Damit sind p", 7" Losungen
der Rekursion.

2. Schreibe a, = BB" + Cv", setze die Anfangsbedingungen ein
und l6se das resultierende Gleichungssystem nach B und C
auf. Dies liefert die gesuchte Formel fiir a,,.

Weitere Bemerkungen: Auflésen der FiBonacci-Rekursion

Ist die Losung (2.8) verniinftig? Auf den ersten Blick nicht:
Die a, sind offenbar alle ganzzahlig, da die Anfangswerte es
sind und die Rekursion dann immer ganze Zahlen produziert;
in der Formel tritt aber die irrationale Zahl /5 auf. Z.B. ist
# =1,618.... Siehe Aufgabe zur Auflosung dieses
scheinbaren Widerspruchs.

Wir haben bereits begriindet, warum das Verfahren funktio-
niert: Die rechte Seite der Formel (2.8) erfiillt nach Konstruk-
tion sowohl die Anfangsbedingung als auch die Rekursion.
Da dasselbe fiir die linke Seite zutrifft und beides die Folge
eindeutig festlegt, muss die Formel fiir alle n stimmen.

Dies zeigt, dass die Formel (2.8) richtig ist. Man koénnte, um
ganz sicher zu gehen, die Formel noch einmal beweisen, z. B.
mit vollstdndiger Induktion. Das ist aber nicht notwendig. (Als
Ubung sollten Sie das machen.)

(Verallgemeinerung) Dasselbe Verfahren funktioniert analog fiir
alle Rekursionen der Form

Ay = PAp—1 + Gan—2 (2.9)

fiir reelle Zahlen p, g, wobei zwei Anfangswerte beliebig vor-
gegeben werden kdnnen. Man nennt diese lineare Rekursionen
mit konstanten Koeffizienten.Allerdings sind fiir manche Werte
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von p, q gewisse Modifikationen nétig, siehe die Aufgaben am
Ende dieses Kapitels.

Das Verfahren funktioniert auch fiir lineare Rekursionen mit
konstanten Koeffizienten und mit mehr als zwei Gliedern, z. B.
ay = A1 — Ap—2 + a,—3, allerdings muss man dann statt der
quadratischen Gleichung fiir & eine Gleichung hoheren Grades
losen (im Beispiel 4> — a? +a — 1 = 0), was schwierig sein
kann. Nattirlich miissen auch drei Anfangswerte vorgegeben
werden.

Ein wichtiger Teil des Verfahrens war das Superpositionsprin-
zip. Dies ist ein Spezialfall der sehr allgemeinen Idee der Line-
arkombination, einem der Grundbegriffe der mathematischen
Disziplin der Linearen Algebra.

Falls Sie die Grundbegriffe der Linearen Algebra kennen,
konnen Sie das Verfahren auch so verstehen: Im Vektor-
raum aller Folgen ag, a1,... ist die Menge der Folgen,
die die Rekursion erfiillen, ein Untervektorraum, da die
Rekursion eine Menge linearer Bedingungen an Folgen
darstellt. Dieser Unterraum ist zwei-dimensional, da jede
dieser Folgen durch zwei Anfangsbedingungen bestimmt
ist. Die speziellen Folgen g%, 8,... und 7,71, ... liegen
in diesem Unterraum und sind linear unabhéngig, wie
man aus f # 7 leicht folgert. Daher bilden sie eine Ba-
sis des Unterraums, also muss sich die gesuchte Folge
ap,ai, ... als Linearkombination dieser beiden darstellen
lassen.

Es gibt noch eine andere elegante Methode, lineare Rekursio-
nen mit konstanten Koeffizienten aufzulosen, mit sogenannten
erzeugenden Funktionen, siehe (Aigner, 2006).

Ubrigens ...

Die Anzahl der Dominopflasterungen fiir Rechtecke mit beliebigen
Seitenldngen ist sehr viel schwieriger zu bestimmen als fiir den Fall
von 2 x n-Rechtecken (siehe auch Aufgabe )- 1961 wurde von
Kasteleyn und, unabhéngig davon, von Temperley und Fisher eine
allgemeine Formel dafiir entdeckt: Die Anzahl der Dominopflasterun-
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gen eines m x n-Rechtecks ist

m n . k 1/4
| | | | (4 cos? 4l + 4 cos? i ) .
gl m+1 n+1

Die beiden grofien Pi-Zeichen stehen fiir ,Produkt” und bedeuten,
dass man in der Klammer fiir j und k alle moglichen Werte einsetzt
und die Resultate multipliziert. Fiir n = 2, m = 3 wiére das z.B. ein
Produkt aus 6 Faktoren. Dies ist eine sehr mysteriose Formel: Wieso
tritt hier der Kosinus und sein Quadrat auf? Diese Art von Problemen
spielt eine grofle Rolle in der statistischen Physik.’

2.5 Triangulierungen

Wir betrachten nun ein Abzdhlproblem, bei dem durch einfaches
Hinsehen kein Muster, keine Rekursion erkennbar ist. Aber indem
wir gezielt und systematisch nach einer Rekursion suchen, kommen
wir trotzdem zum Ziel.

Problem 2.4

Sei n > 3 und P ein konvexes n-Eck.’’ Eine Triangulierung von P ist
eine Unterteilung von P in Dreiecke durch sich nicht schneidende gerade
Verbindungen der Eckpunkte von P, siehe Abbildung 2.3. Wie viele Trian-
gulierungen von P gibt es? Geben Sie eine Rekursion an.

. . . . . . Keine Trian-
Triangulierung  Triangulierung  Triangulierung .
gulierung

Abb. 2.3 Was ist eine Triangulierung? Beispiele mit n = 6

9Mehr dazu (und Literaturhinweise) finden Sie auf der englischen Wikipedia-
Seite zu domino tilings.
10 Also ein Dreieck, Viereck, Fiinfeck (fiir n = 3,4,5) etc. Statt n-Eck sagt man auch
Polygon. Ein Polygon heifit konvex, wenn die Verbindung zweier beliebiger Ecken
im Polygon verlauft.
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Triangulierungen sollen dabei auch dann als unterschiedlich gelten,
wenn sie durch eine Drehung oder Spiegelung ineinander {iberfiihrt
werden kénnen. Zum Beispiel sind die drei Triangulierungen in Ab-
bildung 2.3 alle verschieden.

Untersuchung des Problems 2.4

> Es ist die Anzahl aller moglichen Triangulierungen eines konvexen
n-Ecks gesucht. Wir nennen diese Anzahl T,,.

> Wir bestimmen durch systematisches Probieren

n|3]4]5]6
T,[1]2]5]14

Es ist kein offensichtliches Muster in der Zahlenfolge 1,2,5,14 zu
entdecken. Wir sollten also direkt aus dem Problem nach einer
Rekursion suchen. Wie konnen wir Triangulierungen eines n-Ecks
aus Triangulierungen von konvexen Polygonen mit weniger Ecken
erhalten? Koénnen wir die Triangulierungen des n-Ecks in Teilklas-
sen aufteilen, die Triangulierungen kleinerer Polygone entsprechen?

Denkpause

> Man kann dies auf sehr verschiedene Arten angehen. Vielleicht
war Thr Ansatz einer der folgenden.
Erster Versuch: Wir beobachten, dass stets das in Abbildung 2.4
gezeigte Muster auftritt — das ,,Abtrennen” einer Ecke.

Abb. 2.4 6-Eck mit abgeschnittener Ecke

Nach dem Abtrennen bleibt ein Polygon mit einer Ecke weniger
iibrig, und dieses kdnnen wir auf T, _; Arten triangulieren. Da wir
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jede der n Ecken abschneiden konnen und den Rest auf jeweils T,,_4
verschiedene Weisen triangulieren kdnnen, vermuten wir folgende
Rekursion:

Ty = n-Ty (2.10)

Damit hdtten wir die Triangulierungen des n-Ecks also in 1 Klassen
aufgeteilt, entsprechend der abgeschnittenen Ecke.

Ein Blick auf die Tabelle zeigt, dass diese Rekursion nicht stimmen
kann. Warum stimmt sie nicht? Wo lag unser Denkfehler?

Denkpause

Bei dem angegebenen Verfahren werden Triangulierungen mehr-
fach gezdhlt. Abbildung 2.5 zeigt eine Triangulierung, die auf zwei
Arten durch Abschneiden von Ecken entsteht, die also doppelt
gezdhlt wurde. Sie liegt in zwei der Klassen gleichzeitig.

Abb. 2.5 Eine Triangulierung, die doppelt gezdhlt wird

Wir konnten nun versuchen, die von solchen Dubletten stammende
Mehrfachzdhlung zu korrigieren, indem wir eine geeignete Zahl
von n T,,_1 abziehen. Das ist moglich, aber nicht ganz einfach, daher
werden wir das hier nicht weiter verfolgen.!! Jedenfalls sehen wir,
dass die Vermutung (2.10) falsch ist.

Nebenbei bemerkt: Bei Verfolgen dieses Ansatzes miisste man noch
die eingangs gemachte Beobachtung, dass bei jeder Triangulierung
ein kleines abgetrenntes Dreieck’ existiert, beweisen. Dies ist nicht
schwierig, z. B. mittels Induktion oder mittels des Extremalprinzips,
siehe Aufgabe

1Wenn Sie mehr dariiber wissen méchten, wie man mit solchen Problemen des
Mehrfachzihlens systematisch umgeht, suchen Sie in einem Buch iiber Kombinatorik
oder in Wikipedia unter dem Stichwort ,Prinzip von Inklusion und Exklusion’, und
versuchen Sie, dieses Prinzip hier anzuwenden.
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> Zweiter Versuch: Werfen wir noch einmal einen Blick auf Abbildung
2.3 und zeichnen wir einige weitere Triangulierungen. Fokussieren
wir auf eine Ecke, etwa die rechte Ecke des Sechsecks. Wir sehen,
dass von dieser Ecke stets eine Diagonale zu einer anderen Ecke
tithrt oder die rechte Ecke (wie im vorherigen Abschnitt ausgefiihrt)
abgeschnitten wird.

Eine solche Diagonale erlaubt uns, das Problem auf kleinere Proble-
me desselben Typs zuriickzufiihren. Denn sie zerteilt das Sechseck
in zwei kleinere Polygone, siehe Abbildung 2.6. In diesem Beispiel
hat man oberhalb und unterhalb der Diagonale je ein Viereck, also
je T4 Triangulierungen. Da jede dieser Triangulierungen zu einer
Triangulierung des 6-Ecks fiihrt und alle Kombinationen méglich
sind, erhalten wir T - T4 Triangulierungen. Hinzu kommen Trian-
gulierungen fiir andere Moglichkeiten, die Diagonale zu zeichnen,
die wir in dhnlicher Weise abzidhlen kénnen.

Abb. 2.6 Unterteilen des Polygons durch eine Diagonale

Aber auch in diesem Fall haben wir das Problem, dass Triangu-
lierungen doppelt gezdhlt werden. Dies wird in Abbildung 2.7
deutlich.

Abb. 2.7 Eine Triangulierung, die beim zweiten Ansatz doppelt gezahlt
wird

> Dritter Versuch:

Wir haben gesehen, dass wir besonders darauf achten miissen,
dass die Klassen, in die wir das Problem einteilen, disjunkt sind.12

12Man nennt zwei Mengen (oder Klassen, was dasselbe ist) disjunkt, wenn sie
keine gemeinsamen Elemente enthalten. Hier bedeutet das, dass jede Triangulierung
in genau einer Klasse liegt.
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Suchen wir also eine disjunkte Unterteilung des Problems.
Denkpause

Hier ist eine neue Idee: Wir fokussieren auf eine Seite des n-Ecks,
sagen wir die untere Seite in Abbildung 2.8. In jeder Triangulierung
gibt es genau ein Dreieck, das diese Seite enthélt. Also kénnen wir
die Triangulierungen danach klassifizieren, welches Dreieck dies
ist. Die Abbildung zeigt, dass es fiir n = 6 vier Moglichkeiten fiir
dieses Dreieck gibt, also 4 Klassen. Offenbar ist das Dreieck durch
seine dritte Ecke bestimmt, und dies kann eine beliebige Ecke des
Sechsecks sein, aufer eine der beiden unteren. Dies erklart, warum
es 6 — 2 = 4 Klassen gibt.

Abb. 2.8 Kategorien, in die wir unser Problem einteilen

Wir erhalten eine disjunkte Unterteilung des Problems, da es in
jeder Triangulierung nur ein Dreieck geben kann, das die untere
Seite enthilt. Vergleichen Sie das mit dem zweiten Versuch: Dort
konnten von der rechten Ecke mehrere Diagonalen ausgehen, und
dies fiihrte zur Mehrfachzdhlung (d.h. nicht disjunkten Klassen).

Rechts und links des gestrichelten Dreiecks erhalten wir konvexe
Polygone mit weniger Ecken. Indem wir deren Triangulierungen
zahlen und kombinieren, kénnen wir die Anzahl der Triangulie-
rungen des n-Ecks rekursiv angeben.

Wir fithren diese Idee nun allgemein aus.

Lésung zu Problem 2.4

Betrachten wir ein beliebiges konvexes n-Eck, dessen Ecken wir wie
in Abbildung 2.9 mit Py, ..., P, bezeichnen. Wir teilen die Triangulie-
rungen des n-Ecks in Klassen auf, wobei jede Klasse durch die dritte
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Ecke desjenigen Dreiecks der Triangulierung bestimmt ist, das die
Seite P; P, enthilt.

Wir bezeichnen dieses Dreieck mit D und seine dritte Ecke mit
Py. Dabei kann k = 2,...,n — 1 sein, siehe Abbildung 2.9. Fiir jeden
dieser Werte von k haben wir also eine Klasse.

Abb. 2.9 Eine der Kategorien, in die das Problem eingeteilt wird

Wir wollen nun zdhlen, wieviele Triangulierungen in der Klasse k
liegen. Links des Dreiecks D haben wir ein k-Eck und rechts von D
ein (n — k 4 1)-Eck. Diese konnen wir jeweils triangulieren und diese
Triangulierungen kombinieren. Da wir jede der linken mit jeder der
rechten Triangulierungen kombinieren kénnen, multiplizieren wir
die beiden Anzahlen. Wir erhalten damit die folgenden Anzahlen an
Triangulierungen fiir jedes k.

Fiir k = 2 oder k = n — 1 erhélt man links bzw. rechts kein echtes
Polygon, nur ein ,Zweieck”, das natiirlich nicht trianguliert werden
kann.

Links von D Rechts von D Triang.

k Ecken Triang. Ecken Triang. | kombiniert

2 kein Polygon - n—1 T,.1 T,.1

3 3 T3 n—2 Tn—2 T3 . Tn—2

4 4 T4 n—23 Tn_3 T4 . Tn—3

k k Ty n—k+1 Tytkt1 | Te-Tukn
n—2 n—2 Tn—2 3 T3 Tn—2 . T3
n—1 n—1 T,_ kein Polygon - T,_1
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Damit haben wir die Anzahl der Triangulierungen in jeder Klas-
se gefunden. Da die Klassen disjunkt sind, ist die Gesamtzahl der
Triangulierungen des n-Ecks deren Summe. Damit ergibt sich

T, =Ty 1+T3-Tp2+Ty- T3+ +Ty2-Ts+Ty 1
2

n
=Tu1+ Y, Te-Tyok1+ Tua.
k=3

Die hier verwendete Summennotation ), wird im Symbolverzeichnis
erklart. Die Formel wird noch etwas hiibscher, wenn wir T, := 1
setzen:

n—1
Tu=Y TeTyk (2.11)
k=2

Dies ist die gesuchte Rekursion. Sie erlaubt zum Beispiel, die Tabelle
der T, leicht fortzusetzen.

Riickschau zu Problem 2.4

Wir sind an die Grenzen der Strategie , Tabelle aufstellen und Muster
ablesen” gestofien. Daher haben wir systematisch nach einer Rekur-
sion gesucht, d. h. nach einer Methode, das Problem auf ein kleineres
(oder mehrere kleinere) derselben Art (Anzahl Triangulierungen) zu
reduzieren.

Die ersten beiden Ideen fiir diese Reduktion waren ungeeignet (Ab-
schneiden einer Ecke, Betrachten der von einer festen Ecke ausgehen-
den Diagonale), da sie zu Mehrfachzdhlungen, also nicht disjunkten
Klassen, fiihrten.

Schlief$lich fanden wir eine Rekursion, indem wir das Problem in
mehrere disjunkte Klassen aufteilten und die Anzahl der Elemente
in jeder Klasse mittels der Losung desselben Problems kleinerer
Grofse bestimmten.

Bemerkungen

Die Zahlen C,, = T, nennt man Catalan-Zahlen. Sie treten
auch in vielen anderen Abzihlproblemen auf, z.B. ist C,41
die Anzahl der Klammerungen von n Symbolen, siehe Auf-
gabe . Siehe z. B. Wikipedia fiir weitere Beispiele ihres
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Auftretens. Die Catalan-Zahlen erfiillen die (etwas hiibschere)
Rekursion

Ckcn—k 7

n
Cn+1 =

k=0

wie sich leicht aus (2.11) folgern lasst (Ubung!).

Die Rekursion fiir die T, (oder die C,;) aufzultsen ist schwieri-
ger als fiir die FiBonacci-Zahlen. Der wesentliche Unterschied
besteht darin, dass sie nicht-linear ist, wihrend die FiBoNACCI-
Rekursion linear ist.!*Eine sehr elegante Methode, die dennoch
funktioniert, ist die der erzeugenden Funktionen, siehe z.B.
(Aigner, 2006).

2.6 Werkzeugkasten

In diesem Kapitel haben Sie einige spezielle Strategien kennengelernt,
die besonders bei Abzdhlproblemen der Form ,Fiir alle n bestimme
die Anzahl a, der Objekte oder Konfigurationen einer bestimmten
Art” niitzlich sind:

Einteilung in Klassen: Teile die abzuzidhlende Menge der Konfi-
gurationen in Teilklassen auf, die leichter abzuzdhlen sind. Die
Teilklassen miissen disjunkt sein.

Rekursion: Falls sich die Teilklassen mit Hilfe desselben Abzihl-
problems, aber fiir eine kleinere Problemgrofle, abzédhlen lassen,
erhilt man eine Rekursion.

Eine Rekursion erlaubt es, a, auch fiir groflere Werte von n zu
bestimmen, bei denen es sehr aufwéndig wire, direkt die Objekte
abzuzihlen.

Diese Strategien sind Spezialfille der allgemeinen Strategien Verein-
fache und Zwischenziele setzen.

Sie haben auch eine Technik kennengelernt, mit der man lineare
Rekursionen mit konstanten Koeffizienten auflosen kann.

BDies ist ein weitreichendes Phanomen in der Mathematik: Nicht-lineare Proble-
me lassen sich meist schwerer genau untersuchen.
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Aufgaben

Aufgaben bis dienen einem vertieften Verstindnis der
Auflésung der Fibonacci-Rekursion.

Seien a, die Fibonacci-Zahlen und B, v wie in (2.7) definiert.

a) Zeigen Sie, dass a, gleich der Rundung von b \n/g zur nichsten

ganzen Zahl ist.
b) (Mit etwas Analysis) Zeigen Sie, dass “Z—Il fiir n — co gegen den
Goldenen Schnitt g = 1%@ konvergiert.

Zeigen Sie, dass das angegebene Verfahren zur Auflosung der
Fibonacci-Rekursion fiir alle Rekursionen (2.9) funktioniert, fiir die
die Gleichung a? — pa — q = 0 zwei verschiedene Losungen hat. Losen
Sie die Rekursion a, = 2a,_1 + 3a,_> mit der Anfangsbedingung
ap = 1,41 = 3 und mit der Anfangsbedingung a9 = 1,a; = 2 auf.

Die Losungen von a? — pa — g = 0 kénnen auch komplex sein.

Freuen Sie sich auf die komplexen Zahlen! Wenn Sie sie schon kennen,
betrachten Sie zum Beispiel a4, = V2a, 1 —an_2, a0 = 0,47 = 1,
rechnen Sie die ersten 10 Folgenglieder aus, beobachten Sie ein Muster
und erkldren Sie, was das mit der Tatsache zu tun hat, dass die Zahlen
o= %[2 (1+1) die Gleichung a® = 1 erfiillen'*. Noch spannender wird

es zum Beispiel bei 4, = %an_l — ay_»2, ap = 0, a1 = 1. Berechnen
Sie einige Folgenglieder. Die Folge wachst nicht unbeschrankt, ist
auch nicht periodisch. Wie kann man das erkldren? Was hat das mit
der Irrationalitdt von % arccos(%) zu tun (die zu beweisen auch eine
hiibsche Aufgabe ist...)?

Was macht man, wenn a?> — pa — g = 0 nur eine Losung a

hat? Untersuchen Sie dies! Z.B. hat man fiir p = 2,4 = —1 nur die
Nullstelle « = 1, also hat die Rekursion a, = 2a,,_1 — a,— die Losung
a, = 1" =1 fiir alle n. Finden Sie eine zweite Losung (unabhéngig
von der ersten, d.h. nicht ein Vielfaches dieser Losung, also nicht
alle a, gleich)! Finden Sie die allgemeine Losung (d.h. fiir beliebige
Anfangsbedingungen) in diesem Beispiel. Stellen Sie eine Vermutung
auf, wie man allgemein vorgeht, wenn nur eine Losung « existiert.
Beweisen Sie die Vermutung.

4Diese Gleichung fiir & konnen Sie direkt nachrechnen — oder aber geometrisch
zeigen. Wie?
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Losen Sie die Rekursionen a, = a,,_1+1, a, = a%_l und a,, =

na,_1 (fir alle n > 2) auf, jeweils mit der Anfangsbedingung a; = 1.

Falten Sie einen Papierstreifen n mal (immer wieder in der
Mitte). Wie viele Faltkanten entstehen?

n Personen treffen sich, jede schiittelt jeder anderen einmal
die Hand. Wie viele Handedriicke ergibt das? Losen Sie das Problem
rekursiv.

Finden Sie die Anzahl der Ziige der Lange 1, deren Wagen die
Lange 1 oder 2 haben. Wieviele symmetrische Ziige gibt es, d.h. solche,
die von vorn und hinten gleich aussehen? Hier ist ein symmetrischer
und ein unsymmetrischer Zug der Lange 4:

Bestimmen Sie die Anzahl der 0,1-Folgen der Lange n, bei
denen keine aufeinanderfolgende Einsen auftreten. Zum Beispiel fiir
n = 3 sind das die Folgen 000,001,010,100,101.

Sei n € IN. Wie viele Teilmengen von {1,...,n} enthalten
keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen?

Sei n € IN. Finden Sie eine rekursive Formel fiir die Anzahl
der moglichen Klammerungen von n Faktoren abc - - - . Eine giiltige
Klammerung besteht, wenn bei Auswertung von innen nach aufien
stets genau zwei Ausdriicke multipliziert werden. Fiir vier Faktoren
abed sind die Klammerungen (ab)(cd), a(b(cd)), a((bc)d), ((ab)c)d,
a((bc)d) giltig, die Klammerung (abc)d aber nicht.

Wie viele Uberdeckungen eines 3 x n Streifens mit 1 x 2 Do-
minosteinen gibt es?

Finden Sie die Anzahl der Zahlen der Linge n aus den Zif-
fern {1,2,3}, bei denen sich aufeinanderfolgende Ziffern immer um
hochstens 1 unterscheiden.

Beim Nim-Spiel liegen am Anfang n Streichhodlzer auf dem
Tisch. Zwei Spieler ziehen abwechselnd, und in jedem Zug darf
ein Spieler 1, 2 oder 3 Streichholzer wegnehmen. Wer das letzte
Streichholz nimmt, gewinnt. Fiir welche n kann der erste Spieler so
spielen, dass er sicher gewinnt?
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Fiir n € IN bezeichne u,, die Anzahl der Mdoglichkeiten, n als
geordnete Summe ungerader natiirlicher Zahlen zu schreiben. Dabei
soll die Darstellung von n als n (ein Summand) mitgezahlt werden,
falls n ungerade ist. Beispielsweise gilt

3=14+14+1sowied=14+14+1=14+3=3+1

und damit u3 = 2 und u4 = 3. Bestimmen Sie u, furn =1,2,3,4,5,6,
stellen Sie eine Vermutung auf und beweisen Sie diese. Vergleiche
Aufgabe



3 Volistandige Induktion

Die vollstindige Induktion ist eines der grundlegenden Beweisver-
fahren fiir Aussagen der Form ,Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt ...”.
Sie basiert auf derselben Grundidee wie die Technik der Rekursion:
Fithre das Problem auf ein gleichartiges Problem kleinerer Grofie
zuriick. Die vollstdndige Induktion ist die Umsetzung dieser Idee bei
Beweisproblemen, die Technik der Rekursion bei Bestimmungspro-
blemen.

In diesem Kapitel wird dieses sehr intuitive Beweisverfahren ein-
gefiihrt und an zwei Beispielen illustriert. Weitere Beispiele finden
Sie in den folgenden Kapiteln. Nebenbei lernen Sie ein weiteres wich-
tiges Element des Problemltsens wie auch jeden wissenschaftlichen
Arbeitens kennen und schitzen: das Einfiihren geeigneter Begriffe.

3.1 Das Induktionsprinzip

Die vollstindige Induktion basiert auf dem folgenden Prinzip:

Induktionsprinzip

Sei A(n) eine Aussage iiber natiirliche Zahlen n. Wenn gilt:

1. Induktionsanfang (IA): Es gilt A(1).

2. Induktionsschluss (IS): Fiir alle n € IN gilt:
Aus A(n) folgt A(n+1).

Dann gilt A(n) fir alle n € IN.

Im Induktionsschluss heiit A(n) die Induktionsvoraussetzung
oder Induktionsannahme und A(n + 1) die Induktionsbehauptung.
Das Induktionsprinzip ldsst sich durch den Dominoeffekt veran-
schaulichen: Dominosteine seien so hintereinander aufgestellt, dass

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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DOI 10.1007/978-3-658-14765-5_4
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jeder beim Umfallen den ndchsten umstofit. Stofit man dann den
ersten Stein um, so fallen alle um, siehe Abbildung 3.1.

ooz | |]

Abb. 3.1 Dominoeffekt

Zur Nlustration fithren wir einen einfachen Induktionsbeweis durch:

Behauptung: Fiir alle n € IN gilt!

Z”: n—i—l)‘

Beweis.

Wir verwenden vollstindige Induktion. Hierbei ist A(n) die Aussage,
dass die Formel fiir den Wert n gilt.

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist 1 = 12/2. Dies ist offenbar
richtig.

Induktionsvoraussetzung: Sei n beliebig, und es gelte A(n),also Y }_; k =
n(n+1)/2.

Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1), also Y/ k = (nt1)(n42)/2,
Beweis (Induktionsschluss): Wir verwenden A(n) und formen um:

:ik: <Zk> +(n+1)

=(”2+1)+(n+1)= <g+1) (n+1) = ”;2(n+1)
(4 1)(n+2)
=2

was zu zeigen war. q e. d

Praktischer Hinweis. Solange Sie noch nicht sehr geiibt sind, soll-
ten Sie zum Vermeiden logischer Fehler die Induktionsvoraussetzung
und Induktionsbehauptung vollstindig hinschreiben.

Oft werden Varianten des Induktionsprinzips verwendet, etwa
folgende oder Kombinationen davon. Beispiele finden Sie in diesem
und in den folgenden Kapiteln.

L Ab jetzt verwenden wir die Summennotation. Siehe das Symbolverzeichnis.
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IS ersetzt durch: Fiir alle n > 2 gilt A(n — 1) = A(n).

IA bei n = 0, IS fiir alle n > 0. Oder allgemeiner IA bei n = ny, IS
fiir alle n > ny fiir eine beliebe Zahl ny.2

IS ersetzt durch: Fiir alle n € IN gilt:

Aus A(1),...,A(n) folgt A(n+1).

IA: Es gelten A(1) und A(2).
IS: Fiir alle n € IN gilt: Aus A(n), A(n+1) folgt A(n +2).

Was die Induktion nicht leistet: Vollstindige Induktion (kurz: In-
duktion®) ist ein niitzliches Beweisverfahren, aber sie hat ihre Grenzen:
Sie erlaubt uns, die Formel fiir Y}, k zu beweisen, wenn wir die Formel
schon vermuten. Sie ist aber nutzlos, um die Formel herzuleiten. Wenn
Sie vor der Aufgabe stehen, eine Formel fiir die Summe der Quadrat-
zahlen, Y}, k?, anzugeben, miissen Sie sich etwas ausdenken. Wenn
Sie aber die Formel Y}_, k? = n(n+1)(2n+1)/6 vorgesetzt bekommen,
konnen Sie sie mit Induktion beweisen.

Induktion sagt nichts dartiber, ,wo die Formel herkommt” 4 Ein
Induktionsbeweis gibt zwar Sicherheit, hinterlédsst aber oft den scha-
len Nachgeschmack, dass man das Problem trotzdem nicht richtig
verstanden hat.

Induktion ist damit wie eine Kriicke: Wenn man nichts anderes
zur Verfligung hat (also keinen anderen Beweis findet), ist sie sehr
niitzlich. Aber besser ist es, wenn man ohne sie auskommt.

Entsprechend verhilt sich die Beziehung zwischen vollstindiger
Induktion und Rekursion:

Hat man eine Rekursion fiir Zahlen a, hergeleitet und daraus
eine Formel fiir a, vermutet, so kann man sie mit vollstandiger In-
duktion beweisen. Dabei liefert die Rekursionsformel den Kern des

2Natiirlich gilt A(n) dann nur fiir alle n > ny.

3Wenn man in der Mathematik von Induktion spricht, meint man immer die
vollstandige Induktion. In anderen Wissenschaften dagegen ist meist die unvoll-
stdndige Induktion gemeint: aus einigen Fallen auf die Allgemeinheit schliefSen.
Dies ist fiir andere Wissenschaften angemessen, reicht aber in der Mathematik als
Argument nicht aus. Siehe Kapitel 7.2 fiir ein Beispiel.

4Bei Y i k leistet dies z. B. der Gauf-Trick, eine Idee fiir y/_; k? finden Sie in
Problem 5.9.
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Induktionsschritts, die Anfangsbedingung den Induktionsanfang. Ein
Beispiel dafiir haben wir in der formalen Losung von Problem 2.1
kennengelernt.

Vollstandige Induktion hilft aber nicht dabei, eine Formel fiir a,
aus der Rekursion herzuleiten!

3.2 Farbungen

Im Beispiel oben haben wir die vollstindige Induktion verwendet,
um eine Formel zu beweisen. Sie kann aber auch bei ganz anderen
Problemen eingesetzt werden. Betrachten wir ein Beispiel.

Problem 3.1

In der Ebene seien einige Geraden gegeben. Diese unterteilen die Ebene in
mehrere Teile (Linder). Zeigen Sie, dass man die Linder mit zwei Farben so
fiirben kann, dass benachbarte Linder immer verschiedene Farben haben.

Dabei heiflen zwei Linder benachbart, wenn sie eine gemeinsame Grenze
haben. Eine gemeinsame Ecke geniigt nicht. Siehe Abbildung 3.2.

Abb. 3.2 Beispiel einer zuldssigen Farbung

Untersuchung

Nennen wir eine Farbung zuliissig, wenn angrenzende Linder immer
verschiedene Farben haben. Eine Farbung mit zwei Farben wollen wir
der Kiirze halber eine 2-Firbung nennen.

D> Zeichnen Sie ein paar Beispiele, um sich davon zu {iiberzeugen,
dass die Behauptung eine Chance hat, wahr zu sein, und um ein
Gefiihl fiir das Problem zu bekommen.
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> Eine Idee: Sehen wir uns einen Schnittpunkt an. Es konnen mehrere
Geraden hindurchlaufen, aber die Anzahl der Linder, die den
Punkt als Ecke haben, ist offenbar immer gerade. Also konnen
wir diese Lander zuldssig 2-farben. Das konnen wir an jedem
Schnittpunkt tun. Da die meisten Lander mehrere Ecken haben,
miissen wir aufpassen, dass diese Teilfirbungen zusammenpassen.
Wie sollte man das zeigen? Es ist kompliziert, einen Uberblick
dariiber zu bekommen, wie die verschiedenen Schnittpunkte relativ
zueinander liegen. Da wir nicht weiterkommen®, versuchen wir
einen anderen Zugang:

> Zweite Idee: Induktion beziiglich der Anzahl der Geraden. Sei n die An-
zahl der Geraden. Zunichst einige Voriiberlegungen. Wie wird der
Induktionsschritt aussehen? Zu n + 1 gegebenen Geraden wollen
wir eine zuldssige 2-Farbung finden. Um die Induktionsvoraus-
setzung anzuwenden, nehmen wir eine der Geraden weg und
2-farben die von den tibrigen 1 Geraden gebildeten Lander. Dann
legen wir die Gerade wieder hinzu. Nun miissen wir die 2-Farbung
anpassen.

Die zentrale Frage im Induktionsschluss wird daher sein:
Zentrale Frage: Seien n Geraden und eine zuldssige 2-Farbung
der von ihnen gebildeten Lander gegeben. Man legt nun ei-
ne beliebige weitere Gerade g hinzu. Wie kann man die ur-
spriingliche Farbung zu einer zuldssigen 2-Farbung der so
entstehenden Landkarte anpassen?

Wir brauchen eine allgemeine Regel, wie wir die Firbung anpassen

miissen.

Denkpause

Untersuchen wir die Frage an einem Beispiel mit n = 2. Wir fangen
mit der Farbung in Abbildung 3.2 an und fiigen eine Gerade g
wie in Abbildung 3.3 hinzu. Die Farben der Lander unterhalb von
g kénnen wir unverdndert lassen. Oberhalb von g entstehen drei
neue Lander. Damit wir eine zuldssige 2-Farbung erhalten, miissen
diese Lander wie abgebildet gefarbt werden.

5Siehe Aufgabe fiir eine Losung, die auf der ersten Idee basiert.
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Wie konnte eine allgemeine Farbungsregel aussehen?

Abb. 3.3 Neue Gerade, I

Erster Versuch einer allgemeinen Firbungsregel: In jedem Land,
das von g durchschnitten wird, drehe die Farbe auf einer Seite
von ¢ (immer auf derselben, z.B. oberhalb g) um.

> Reicht dies aus, d.h. ergibt dies immer eine zuldssige Farbung?
Nein, wie das Beispiel in Abbildung 3.4 zeigt.

Abb. 3.4 Neue Gerade, II, unzuldssige Farbung

Wir sehen, dass wir hier auch das obere mittlere Land umfarben
miissen, obwohl es nicht von ¢ durchschnitten wird, siehe Abbil-
dung 3.5.

Abb. 3.5 Neue Gerade, II, zuldssige Farbung
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> Unsere erste Farbungsregel funktioniert also nicht immer. Wie
konnten wir die Regel abdndern, so dass sie auch fiir das zweite
Beispiel die angegebene zuldssige Farbung liefert?

Denkpause

Zweiter Versuch einer allgemeinen Firbungsregel: Farbe jede Re-
gion oberhalb von g um.

Dies funktioniert allgemein. Die Begriindung finden Sie unten.
Versuchen Sie zunéichst, selbst einen Beweis zu finden!

Wir organisieren die Uberlegungen in einen Induktionsbeweis. Achten
Sie genau auf die Worte jede und beliebige.

Lésung zu Problem 3.1

Wir bezeichnen eine Anordnung von Geraden in der Ebene und die
davon gebildeten Lander als Landkarte. Sei A(n) die Aussage: Jede aus
n Geraden gebildete Landkarte kann zuldssig mit zwei Farben gefarbt
werden.

Induktionsanfang: A(0) ist offenbar wahr: Liegt keine Gerade in der
Ebene, gibt es nur ein Land, dafiir reicht sogar eine Farbe.

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 0 beliebig. Angenommen, jede aus n
Geraden gebildete Landkarte kann zuldssig 2-gefarbt werden.

Induktionsbehauptung: Wir wollen zeigen, dass A(n + 1) gilt, d. h. dass
jede aus n + 1 Geraden gebildete Landkarte mit zulédssig 2-geféarbt
werden kann.

Induktionsschluss: Dazu sei eine beliebige von n 4+ 1 Geraden gebilde-
te Landkarte L gegeben. Wir wihlen eine dieser Geraden aus und
bezeichnen sie mit g. Wenn wir ¢ entfernen, erhalten wir eine aus n
Geraden gebildete Landkarte, die wir L’ nennen. Nach Induktions-
voraussetzung konnen wir L' zulédssig 2-farben. Wir nennen diese
2-Farbung F'.

Wir konstruieren aus F’ eine 2-Farbung F von L wie folgt. (Das ist
das Problem () von oben.)
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g zerlegt die Ebene in zwei Halbebenen. Wir wéhlen eine davon aus
und nennen sie H. Nun dndern wir die 2-Farbung F’ derart, dass wir
alle Farben in H umkehren. Die entstehende 2-Farbung von L nennen
wir F.

Behauptung: Die Farbung F ist zuléssig.

Beweis: Die Geraden von L werden durch ihre Schnittpunkte mit
anderen Geraden in Segmente unterteilt. Jede Grenze zwischen zwei
Landern von L ist ein solches Segment. Wir priifen fiir jedes Segment
nach, dass bei der Farbung F die Farben der beiden angrenzenden
Lander unterschiedlich sind. Es gibt drei Typen von Segmenten:

1. Ein Segment der Geraden g. Dies teilt ein Land von L’ in zwei
Teile, beide sind Lander von L. Eines davon liegt in H. Beide Teile
haben in F’ dieselbe Farbe. Nach Konstruktion wurde die Farbe
des Teils in H umgedreht, also haben die Teile in F verschiedene
Farben.

2. Ein Segment, das nicht zu g gehort und nicht in der Halbebene H
liegt. Beide angrenzenden Lander wurden nicht umgefarbt, und
da F’ zuldssig war, haben sie auch in F verschiedene Farben.

3. Ein Segment, das in der Halbebene H liegt. Beide angrenzenden
Lander liegen in H, daher wurden beide Farben umgedreht, und da
F’ zulédssig war, waren die Farben vor dem Umdrehen verschieden,
also sind sie es danach auch.

Wir haben gezeigt, dass die neue 2-Farbung F zuldssig ist. Damit ist
der Induktionsschluss A(n) = A(n + 1) bewiesen.

Riickschau zu Problem 3.1

Im Induktionsschluss haben wir A(n) = A(n + 1) gezeigt. Das Ar-
gument begann aber nicht mit A(n), sondern mit ,Sei eine beliebige
von 1 + 1 Geraden gebildete Landkarte L gegeben”. Auf die Aussage
A(n) wurde erst danach Bezug genommen. Stellen Sie sicher, dass
Sie verstehen, warum dieses Vorgehen sinnvoll ist.

Wir haben fiir die Losung einige Begriffe eingefiihrt: zuldssige
Farbung, 2-Farbung, Landkarte. So konnten wir vermeiden, umstand-
liche Formulierungen wie ,Fiarbung, die die Bedingung der Aufgabe
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erfillt” oder ,die von den Geraden gebildeten Lander” oft zu wie-
derholen. Dies erleichtert nicht nur das Aufschreiben der Losung,
sondern schon das Nachdenken iiber das Problem!

Was hier recht einfach war, ist eine der wichtigen Aufgaben der
Mathematik als Wissenschaft: geeignete Begriffe einfiihren.

Ahnlich niitzlich war das Einfiithren abkiirzender Notation: L, g
F usw.

In Kapitel 4.5 erfahren Sie mehr zum Thema Farbungen.

3.3 Werkzeugkasten

Sie haben die vollstindige Induktion als allgemeines Beweisprinzip
kennengelernt. Es ist niitzlich, wenn man eine Vermutung tiber eine
Formel oder einen Sachverhalt der Form ,Fiir alle n gilt ...” hat.

In konkreten Beweissituationen — wenn man sich noch nicht sicher
ist, ob ein Induktionsbeweis tiberhaupt funktioniert — sollte man
die Induktion planen: Was miisste fiir den Induktionsschritt gezeigt
werden?

Der Grundgedanke ist dabei dhnlich wie bei der Rekursion: Um das
Problem der Grofe n zu behandeln (die Aussage A(n) zu beweisen),
suchen wir nach einem Weg, es auf ein Problem derselben Art, aber
kleinerer GroBe (die Aussage A(n — 1) oder auch A(n —2) oder
A(n —3)...) zuriickzufiihren.

Das Einfiihren von Begriffen ist eine grundlegende Technik je-
der Wissenschaft. Sie erleichtert nicht nur das Aufschreiben einer
Argumentation, sondern schon das Nachdenken {iiber ein Problem.

Aufgaben

Zeigen Sie, dass in einen Koffer unendlich viele Stecknadeln
passen :-).

Losen Sie die Rekursion 4, = a; + - - - + 4,1 mit Anfangs-
bedingung 4; = 1 auf, indem Sie zunéachst einige Werte berechnen,
daraus eine Vermutung aufstellen und diese dann mit vollstandiger
Induktion beweisen.
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Zeigen Sie, dass jede Triangulierung eines n-Ecks (vgl. Problem
2.4) aus genau n — 2 Dreiecken und n — 3 Diagonalen besteht.

Sei n € IN. Betrachten Sie ein quadratisches Schachbrett der
Seitenldnge 2", aus dem ein beliebiges Feld entfernt wurde. Beweisen
Sie induktiv, dass es fiir jedes n moglich ist, das Brett (bis auf das
entfernte Feld) mit L-formigen Kacheln auszulegen. Eine L-formige
Kachel belegt dabei stets drei Felder, wie in Abbildung 3.6 gezeigt.

5
|
|
|

LE

Abb. 3.6 Beispiel zu Aufgabe firn =2

Das in Abbildung 3.7 gezeigte Zahlenschema heifst PAscaLsches
Dreieck. An den Rdndern stehen Einsen, und jeder weitere Eintrag ist
die Summe der beiden diagonal dariiber stehenden Eintrdge. Berech-
nen Sie die Summen der Zahlen entlang den gepunkteten Diagonalen,
finden Sie fiir diese eine Regelmafligkeit und beweisen Sie diese
mittels vollstindiger Induktion.

1
1.1
1.2 1
3"
6 4 1

1.3
1.4
1751010 5 1

Abb. 3.7 Zu Aufgabe

Analysieren Sie die folgende Aussage und deren Beweis.

Sei a eine positive reelle Zahl und n € N U {0}. Dann gilt
a" =1.

,Beweis”: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.
Fiir n = 0 ist bekannt, dass 4° = 1. Damit ist der Indukti-
onsanfang bewiesen.
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Ao {1} | {2} | {3} | {4} | {13} | {14} | {24}
pPa 4 3 4 8
(pa)? | 1] 1 4 9 | 16 9 16 64

—_
—_
N
[6))

Tab. 3.1 Beispiel zu Aufgabe

Wir nehmen also im Folgenden an, dass 4" = a1l =1 gilt,
und werden zeigen, dass a"tl =1 folgt. Dazu schreiben
wir

—

*

~

ca (x)1-1
TR T

wobei () wegen der Induktionsvoraussetzung gilt.

a”
n+1:an'a:

Mittels vollstandiger Induktion ist somit die Aussage fiir
jede natiirliche Zahl n gezeigt.

Sei n € IN. Fiir jede Teilmenge A C {1,...,n}, die keine zwei
aufeinandefolgenden Zahlen enthilt, sei p4 das Produkt der Elemente
von A. Wir legen noch pgp = 1 fest. Zeigen Sie, dass die Summe iiber
alle (pa)? gleich (n + 1)! ist. Tabelle 3.1 zeigt die Mengen A und die
Werte ps und (p4)? fiir den Fall n = 4. Die Summe der (p,)? ist
5! =120.

,Die Tiirme von Hanoi” ist ein Geduldsspiel. Es besteht aus
drei senkrecht aufgestellten Stdaben A, B, C, auf die mehrere gelochte
Scheiben gesteckt werden. Die Scheiben sind alle unterschiedlich grof3.
Am Anfang liegen alle Scheiben auf Stab A, der Grofse nach geordnet,
wobei die grofite unten liegt. Das Ziel ist, alle Scheiben auf Stab C
zu versetzen. In jedem Zug darf die oberste Scheibe eines beliebigen
Stabes auf einen anderen Stab versetzt werden, aber nur, wenn dort
keine kleinere Scheibe liegt.

Entwickeln Sie eine Formel fiir die kleinste Anzahl von Ziigen, die
zur Losung des Spiels mit n Scheiben notwendig sind. Beweisen Sie
diese mit vollstandiger Induktion.

Geben Sie eine weitere Losung fiir Problem 3.1 an, indem Sie
folgende Idee weiterfithren: Wir wihlen irgendein Land, nennen wir
es A, und farben es rot. Dann bestimmen wir die Farben der anderen
Lander wie folgt: Um die Farbe eines Landes B zu bestimmen, wihlen
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wir einen Weg von einem Punkt in A zu einem Punkt in B, der durch
keine der Ecken lauft. Wir zdhlen, wie oft dieser Weg die gegebenen
Geraden (Landergrenzen) schneidet. Wir farben B rot, wenn diese
Anzahl gerade ist, sonst blau.

Bemerkung: Auf diese Weise kann man folgende Verallgemeinerung
der Aussage von Problem 3.1 zeigen (die Begriffe Graph und Grad
werden in Kapitel 4 eingefiihrt): Hat jede Ecke eines ebenen Graphen
einen geraden Grad, so konnen die Lander des Graphen mit zwei
Farben zuldssig gefarbt werden.
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Die Graphen, die Sie in diesem Kapitel kennenlernen, sind auf den
ersten Blick so einfache Gebilde, dass sie die meisten Menschen gar
nicht mit Mathematik in Verbindung bringen wiirden. Sie haben we-
der mit Formeln oder Gleichungen zu tun, noch gehéren sie ins Reich
der Geometrie. Und doch steckt in ihnen viel spannende Mathema-
tik. Ein wenig davon werden Sie hier entdecken. Dabei werden Sie
die vollstindige Induktion in einem ungewohnten Zusammenhang
einsetzen und weitere wichtige mathematische Techniken, z. B. dop-
peltes Abzdhlen und gerade/ungerade-Argumente, kennenlernen. Sie
machen auch erste Bekanntschaft mit Unmoglichkeitsbeweisen, einer
faszinierenden Spezies mathematischer Aussagen {iiber die prinzipiel-
len Grenzen des Machbaren. Mit der EuLERschen Formel erhalten Sie
schliefSlich einen ersten Einblick in das reizvolle Gebiet der Topologie.

4.1 Die EULERsche Formel fiir ebene Graphen

Was ein Graph ist, versteht man am besten anhand von Beispielen,
siehe Abbildung 4.1. Wir interessieren uns hier zunichst fiir ebe-
ne Graphen; diese sind so gezeichnet, dass sich ihre Kanten nicht
schneiden.! Hier ist eine formale Definition.

Ein ebener Graph G ist gegeben durch

1. eine endliche Menge von Punkten der Ebene, die Ecken von
G;
2. endlich viele Verbindungslinien zwischen den Ecken, die Kan-

ten von G. Diese diirfen sich nicht schneiden (aufer in ihren
Endpunkten natiirlich).?

Worsicht: Die hier betrachteten Graphen haben nichts mit den Funktionsgraphen
der Analysis zu tun. Zur Abgrenzung nennt man sie daher manchmal kombinatori-
sche Graphen bzw. kombinatorische ebene Graphen.

%In den Beispielen sind die Kanten meistens gerade gezeichnet. Das wird aber
in der Definition nicht gefordert.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlosen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5_5
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A S

G3 G4 G5

Abb. 4.1 Fiinf Beispiele ebener Graphen

Um Spitzfindigkeiten zu vermeiden, nehmen wir immer an, dass
es mindestens eine Ecke gibt. Ein ebener Graph heifit zusammen-
hiangend, wenn man entlang Kanten von jeder Ecke zu jeder ande-
ren Ecke gelangen kann. Eine Folge von Kanten, bei der jede an
die vorangehende anschliefst, so dass man die Kanten nacheinander
durchlaufen kann, nennen wir einen Weg. Die Graphen G; bis G4 in
Abbildung 4.1 sind zusammenhéngend, der Graph Gs nicht.

Ein ebener Graph G zerteilt die Ebene in zusammenhéngende
Teilgebiete, die Linder von G. Das ,Auflere von G’ z#hlt auch als
Land. Z.B. haben Gy, G3 und Gy je zwei Lander, G, drei und Gs eines.

Im folgenden Problem lernen Sie die EuLERsche Formel kennen,
eine der fundamentalen Formeln der Mathematik. Sie zu beweisen ist
eine hiibsche Ubung in vollstindiger Induktion.

Problem 4.1

Sei G ein zusammenhingender ebener Graph. Bezeichne mit e, k, f die An-
zahl der Ecken, Kanten, Linder (=Flichen) von G. Zeigen Sie, dass

e—k+ f=2| (EuLErsche Formel) (4.1)

gilt.

Untersuchung

> Sehen Sie sich einige Beispiele an und priifen Sie die Formel nach.
Priifen Sie auch nach, dass die Formel fiir unzusammenhéingende
ebene Graphen nicht gilt. So bekommen Sie ein Gefiihl fiir die
Formel und auch fiir die Vielfalt moglicher Graphen. Hat der
Graph viele Ecken, kann er sehr komplex werden. Wie kénnen wir
trotz dieser Vielfalt einen Beweis finden?

> Voriiberlegung: Wir mochten dies induktiv angehen. Der Indukti-
onsschluss konnte etwa so aussehen: Um die Formel fiir einen
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Graphen G zu zeigen, verkleinern wir G zu einem Graphen G’, wen-
den die Induktionsvoraussetzung (EULERsche Formel) auf G’ an
und folgern daraus die EuLERsche Formel fiir G.

Um die Verbindung von G’ zu G herstellen zu konnen, sollte die
,Verkleinerung” moglichst einfach sein. Man kénnte zum Beispiel
eine einzelne Ecke oder eine Kante entfernen. Das entsprache einer
Induktion tiber e oder tiber k.

>> Erster Versuch: Induktion iiber e. Versuchen wir, den Induktions-
schluss durchzufiihren.
Induktionsvoraussetzung: Sei e > 1 beliebig. Die EULERsche Formel
gelte fiir alle zusammenhédngenden ebenen Graphen mit weniger
als e Ecken.
Induktionsschluss: Sei G ein beliebiger zusammenhéngender ebener
Graph mit e Ecken, k Kanten und f Landern. Wir wollene —k + f =
2 beweisen.
Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu konnen, entfernen
wir eine der Ecken; dann miissen wir auch alle an ihr hangenden
Kanten entfernen. Wie dndern sich ¢, k, f?
Bezeichne die weggenommene Ecke mit E und den neuen Graphen
mit G/, mit ¢/ Ecken, k' Kanten und f’ Landern. Offensichtlich gilt
¢/ = e — 1, aber was kénnen wir iiber k' und f’ aussagen? Zur Ori-
entierung betrachten wir einige Beispiele, siehe Abbildung 4.2.
Unsere Argumente miissen aber auf beliebige Graphen verallge-
meinerbar sein.
Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢’ — k' + f* = 2. (Oder nicht?
Siehe unten!) Unsere Aufgabe besteht nun darin, darause —k+ f =
2 zu folgern. Hierzu sollten wir verstehen, wie k' und f’ mit k und
f zusammenhé&ngen.

> Das erste Beispiel ist einfach: Es fillt eine Ecke und eine Kante weg,
also bleibt die Differenz e — k gleich (und f auch):e —k =¢ — k'
und f = f/,alsoe—k+f=¢ —k' + f =2.
Am zweiten Beispiel sieht man, dass sich auch die Anzahl der
Lander dndern kann. Es wird untibersichtlich. Wie kann man die
gleichzeitige Anderung von e, k und f kontrollieren?
Idee: Entferne die von E ausgehenden Kanten nach und nach ein-
zeln und verfolge dabei, wie sich jeweils f dndert: Anscheinend
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*————0
G G:e=e—-1,K=k-1,f=f
*——o—0
G G:e=e—-1,K=k-3, f=f-2
e .
G G’ : nicht zusammenhéngend

Abb. 4.2 Entfernen einer Ecke

fallt mit jeder weggenommenen Kante ein Land weg (damit bleibt
—k + f und daher auch e — k + f unverdndert), aufser bei der letz-
ten. Beim Wegnehmen der letzten Kante sind wir in der Situation
des ersten Beispiels.

> Das sieht vielversprechend aus, allerdings zeigt das dritte Beispiel,
dass man aufpassen muss: Durch Wegnehmen von Kanten kann
der Graph ,zerfallen’, also unzusammenhéngend werden.

> Fazit zum ersten Versuch: Es ist nicht einfach zu verfolgen, was beim
Wegnehmen einer Ecke passiert. Zwischendurch war es sinnvoll,
Kanten einzeln wegzunehmen.
Das bringt uns auf eine Idee: Wir konnten ja von vornherein einzelne
Kanten (statt Ecken) entfernen, also mit Induktion uber k statt e
argumentieren. Versuchen Sie es!
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Denkpause

D> Zweiter Versuch: Induktion iiber k. Sehen wir uns wieder zuerst den
Induktionsschritt an.
Induktionsvoraussetzung: Sei k > 1 beliebig. Die EULERsche Formel
gelte fiir alle zusammenhédngenden ebenen Graphen mit weniger
als k Kanten.
Induktionsschluss: Sei G ein beliebiger zusammenhédngender ebener
Graph mit k Kanten, e Ecken und f Landern.
Entferne eine der Kanten. Bezeichne die Kante mit K und den
neuen Graphen mit G/, mit k' = k — 1 Kanten, ¢’ Ecken und f’
Landern.

> Da wir nur eine Kante entfernen, dndert sich e nicht: e = ¢/. (Wir
lassen alle Ecken stehen, auch wenn sie nicht mehr mit dem Rest
verbunden sind.) Das ist eine Vereinfachung gegeniiber dem ers-
ten Versuch, wo sich alle drei Grofien e, k, f im Induktionsschritt
dndern konnten!

> Das Problem des Auseinanderfallens besteht aber immer noch.
Nehmen wir es also ernst. Wir haben zwei Fille:

Fall 1: G’ ist zusammenhingend.
Fall 2: G’ ist nicht zusammenhdngend.

G G’

Abb. 4.3 Fall 1: G’ zusammenhéngend
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G G’

Abb. 4.4 Fall 2: G’ nicht zusammenhéngend

Wir machen eine Skizze, siehe Abbildungen 4.3 und 4.4. Die gestri-
chelten Linien stellen einen beliebigen Weg in G bzw. G’ dar, die
Punkte mogliche weitere Ecken und Kanten. (Die beiden schriagen
Kanten links und rechts sind als Beispiele zu verstehen, sie brau-
chen so nicht da zu sein.)

>> Betrachten wir Fall 1: Wie d@ndert sich f? Bei Wegfallen von K wird
aus zwei Landern eines. Daher gilt f/ = f — 1, und mit k' =k —1
folgte —k + f = ¢ — k' + f' = 2, was zu zeigen war.

> Bei Fall 2 ist G’ nicht zusammenhéngend, also kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung nicht anwenden. Was tun? Eine Idee ist,
die beiden Endpunkte von K zu einer Ecke zu verschmelzen.

G/ G//

Abb. 4.5 Fall 2: Verschmelzen der (ehemaligen) Endpunkte von K zu einer
Ecke

Dann erhilt man einen zusammenhéngenden ebenen Graphen G”,
sieche Abbildung 4.5, auf den man die Induktionsvoraussetzung
anwenden kann. Die Einzelheiten stehen unten bei der Losung.
Versuchen Sie es zunéchst selbst!

>> Bei Fall 2 grenzt an K dasselbe Land von oben und unten an! Wir
miissen also aufpassen und nochmals bei Fall 1 nachsehen, ob dies
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dort nicht auch passiert. Im Beispiel in Abbildung 4.3 passiert es
offenbar nicht. Warum nicht? Der gestrichelte Weg trennt die obere
von der unteren Seite von K. Das sollte in einem vollstandigen
Argument eine Rolle spielen.

Wir fassen nun die aus den Skizzen gewonnenen Einsichten in Worte
und ergénzen die Details.

Lésung zu Problem 4.1

Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl der Kanten von G.
Induktionsanfang: k = 0. Ein zusammenhangender Graph ohne Kanten
hat eine Ecke und ein Land, alsoe =1,k =0, f = 1,alsoe—k+ f = 2.
Induktionsvoraussetzung: Sei k > 1 beliebig. Die EULERsche Formel
gelte fiir alle zusammenhédngenden ebenen Graphen mit weniger als
k Kanten.

Induktionsschluss: Sei G ein beliebiger zusammenhéngender ebener
Graph mit k Kanten, e Ecken und f Landern.

Entferne eine der Kanten von G. Bezeichne die Kante mit K und den
neuen ebenen Graphen mit G, mit k¥’ = k — 1 Kanten, ¢’ Ecken und
f’ Landern. Offenbar ist e = ¢'.

Wir betrachten zwei Flle.

Fall 1: G’ ist zusammenhdngend. Wir zeigen zunéchst, dass an

K zwei verschiedene Lander von G angrenzen. Dazu seien u,v die
Ecken, die von K verbunden werden. Ist # = v, so umschlief3t K
ein Land vollstindig, also ist die Behauptung klar. Sei nun u # v.
Da G’ zusammenhéngend ist, gibt es in G’ einen Weg von u nach v.
Zusammen mit K bildet dieser einen geschlossenen Weg® W. Eins
der an K angrenzenden Lander muss in dem von W umschlossenen
Gebiet liegen und das andere auferhalb. Daher kann es sich nicht um
dasselbe Land handeln.
In G’ verschmelzen die beiden vorher an K angrenzenden Landern
zu einem, alle anderen Linder bleiben unverdndert. Daher ist f' =
f —1. Wegen k' < k kénnen wir auf G’ die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten

2=¢—kK+f=e—(k—1)+(f-1)=e—k+f.

3Ein geschlossener Weg ist ein Weg, dessen Anfangs- und Endpunkt zusam-
menfallen.
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Fall 2: G’ ist nicht zusammenhingend. Dann grenzt K von beiden
Seiten an dasselbe Land, also

d=e K=k-1, f =f.

Wir bilden nun einen neuen ebenen Graphen G”, indem wir die
beiden Endpunkte von K zu einem Punkt zusammenziehen. Dabei
dndern sich Kanten- und Linderzahl nicht, aber eine Ecke verschwin-
det, also (mit offensichtlicher Notation)

e//:e/—lze—l, k/I:k/:k—]., f”:f/:f'

Wegen k" < k kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf G’ an-
wenden und erhalten

2=¢"—K'+f"=(-1)—(k—1)+f=e—k+f.

In jedem Fall haben wir e — k 4 f = 2 gezeigt, damit ist der Indukti-
onsschluss durchgefiihrt.

Riickschau zu Problem 4.1

Wir haben zunéchst eine Induktion iiber e versucht. Zur Durchfiihrung
des Induktionsschritts entfernten wir eine Ecke. Dabei miissen die an-
grenzenden Kanten mit entfernt werden. Sind das mehrere, mussten
wir dabei jeweils die Anderungen von e, k, f nachvollziehen. Dies leg-
te nahe, sofort eine Induktion tiber k zu machen. Diese war einfacher,
da sich beim Entfernen einer Kante ¢ nicht dndert.

Flexibel bleiben! Einen eingeschlagenen Pfad bei besserer Einsicht
wieder verlassen!
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Bemerkung

Hier ist eine alternative Losung fiir den 2. Fall:

Da G zusammenhdngend war und nur eine Kante entfernt
wurde, besteht G’ aus zwei zusammenhingenden Teilen G} und
G} (dem linken und rechten Teil in Abbildung 4.4). Aulerdem
grenzt an K von beiden Seiten dasselbe Land (das ,duflere’ Land).
Seien ¢, k), f{ die Anzahlen der Ecken, Kanten und Lander fir
G} und ¢}, k), f; die firr G). Offenbar gilt

ei+ey=e, ki+ki=k—1.

AuBerdem ist f{ + f; = f + 1, da das duflere Land in der Zghlung
sowohl bei G} als auch bei G} auftritt. Wegen k| < k, k), < k
konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf Gj und G} anwen-
den. Dann addieren wir und erhalten:

q - k + £ =2
LS - Ko+ ff =2
e — (k=1) + (f+1) = 4

und damite —k+ f = 2.

4.2 Doppeltes Abzahlen bei Graphen

Doppeltes Abzihlen ist eine Idee, mit der man viele interessante und
niitzliche Dinge zeigen kann.

Problem 4.2

Sei G ein ebener Graph. Beidseitig jeder Kante sei eine Markierung (ein
Zollhiiuschen’) eingezeichnet, siehe Abbildung 4.6. Man zihle die Anzahl
der Zollhituschen auf zwei verschiedene Arten.

Lésung

Erste Abzihlung: An jeder Kante gibt es zwei Hauschen. Also gibt es
insgesamt 2k Hauschen.

Zweite Abzihlung: Zahle die Hauschen in jedem Land und addiere.
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oo
[ ]

u]
[ 4 ] 4

Abb. 4.6 Wie viele Zollhduschen?

Um dies aufzuschreiben, schreiben wir fiir jedes Land L
g1 = die Anzahl der Grenzen des Landes L.

Dann ist die Gesamtzahl der Hauschen Y SL-
L Land von G

Beachten Sie, dass z. B. die einzelne Kante rechts im Beispiel zweimal
als Grenze des Aufienlandes gezahlt wird. Das Aufienland hat also 5
Grenzen, die anderen Lander jeweils 3.

Was haben wir davon? Da dieselbe Anzahl auf zwei Arten bestimmt
wurde, miissen die Ergebnisse gleich sein. Wir erhalten die Kanten-
Linder-Formel

%= Y g (4.2)

L Land von G

Im Beispiel: 2 -7 = 5+ 3 + 3 + 3. Interessante Anwendungen dieser
Formel finden Sie in Problem 4.6 und in Aufgabe

Wem Zollhduschen zu informal sind, konnte auch ,Seiten einer
Kante’ sagen, oder noch besser:

Alternativer Beweis der Formel (4.2): Wir zdhlen die Paare (K, L), bei
denen K eine Kante und L ein Land ist, das K als Grenze hat; dabei
sollen Paare doppelt gezdhlt werden, bei denen L von beiden Seiten
an dieselbe Kante K grenzt.

Erste Abzihlung: Fiir jede Kante K gibt es zwei solche Paare (oder
eines, das doppelt gezadhlt wird). Also ist die Anzahl gleich 2k.

Zweite Abzihlung: Fiir das Land L gibt es genau g; Paare, bei
denen L als zweite Komponente steht. Daher ist die Anzahl aller
Paare gleich ) g;.

L

Damit folgt (4.2).
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Dritter Beweis der Formel (4.2) (sehr kurz gefasste Version des dop-
pelten Abzéhlens): Man zdhle nacheinander bei jedem Land die Gren-
zen. Dabei wird jede Kante doppelt gezdhlt, einmal von jeder Seite.
Es folgt (4.2).

Da dies so gut funktionierte, versuchen wir es gleich nochmal.

Problem 4.3

Sei G ein ebener Graph. Man zeichne einen Pfeil an jede Stelle, wo eine
Kante eine Ecke verlisst, siche Abbildung 4.7. Zihle die Pfeile auf zwei
verschiedene Arten und leite daraus eine Formel her.

)

Abb. 4.7 Wie viele Pfeile?

Lésung

Erste Abzihlung: Auf jeder Kante liegen zwei Pfeile. Daher gibt es 2k
Pfeile.

Zweite Abzihlung: Fiir jede Ecke E gibt es so viele Pfeile, wie Kanten
von E ausgehen. Setzen wir

dg = Anzahl der Kanten, die von E ausgehen (4.3)

(wobei Kanten doppelt gezdhlt werden, wenn sie in E starten und

enden), so folgt, dass die gesuchte Anzahl gleich Y,  dgist. Wir
E Ecke von G
erhalten daraus die Kanten-Ecken-Formel

k=) dg (4.4)
E Ecke von G

In dieser Herleitung war es unwesentlich, dass der Graph eben war,
d.h. dass sich Kanten nicht {iberschneiden. Es ist sogar unwesentlich,
wie der Graph gezeichnet war. Dies motiviert die allgemeine Definiti-
on eines Graphen. Sie bezieht sich nicht auf eine konkrete bildliche
Darstellung:
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Ein Graph ist gegeben durch eine endliche Menge &, deren Ele-
mente wir Ecken nennen, eine endliche Menge K, deren Ele-
mente wir Kanten nennen, und eine Vorschrift, die jeder Kante
K € K zwei Ecken Eq, E; € £ zuordnet. Dabei darf auch E; = E,
sein. Wir nennen Ej, E; die Endpunkte von K und sagen, dass
K die Ecken E;, E; verbindet. Ist E; = E5, so nennen wir K eine
Schlinge.

Die in (4.3) fiir eine Ecke E definierte Zahl dr heifst der Grad
von E.

Meist veranschaulichen wir einen Graphen durch ein Diagramm, in
dem die Ecken durch Punkte der Ebene und jede Kante K durch eine
Linie, die die Endpunkte von K verbindet und durch keine weiteren
Ecken l4uft, dargestellt werden. Ein ebener Graph ist eine solche
Darstellung, bei der sich Kanten nicht tiberschneiden.

Abbildung 4.8 zeigt zwei Darstellungen desselben Graphen: vier
Ecken, von denen je zwei durch genau eine Kante verbunden sind.
Nur die linke Darstellung ist ein ebener Graph.

Graphen sind ein niitzliches Hilfsmittel, um komplizierte Struk-
turen tibersichtlich darzustellen. Beispiele hierfiir finden Sie in den
Problemen 4.4 und 10.4.

Abb. 4.8 Zwei Darstellungen desselben Graphen

Wir fassen zusammen:
Graphenformeln
Fiir einen Graphen mit k Kanten gilt die Formel

k=Y dg.
E Ecke von G
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Fiir einen ebenen Graphen mit k Kanten gilt die Formel

2k = Z gL -

L Land von G

Fiir einen ebenen zusammenhangenden Graphen mit e Ecken, k
Kanten und f Landern gilt die EUuLERsche Formel

e—k+f=2.

Diese Formeln sollten Sie verinnerlichen. Sie sind beim Problem-
16sen oft niitzlich.

4.3 Handeschitteln und Graphen

Das folgende Problem zeigt, wie man komplexe Situationen mit
Graphen modellieren und Formel (4.4) einsetzen kann.

Problem 4.4

Auf einer Party begriifien sich einige der Giiste mit Handschlag. Zeigen
Sie, dass zu jedem Zeitpunkt die Anzahl der Giste, die einer ungeraden
Zahl anderer Giiste die Hand geschiittelt haben, gerade ist.

Lésung

Wir betrachten den Graphen, dessen Ecken die Géste sind und fiir
den zwei Ecken genau dann verbunden sind, wenn die beiden Gaste
einander schon die Hande geschiittelt haben. Fiir jeden Gast E ist der
Grad dg dann die Anzahl anderer Géste, denen E schon die Hand
geschiittelt hat. Nach Formel (4.4) ist die Summe aller dg gleich 2k,
also eine gerade Zahl. Daher muss die Anzahl der Ecken E, fiir die
dr ungerade ist, gerade sein.

4.4 Funf Punkte mit allen Verbindungen in der Ebene

Wir wollen uns ein wenig mit der Frage befassen, welche Graphen als
ebene Graphen darstellbar sind. Zunédchst ein kleines Problem zum
Aufwidrmen:
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Problem 4.5

Kann man in Abbildung 4.9 A mit A, B mit B und C mit C so verbinden,
dass sich die Linien nicht kreuzen?

Abb. 4.9 Verbindungen gesucht

Denkpause

Untersuchung und Lésung

Zunichst sieht es so aus, als wére dies nicht moglich. Vertauschen wir
jedoch zunéchst die beiden oberen Kastchen A und C, zeichnen dann
die senkrechten Verbindungen und ziehen dann A und C an ihre
urspriinglichen Pldtze (wobei die Verbindung B — B wie ein dehnbarer
Faden mitgezogen wird), sehen wir, dass es doch moglich ist.

Riickschau

Das Problem zeigt, dass wir mit schnellen Schliissen der Art ,Das
kann ja wohl nicht gehen” vorsichtig sein miissen.

Versuchen wir uns an einer schwierigeren Aufgabe:
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Problem 4.6

Kann man 5 Punkte zusammen mit allen Verbindungslinien zwischen je
zweien dieser Punkte so in der Ebene zeichnen, dass sich die Verbindungs-
linien nicht schneiden?

Anders ausgedriickt: Lasst sich der Graph G, der aus fiinf Ecken
und allen paarweisen Verbindungen verschiedener Ecken besteht, als
ebener Graph darstellen? Zur Erinnerung: Mit vier Punkten ist das
moglich, wie das linke Bild in Abbildung 4.8 zeigt.

Abb. 4.10 Eine nicht-ebene Darstellung von G und der gescheiterte Versuch
einer ebenen Darstellung

Untersuchung

> Versuchen Sie es! Nach einigen Versuchen werden Sie wahrschein-
lich feststellen, dass es anscheinend nicht méglich ist. Zum Beispiel
sind in Abbildung 4.10 alle Verbindungen aufier der von A nach
D gezeichnet, und es ist klar, dass wir diese fehlende Verbindung
nicht zeichnen konnen, ohne eine andere Linie zu kreuzen. Denn A
liegt aufierhalb des geschlossenen Weges BCEB, wahrend D inner-
halb liegt. Also formulieren wir die Vermutung: Es ist unmoglich.

> Aber: Das Bild ist noch kein Beweis fiir die Unmoglichkeit. Viel-
leicht haben wir ja die vorherigen Linien ungeschickt gezeichnet,
und wenn wir es anders angefangen hitten, hétte es doch funktio-
niert? Nach der Erfahrung von Problem 4.5 sollten wir vorsichtig
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sein. Wir brauchen ein allgemeines Argument, das alle Moglichkeiten
abdeckt, wie wir die Verbindungen zeichnen kénnten.

> Was wollen wir zeigen? Eine Unmoglichkeit. Wie zeigt man, dass
etwas unmoglich ist? Mit einem Widerspruchsbeweis: Man nimmt
an, es gehe doch, und leitet daraus einen Widerspruch oder eine
offenbar unwahre Aussage her.

> Nehmen wir also an, es gebe doch so einen ebenen Graphen G.
Was konnen wir iiber G aussagen? Wir versuchen, nach und nach
Informationen iiber G zu sammeln. Zum Beispiel: Was sind e, k, f?
Wie viele Grenzen hat jedes Land?

Denkpause

> Das Problem gibt vor, dass e = 5 ist. Aufserdem muss k = 10 sein,
denn es gibt 10 Arten, zwei Ecken aus fiinfen auszuwihlen (siehe
Abbildung 4.10 links).

> Wie geht’s weiter? Erinnern wir uns an unsere Formeln. Z. B. die
EurLErsche Formel e — k 4 f = 2. Sie ist anwendbar, da G nach
Annahme eben ist. Wegen ¢ = 5, k = 10 muss f = 7 sein.

> Was haben wir noch? Z. B. die Ecken-Kanten-Formel (4.4). Was sind
die Eckengrade? Von jeder Ecke sollen 4 Kanten ausgehen (eine zu
jeder anderen Ecke), also ist dg = 4 fiir alle E. Die Formel ergibt
2x10=4+4+4+4+4,also 20 = 20. Das hilft nicht weiter.

> Sehen wir uns die Kanten-Flachen-Formel (4.2) an. Die linke Seite
kennen wir, 2k = 20. Konnen wir etwas iiber die rechte Seite,
also tiber die Zahlen g, aussagen? Welche Zahlen konnen als g1,
vorkommen? Kann z.B. g1 = 2 sein, d.h. kann es ein Land mit
nur zwei Grenzen geben? Nein, denn das wiirde bedeuten, dass
die beiden Grenzen dieselben Endpunkte haben, sieche Abbildung
4.11. Je zwei Ecken sind aber nur mit einer Kante verbunden. Auch
g1 = 1 ist unmoglich, da das bedeuten wiirde, dass das Land L
von einer Schleife umgeben ist, und G hat keine Schleifen.
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O

Abb. 4.11 Linder mit ein oder zwei Grenzen

> Also ist g > 3 fiir alle Lander L. Setzen wir alles zusammen,
erhalten wir

20=2k= Y ga> Y 3=7.3=21, @45
L Land von G L Land von G

wobei wir verwendet haben, dass G genau f = 7 Lander hat. Unter
der Annahme, dass G eine ebene Darstellung hat, haben wir damit
die falsche Aussage 20 > 21 hergeleitet. Also muss diese Annahme
falsch gewesen sein.

Wir schreiben das Argument noch einmal iibersichtlich auf:

Lésung zu Problem 4.6

Das ist unmoglich, d.h. es gibt keinen ebenen Graphen mit fiinf
Ecken, bei dem je zwei Ecken durch eine Kante verbunden sind.

Beweis.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe einen
solchen ebenen Graphen G. Seien ¢, k, f die Anzahlen seiner Ecken,
Kanten und Lander. Nach Voraussetzung gilt e = 5 und k = 10. Da
G zusammenhidngend ist, gilt die EuLERsche Formel e — k + f = 2,
und daraus folgt f = 7. Da G keine Schleifen und doppelten Kanten
hat, besitzt jedes Land mindestens drei Grenzen, siehe Abbildung
4.11. Mit der Kanten-Flachen-Formel erhalten wir die Gleichungs-
/Ungleichungskette (4.5), also 20 > 21. Da dies falsch ist, muss
unsere Annahme, es gibe eine ebene Darstellung G, falsch gewe-
sen sein. g.e.d.

Riickschau zu Problem 4.6

Dies war ein erstes Beispiel eines Unmaglichkeitsbeweises:* Wir konnten
zeigen, dass unter den unendlich vielen Moglichkeiten, den Graphen

“Weitere werden Sie in den Kapiteln 7 und 11 kennenlernen.



90 4 Graphen

zu zeichnen, keine ohne Kreuzungen auskommt. Unser Argument
war indirekt: Aus der Annahme, dass es doch ohne Kreuzungen geht,
haben wir eine falsche Aussage hergeleitet.

4.5 Weiterfihrende Bemerkungen: EULERsche
Polyederformel, Topologie und Vierfarbenproblem

Graphen und Polyeder
Die EuLErsche Formel fiir Graphen verallgemeinert die

Eulersche Polyederformel: Fiir jedes konvexe Polyeder im Raum

gilt

e—k+f=2
wobei e, k, f die Anzahlen der Ecken, Kanten, Seitenflaichen
sind.

Ein konvexes Polyeder ist ein konvexer dreidimensionaler Korper,
der durch ebene Seitenflichen begrenzt ist.? Beispiele sind Wiirfel,
Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder, Pyramiden ..., aber nicht
Zylinder. Priifen Sie nach, dass die Formel fiir diese Beispiele gilt!

Was haben konvexe Polyeder mit ebenen Graphen zu tun? Stellen
Sie sich das Polyeder als Drahtgestell vor und bringen Sie eine Licht-
quelle direkt oberhalb einer der Seitenflichen an. Der Schattenwurf
(Projektion) des Drahtgestells auf eine gegeniiberliegende Ebene ist
ein ebener Graph in dieser Ebene. Seitenflachen des Polyeders ent-
sprechen Landern des Graphen, wobei die Fliche, wo die Lichtquelle
sitzt, dem dufseren Land entspricht. Damit folgt die EuLERsche Poly-
ederformel aus der EuLERschen Formel fiir ebene Graphen. Das linke
Bild in Abbildung 4.8 zeigt den Schatten eines Tetraeders (dreiseitige
Pyramide). Zeichnen Sie den Schatten von Wiirfel und Dodekaeder
(zwolf Funfecke)!

5Aquivalente Charakterisierungen konvexer Polyeder sind: 1. Die konvexe Hiille
endlich vieler Punkte im Raum, d.h. die kleinste konvexe Menge, die alle diese
Punkte enthdlt. 2. Der Schnitt endlich vieler Halbraume (sofern er beschrankt ist).
Die Aquivalenz dieser Bedingungen ist anschaulich klar, aber nicht ganz einfach zu
beweisen.
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Denselben ebenen Graphen erhilt man, wenn man die Oberfldche
des Polyeders aus Gummi baut, eine Seitenfldche ausschneidet und
den Rest plattzieht.

Mit demselben Argument gilt alles, was tiber ebene Graphen gesagt
wurde, auch fiir Graphen, die kreuzungsfrei auf eine Kugeloberflache
gezeichnet sind.

Kleiner Exkurs in die Topologie

Die EuLErsche Formel ist auch ein Ausgangspunkt fiir das mathema-
tische Gebiet Topologie. Lax gesagt ist die Grundfrage der Topologie
die, wie man eine Sphire (= Kugeloberfldche) von einem Torus (=
Fahrradschlauch) unterscheiden kann. Genauer: Wie kann man ma-
thematisch fassen, dass der Torus ein ,Loch’ hat, durch das man
hindurchgreifen kann, eine Sphére aber nicht — und dass diese Eigen-
schaft erhalten bleibt, selbst wenn man die beiden Flichen verformt?©

Mit Hilfe der EuLERschen Formel ldsst sich eine Antwort finden,
auf folgende Weise:

1. Wir betrachten (zusammenhédngende) Graphen auf der Sphére und
Graphen auf dem Torus, bei denen sich die Kanten nicht schneiden.
Dabei entsprechen die Graphen auf der Sphére genau den ebenen
Graphen, wie oben erklart wurde, z.B. gilt fiir diese die Formel
e —k + f = 2. Fir Graphen auf dem Torus ist das aber nicht der
Fall.

2. Fiir Graphen auf dem Torus gibt es auch eine EULERsche Formel.
Bei ihr ist aber die 2 durch eine 0 ersetzt. Sie gilt auch nur fiir solche
Graphen, die neben dem Zusammenhang eine weitere Bedingung
erfiillen: Jedes Land muss sich in die Ebene zeichnen lassen.” Fiir
solche Graphen auf dem Torus gilt:

EuLersche Formel fiir Graphen auf dem Torus: e —k + f = 0.

6Stellen Sie sich z.B. vor, dass Sie die Sphaére in eine lange Wurst verformen und
diese dann mehrfach verknoten. Topologisch ist das immer noch wie eine Sphare,
aber was ist der wesentliche Unterschied zum Torus (den wir auch verknoten
konnten)?

7Z.B. ist dies nicht der Fall, wenn der Graph nur aus einem Punkt besteht oder
aus zwei Punkten mit einer Kante dazwischen. Zeichnet man diese Graphen auf den
Torus, so ldsst sich das entstehende Land nicht in die Ebene plattziehen’.
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Abbildung 4.12 zeigt ein Beispiel. Es ist so zu verstehen: Betrachte
das quadratische Stiick Papier, dessen Ecken die mit A markierten
Punkte sind. Verklebe die linke und rechte Seite (mit den einfachen
Pfeilen), so dass ein Zylinder entsteht. Dann verklebe die obere und
untere Seite (mit Doppelpfeilen), dann entsteht ein Torus. Die vier
mit A markierten Punkte werden dabei zu einem einzigen Punkt
auf dem Torus verklebt, ebenso die beiden Bs und die beiden Cs.
Der Graph auf dem Torus hat damit 4 Ecken, 8 Kanten (vier, die
von D ausgehen, zwei weitere zwischen A und B —nicht vier, da die
obere und untere jeweils zu einer einzigen verklebt sind — und zwei
zwischen A und C) und 4 Lander, alsoe —k+ f =4—-8+4 = 0.
Siehe auch Aufgabe

B
A A
D
C C
A 5 A

Abb. 4.12 Ein Graph auf dem Torus

3. Ahnlich kann man fiir andere Flichen EuLErsche Formeln fin-
den. Z.B. ergibt sich fiir einen ,Torus mit zwei Lochern” (Brezel-
Oberfldche) die Formel e — k + f = —2. Allgemein bei ¢ Lochern
e —k+ f =2 —2g. Die Zahl, die fiir eine gegebene Flache immer
rechts steht, nennt man die EuLER-Charakteristik der Flache.

4. Die EuLER-Charakteristik beantwortet die oben gestellte Frage: Sie
ist eine mathematisch exakt definierte Grofie, die man fiir jede
Flache berechnen kann und die den Unterschied zum Beispiel
zwischen Sphire und Torus ,messbar’ macht.® Aulerdem dndert

8Zugegeben, die EuLER-Charakteristik kann zwar Sphére und Torus unterschei-
den, aber sie scheint anschaulich nichts mit dem ,Loch’ zu tun zu haben. Dafiir hat
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sie sich nicht bei Verformungen der Fldche. Man nennt die EULER-
Charakteristik daher eine topologische Invariante. °

Farbungen ebener Graphen

Problem 4.7

Was ist die kleinste Anzahl von Farben, mit denen man die Linder eines
beliebigen ebenen Graphen zulissig fiarben kann, d. h. so, dass benachbarte
Linder immer verschiedene Farben haben?

Man sieht leicht, dass man nicht mit weniger als 4 Farben aus-
kommt, z. B. beim linken Graphen in Abbildung 4.8, da jedes der
vier Lander an jedes andere grenzt. Probiert man viele Beispiele,
merkt man, dass vier Farben anscheinend immer reichen.

Dies fiihrt zur 4-Farben-Vermutung: 4 Farben reichen fiir jeden
ebenen Graphen. Mit anderen Worten: Die Lander jeder beliebigen
Landkarte lassen sich so mit 4 Farben fiarben, dass benachbarte
Lander immer verschiedene Farben erhalten.

Die Vermutung zu beweisen, hat sich als sehr schwierig heraus-
gestellt. Sie wurde das erste Mal im Jahr 1852 aufgestellt, aber
es dauerte (trotz vieler Bemiihungen) bis 1976, bis ein Beweis ge-
funden wurde. Leider besteht ein Teil dieses Beweises darin, mit
Hilfe eines Computers viele Spezialfdlle nachzupriifen, und dies
sind zu viele, als dass man sie per Hand erledigen konnte. Bis
heute ist kein Beweis bekannt, der auf die Hilfe von Computern
verzichtet.!”

Ein paar der Teilschritte auf dem Weg zum 4-Farben-Satz sind in
den Aufgaben bis skizziert. Dort werden Sie auch
sehen, dass das analoge Problem fiir den Torus leichter ist. Hier ist
die kleinste Anzahl Farben sieben.

sie den Vorteil, dass sie einfach zu definieren ist. Man kann auch das Loch direkt
mathematisch fassen. Dies ist Thema der sogenannten Homologie-Theorie, aber das
ist deutlich aufwéndiger.
9Mehr zu Invarianten erfahren Sie in Kapitel 11.
10Mehr zur interessanten Geschichte des Problems finden Sie z.B. in (Aigner,
2015).
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4.6 Werkzeugkasten

In der Untersuchung von Problem 4.1 haben Sie gesehen, wie wichtig
es ist, flexibel zu bleiben, einen eingeschlagenen Pfad bei besse-
rer Einsicht wieder zu verlassen. Problem 4.5 zeigte, dass man mit
unmittelbaren Reaktionen der Art ,Das kann ja wohl nicht gehen”
vorsichtig sein muss — es ist oft nicht einfach oder sogar unméglich,
alle Moglichkeiten zu tiberblicken. Trotzdem sind in der Mathematik
manchmal Unmoglichkeitsbeweise moglich — zum Beispiel mit Hilfe
eines Widerspruchsbeweises. Sie haben auch die Niitzlichkeit der
Technik des doppelten Abzdhlens kennengelernt — mit ihrer Hilfe
konnten allgemeine Aussagen iiber Graphen gewonnen werden, die
den Widerspruchsbeweis in Problem 4.6 erst moglich machten.

Schliefllich haben Sie mit Problem 4.4 ein einfaches Beispiel dafiir
gesehen, wie man Graphen als Mittel zur Darstellung komplexer
Beziehungsgeflechte einsetzen kann.

Aufgaben

Kann die Summe von 111 ungeraden Zahlen gerade sein?

Ist es moglich, dass in einer Gruppe von 57 Personen jede
Person mit genau drei weiteren befreundet ist? Dabei wollen wir
annehmen, dass die Relation ,befreundet sein” symmetrisch ist, d. h.:
Ist A mit B befreundet, so ist auch B mit A befreundet.

Fiihren Sie den ersten Beweisversuch der EuLERschen Formel
zu Ende (Induktion tiber e).

Gibt es ein Polyeder mit genau 7 dreieckigen und keinen
weiteren Seitenflachen? (Siehe Abschnitt 4.5 fiir die Definition eines
Polyeders.)

Stellen Sie sich vor, Sie stehen vor einem Haus mit genau einer
Haustiir (also ohne einen Hintereingang o. A.). Kénnen Sie sicher sein,
dass es in diesem Haus einen Raum!! mit einer ungeraden Anzahl
an Tiiren gibt?

" Damit sind auch Kiichen, Bider, Flure, etc. gemeint.
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Ist es moglich, drei Hauser jeweils mit dem Elektrizitdtswerk,
dem Wasserwerk und dem Gaswerk so zu verbinden, dass sich keine
zwei Leitungen tiberschneiden?

Ein (klassischer) Fufiball ist so gendht, dass seine Oberfldche
nur aus Fiinfecken und Sechsecken besteht und dass in jeder ,Ecke”
genau drei Ndhte zusammentreffen. Bestimmen Sie aus diesen Infor-
mationen die Anzahl der Fiinfecke! 12
Kann man auch die Anzahl der Sechsecke bestimmen?

Beweisen Sie die EuLERsche Formel fiir den Torus, die in den
weiterfithrenden Bemerkungen erwadhnt wird.

Finden Sie eine alternative Losung von Problem 4.6. Eine
naheliegende Idee ist ,innen-auflen’: Angenommen, dies wére ohne
Uberschneidungen moglich. Die Verbindungen von A nach B, B nach
C und C nach A bilden dann einen geschlossenen Streckenzug, der
sich nicht selber schneidet. Ein solcher Streckenzug teilt die Ebene
in zwei Teile, einen inneren und einen dufieren, und jede Kurve
von einem inneren zu einem dufSeren Punkt muss den Streckenzug
schneiden.!® Betrachten Sie nun die méglichen Positionen von D
und E.

Zeigen Sie, dass es keinen ebenen Graphen mit 5 Landern gibt,
bei denen jedes Land an jedes andere grenzt! Warum reicht dies nicht
zum Beweis der 4-Farben-Vermutung?

Sei G ein ebener Graph, bei dem alle Ecken einen Grad > 3
haben. Zeigen Sie, dass es ein Land mit hochstens 5 Grenzen gibt.

Verwenden Sie Aufgabe , um den 6-Farben-Satz zu
beweisen: Die Lander jedes ebenen Graphen lassen sich mit 6 Farben
zuldssig farben.

Zeichnen Sie einen Graphen auf dem Torus, der 7 Lander hat
und bei dem jedes Land an jedes andere grenzt.

2Djeselbe Kantenstruktur wie beim Fufball tritt auch bei einem wichtigen che-
mischen Stoff auf: Bei Fulleren, einer Form des Kohlenstoffs.

13Das ist intuitiv klar, aber ein praziser Beweis ist nicht einfach. Die Aussage ist
als JorpaNscher Kurvensatz bekannt. Sie diirfen sie in Ihrem Argument verwenden.
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Aufgabe zeigt, dass es Graphen auf dem Torus gibt,
fiir die man 7 Farben braucht. Beweisen Sie den 7-Farben-Satz fiir
den Torus: Die Lander jedes Graphen auf dem Torus lassen sich mit
7 Farben zuldssig farben.

Betrachten Sie das ,,Haus vom Nikolaus” in der linken Skizze
in Abbildung 4.13. Das Haus ist korrekt gezeichnet, wenn ohne abzu-
setzen jede Kante genau einmal gezeichnet wurde. In welchen Ecken
kann man die Zeichnung beginnen?

Abb. 4.13 Das Haus vom Nikolaus und Varianten

Untersuchen Sie, welche der anderen Figuren zeichenbar sind. Kénnen
Sie ein notwendiges Kriterium daftir aufstellen, ob eine Figur zeichen-
bar ist?

Ein Polyeder heifit regelméfsig, wenn in jeder Ecke gleich viele
Kanten zusammenstofien und jede Seitenfldche gleich viele Ecken
hat. Zeigen Sie, dass Wiirfel, Oktaeder, Tetraeder, Dodekaeder und
Ikosaeder die einzigen regelmaéfiigen konvexen Polyeder sind.

Die Ecken eines Dreiecks seien mit 1,2,3 markiert. Das Dreieck
werde nun beliebig trianguliert, wobei zuséitzliche Ecken im Innern
und auf den Seiten eingefiihrt werden diirfen. Die zusatzlichen Ecken
im Innern seien beliebig mit 1,2,3 markiert. Die zusatzlichen Ecken
auf den Seiten seien mit jeweils einer der beiden Zahlen markiert, die
die Endpunkte der Seite, auf der sie liegen, haben.

Zeigen Sie, dass es ein kleines Dreieck gibt, dessen Ecken alle ver-
schiedene Markierungen tragen.

Bemerkung: Diese Aussage ist als SPERNERsches Lemma bekannt. Mit
ihrer Hilfe kann man interessante Aussagen wie den BROUwWERschen
Fixpunktsatz beweisen.



5 Abzahlen

Dinge abzuzidhlen ist eine der ureigensten Aufgaben der Mathematik.
Abzédhlprobleme konnen wir im Alltag antreffen (wie oft klingen die
Sektglaser, wenn sich 10 Personen zuprosten?), und wir begegnen
ihnen beim Berechnen von Wahrscheinlichkeiten. In den vorangegan-
genen Kapiteln haben Sie bereits einige Abzidhlprobleme untersucht,
und Sie haben die Technik der Rekursion kennengelernt. In diesem
Kapitel gehen wir Abzédhlprobleme systematisch an.

Abzidhlen ist nicht nur Selbstzweck, es kann auch Mittel zu anderen
Zwecken sein. Zum Beispiel kann man mit Hilfe der Technik des dop-
peltes Abzahlens viele interessante Formeln herleiten. Das doppelte
Abzéhlen ist eine Grundidee, die in verschiedenen Verkleidungen in
vielen Bereichen der Mathematik auftritt. Einige davon werden am
Ende des Kapitels erklart.

5.1 Grundprinzipien des Abzahlens

Viele Abzéhlprobleme lassen sich in der Sprache der Mengen und
Tupel (Paare, Tripel usw.) sehr klar formulieren. Das Wichtigste zu
diesen Begriffen ist in Anhang B zusammengestellt.

Ein Abzédhlproblem kann man immer in die Form bringen, dass
man die Elemente einer endlichen Menge X zdhlen mochte. Wir
bezeichnen

|X| = Anzahl der Elemente von X .

Man nennt dies auch die Kardinalitit von X.

Die Grundregeln des Abzahlens
Die beiden Grundregeln des Abzéhlens sind:

Grundregeln des Abzihlens

1. Summenregel: Ist X die disjunkte Vereinigung von Mengen
Xl/ XZ/' . '/Xt’/

X=X1U---UX,, X;paarweise disjunkt,

soist |X| = |Xq|+ -+ | Xy

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 6
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2. Produktregel: Kénnen die Elemente von X dadurch eindeutig
festgelegt werden, dass man zunédchst eine Entscheidung trifft,
mit n moglichen Ausgidngen, und dann eine weitere, mit m
moglichen Ausgiangen (wobei m unabhingig ist vom Ausgang
der ersten Entscheidung), so ist | X| = nm.

Allgemein gilt fiir s > 2 Entscheidungen: Falls es n; mogliche
Ausgédnge fiir die erste Entscheidung gibt, n; fiir die zweite
usw., wobei diese Anzahlen unabhingig von allen vorangegange-
nen Entscheidungen sind, dann gilt | X| = ny, ..., ns.

Die Summenregel ist so selbstverstiandlich, dass man sie meist unaus-
gesprochen anwendet.! Wir haben sie bereits in Kapitel 2 eingesetzt,
indem wir die abzuzdhlende Menge in disjunkte Klassen eingeteilt
haben und jede der Klassen einzeln abgezahlt haben.

Die Produktregel folgt direkt aus der Summenregel: Ist X; die
Menge der Elemente von X, bei der die erste Entscheidung den
Ausgang i hat, wobeii € {1,...,n}, soist X die disjunkte Vereinigung
von Xj, ..., X,. AuBlerdem ist |X;| = m fir jedes i, also folgt | X| =
| X1|+ -+ |Xn| =m+---+m = nm. Der allgemeine Fall s > 2 folgt
dhnlich mittels Induktion tiber s (versuchen Sie es!).

Die Produktregel hat folgenden wichtigen Spezialfall: Fiir endliche
Mengen A, B gilt

|A x B| = |Al|-|B]. (5.1)

Denn um ein Element (a,b) € A X B eindeutig festzulegen, kann
man zunichst 2 auf |A| Arten wéhlen (erste Entscheidung), und fiir
jede dieser Moglichkeiten kann man b auf |B| Arten wéhlen (zweite
Entscheidung). Die Gleichung (5.1) ergibt sich auch sofort aus der
Anordnung der Elemente von A x B in einem Rechteckschema wie
in Anhang B.

Beispiele fiir die Produktregel

Problem 5.1

1. Auf einer Speisekarte stehen 3 Vorspeisen, 5 Hauptspeisen und 2 Des-
serts. Wie viele 3-Gang-Meniis kann man daraus zusammenstellen?

IWenn Sie einen formalen Beweis mochten, versuchen Sie es mit vollstandiger
Induktion.
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2. Wie viele zweistellige Zahlen gibt es?
3. Wie viele Zahlenpaare (a,b) mit a,b € {1,...,20} und a # b Qibt es?

4. Wie viele Zahlenpaare (a,b) mit a,b € {1,...,20} und a < b gibt es?

Denkpause

Lésung

1. Erste Entscheidung: Welche Vorspeise. Zweite Entscheidung: Wel-
che Hauptspeise. Dritte Entscheidung: Welches Dessert. Jede Ent-
scheidung wird unabhingig vom Ausgang der anderen Entschei-
dungen getroffen. Also gibt es 3 -5 - 2 = 30 verschiedene Meniis.

2. Fur die erste Ziffer gibt es die 9 Moglichkeiten 1, ...,9 (erste Ent-
scheidung), fiir die zweite Ziffer gibt es dann immer 10 Moglich-
keiten 0, ... ,9 (zweite Entscheidung). Also 9 - 10 = 90 Stiick.

Hier ist eine andere Losung: Alle Zahlen von 10 bis 99, also 99 —
10 + 1 = 90 Stiick.?

3. Erste Entscheidung: Wihle a, dafiir gibt es 20 Moglichkeiten.
Zweite Entscheidung: Wahle b, dafiir gibt es nur noch 19 Moglich-
keiten, weil b # a sein soll. Also gibt es 20 - 19 = 380 Paare.
Beachte: Welche Moglichkeiten es fiir b gibt, hangt von der Wahl
von a ab; aber wie viele Moglichkeiten es fiir b gibt, ist unabhédngig
von a. Daher ist die Produktregel anwendbar; es handelt sich je-
doch hier nicht um das Zdhlen von Elementen einer Produktmenge
(wie im oben erwidhnten Spezialfall).

Andere Losung: Von den 20 - 20 = 400 Zahlenpaaren (a, b) ziehe
die ,verbotenen’, also die mit 2 = b, ab. Davon gibt es 20 Sttick, es
bleiben 400 — 20 = 380 Paare.

2Nicht 99 — 10, da die erste und letzte Zahl mitgezédhlt werden. Siehe die Ver-
schiebung um eins in Problem 1.1.
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4. Wahlen wir zuerst 4, dann héngt die Anzahl der Moglichkeiten fiir
b davon ab, was a ist: Bei 2 = 1 sind es 19 Moglichkeiten, bei a = 2
sind es 18 usw. Damit ist die Produktregel nicht anwendbar. Was
tun? Wir konnten 19 418 + - - - + 1 4 0 rechnen, aber geht es auch
einfacher? Problem 3 war dhnlich und konnte mit der Produktregel
gelost werden. Wie konnen wir unser Problem 4 mit Problem 3 in
Verbindung bringen?

Denkpause

Seien

X={(a,b):abe{1,...20}, a <b}
Y={(ab):abe{l,...20}, a#b}
die in Problem 4 bzw. Problem 3 abzuzdhlenden Mengen. Jedem
Paar in X entsprechen zwei Paare in Y, zum Beispiel dem Paar

(2,5) € X die beiden Paare (2,5),(5,2) € Y. Also ist |Y| = 2|X]
und damit | X| = |Y|/2 = 380/2 = 190.

Die Losungsidee in Problem 5.1.4 war, Y statt X zu zdhlen, dabei
wurde X doppelt gezdhlt. Diese Idee ist oft niitzlich:

Prinzip des Mehrfachzdhlens

Wenn du etwas nicht einfach abzdhlen kannst, versuche, es mehr-
fach abzuzihlen.

Wir kénnen das so prézisieren: Das Problem bestehe darin, eine
Menge X abzuzéhlen. Dazu finden wir eine Menge Y, die folgendes
leistet, fiir ein m € IN:

a) Wir konnen Y abzidhlen.

b) Wir kénnen jedem Element von X eine Gruppe von m Elementen
von Y so zuordnen, dass sich die Gruppen nicht iiberschneiden
und Y die Vereinigung aller Gruppen ist.

Dann gilt |X| = |Y|/m.

Beweis: Es gibt | X| Gruppen, daher ist |Y| = | X| - m und damit
X| = [¥]/m.
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In der Losung von Problem 5.1.4 ordnen wir (a,b) € X die beiden
Elemente (a,b), (b,a) € Y zu. Siehe Abbildung 5.1 fiir die analoge
Aufgabe mit a,b € {1,2,3}.

Abb. 5.1 Mehrfachzédhlen der Paare (4,b) mita,b € {1,23} unda < b

Weiterfithrende Anmerkung: Die Zuordnung in b) ist keine Ab-
bildung im mathematischen Sinn (siehe Anhang B), denn eine
Abbildung ordnet jedem Element ihres Definitionsbereichs nur
ein Bildelement zu, nicht mehrere. Drehen wir aber alle Pfeile
in Abbildung 5.1 um, so erhalten wir eine mathematische Ab-
bildung! Wir kénnen damit Bedingung b) auch so formulieren:

Es gibt eine Abbildung f : Y — X derart, dass fiir jedes x € X
die Urbildmenge f~'({x}) := {y € Y : f(y) = x} genau m
Elemente hat.

Die ,Gruppen’ von b) sind dann diese Urbildmengen. Beachten
Sie, dass die in b) geforderten Eigenschaften — die Gruppen
iiberschneiden sich nicht und ihre Vereinigung ist ganz Y — bei
der Formulierung mittels f automatisch erfiillt sind (priifen Sie
das als Ubung im Einzelnen nach).

Was ist f bei Problem 5.1.4? f bildet das Paar (a,b) € Y auf
das Paar (min{a, b}, max{a,b}) € X ab, wobei min{a, b} die
kleinere und max{a, b} die grofere der Zahlen a, b ist.
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Weitere Beispiele fir das Prinzip des Mehrfachzahlens

Problem 5.2

Ein Spiel besteht aus Spielsteinen in der Form gleichseitiger Dreiecke, auf
deren Oberseite jeweils drei verschiedene Zahlen aus der Menge {0, ...,5}

stehen, z.B. . Wie viele verschiedene Spielsteine gibt es?

Lésung

Stellen Sie sich die Spielsteine vor. Jeden Spielstein konnen wir auf

1 3
verschiedene Weisen vor uns hinlegen: /&%\ /O /& N\ sind alle
derselbe Spielstein. Analog konnen wir jeden anderen Spielstein in
drei Positionen drehen. Zdhlen wir also die mit drei verschiedenen

Zahlen markierten Dreiecke , s0 haben wir jeden Spielstein
dreifach gezahlt.

Wir zdhlen daher zunichst, auf wie viele Arten wir dieses Dreieck
mit drei verschiedenen Zahlen beschriften kénnen. Fiir die linke Ecke
gibt es 6 Moglichkeiten, fiir die rechte dann nur noch 5 und fiir
die obere 4, also gibt es 6 -5-4 = 120 Dreiecke. Da wir hier die
linke, rechte und obere Ecke festgelegt haben, wurden dabei z.B. die
eingangs genannten Dreiecke als drei verschiedene Dreiecke gezdhlt.

Nach dem Prinzip des Mehrfachzéhlens gibt es also 120/3 = 40
Spielsteine. Hier war X die Menge der moglichen Spielsteine und Y
die Menge der beschrifteten Dreiecke.

Problem 5.3

Das Spiel Triomino hat Spielsteine wie in der vorigen Aufgabe, nur diirfen
auf den Spielsteinen Zahlen auch mehrfach vorkommen. Im Spiel kommen
alle moglichen Spielsteine vor. Wie viele sind das?

Lésung

Wir zdhlen zundchst wieder die Moglichkeiten, ein Dreieck mit drei
Zahlen zu beschriften. Fiir die linke Ecke gibt es 6 Moglichkeiten, zu
jeder davon gibt es 6 Moglichkeiten fiir die rechte Ecke und zu jeder
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davon 6 Moglichkeiten fiir die obere Ecke. Nach der Produktregel
gibt es also 6 - 6 - 6 = 216 beschriftete Dreiecke.
Entspricht wieder jeder Spielstein drei Dreiecken?

Denkpause

Ein Spielstein mit drei gleichen Zahlen entspricht nur einem Dreieck!
Es gibt 6 solche Spielsteine. Alle anderen Spielsteine (auch die, auf
denen zwei gleiche Zahlen stehen) entsprechen wie vorher drei Dreie-
cken. Daher wenden wir das Prinzip des Mehrfachzéhlens nur auf die
beschrifteten Dreiecke an, deren Zahlen nicht alle gleich sind. Davon
gibt es 216 — 6 = 210 Stiick, also 2° = 70 entsprechende Spielsteine.
Hinzu kommen die 6 Spielsteine mit lauter gleichen Zahlen, also gibt

es insgesamt 76 Spielsteine.

Riickschau

Das Prinzip des Mehrfachzdhlens ist nur anwendbar, wenn immer
gleich stark tiberzahlt wird, wenn also alle Gruppen die gleiche Grofe
haben. Ist dies nicht der Fall, kann man versuchen, die abzuzdhlende
Menge so aufzuteilen, dass fiir jede Teilmenge das Prinzip anwendbar
ist. Hier haben wir also erst die Summenregel und dann das Prinzip
des Mehrfachzadhlens angewendet.

Die wichtigsten Abzahlaufgaben

Mit den Grundregeln lassen sich die wichtigsten allgemeinen Abzéhl-
aufgaben l6sen. Viele konkrete Abzadhlaufgaben lassen sich auf einen
dieser Grundtypen zurtickfiihren.

Sei A eine Menge mit n Elementen: |A| = n. Wir wollen Tupel und
Teilmengen aus Elementen von A zdhlen. Im Folgenden sei k > 1 die
GrofSe des Tuples oder der Teilmenge. Wir betrachten immer zuerst
den Fall k = 2, da dabei die Prinzipien am besten zu verstehen sind.

Sie sollten sich jeden Abzdhltyp an einem Beispiel, z.B. A =
{1,2,3,4} und k = 3, klar machen, indem Sie alle Moglichkeiten
hinschreiben und sich daran das Abzéhlprinzip veranschaulichen.
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Anzahl der Paare: |{(a,b): a,b € A}| =n?

Beweis mit der Produktregel:

Anzahl der Moglichkeiten fiir a: n
und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir b: n
Dies ist der Spezialfall von Gleichung (5.1) mit A = B.

Anzahl der k-Tupel: |{(ay,...,a): a1,..., a5 € A}| =nF

Beweis mit der Produktregel:
Anzahl der Moglichkeiten fiir a;: n
und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir a,: n

und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir a;: n

Anzahl der Paare mit verschiedenen Komponenten:

[{(a,b): a,b€ A, a#b}| =n(n-1)

Beweis mit der Produktregel:
Anzahl der Moglichkeiten fiir a: n
und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir b: n—1

Anzahl der k-Tupel mit verschiedenen Komponenten:

{(a1,...,a) : a1,...,ar € A, alle a; verschieden}|
=nn—1)...(n—k+1)

Beweis mit der Produktregel:
Anzahl der Moglichkeiten fiir a;: n
und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir a,: n—1

und fiir jede davon: Anzahl der Moglichkeiten fiir a;: n—k+1
(Die Begriindung stimmt so fiir k < n, die Formel stimmt aber
auch fiir k > n, da dann beide Seiten gleich null sind.)
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Im Spezialfall k = n ergibt dies:

Anzahl der Anordnungen:

|[{ Anordnungen von n verschiedenen Objekten}| = n!

Hierbeiistn! =1-2----- n (sprich: n Fakultdt). Statt Anordnungen
sagt man auch Permutationen.

Anzahl der 2-elementigen Teilmengen:

n(n—1)

|{ Teilmengen von A mit 2 Elementen}| = 5

Beweis mit dem Prinzip des Mehrfachzahlens, vgl. Problem 5.1.4: Jede
Teilmenge mit 2 Elementen ldsst sich als {a, b} mit a < b schreiben.
Wir ordnen jeder Teilmenge {a,b} die beiden Paare (a,b), (b,a) zu.
Dabei erhalten wir offenbar alle Paare mit verschiedenen Komponen-
ten, und jedes Paar kommt von genau einer Teilmenge. Da es n(n — 1)
solche Paare gibt, folgt die Behauptung.

Kurz: Wenn wir Paare (a,b) mit a # b statt Teilmengen zédhlen, dann
zdhlen wir jede Teilmenge doppelt.

Anzahl der k-elementigen Teilmengen:

nn—1)...(n—k+1)
k!

|{ Teilmengen von A mit k Elementen}| =

Beweis mit dem Prinzip des Mehrfachzihlens: Jede Teilmenge von
A mit k Elementen konnen wir als {ay,4az,...,4;} mit a; < ap, <
-+ - < ay schreiben. Wir ordnen jeder so geschriebenen Teilmenge alle
k-Tupel zu, die aus den 4; in verschiedenen Anordnungen bestehen.
Es gibt k! solche Anordnungen. Dabei erhalten wir alle k-Tupel mit
verschiedenen Komponenten, und jedes solche k-Tupel kommt von
genau einer Teilmenge. Da es n(n —1)...(n — k+ 1) solche k-Tupel
gibt, folgt die Behauptung mit dem Prinzip des Mehrfachzéhlens,
wobei m = k!.3

3Die entsprechende Abbildung f - siehe die weiterfiihrende Anmerkung vor
Problem 5.2 — l4sst sich hier besonders leicht hinschreiben: Ist (by, .. ., by) ein k-Tupel
mit allen b; verschieden, so setze f(by,...,b;) = {by,..., b}
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Zur Abkiirzung verwendet man folgende Notation.

Seien 1,k € INp, 0 < k < n. Der Binomialkoeffizient (',Z) (sprich:
n uber k) ist fir k > 1 definiert als

(1}:) _nn—=1)...(n—k+1)

k!

Fiir k = 0 definiert man () = 1.

Zum Beispiel ist () =n, (5) = ”(”2_1), (3) = W usw.*

Nach der Herleitung oben, und da jede Menge genau eine 0-
elementige Teilmenge hat (die leere Menge), gilt fiir alle k,n mit
0<k<m:

Anzahl k-elementiger Teilmengen einer n-elementigen

n
Menge: < k)

Die Zahlen (}) sind die Eintrdge im PascaLschen Dreieck, das in
Aufgabe eingefiihrt wurde. Sie treten auch in der allgemeinen
binomischen Formel auf. Siehe Aufgaben und

Beispiele fiir die Anwendung der Grundtypen

Viele Abzdhlprobleme lassen sich auf einen der Grundtypen zurtick-
fiihren. Man muss es nur erkennen! Hier sind ein paar Beispiele.

Problem 5.4
10 Personen begriif$en einander. Jede schiittelt jeder genau einmal die Hand.
Wie viele Hiindedriicke ergibt das?

Lésung

Ist A die Menge der 10 Personen, so entsprechen die Handedrtiicke
genau den 2-elementigen Teilmengen von A. Also sind es (120) =
% = 45 Handedrticke.

4Den etwas unhandlichen Ausdruck im Zihler kann man sich so merken: Im
Zihler stehen k Faktoren, genau wie im Nenner.
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Dasselbe Abzihlproblem taucht in vielen Verkleidungen auf, z.B.:
Anzahl der Verbindungsstrecken zwischen n Punkten; Anzahl der
Paare (a,b) mita,b € {1,...,n} und a < b (hierbei beachte, dass
diese Paare genau den 2-elementigen Teilmengen entsprechen, da
sich jede solche Teilmenge eindeutig als {a,b} mit a < b schreiben
lasst; vergleiche Problem 5.1.4).

Problem 5.5

Eine Gruppe von zehn Frauen und zehn Minnern mochte an einem Tanz-
turnier teilnehmen. Es sollen 10 Tanzpaare, die gleichzeitig tanzen, gebildet
werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es dafiir?

Losung

Wir nummerieren die Frauen 1, ...,10. Die erste Frau hat 10 Manner
zur Auswahl, die zweite nur noch 9 (egal, welchen die erste Frau
gewdhlt hat), die dritte nur noch 8 usw., die letzte nur noch einen.
Also gibtes 10-9 - - - - - 1 = 10! = 3 628 800 Moglichkeiten.

Alternativ hitte man die Frauen nebeneinander aufstellen konnen.
Die Mianner sollen sich daneben aufstellen. Zu zdhlen sind dann die
moglichen Anordnungen der Méanner.

5.2 Abzahlen durch Bijektion

Es gibt noch eine weitere wichtige Abzédhlregel. Zunéchst brauchen
wir einen Begriff. Eine Bijektion zwischen zwei Mengen X und Y ist
eine Vorschrift, die jedem Element von X ein Element von Y zuordnet,
wobei jedes Element von Y genau einmal auftritt.> Abbildung 5.2
zeigt ein Beispiel.

Folgende Aussage ist so offensichtlich, dass es tiberrascht, wie
niitzlich sie sein kann:

Abzidhlen durch Bijektion

Falls es eine Bijektion X — Y gibt, so gilt | X| = |Y|.

5Siehe Anhang B fiir weitere Informationen zu Bijektionen.
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Abb. 5.2 Eine Bijektion X — Y mit X = {a,b,¢,d}, Y = {1,2,3,4}

Dies kann man auf verschiedene Weisen nutzen:

Zum Abzéhlen: Mochte man eine Menge X abzdhlen, so sucht man
eine Menge Y, deren Kardinalitdt bekannt ist, und eine Bijektion
X =Y.

Selbst wenn eine Formel fiir | X| schon bekannt ist, kann eine solche
Bijektion ein besseres Verstdndnis fiir die Formel liefern.

Um Gleichungen herzuleiten oder zu beweisen: Hat man zwei
Mengen X, Y und Formeln fiir deren Kardinalititen sowie eine
Bijektion X — Y, so miissen die beiden Formeln dasselbe Ergebnis
liefern.

Dazu einige Beispiele.

Variationen tber Anzahlen von Teilmengen

Wir wissen bereits, dass die Anzahl der Teilmengen von {1,...,n}
gleich 2" ist®. Mit P({1,...,n}) bezeichnen wir die Menge der Teil-
mengen von {1,...,n}, also haben wir

P({1,...,n})| = 2"

Wir wollen die Formel besser verstehen. Die Anzahl 2" kommt bei den
Grundtypen der Abzdhlaufgaben als Anzahl der n-Tupel (a3, ..., a,)

®Dies hatten wir in Kapitel 2.2 mittels einer Rekursion hergeleitet.
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vor, wobei jedes a; einen von 2 moglichen Werten annimmt. Kénnen
wir diese n-Tupel mit den Teilmengen von {1,...,n} in Verbindung
bringen?

Dazu représentieren wir die Teilmengen auf eine andere Weise,

z.B. firn = 2:
Teilmenge ‘ 1 ‘ 2

1%, —_ =
{1} + |-
12} - |+
{1,2} + |+

Jede Teilmenge entspricht einer Zeile. In der mit 1 markierten Spalte
steht ein +, falls die Teilmenge das Element 1 enthilt, sonst steht ein
—, und analog fiir die mit 2 markierte Spalte. Lesen wir die Tabelle
zeilenweise, sehen wir, dass jeder Teilmenge ein Paar aus Elementen
von A = {—, +} zugeordnet ist. Fiir Teilmengen von {1,2,3} wiirden
wir analog Tripel bekommen. Wir erhalten allgemein:

Zweiter Beweis der Gleichung |P({1,...,n})| = 2": Die Teilmengen
von {1,...,n} entsprechen den n-Tupeln (ay,...,a,) mita; € {—, +}
fur alle i, indem man einer Teilmenge S C {1,...,n} das n-Tupel
(ay,...,a,) mit

0 — + fallsie S
- sonst

zuordnet. Offenbar kommen dabei alle n-Tupel vor, und jedem n-
Tupel entspricht genau eine Teilmenge. Daher ist die Anzahl der
Teilmengen gleich der Anzahl der aus — und + gebildeten n-Tupel,
also gleich 2". g.e.d.

Was haben wir gemacht? Um die Teilmengen abzuzdhlen, haben
wir sie Objekten zugeordnet, die wir bereits zdhlen konnten. Wir
haben eine Bijektion

P({1,....,n}) = {(ar,...,a,) : a; € {—, +} fiir alle i}

konstruiert (die Abbildungsvorschrift war oben formuliert).
Indem wir die Plus- und Minus-Zeichen als Entscheidungen auf-
fassen, konnen wir dies auch so formulieren:

Dritter Beweis der Gleichung |P({1,...,n})| = 2": Um eine Teilmen-
ge S von {1,...,n} eindeutig festzulegen, entscheiden wir zunéchst,
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ob 1in S liegt oder nicht; dann entscheiden wir, ob 2 in S liegt oder
nicht; usw. bis n. Dies sind n unabhingige Entscheidungen, und bei
jeder gibt es 2 Moglichkeiten. Daher gibt es nach der Produktregel
insgesamt 2" Moglichkeiten, also 2" Teilmengen. g.e.d.

Damit haben wir ein neues, unmittelbares Verstiandnis der Formel
|P({1,...,n})| = 2" erlangt, welches uns der Rekursionsbeweis aus
Problem 2.1 nicht liefert.

Im folgenden Problem verwenden wir eine Bijektion, um eine Formel
zu beweisen, und nicht, um etwas abzuzihlen.

Problem 5.6

Beweisen Sie die Identitiit

n\ n
k)] \n—k
(fiir 0 < k < n) mittels Bijektion.

Lésung

Die linke Seite zdhlt die k-elementigen Teilmengen, die rechte zdhlt
die (n — k)-elementigen Teilmengen von {1, ..., n}. Kénnen wir diese
in Beziehung setzen?

Denkpause

Indem man jeder k-elementigen Teilmenge S C {1,...,n} ihr Kom-
plement {1,...,n} \ S zuordnet, erhilt man eine Bijektion von der
Menge der k-elementigen Teilmengen auf die Menge der (n — k)-
elementigen Teilmengen. Daher haben diese beiden Mengen dieselbe
Kardinalitat.

Formal: Seien

X={Sc{l,...n}:|S|=kl, Y={SC{l,...,n}:|S|=n—k}.

Dann definiert F: X — Y, S+ {1,...,n}\ S eine Bijektion, also gilt
| X| = |Y] und damit (}) = (,,",)-
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Dies bedeutet, dass das Pascarsche Dreieck, sieche Aufgabe ,
symmetrisch ist.

Problem 5.7

Fiirn > 1 seien g, und u, die Anzahlen der Teilmengen von {1, ...,n}, die
eine gerade bzw. eine ungerade Anzahl Elemente haben. Geben Sie Formeln
fiir §n und u, an.

Untersuchung

> Sehen wir uns einige Beispiele an; bei den Teilmengen lassen
wir der Ubersichtlichkeit halber die Mengenklammern weg. Zur
Abkiirzung nennen wir eine Teilmenge (un-)gerade, wenn die An-
zahl ihrer Elemente (un-)gerade ist.

n | gerade Teilmengen ‘ ungerade Teilmengen ‘ n ‘ Uy
1 @ 1 1 |1
2 0,12 1,2 2 |2
3 ©,12,13,23 1,2,3,123 4 |4

> Wir beobachten, dass g, = u, fir n = 1,2,3 ist. Auierdem sind
dies Zweierpotenzen.

> Diese beiden Aussagen hdngen zusammen: Da jede beliebige Teil-
menge entweder gerade oder ungerade ist und da es 2" Teilmen-
gen gibt, gilt g, + u, = 2" fir alle n. Aus g, = u, folgt also
_1lon _ »n-—-1
gn = 52" =2""0

> Vermutung: Es gilt g, = u,, fiir alle n. Wie kénnten wir das zeigen?

> Eine Gleichheit zweier Anzahlen lisst vermuten, dass man die
abgezihlten Objekte in eine bijektive Beziehung setzen kann. Mit
anderen Worten: Seien G, U, die Mengen der geraden bzw. un-
geraden Teilmengen von {1,...,n}. Wir wollen versuchen, eine
Bijektion

F:G,— U,

zu finden.
Was bedeutet das? Wir suchen eine Vorschrift, die jeder geraden
Teilmenge eine ungerade Teilmenge zuordnet; diese soll so sein,
dass dabei jede ungerade Teilmenge genau einmal herauskommt.
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Denkpause

> Wie kann man aus einer Teilmenge eine andere machen? Eine
Moglichkeit kennen wir aus Problem 5.6: Komplementbildung.
D. h., der Teilmenge S C {1,...,n} ordnen wir ihr Komplement
{1,...,n}\ S zu. Stimmt es, dass dabei einer geraden Teilmenge
eine ungerade zugeordnet wird? Fiir ungerades # ist dies richtig,
und Sie kénnen leicht nachpriifen, dass dies dann die gesuchte
Bijektion liefert. Aber fiir gerades n ist das Komplement einer
geraden Teilmenge wieder eine gerade Teilmenge.
Damit haben wir eine Losung fiir alle ungerade Zahlen n gefunden.

Aber fiir gerade Zahlen n brauchen wir eine neue Idee.

Denkpause

> Wir wollen geraden Teilmengen ungerade Teilmengen zuordnen.
Ein dhnliches Problem ist es, geraden Zahlen ungerade zuzuordnen.
Das ist einfach: Man addiere oder subtrahiere 1.

D> Lasst sich das auf Mengen tibertragen? Wir konnten aus einer
geraden Teilmenge eine ungerade machen, indem wir ein Element
hinzufiigen oder wegnehmen. Doch wie machen wir daraus eine
allgemeine Regel? Wann fiigen wir hinzu, wann nehmen wir weg?
Und welches Element?

Hier ist eine Methode: Falls die Teilmenge die 1 enthdlt, nehmen
wir sie weg, sonst fligen wir sie hinzu. Also

F(S) = {S\{l}, falls1 € S

(5.2)
SU{l}, falls1¢S.

Ist S gerade, so ist offenbar F(S) ungerade. Wir miissen nachpriifen,
dass jede ungerade Teilmenge T als F(S) fiir genau ein S auftritt.
Dazu konnen wir die Operation einfach umkehren: Sei T eine
ungerade Teilmenge von {1,...,n}.
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Istle€T,soistT=F(S)mitS =T\ {1}.

Ist1 ¢ T,soist T = F(S) mitS = TU{1}. In beiden Fillen ist dies
offenbar die einzige Moglichkeit fiir S.

Damit ist gezeigt, dass F : G, — U}, bijektiv ist.

> Das Umkehren der Operation F im letzten Schritt ist nichts anderes
als das Bestimmen der Umkehrabbildung von F. Zufillig ist die
Funktionsvorschrift fiir die Umkehrabbildung dieselbe wie fiir F,
d.h. die Regel, wie man S aus T erhilt, ist dieselbe wie die Regel,
wie man T = F(S) aus S erhilt.

>> Dieses Argument funktioniert fiir alle n, unabhéngig davon, ob n
gerade oder ungerade ist.

Wir schreiben das Argument noch einmal effizient auf.

Lésung zu Problem 5.7

Fiir eine beliebige Teilmenge S C {1,...,n} definiere die Teilmenge
F(S) c {1,...,n} durch Gleichung (5.2). Es gilt F(F(S)) = S fiir alle
S,dennist1 € S, so folgt 1 ¢ F(S), also F(F(S)) = F(S)U {1} =
(S\ {1})U{1} = S, und analog folgt fiir 1 ¢ S, dass F(F(S)) =
(su{iph\{1} =s.

Alsoist F: P({1,...,n}) — P({1,...,n}) seine eigene Umkehr-
abbildung. Da F eine Umkehrabbildung besitzt, ist es bijektiv. Da
F aulerdem G, nach U, und U, nach G, abbildet, ist es eine Bijek-
tion zwischen diesen beiden Mengen. Also folgt g, = u,, und mit
gn + uy = 2" folgt ¢ = u, = 2" L.

Riickschau zu Problem 5.7

Wir haben nach einer Bijektion gesucht, um g, = u, zu zeigen. Der
erste Versuch (Komplementbildung) fiihrte nur fiir ungerade n zum
Ziel. Eine andere Vorschrift funktionierte fiir alle n.

Lektion: Das Finden einer Bijektion erfordert Kreativitdt. Wenn der
erste Versuch nicht funktioniert, heifst das nicht, dass die behauptete
Identitéit falsch ist.
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5.3 Doppeltes Abzahlen

Meistens zdhlen wir ab, um eine Anzahl zu bestimmen. Es gibt noch
andere Griinde: Wir konnen das Abzihlen als Mittel zum Zweck
verwenden. Dabei machen wir uns zunutze, dass viele Probleme
mehrere Losungen haben:

Doppeltes Abzdhlen

Indem wir dieselbe Menge auf zwei Weisen abzdhlen, konnen
wir oft interessante Formeln herleiten.

Zwei Beispiele hierfiir haben wir bereits in Kapitel 4 bei der Herlei-
tung der Kanten-Lander-Formel (4.2) und der Kanten-Ecken-Formel
(4.4) fiir Graphen kennengelernt.”

Problem 5.8

n Punkte seien paarweise miteinander verbunden. Zihlen Sie die Anzahl
der Verbindungsstrecken auf zwei Arten und leiten Sie eine Identitiit ab.

Lésung
Erste Abzihlung: Wir numerieren die Punkte mit 1, ..., n. Wir zeich-
nen

- zundchst die Verbindungen von1zu 2,...,n,dassind n — 1
Stiick,

- dann die Verbindungen von 2 zu 3, ..., n (die von 2 zu 1 ist
schon gezeichnet), das sind n — 2 Stiick,

- dann die Verbindungen von 3 zu 4, ..., n (die von 3 zu 1 oder
2 sind schon gezeichnet), das sind n — 3 Stiick,

- usw., und schliefllich die Verbindung von n — 1 zu n.

Die Gesamtzahl der Verbindungen ist damit

(m—1)+(n—2)+-+1.

7Eine andere Art, mittels Abzihlen eine Formel herzuleiten, haben wir in Pro-
blem 5.6 gesehen.
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Zweite Abzihlung: Da zwischen je zwei Punkten eine Verbindung
gezeichnet werden soll, entsprechen die Verbindungen genau den
2-elementigen Teilmengen der Punktemenge. Davon gibt es (3)
Stiick. (Vergleiche die Probleme 5.4 und 5.1.4.)

Damit ergibt sich

(m—=1)+m—2)+ - +1= (Z)

Dreht man links die Reihenfolge um und ersetzt man n durch n +1,
ergibt sich

1+2+...+n:<”+1>:<n+1>n_

2 2

Dies ist eine neue Herleitung der Formel fiir die Summe der ersten n
nattirlichen Zahlen. Die erste war der Gauss-Trick in Abschnitt 1.3.

Eine dhnliche Idee ldsst sich verwenden, um die Summe der ersten
n Quadrate zu bestimmen:

Problem 5.9
Zihlen Sie die Anzahl der Tripel (a, b, c), fiir die
a,bce{l,...,n} und a<c b<c

gilt, auf zwei Arten, und leiten Sie daraus eine Formel ab.

Untersuchung und Lésung

> Erste Abziihlung: c scheint eine besondere Rolle zu spielen, da es in
beiden Bedingungen a < ¢, b < c auftritt. Eine Idee ist daher, die
Tripel nach dem Wert von c zu sortieren. Wie viele Tripel gibt es
fiir einen festen Wert von c?

Denkpause
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Eine Tabelle ist vielleicht hilfreich:

c ‘ Tripel ‘ Anzahl
1 | keins 0
21 (11,2) 1
31(1,1,3),(1,23),(21,3),(2,2,3) | 4

Vermutung?

> Fiir ein festes ¢ kann man noch a2 und b wahlen. Auf wie viele
Arten geht das? Die Einschrankungen an 4, b sind a < ¢,b < ¢,
alsoa,b e {1,...,c—1}. Da a, b voneinander unabhingig gewdahlt
werden konnen, gibt es (c — 1)? Moglichkeiten.

>> Da ¢ beliebig in {1,...,n} war, gibt es nach der Summenregel
insgesamt

CP+12+22 4+ (n—1)
Tripel.

> Zweite Abzihlung: Wie kann man die Tripel noch zdhlen? Anstatt
die Tripel nach dem Wert von ¢ zu sortieren, kénnten wir zunéchst
die beteiligten Zahlen festlegen und dann sehen, wie viele Tripel
sich mit diesen gewdhlten Zahlen bilden lassen. Zum Beispiel
konnen wir aus den Zahlen 1,3,4 die beiden Tripel (1,3,4) und
(3,1,4) bilden; aus den Zahlen 2,5 kénnen wir nur das Triple (2,2,5)
bilden.

> Die Beispiele legen nahe, die Tripel danach zu unterscheiden, ob
sie zwei oder drei verschiedene Zahlen enthalten (eine ist nicht
moglich, da ¢ immer grofier als a und b ist). Daher teilen wir die
Tripel in zwei Klassen auf:

1. Die Tripel mit a = b. Jedes dieser Tripel enthilt zwei verschiede-
ne Zahlen a2 und ¢, bestimmt also eine 2-elementige Teilmenge S
von {1,...,n}. Umgekehrt gehort zu jeder 2-elementigen Teil-
menge S genau ein solches Tripel: Fiir 2 = b nimm das kleinere
Element von S, fiir ¢ das groBere. Also gibt es genau (3) solche
Tripel.

2. Die Tripel mit a # b. Jedes dieser Tripel bestimmt eine 3-
elementige Teilmenge S von {1,...,n}. Umgekehrt sahen wir
im Beispiel oben, dass eine 3-elementige Teilmenge S zwei Tripel
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bestimmt. Dies funktioniert allgemein: Schreibe S = {x,y,z}
mit ¥ < y < z. Dann entspricht S genau den Tripeln (x,y, z)
und (y,x,z). Da es (3) 3-elementige Teilmengen gibt, erhalten
wir 2(3) solche Tripel.

Insgesamt gibt es also

Tripel (Summenregel).

> Wir erhalten die Identitit
P+22 4+ 4+ (n-1)>%= <Z> +2<’;> .

Ersetzen wir hier noch n durch n +1 und formen ein wenig um,
erhalten wir

LIS <n+1>+2<n+1> :n(n+1)(2n—|—1)

2 3 6

Bemerkung

Wir haben hier eine Formel fiir Y{_; k* gefunden, eine nicht ein-
fache Aufgabe (bei der z. B. der Gauss-Trick nicht funktioniert).

Stellen Sie sich vor, Sie hatten mit dem Problem , Finde eine For-
mel fiir Y}_; k* “ angefangen. Wiren Sie dann darauf gekommen,
das oben genannte Abzdhlproblem zu stellen, um eine Losung
zu finden?

Nein? Macht nichts. Mit etwas Ubung kann man auch solche
Losungswege finden.

Problem 5.10

Beweise die Formel

(n € IN) mit doppeltem Abziihlen!
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Loésung

Was wird durch 2" gezidhlt? Die Teilmengen von A, = {1,...,n},
siehe Problem 2.1 und Abschnitt 5.2. Und (}) zéhlt die Teilmengen
mit genau k Elementen. Sowohl die linke als auch die rechte Seite ist
also die Anzahl der Teilmengen von A,, wobei rechts die Abzdhlung
nach der Anzahl der Elemente der Teilmenge sortiert ist.

Etwas formaler kénnen wir das auch folgendermafien aufschreiben:
Sei A, = {1,...,n} und X = P(A,) die Potenzmenge von A,. Fur
ke {0,1,...,n} sei weiterhin X; die Menge der Teilmengen von A,
mit k Elementen, also Xy = {S C A, : |S| = k}. Dann ist offenbar

X=XoUXjU---UX,,

und die X sind paarweise disjunkt. Nach der Summenregel ist also
n
1 X] = ¥ | Xi| Mit | X]| = 2" und |Xy| = (}) folgt die Behauptung.
k=0

Die Formel konnen Sie auch am PascaLschen Dreieck interpretieren,
das in Aufgabe eingefiihrt wurde: Die Summe der Eintrdge der
n-ten Zeile ist gleich 2. Dies kann man auch mit Induktion beweisen,
aber der Abzdhlbeweis gibt mehr Einsicht.

Einen Beweis durch doppeltes Abzidhlen kennen Sie wahrscheinlich
schon aus der Grundschule:

Problem 5.11
Zeigen Sie durch doppeltes Abzihlen, dass
n-m=m-n

fiir alle natiirlichen Zahlen n, m gilt.

Lésung

Man betrachte ein rechteckiges Punkteschema, n Punkte breit und m
Punkte hoch. Zihlt man die Punkte spaltenweise, erhdlt man n - m
Punkte (jede Spalte hat m Punkte, es gibt n Spalten), zdhlt man sie
zeilenweise, erhédlt man die Anzahl m - n.

Auch wenn dies fiir Sie selbstverstidndlich ist — fiir Kinder, die gerade
multiplizieren lernen, ist es das keineswegs!
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5.4 Weiterfiihrende Bemerkungen: Doppelsummen,
Integrale und Unendlichkeiten

Die Idee des doppelten Abzidhlens findet sich in allen Bereichen der
Mathematik wieder, oft in Abwandlungen. Einige Beispiele und Vari-
anten sollen hier kurz erldutert werden. Finden Sie weitere Beispiele!
Wenn Sie hier nicht alle Begriffe verstehen, lesen Sie trotzdem weiter.
Wenn Sie einmal tiefer in die Mathematik eindringen, werden Sie sich
daran erinnern.

Beweise ohne Worte
An Abbildung 5.3 kann man die Identitit
143+---+2n—1)=n?

sofort ablesen. Viele weitere hiibsche Beweise ohne Worte finden Sie,
wenn Sie im Internet nach den Begriffen ,Beweis ohne Worte” oder
,,Proof without words” suchen.

—_
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Abb. 5.3 Ein Beweis ohne Worte

Lemma von BURNSIDE

Das Lemma von BURNSIDE ist ein niitzliches Hilfsmittel, um Struktu-
ren mit Symmetrie zu zdhlen. Ein Beispiel hierfiir ist das Abzidhlen
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der Triominos in Problem 5.3. Die Symmetrien sind hier die Drehun-
gen des Dreiecks um 0, 120 und 240 Grad. Das Lemma von BURNSIDE
gibt eine neue Art, die Anzahl der Triominos zu bestimmen: Man be-
stimmt zunédchst fiir jede der Drehungen die Anzahl ihrer Fixpunkte,
d. h. der mit Zahlen versehenen Dreiecke, die unter dieser Drehung in
sich tiberfiihrt werden. Bei der Drehung um 0 Grad (keine Drehung)
sind dies alle Dreiecke (216 Stiick), bei den beiden anderen Drehun-
gen jeweils nur die Dreiecke mit drei gleichen Zahlen (jeweils 6 Stiick).
Das Lemma von BURNSIDE sagt aus, dass die Anzahl der Triominos
genau der Mittelwert dieser drei Zahlen ist, also (216 4+ 6 + 6) = 76.
Das ist unser auf anderem Wege gefundenes Ergebms

Warum stimmt das? Einen Beweis des Lemmas von BURNSIDE fin-
den Sie zum Beispiel in dem Buch (Aigner, 2006). Er verwendet dop-
peltes Abzdhlen. Dort finden Sie auch den Abzédhlsatz von G. POLya,
eine ausgefeiltere Variante des Lemmas von BURNSIDE, mit der man
zum Beispiel chemische Verbindungen abzédhlen kann.

Doppelsummen

Eine Variante der Idee des doppelten Abzéhlens ist das Ausrechnen
einer Doppelsumme in zwei verschiedenen Reihenfolgen. Hat man
Zahlen ajj furi=1,...,n,j=1,...,m gegeben, so kann man deren
Gesamtsumme ausrechnen, indem man

erst fiir jedes feste i {iber j summiert, dann die Summen {iber i
n m

summiert, in Zeichen )} }_ 4;;, oder
i=1j=1

erst fiir jedes feste j iiber i summiert, dann die Summen {iber j

summiert, in Zeichen Z Z ajj.
j=li=
Da in beiden Fillen alle Zahlen addiert werden, sind die Ergebnisse

gleich:
Z ajj - (5.3)

i=1

Ms

ii“u

i=1j=1 j

Il
—_

Anders gesagt, man ordnet die Zahlen a;; in ein Rechteckschema (eine
Matrix) an, z.B. firn =2,m = 3:

<6111 a2 ﬂ13>
az1 dz2 423
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Dann kann man entweder erst die Zeilen oder erst die Spalten addie-
ren: (ayy + aypp +ai3) + (ax + axn +axs) = (ay +axn) + (a2 +a2) +
(a13 + ap3). Dies verallgemeinert doppeltes Abzédhlen. Sind zum Bei-
spiel alle a;j = 1, erhélt man den Abzihlbeweis von n - m = m - n. Ein
anderes Beispiel ist die Kanten-Ecken-Formel (4.4) fiir Graphen: Die
Ecken des Graphen seien durch i und die Kanten durch j nummeriert.
Setzen wir

1 falls Kante j die Ecke i als einen Endpunkt hat
ajj = 2 falls Kante j die Ecke i als beide Endpunkte hat

0 sonst,

so ist die Summe der Zeile i genau der Grad der Ecke i und die
Summe jeder Spalte gleich 2. Gleichung (5.3) ist dann genau die
Kanten-Ecken-Formel (wobei n = ¢, m = k).

Das Vertauschen der Summationsreihenfolge wie in Gleichung
(5.3) liefert vor allem bei unendlichen Summen (sogenannten Reihen)
interessante Ergebnisse. Ein Beispiel einer solchen Reihe ist ), 4 % =
1+1/441/9+.... Mit einfachen Methoden ist es nicht méglich, den
Wert dieser Reihe zu berechnen. Ein sehr hiibsches Argument, das
auf dem Vertauschen von Summationen beruht, ist der sogenannte
HerGrotz-Trick, siehe z. B. (Aigner und Ziegler, 2014). Der Wert der
Reihe ist iibrigens /6.

Doppelintegrale

Wenn Sie Integrale kennen, wissen Sie, dass Integration gewisserma-
8en eine kontinuierliche Variante des Summierens ist.

Damit hat man weitere Verallgemeinerungen der Idee des dop-
pelten Abzihlens: Eine Funktion von zwei Variablen, f(x,y), kann
man erst iber x und dann tiber y integrieren, oder umgekehrt —
dass dabei dasselbe herauskommt, ist als Satz von FUBINT bekannt.
Hat man mehrere (auch unendlich viele) Funktionen einer Variablen
fi(x), f2(x),..., so kann man Summation und Integration vertau-
schen: ;[ fi(x)dx = [ (L fi(x)) dx.®

Ein erstaunliches Beispiel fiir doppelten Abzéhlen bei Integralen ist
die Berechnung des Integrals [ = [ e~ dx, also der Fliche unter

8Diese Vertauschungen sind nur unter gewissen Voraussetzungen zuléssig. Fiir
Details sei z. B. auf (Grieser, 2015) und (Grieser, 2011) verwiesen.
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der Gaussschen Glockenkurve, die in der Stochastik als Gausssche
Normalverteilung auftritt. Fiir die Funktion e*" findet man keine
Stammfunktion, daher ist zundchst vollkommen unklar, wie man das
Integral berechnen soll. Hier ist ein phantastischer Trick: Man schreibt
I=[%, e ¥ dx = [, eV’ dy (die Benennung der Integrationsvaria-
ble ist beliebig) und multipliziert:

12:/ e‘x2dx/ eV dy = / / ~() g dy

Dies ist ein Doppelintegral, es gibt das Volumen eines gewissen
Korpers K an. Wir verwenden Koordinaten x,y,z im Raum. Der
Korper K ist unendlich ausgedehnt in den horizontalen x, y-Richtungen,
seine Unterseite ist die Ebene z = 0 und seine Oberseite ist der Graph
der Funktion z = e~ (**¥*), Das Doppelintegral gibt an, dass man das
Volumen von K ,Schicht fiir Schicht’ berechnen kann: Fixiert man y,
so bilden die Punkte von K mit diesem y-Wert eine Schicht Von K. Der
Flacheninhalt dieser Schicht ist das innere Integral f (2 +) g,
Das Volumen von K erhélt man, wenn man alle diese Flachemnhalte
tiber y integriert. Das war die erste ,Abzdhlung’, siehe Abbildung 5.4
links.

Abb. 5.4 Zwei Arten, das Volumen unter dem Graphen z = e (V) zu
berechnen

Nun kommt die zweite ,Abzdhlung’, siehe Abbildung 5.4 rechts:
Anstatt K in ebene Schichten zu zerteilen, verwenden wir zylindrische
Schichten. Fiir r > 0 sei k, = {(x,y) : x> +y* = r?} der Kreis
vom Radius r um den Nullpunkt in der x, y-Ebene. Uber k, ist die
Funktion e~ (**¥°) konstant und hat dort den Wert e~"*. Daher bilden
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die Punkte von K, die x? + y? = 7?2 erfiillen, eine Zylinderfliche mit
Radius r und Hoéhe e, Diese hat den Flicheninhalt 277 - . Um
das Volumen von K zu berechnen, integriert man nun alle diese
Fliacheninhalte und erhilt
/ 2mre " dr = 71/ e *ds = —ne‘s|°°, =7
0 0 s=0

(Substitution 1% = s). Insgesamt ergibt sich I> = 7, also I = /7, also
das erstaunliche Ergebnis’

/ e dx = /7.

Das Auftreten der Kreiszahl 7t ist sehr tiberraschend, da das Integral
nichts mit Kreisen zu tun zu haben scheint. Die Herleitung erklart
aber, wo 71 herkommt.

Bijektionen, Partys und Unendlichkeiten

Auch die Idee der Bijektion finden Sie {iberall in der Mathematik.
Zum Beispiel bei der Frage: Wie unendlich ist unendlich?

Stellen Sie sich vor, Sie geben eine grofie Party, und Sie wollen
wissen, ob unter Thren Gésten gleich viele Manner wie Frauen sind.
Sie haben (mindestens) zwei Moglichkeiten, dies festzustellen:

1. Sie zdhlen die Frauen und Sie z&hlen die Mdnner und vergleichen
die Resultate.

2. Sie fordern die Géste auf, sich zu Paaren (je eine Frau und ein
Mann) zusammenzustellen. Wenn niemand tibrig bleibt, sind es
gleich viele Frauen wie Méanner.

Beim zweiten Verfahren konnen Sie die Gleichheit der Anzahlen
feststellen, ohne die Anzahlen zu kennen! Hier wurde eine Bijek-
tion zwischen der Menge der Frauen und der Menge der Manner
konstruiert.

9Das Argument ist hier etwas verkiirzt dargestellt. Implizit haben wir verwendet,
dass fiir verschiedene r,s > 0 die Kreise k; und ks den konstanten Abstand |r — s|
voneinander haben. Wire dies nicht der Fall, bekdme man einen zusétzlichen Faktor
unter dem Integral, der von der sogenannten Transformationsformel stammt. Fiir
Details sei wieder auf (Grieser, 2011) oder (Konigsberger, 2004) verwiesen.



124 5 Abzidhlen

Dieselbe Idee liegt der Klassifizierung der Unendlichkeiten (Kardi-
nalitdten) zugrunde. Wir nennen zwei Mengen gleichmachtig (oder
,von gleicher Kardinalitdt’), wenn es eine Bijektion zwischen ihnen
gibt. Dieser Begriff ist fiir endliche wie fiir unendliche Mengen sinn-
voll, da bei dieser Definition nichts gezahlt werden muss. Bei unendli-
chen Mengen gibt es jedoch einige unerwartete Effekte. Zum Beispiel
ist die Menge IN aller natiirlichen Zahlen gleichméchtig zur Menge
der geraden natiirlichen Zahlen (die Zahl n wird mit 2n gepaart,
fiir jedes n). Noch tiberraschender ist, dass IN auch zur Menge der
rationalen Zahlen (Briiche) gleichmaéchtig ist, nicht aber zur Menge
der reellen Zahlen'.

Kurz: Es gibt gleich viele natiirliche Zahlen wie gerade natiirliche
Zahlen oder wie rationale Zahlen, aber weniger als reelle Zahlen.

5.5 Werkzeugkasten

Die Grundprinzipien des Abzdhlens (Summen- und Produktregel
sowie das Prinzip des Mehrfachzihlens) erlauben die Losung der
Grundtypen der Abzdhlaufgaben: Abzdhlen von Tupeln und Teil-
mengen. Diese Losungen (die Formeln und ihre Herleitung) soll-
te man auswendig kennen, da sich viele Abzdhlprobleme auf sie
zuriickfiihren lassen.

Bijektionen konnen ein unmittelbares Verstandnis fiir Abzdhlformeln
geben, wie im Beispiel |[P({1,...,n})| = 2"

Mittels Bijektionen oder doppeltem Abzéhlen kann man interessan-
te Formeln herleiten.

Aufgaben

Wie viele Tripel (a1, a2, a3) von Zahlen aq,a3,a3 € {1,2,...,10}
gibt es, die die Bedingung a; < a4, < a3 erfiillen?

Ein schwarzer und ein weifier Wiirfel werden geworfen. Wie
viele mogliche Wiirfe gibt es (ein Wurf ist z. B. schwarz 1, weif3 3)?
Bei wie vielen dieser Wiirfe sind die beiden Zahlen verschieden? Wie
viele mogliche Wiirfe gibt es fiir zwei ununterscheidbare Wiirfel?

10Fiir Beweise und Erkldrungen siehe zum Beispiel (Grieser, 2015).
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Beim Dominospiel ist jeder Stein in zwei Felder geteilt, auf de-
nen jeweils 0, 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Augen stehen. Wie viele verschiedene
Dominosteine gibt es? Geben Sie mehrere Losungswege an.

Poker wird mit 52 Karten gespielt, die die Werte 1 bis 13 in 4
Farben tragen (dabei ist 1 = As, 11 = Bube, 12 = Dame, 13 = Konig).
Eine Pokerhand besteht aus 5 Karten. Zum Gewinnen kommt es auf
spezielle Kombinationen an. Diese sind:

Paar/Dirilling/Vierling: 2/3/4 gleiche Werte, die anderen Werte
sind davon und untereinander verschieden.

Doppelpaar: zwei Paare verschiedener Werte, ein anderer Wert
Full House: 3 gleiche Werte plus 2 gleiche Werte
Straight: aufeinanderfolgende Werte
Flush: alle Karten haben die gleiche Farbe
Straight Flush: aufeinanderfolge Werte gleicher Farbe
Wie viele Pokerhédnde gibt es? Wie viele fiir jede Gewinnkombination?
Wie viele Moglichkeiten gibt es, in Abbildung 5.5 von der
Universitdt nach Hause zu gelangen, ohne west- oder siidwirts zu

laufen? Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn zu Hause der Tee
ausgegangen ist?

IR LT L} 7a Hause
N I I I I
NN O O I I I
N I
N R I R I
I

Universitat Teeladen
Abb. 5.5 Wege in einem Strafiengitter

-1
Finden Sie eine Formel fiir die Summe nz k3, indem Sie die
k=1
Menge
{(a,b,c,d): a,b,c,de{1,...,n}, a<d, b<d, c<d}

auf zwei Weisen abzihlen.
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Seien P, ..., P, Punkte auf einem Kreis, die so liegen, dass
keine drei Diagonalen (Verbindungsgeraden P;P;) sich in einem Punkt
im Innern des Kreises schneiden. Finden Sie eine Bijektion zwischen
der Menge der 4-elementigen Teilmengen von {Py, ..., P, } und der
Menge aller Diagonalenschnittpunkte.

Wie viele Schnittpunkte gibt es?

26 Personen mit den Namen A, B,C,...,Z schreiben ihren
Geburtstag nacheinander in einen Kalender!!. Dabei schreibt jede
ihren Namen an den entsprechenden Tag. Wie viele verschiedene
Kalender sind moglich? Wie viele der moglichen Kalender sind derart,
dass keine zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben? Bei wie
vielen haben mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag?
Bei wie vielen hat mindestens eine Person am 1. Januar Geburtstag?
Bei wie vielen hat genau eine Person am 1. Januar Geburtstag? Bei
wie vielen haben genau zwei Personen am 1. Januar Geburtstag? Bei
wie vielen hat genau eine Person am 1. Januar und genau eine Person
am 27. Miérz Geburtstag? Beantworten Sie die Fragen auch fiir den
Fall, dass die Personen statt ihres Namens nur ein Kreuz neben ihren
Geburtstag schreiben.

Seien f1, fa, f3,... die FiBoNAccI-Zahlen, also f1 =1, fo =2
und f, = f,_1 + fn—2 fiir alle n > 3. Zeigen Sie, dass die Formel f,,, =
f2+ f2 | fiir alle n > 2 gilt. Geben Sie zwei Beweise: einen mittels
vollstindiger Induktion und einen mittels doppeltem Abzadhlen und
der Interpretation von f, als der Anzahl der Ziige der Lange n, deren
Wagen die Lange 1 oder 2 haben, siehe Aufgabe . Finden Sie
weitere Formeln fiir die FiBoNaccI-Zahlen, z.B. eine dhnliche fiir

fon+1-

Zeigen Sie die Gleichung 4 - (540) =50- (439), indem Sie auf
zwel Weisen abzihlen, auf wie viele Arten man unter 50 Personen
eine Vierergruppe auswéahlen und in dieser Gruppe einen Chef de-
signieren kann. Verallgemeinern Sie diese Identitat auf beliebige
Personenzahlen und Gruppengrofien. Geben Sie auch einen direkten
rechnerischen Beweis.

Beweisen Sie durch doppeltes Abzzhlen die Formel }/_, k(}) =
n2"~! fiir n € N, indem Sie die Idee aus Aufgabe verwenden.

HEiir das Jahr 2016, ein Schaltjahr.
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Geben Sie eine erneute Herleitung der Fisonacci-Rekursion
tiir die Zahlen u, aus Aufgabe mittels Bijektionen an, indem
Sie nach den Darstellungen, deren letzter Summand 1 ist, und den
tibrigen Darstellungen unterscheiden.

Betrachten Sie Paare (a,b) mita,b € {0,1,...,n}. Sei g, die
Anzahl solcher Paare, fiir die a + b gerade ist, und u, die Anzahl
derjenigen, fiir die a 4+ b ungerade ist. Was beobachten Sie fiir n =
0,1,2,3? Stellen Sie eine allgemeine Vermutung auf und finden Sie
Beweise mittels Bijektion, direkter Rechnung und Induktion. Finden
Sie auch eine Verallgemeinerung auf mehr als zwei Zahlen?

Fiir die Binomialkoeffizienten gilt die Formel

(6= ()6,

Beweisen Sie diese auf zwei Arten: einmal durch direktes Nachrech-
nen; dann, indem Sie die k-elementigen Teilmengen von {1,...,n+1}
auf zwei Arten abzahlen. Folgern Sie, dass (};) der k-te Eintrag in der
n-ten Zeile des Pascarschen Dreiecks (siehe Aufgabe ) ist, wobei
man beim Zihlen mit 0 beginnt.

Die Binomialkoeffizienten sind auch deshalb wichtig, da sie
in der allgemeinen binomischen Formel auftreten:

(a+b)"=a"+ (T)a”lb + (Z) O <n ﬁ 1)ab”1 +b"
tiir reelle Zahlen a,b und n € Ny. Priifen Sie die Formel per Hand
fiir n = 2 und n = 3 nach, indem Sie die linke Seite ausmultiplizieren.
Geben Sie dann zwei Beweise fiir diese Formel: Einmal mittels Induk-
tion mit Hilfe der Formel in Aufgabe und einmal, indem Sie
direkt die Bedeutung von (}) als Anzahl von Teilmengen verwenden.

a) Rechnen Sie nach, dass die Formel (2.8) fiir die n-te FIBONAC-
c1-Zahl immer eine rationale Zahl (d.h. einen Bruch) ergibt.
Mit anderen Worten, die Wurzeln (die ja nicht rational sind)
verschwinden in der Gesamtkombination dieser Ausdriicke. Ver-
wenden Sie hierfiir die allgemeine binomische Formel aus Auf-
gabe
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b) Welche Teilbarkeitsaussage iiber gewisse Kombinationen von
Binomialkoeffizienten konnen Sie aus der Ganzzahligkeit der
FiBonaccI-Zahlen schliefsen?

Geben Sie die Zahl 2 = 1+ v/2 in den Taschenrechner ein und
multiplizieren Sie sie immer wieder mit sich selbst, d.h. bestimmen Sie
a2,a3,a*, . ... Was beobachten Sie? Stellen Sie eine Vermutung dartiiber
auf, was die fiinfzigste Nachkommastelle von a* ist. Begriinden Sie

Ihre Beobachtungen.

Finden Sie mindestens einen weiteren Beweis fiir die Gleich-
heit der Anzahlen der geraden und ungeraden Teilmengen von

{1,...,n}.

Sei n € IN. Finden Sie einen Bijektionsbeweis dafiir, dass die
Anzahl der Moglichkeiten, 1 als geordnete Summe natiirlicher Zahlen
zu schreiben, gleich 2"~ ist (siche Aufgabe )-

Sei n € IN. Wie viele Losungen hat die Gleichung a +b + ¢ =
nmita,b,c € N?

Fithren Sie folgende Idee zu Ende. Sie gibt einen neuen
Zugang zu dem Problem, die Anzahl der Lander zu bestimmen,
in die die Ebene von n Geraden in allgemeiner Lage geteilt wird
(Problem 1.3).

Wir drehen zunichst die Ebene so, dass keine Gerade horizontal
verlduft. Dann ordnen wir jedem Land seinen tiefsten Punkt zu,
sofern es einen hat. Kommen alle Geradenschnittpunkte als tiefste
Punkte vor? Wie viele Lander haben keinen tiefsten Punkt?

Verallgemeinern Sie die Idee aus Aufgabe , um die
Anzahl der Teile zu bestimmen, in die der Raum durch n Ebenen in
allgemeiner Lage (keine zwei parallel, keine drei durch eine Gerade,
keine vier durch einen Punkt) geteilt wird.

Verallgemeinern Sie die Idee aus Problem 5.8 auf das Abzéhlen
der Dreiecke, die man aus den n Punkten bilden kann, und leiten Sie
eine Formel ab.

Bestimmen Sie die Anzahl der Gebiete, in die ein Kreis geteilt
wird, wenn man n Punkte auf seinem Rand paarweise geradlinig
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miteinander verbindet. Dabei seien die Punkte so angeordnet, dass
keine drei der Verbindungen durch einen Punkt gehen.

Bestimmen Sie die Anzahl fiir n = 2,3,4,5, stellen Sie eine Vermutung
auf. Bestimmen Sie sie auch fiir n = 6. Finden Sie eine allgemeine
Formel.



6 Allgemeine Strategien: Ahnliche Probleme,
Vorwarts- und Rickwartsarbeiten,
Zwischenziele

Allgemeine Problemldsestrategien sind Strategien, die nicht nur in
der Mathematik, sondern auch in vielen anderen Lebensbereichen
eingesetzt werden konnen: Mochte ich ein Problem 16sen, hilft es mir,
mich zu erinnern, wie ich dhnliche Probleme geldst habe. Mochte ich
ein Ziel erreichen, kann ich mir iiberlegen, welche Schritte ich zuerst
unternehmen sollte, um dorthin zu gelangen (Vorwirtsarbeiten); oder
ich liberlege zundchst, wie der letzte Schritt zum Erreichen des Ziels
aussehen konnte (Riickwértsarbeiten) und welche Zwischenziele ich
mir setzen konnte.

Wir werfen nun einen systematischen Blick auf diese Problemlose-
strategien und stellen sie in einfachen Diagrammen dar, die dabei
helfen kénnen, den Uberblick zu behalten. Dann untersuchen wir
einige Probleme, eines aus der Geometrie und eines iiber gewisse
Summendarstellungen von Zahlen, und achten dabei besonders dar-
auf, wie wir diese Strategien einsetzen.

6.1 Aligemeine Problemlosestrategien

Der erste Schritt des Problemlosens ist, das Problem zu verstehen.
Dabei stellen wir uns die Fragen:

Was ist gegeben?
Was ist gesucht?

Viele mathematische Probleme sind entweder Bestimmungsprobleme
oder Beweisprobleme. Zum Beispiel sind das Baumstammproblem
1.1 und die meisten Abzédhlaufgaben Bestimmungsprobleme, und bei
Problem 4.1 (EULER-Formel) handelt es sich um ein Beweisproblem.

Bei einem Bestimmungsproblem sind Daten gegeben (z.B. die
Lange des Baumstamms), gesucht sind gewisse Unbekannte (z.B. die
Zeit zum Zersdgen).

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 7
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Bei einem Beweisproblem sind Hypothesen (Voraussetzungen, z.B.:
der Graph G ist eben und zusammenhiéngend) gegeben, gesucht ist
der Beweis einer Behauptung (z.B.: fiir G gilt die EULER-Formel).

Nicht jedes mathematische Problem ldsst sich eindeutig als Bestim-
mungs- oder Beweisproblem einordnen. Auch bei Bestimmungspro-
blemen ist zu beweisen, dass der angegebene Weg korrekt ist. Der
Beweis ist aber oft schon in der Herleitung der Losung enthalten.
Und nattirlich gibt es viele mathematische Probleme, bei denen man
einen Sachverhalt untersuchen mochte und noch gar nicht weif3, was
iiberhaupt bestimmt oder bewiesen werden soll. Ein Beispiel hierfiir
finden Sie in Kapitel 9.3.

Um das Problem zu l6sen, brauchen wir eine Verbindung von den
Daten zu den Unbekannten, von den Hypothesen zur Behauptung.

Daten, ? Unbekannte,
Hypothesen . Behauptung
gegeben gesucht (das Ziel)

Abb. 6.1 Das Problem: Verbindung gesucht!

Die wichtigsten allgemeinen Strategien

Habe ich ein dhnliches Problem schon gesehen?

Eine der ersten Fragen, die Sie sich immer stellen sollten!

Vorwartsarbeiten: Was kann ich mit den Daten anstellen?
Riickwairtsarbeiten: Wie kann ich das Ziel erreichen?

Man kann ein Problem von vorne oder von hinten angehen.
Von vorne bedeutet zu versuchen, ausgehend von den Da-
ten/den Hypothesen vorwérts zu den Unbekannten/zur Be-
hauptung hin zu arbeiten. Von hinten bedeutet, mit dem Ziel
zu starten und sich zu fragen, wie man dorthin gelangen
konnte. Siehe Abbildungen 6.2 und 6.3.

Kann ich sinnvolle Zwischenziele formulieren?
Fin Zwischenziel kann irgendeine Art von Bindeglied zwi-
schen Daten und Ziel sein. Siehe Abbildung 6.4.
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Was kann ich

Daten mit den Daten Unbekannte

anfangen?

Abb. 6.2 Vorwdértsarbeiten fiir ein Bestimmungsproblem

Wie kann ich die

Daten Unbekannten

bestimmen?

Abb. 6.3 Riickwirtsarbeiten fiir ein Bestimmungsproblem

Hypothesen LMJ Zie

I

Abb. 6.4 Losungsschema mit einem Zwischenziel

Sie kennen bereits weitere allgemeine Strategien, wie das Betrachten
von Spezialfillen und Beispielen, das Anfertigen von Skizzen und
Tabellen, das Vereinfachen, das Einfithren geeigneter Notation und
das Formulieren von Vermutungen. Typischerweise setzt man diese
(und weitere) Strategien nicht isoliert, sondern in Kombinationen ein.
Und kommen wir mit einer Strategie nicht weiter, versuchen wir eine
andere, z. B. wechseln wir zwischen Vorwirts- und Riickwéartsarbeiten
hin und her. Oft ergeben sich auch komplexere Losungsschemata
mit mehreren Zwischenzielen. Wir konnten zum Beispiel erst ein
Zwischenziel identifizieren und dann weitere Zwischenziele, die zum
Erreichen des ersten Zwischenziels niitzlich sind.

Bevor wir diese Strategien bei neuen Problemen anwenden, be-
trachten wir einige Problemldsungen der vorangegangenen Kapitel
unter diesem Blickwinkel:

Beim Baumstammproblem 1.1 haben wir als Zwischenziel zuerst
die Zahl der Teilstiicke bestimmt und daraus die Zahl der Schnitte.

Beim Auflosen der FiBonacci-Rekursion in Kapitel 2.4 und bei
den meisten Abzadhlproblemen in Kapitel 5 haben wir vorwarts
gearbeitet.
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Bei Abzdhlproblemen ist das Suchen einer Rekursion manchmal
ein sinnvolles Zwischenziel. Haben wir uns dies als Zwischen-
ziel gesetzt, dann suchen wir gezielt nach Wegen, eine Rekursion
herzuleiten — dies ist eine Form des Riickwairtsarbeitens, vom
Zwischenziel zu den Daten (Probleme in Kapitel 2).

[ R i [ } Rekursi
Problem ekursion Rekursion = u}’smn { Ziel
suchen \ ) auflosen

Riickwirtsarbeiten Vorwaértsarbeiten

Abb. 6.5 Losungsschema fiir die Losung eines Problems mittels Rekursion

In Problem 1.2 (Nullen von 100!) haben wir riickwdrts gearbeitet,
indem wir gezielt nach dem Mechanismus gesucht haben, wie
Nullen (das Ziel) am Ende eines Produkts entstehen.

Der indirekte Beweis in Problem 4.6 (Finf Punkte mit allen Ver-
bindungen) kann als Riickwirtsarbeiten angesehen werden: Ange-
nommen, die Behauptung (das Ziel) ist falsch, was folgt dann?

Ein einfaches Beispiel zum Riickwartsarbeiten

Problem 6.1

Ein Obsthiindler hat eine Kiste Apfel. Er verkauft einem Kunden die Hiilfte
seiner Apfel und noch einen dazu, dann einem zweiten Kunden die Hiilfte
der iibrig gebliebenen Apfel plus einen, dann genauso einem dritten, vierten
und fiinften Kunden. Am Schluss hat er noch einen Apfel iibrig. Wie viele
Apfel hatte er am Anfang?

Loésung

Am einfachsten gehen wir das von hinten an: Am Ende hat er einen
Apfel, also vor dem Abgeben des einen Apfels 2, also vor dem Abge-
ben der Halfte 4. Er hatte also 4 Apfel, bevor der fiinfte Kunde kam.
Analog hatte er 5 Apfel, bevor er dem vierten Kunden den Extra-Apfel
gab, und davor 10. Also hatte er 10 Apfel, bevor der vierte Kunde
kam. Analog 22 = (10 + 1) - 2 vor dem dritten, 46 = (22 +1) - 2 vor
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dem zweiten und 94 = (46 + 1) - 2 vor dem ersten Kunden. Also hatte
er am Anfang 94 Apfel.

Diese Losung zeigt die Idee des Riickwirtsarbeitens bei einem Be-
stimmungsproblem in Reinkultur. Beachten Sie: Die Umkehrung von
erst halbieren, dann Eins abziehen” ist ,erst Eins addieren, dann
verdoppeln”. Beim Umkehren dreht sich auch die Reihenfolge um!
Siehe auch Aufgabe

6.2 Die Diagonale im Quader
Wir untersuchen nun ein geometrisches Bestimmungsproblem.

Problem 6.2

Bestimmen Sie die Linge d der Diagonale eines Quaders mit Seitenlingen
a,b,c.

Abb. 6.6 Diagonale im Quader

Untersuchung und Lésung

> Wir fertigen zunéchst eine Skizze an, sieche Abbildung 6.6.

> Was ist gegeben? Die @enlé‘mgen a,b,c. Was ist gesucht? Die
Léange d der Diagonale AD.

> Spezialfélle oder Beispiele scheinen hier wenig hilfreich zu sein.
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> Habe ich ein dhnliches Problem schon gesehen? Kann ich das
Problem vereinfachen?
Radumliche Geometrie ist schwieriger als ebene Geometrie. Kénnen
wir ein dhnliches Problem in der ebenen Geometrie formulieren?
Hier ist eins: Bestimmen Sie die Liange x der Diagonale in einem
Rechteck mit Seitenldngen a, b. Siehe Abbildung 6.7.
Das kennen Sie aus der Schule. Das Dreieck ABC ist rechtwinklig,
also gilt nach dem Satz des Pythagoras x*> = 4 + b?, also x =

Va2 + b2

C
X

b

A B
a

Abb. 6.7 Diagonale im Rechteck

> Wie kann ich das vorliegende Problem mit dem dhnlichen Pro-
blem in Zusammenhang bringen?

Denkpause

> Zeichnen wir eine Diagonale in das ,Bodenrechteck’, siehe Abbil-
dung 6.8. Die Lange dieser Diagonalen, x, haben wir bestimmt.
Koénnen wir eine Beziehung zwischen der Bodendiagonalen x und
der gesuchten Raumdiagonalen d finden?

> Beobachtung: Die Boden- und die Raumdiagonale bilden zwei Seiten
des Dreiecks ACD. Sehen wir uns dieses Dreieck genauer an. Seine
dritte Seite CD hat die Lange c. Was wissen wir noch? Der Winkel
dieses Dreiecks bei C ist ein rechter Winkel, da die Seite CD auf
der Bodenebene senkrecht steht und damit auch auf jeder Geraden,
die innerhalb dieser Ebene liegt.
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Abb. 6.8 Losungsskizze

> Also kdonnen wir den Satz des Pythagoras noch einmal anwenden,
im Dreieck ACD, und erhalten d? = x2 + ¢2. Zusammen mit x? =
a? + b? folgt d*> = a? + b* + ¢2, also

d=Va*+ b +c2.

Das ist die Losung!

Riickschau zu Problem 6.2

Gegeben war a,b, ¢, gesucht d. Schematisch kann man das wie in
Abbildung 6.9 links darstellen. Das Fragezeichen steht fiir die gesuch-
te Verbindung: das Gegebene mit dem Gesuchten in Beziehung zu
setzen. Der Schliissel lag darin, die Bodendiagonale AC als Binde-
glied oder Zwischenschritt einzufiihren. Abbildung 6.9 rechts zeigt
schematisch den Lésungsweg.!

0 O
ONEENORENO ®
© o

gegeben gesucht gegeben Bindeglied gesucht

Abb. 6.9 Das Problem und das Schema seiner Losung

! Dieses Beispiel wird von George Pélya in seinem Klassiker Schule des Denkens
— Vom Losen mathematischer Probleme’, (Pélya, 2010) ausfiihrlich diskutiert, in einer
hypothetischen Schiiler-Lehrer-Situation. Lesenswert!
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6.3 Das Trapezzahlen-Problem

Wagen wir uns an ein schwierigeres Problem!

Problem 6.3

Welche natiirlichen Zahlen n lassen sich als Summe mehrerer aufeinander-
folgender natiirlicher Zahlen darstellen?

Zur Abkiirzung nennen wir eine solche Darstellung von 7 eine Dar-
stellung als Trapezzahl. Abbildung 6.10 zeigt, warum.

Abb. 6.10 Die Trapezzahlen 12 =3+44+5und 11 =5+6

Untersuchung

> Was ist gegeben?

Nur die Definition einer Trapezzahl.

Was ist gesucht?

1. Die Angabe, welche Zahlen n als Trapezzahl darstellbar sind.

2. Ein Beweis dafiir. Fiir die darstellbaren n kann dieser am ein-
fachsten in der Angabe einer solchen Darstellung bestehen. Fiir
die anderen miissen wir beweisen, dass sie nicht darstellbar sind.

Wir haben also sowohl eine Bestimmungs- als auch eine Beweisauf-

gabe.

> Um ein Gefiihl fiir das Problem zu bekommen, sehen Sie sich einige
kleine Werte von 7 an.

Denkpause

Wir erhalten Tabelle 6.1. Nicht darstellbar sind 1, 2, 4, 8. Das bringt
uns auf folgende Idee:

Vage Vermutung: Alle Zahlen aufler den Potenzen von 2 sind
als Trapezzahl darstellbar.
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Darstellungen als Trapezzahl
keine

keine

1+2

keine

2+3

1+2+3

3+4

keine

4+50der2+3+4

O 0 NI ON Ol WD 3

Tab. 6.1 Darstellungen als Trapezzahl

Es ist eine vage Vermutung, da die Datenlage noch recht diinn
ist und zunédchst keinerlei Grund zu erkennen ist, warum Trapez-
zahlen etwas mit Zweierpotenzen zu tun haben sollten. Weiteres
Probieren scheint die Vermutung zu bestétigen, wird aber bald zu
aufwéndig. Wir brauchen eine allgemeine Methode.

Wir sehen auch, dass eine Zahl mehrere Darstellungen als Tra-
pezzahl haben kann, aber danach ist nicht gefragt (siehe Aufga-
be ).

Denkpause

> Fiir die ungeraden Zahlen n > 1 erkennen wir ein Muster: Sie sind
als Summe zweier aufeinanderfolgender Zahlen darstellbar. Wie
formuliert man das allgemein?
Jedes ungerade n > 1 ist als n = 2m + 1 mit m € IN darstellbar,
und dann ist n = m 4 (m + 1) die gewtiinschte Darstellung.

Ungerade Zahlen grofler als eins sind also Trapezzahlen.

> Wie konnen wir uns der Vermutung ndhern? Wir haben zwei
Aufgaben?:

2Dabei miissen wir immer daran denken, dass es nur eine Vermutung ist. Es
kann passieren, dass wir bei der Untersuchung feststellen, dass die Vermutung doch
falsch ist! Darauf miissen wir gefasst sein und die Augen offen halten.
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1. Finde eine Trapezzahl-Darstellung fiir jedes 7, das keine Zwei-
erpotenz ist.

2. Zeige, dass es fiir Zweierpotenzen keine Trapezzahl-Darstellung
gibt.

Wir untersuchen zunéchst die erste Aufgabe. Manchmal hilft um-
formulieren: Was bedeutet es, dass n keine Zweierpotenz ist?

Es bedeutet, dass n einen ungeraden Teiler (aufier 1) hat. Zum
Beispiel ist 12 durch 3 teilbar und kann daher keine Zweierpotenz
sein. Umgekehrt kann eine Zweierpotenz durch keine ungerade
Zahl aufer 1 teilbar sein. > Anscheinend spielen ungerade Teiler eine
Rolle.

D> Erster Ansatz: Versuchen wir anhand eines Beispiels, zu verstehen,
warum ungerade Teiler niitzlich sein kénnten, etwa 50 = 5 - 10.
Idee: Wir konnten dies als 50 = 10 + 10 + 10 + 10 4 10 schreiben.
Nun konnten wir die zweite Zehn um 1 verkleinern und die vierte
um 1 vergroflern — dabei bleibt die Summe gleich. Analog die
erste Zehn um 2 verkleinern, dafiir die letzte um 2 vergrofiern,
also 50 = 8 +-9 410 + 11 4 12. Das ist eine Darstellung von 50 als
Trapezzahl.

> Dies ist ein vielversprechender Ansatz! Wir sehen auch, dass diese
Prozedur nur fiir eine ungerade Anzahl Summanden funktioniert.
Zum Beispiel wiirde mit demselben Prinzip aus 20 = 10 + 10
die Darstellung 20 = 9 4 11 werden, aber 9 und 11 folgen nicht
aufeinander. Also spielen ungerade Teiler eine Rolle, wir sind
auf einer guten Fihrte. Wie konnen wir die Prozedur allgemein
formulieren?

Wir lassen uns vom Beispiel leiten. Wir schreiben n = xy mit
x ungerade und x > 1. Im Beispiel war x = 5, y = 10. Wir
schreiben n = y + --- + y (mit x Summanden). Da x ungerade
ist, gibt es einen mittleren Summanden; von den ibrigen x — 1
Summanden stehen links und rechts jeweils die Hélfte, also jeweils
-1 Summanden. Wir gehen nun von der Mitte aus nach links und
verkleinern die Summanden nacheinander um 1, 2, etc. Analog
vergroflern wir die Summanden rechts von der Mitte um 1, 2, etc.
Der letzte Summand (d. h. der %te) wird also um fol verkleinert

3Siehe Kapitel 8 fiir eine ausfiihrliche Diskussion von Teilern und Teilbarkeit.



6.3 Das Trapezzahlen-Problem 141

bzw. vergrofiert. Wir erhalten

x—1 x—1
n=y-—F5-)+ - tyto+y+—)

wobei jeder Summand um 1 grofSer ist als der vorhergehende.

Das ist die gewiinschte Darstellung von n als Trapezzahl. Oder
doch nicht?

Denkpause

Sehen wir genau hin: Auf der rechten Seite der Gleichung sollten
nur positive Zahlen stehen, also muss y — *; positiv sein. Z. B.
firl4=7-2istx =7,y =2,alsoy — XT_l = —1, und wir erhalten
14 =(-1)+0+4+1+2+3+4+5. Das stimmt zwar, ist aber nicht
das, was wir wollten. Diese Methode liefert also nur dann eine
Darstellung als Trapezzahl, wenn y > *51.

Mit einem kleinen Trick ldsst sich aus dieser ,,verbotenen” Darstel-
lung doch noch eine erlaubte konstruieren. Sehen Sie genau hin,
vielleicht entdecken Sie, wie es geht. Siehe hierzu Aufgabe

Wir versuchen es aber noch einmal auf einem anderem, systemati-
scheren Wege. Dieser wird es uns auch ermoglichen, die Anzahl der
Darstellungen von 7 als Trapezzahl zu bestimmen, siehe Aufgabe

> Zweiter Ansatz: Wir haben das Ziel im Blick (Riickwartsarbeiten).
Was suchen wir? Eine Darstellung

n=a+(a+1)+---+b mita<b

(a,b natiirliche Zahlen). Um damit etwas anfangen zu konnen,
sollten wir die rechte Seite vereinfachen (,ausrechnen’). Wie geht
das?

> Haben wir etwas Ahnliches schon gesehen? Ja, beim Berechnen
von 1+ ---4n, da gab’s den hiibschen Gauss-Trick, siehe Ab-
schnitt 1.3. Wenden wir ihn hier an:

n = a + + b
n = b + ...+ a
2n = (a+b) + + (a+b)



142 6 Allgemeine Strategien

Wie viele Summanden a + b sind das? An der ersten Zeile sieht
man: Es sind b — a + 1 Stiick (erster und letzter mitgezéhlt, daher
-+ -+ 1). Also erhalten wir

2n=(a+b)(b—a+1). (6.1)

> Was ist die Aufgabe? Zu gegebenem n wollen wir a,b finden,
so dass Gleichung (6.1) gilt. Die Gleichung sieht kompliziert aus.
Ko6nnen wir sie vereinfachen? Wir konnten eine Notation ein-
fithren:

c=a+b, d=b—a+1. (6.2)

Also 2n = cd, das ist schon einfacher. Wie konnen wir aus c, d
die Zahlen a,b finden? Wir brauchen nur das Gleichungssystem
(6.2) nach a und b aufzulosen: Addieren der Gleichungen liefert
c+d = 2b+ 1, Subtrahieren ergibt c —d = 2a — 1. Also

c—d+1 c+d-—1
a= o, b= (6.3)

> Was haben wir erreicht? Wir haben die komplizierte Aufgabe, die
Gleichung (6.1) zu 16sen (gegeben n, bestimme Losungen a, b),
durch zwei einfachere Aufgaben ersetzt:
a) Bestimme ¢, d mit 2n = cd.
b) Aus ¢, d bestimme g, b mittels der Gleichungen (6.3).

Dies ist ein Beispiel der Einfithrung eines Zwischenziels: c,d zu
bestimmen.

> Sehen wir uns die umformulierte Aufgabe an. Teil b) ist einfach:

einfach einsetzen. Teil a) auch, da gibt es viele Moglichkeiten, z. B.

¢ = 2,d = n oder umgekehrt. Sind wir damit fertig? Irgendetwas

stimmt noch nicht, denn dies wiirde fiir alle n funktionieren, auch

Zweierpotenzen.

Sehen wir uns die Bedingungen an a,b an. Wir hatten n = a + (a +

1) + - - - + b geschrieben. Damit dies eine Trapezzahl-Darstellung
ist, miissen a, b gewisse Bedingungen erfiillen:

- a,b € IN. Die Gleichungen (6.3) zeigen, dass dann ¢ —d + 1

und ¢ +d — 1 gerade sein miissen und ¢ > d gelten muss.
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Also folgt:
¢, d haben verschiedene Paritit*, und ¢ > d. (6.4)

Umgekehrt garantiert dies offenbar, dass a,b € IN.
— a < b. Formen wir dies um:
c—d+1 - c+d-—1
2 2
c+d—1 c—d+1
2 2
— 0<d—-1 <= 1<d.

a<b

— 0<

Wir sehen, dass a < b dquivalent ist zu

d>1. (6.5)

> Was haben wir erreicht? Wir erhalten eine Darstellung von n als
Trapezzahl genau dann, wenn wir 2n = cd schreiben konnen, wobei
c,d die Bedingungen (6.4) und (6.5) erfiillen.

> Was bedeutet das fiir n? Die Bedingungen lauten: ¢ > 4 > 1,
und ¢, d haben verschiedene Paritit. Eine der beiden Zahlen muss
ungerade sein, das ergibt den ungeraden Teiler (> 1) von n, daher
kann n keine Zweierpotenz sein. Umgekehrt liefert jeder ungerade
Teiler c und d. Also hat n eine Trapezzahldarstellung genau dann,
wenn es keine Zweierpotenz ist.

Wir schreiben den gefundenen Weg geordnet und mit allen Details
auf:
Lésung zu Problem 6.3

n lasst sich genau dann als Trapezzahl darstellen, wenn 1 keine Potenz
von 2 ist.

Beweis: Wir zeigen dies in mehreren Schritten. Genauer beweisen wir,
dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) n ist als Trapezzahl darstellbar.

(ii) Esgibta, b € N,a <bmit2n= (a+b)(b—a+1).

“Die Paritit ist die Eigenschaft einer ganzen Zahl, gerade oder ungerade zu sein.
Eine der Zahlen ¢, d muss also gerade, die andere ungerade sein.
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(iif) Es gibt c,d € IN verschiedener Paritit mit ¢ > 4 > 1 und
2n = cd.

(iv) n ist keine Potenz von 2.

Beweis von (i) <= (ii): Nach Definition ist n genau dann als Trapez-
zahl darstellbar, wenn es a,b € IN, a < bmitn = a+---+ b gibt.
Wie oben berechnet, ist a + - - + b = 1 (a+b)(b — a+ 1). Damit ist n
genau dann als Trapezzahl darstellbar, wenn es 2,b € IN, a < b gibt
mit2n = (a+b)(b—a+1).

Beweis von (ii) = (iii): Gibt es a, b wie in (ii), so setzen wir ¢ = a + b,
d = b—a+1. Dann gilt 2n = cd. Aufierdem folgt (6.3) (Rechnung
wie dort angegeben), und dies impliziert (6.4) und (6.5) wie dort
nachgewiesen. Das sind die Bedingungen an ¢, d in (iii).

Beweis von (iii) = (ii): Sind ¢, d wie in (iii) gegeben, so definieren
wir a,b durch (6.3), dann folgt c = a+b,d =b—a+1, also 2n =
(a+b)(b—a+1), und die Bedingungen a,b € IN, a < b folgen aus
den Gleichungen (6.4) und (6.5) wie dort bewiesen.

Beweis von (iii) = (iv): Es gelte (iii). Da c, d verschiedene Paritét haben,
ist eine der beiden Zahlen ungerade. Da beide grofler als 1 sind, folgt,
dass 2n einen ungeraden Teiler grofier als 1 hat. Dasselbe gilt damit
auch fiir n. Also kann 7 keine Zweierpotenz sein.

Beweis von (iv) = (iii): Es gelte (iv). Da n keine Potenz von 2 ist, muss
es einen ungeraden Teiler x > 1 haben. Setze y = 22 = 2. . Dann
gilt 2n = xy. Da x ein Teiler von 7 ist, ist T eine natiirliche Zahl. Also
ist y gerade, insbesondere gilt y > 1 und x, y sind verschieden. Setzen
wir also

c =max{x,y}, d=min{x,y},

(d.h. cist die grofiere und d die kleinere der Zahlen x, y) so erfiillen

c,d die Bedingungen von (iii).

Insgesamt folgt die Aquivalenz von (i) und (iv), was unsere Behaup-
tung war.
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Riickschau zu Problem 6.3

Der erste Ansatz baute auf gute Beobachtungen an Beispielen auf,
die sich verallgemeinern liefSen. Der zweite Ansatz begann mit der
Formulierung des Ziels als Gleichung; durch Riickwértsarbeiten
und Vereinfachen konnten wir Zwischenziele formulieren, die uns
schliefilich zur Losung fiihrten.

Bei komplexeren Aufgaben bzw. Losungswegen wie dieser besteht
eine Schwierigkeit darin, den Uberblick zu behalten. Es ist daher
wichtig, sich immer wieder klarzumachen, was gegeben und was
gesucht ist und was bisher erreicht ist. Am besten schreibt man
sich das wihrend der Untersuchung auf.

Das geordnete, iibersichtliche Aufschreiben ist eine wichtige Kon-
trolle, ob die Argumentation vollstandig ist.

In der Losung haben Sie eine effiziente Methode kennengelernt,
mehrschrittige Argumentationen tibersichtlich aufzuschreiben.

Unsere Losung lasst sich schematisch wie in Abbildung 6.11 dar-
stellen.

O st (i) (i) (iv)
Trapezzahl | Darstellung [~ Darstellung (—| ist keine
P mittels a, b mittels ¢, d Zweierpotenz

Abb. 6.11 Losungsschema fiir die Trapezzahlen-Aufgabe
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6.4 Weiterfiihrende Bemerkungen:
Summen-Darstellungen ganzer Zahlen

Trapezzahlen, Dreieckszahlen etc.

Es gibt noch weitere ,Figurenzahlen”: Vielleicht haben Sie schon von
Dreieckszahlen gehort. Das sind die Zahlen, die sich als Punkteanzah-
len von bestimmten Dreiecksmustern ergeben, siehe Abbildung 6.12.
Die n-te Dreieckszahl ist 1 +2 + - - - + 1, eine Formel dafiir kennen Sie
bereits. Quadratzahlen sind allgemein bekannt. Aus Fiinfecken erhalt
man die Pentagonalzahlen. Sie spielen in dufSerst tiberraschender Wei-
se bei der Frage eine Rolle, auf wie viele Arten sich eine natiirliche
Zahl n als geordnete Summe von natiirlichen Zahlen darstellen lasst
(alsoz.B.4=3+1=242=2414+1=14+1+1+1, das sind funf
Arten fir n = 4; hierbei soll also z.B. 3+ 1 und 1 + 3 als dieselbe
Darstellung gezdhlt werden). Dieses Problem ist ungleich schwieriger
als das Problem, bei dem 3 4+ 1 und 1 + 3 als verschieden gezahlt

wurden (siehe Aufgaben und )5

Abb. 6.12 Die Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10

Summen-Darstellungen natiirlicher Zahlen

Probleme der Art ,Welche natiirlichen Zahlen lassen sich auf eine
bestimmte Art darstellen?” (zusammen mit dem verwandten Pro-
blem: ,,... und auf wie viele Arten?”) bilden einen Grundstock der
Mathematik, und ihre Untersuchung hat zur Entwicklung vieler in-
teressanter Theorien gefiihrt. Die Schwierigkeit des Problems variiert
drastisch mit der untersuchten Art der Darstellung. Hier sind einige
weitere Beispiele; einige von ihnen werden in den meisten Biichern
iiber Zahlentheorie behandelt:

5Siehe die Stichworte Partitionszahlen oder Pentagonalzahlensatz in Wikipedia
fiir Erklarungen und Literaturangaben.
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n = p1 + pa: Darstellung von n als Summe von zwei Primzahlen. Es
wird allgemein vermutet, dass sich jede gerade Zahl n so darstellen
lasst (GoLpBacHsche Vermutung, aufgestellt 1742). Dies ist bekannt
fiir alle geraden n bis 4 X 10'8, ob es aber fiir alle gilt, ist trotz
intensiver Bemiihungen vieler Mathematiker bis heute unbekannt.

n = x% — y% Darstellung von n als Differenz zweier Quadrate
(nattirlich sollen x, y € IN sein, auch im Folgenden). Siehe Aufgabe
. Modifiziert man dies ein wenig, wird’s deutlich schwieriger:

n = x? + y?: Darstellung von 7 als Summe zweier Quadrate. Dies
ist ein sehr hiibsches, aber nicht einfaches Thema. Zum Beispiel
kann man zeigen, dass alle Primzahlen, die bei Division durch 4
den Rest 1 lassen, so darstellbar sind (zum Beispiel 13 = 22 + 3?)-
diejenigen, die den Rest 3 lassen, aber nicht (zum Beispiel 19).
Siehe auch Aufgabe . Die Antwort fiir allgemeines n ist
etwas komplizierter, aber bekannt.

n = x? — 2y*: Darstellung von 7 als Differenz eines Quadrates und
des Doppelten eines Quadrates. Auch dies ist bekannt, aber nicht
einfach. Die Gleichung x> — 2y?> = 1 heiflt PLLsche Gleichung.
Eine Losung ist x = 3,y = 2. Es gibt unendlich viele Losungen,
und man erhélt sie dadurch, dass man (3 + 2v/2)¥ ausmultipliziert
und als x —}—yﬁ schreibt mit x,y € N. Z. B. fur k = 2: (3+
2v2)2=9+42-3-2y/2+8 =17 +12v/2, und in der Tat ist 17> —
2-12%2 = 1. Dass (x, y) fiir jedes k eine Losung ist, ist eine hiibsche
Ubungsaufgabe, dass dies alle Losungen sind, ist etwas schwieriger
zu zeigen.

n=x*+ y2 +2z2+u?, x, y,z,u € Np: Darstellung von n als Summe
von maximal vier Quadraten. Dies geht fiir alle n (Vier-Quadrate-
Satz von LAGRANGE), das ist aber wieder nicht einfach zu zeigen.

no=20 420 4. 42k < <y k beliebig: Darstellung von
n als Summe verschiedener Potenzen von 2. Dass dies fiir jedes
n in eindeutiger Weise moglich ist (Ubungsaufgabe!), liegt dem
Bindrsystem und damit aller Computertechnologie zugrunde.
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Aufgaben

Bestimmen Sie Umfang und Flache der Figur in Abbildung 6.13
(nicht durch Messen, sie ist nicht exakt gezeichnet). Welche Strategien
verwenden Sie?

5cm 6 cm

2 cm

8 cm

Abb. 6.13 Zu Aufgabe

Sie haben zwei Gefidfle. Das eine fasst genau neun, das andere
genau vier Liter. Wie konnen Sie vorgehen, um genau sechs Liter
abzumessen? Sie haben aufSer den beiden Gefdfsen und einer unendli-
chen Quelle keinerlei Hilfsmittel zur Verfiigung. Formulieren Sie ein
geeignetes Zwischenziel. Ist es sinnvoll, riickwérts zu arbeiten?

Problem 6.2 (Diagonale im Quader) ist beziiglich der Sei-
tenldngen a,b, c symmetrisch: Jede der Seitenldngen spielt diesel-
be Rolle. Ist die Losungsformel symmetrisch? Ist der angegebene
Losungsweg symmetrisch? Wenn nicht, was ergibt sich daraus fiir
alternative Losungswege?

Vervollstindigen Sie den ersten bei der Untersuchung von
Problem 6.3 gemachten Ansatz fiir die Frage der Existenz einer Dar-
stellung.

Auf wie viele Arten lassen sich die Zahlen 12 und 750 als
Trapezzahl darstellen? Auf wie viele Arten ldsst sich eine beliebige
Zahl n € N als Trapezzahl darstellen?

Welche Zahlen n € IN konnen als Differenz zweier Quadrate
(natiirlicher Zahlen) geschrieben werden?

Beginnend mit 1 addiere die natiirlichen Zahlen der Reihe
nach. Kann dabei eine 5-stellige Zahl mit lauter gleichen Ziffern
herauskommen?
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Gegeben seien beliebige Ziffern ay, ..., a,. Zeigen Sie, dass es
eine natiirliche Zahl N gibt, so dass der Nachkommateil der Dezimal-
darstellung von /N genau mit den Ziffern a;...a,, beginnt.

Gegeben seien drei Punkte A, B, C in der Ebene. Geben Sie ein
konstruktives Verfahren an, wie man eine Gerade durch A finden
kann, die von B und C denselben Abstand hat!

Entlang eines Kreises schreibe 4 Nullen und 5 Einsen in belie-
biger Reihenfolge. Fiihre folgende Regel immer wieder aus: Schreibe
zwischen benachbarte gleiche Zahlen eine Eins, zwischen benachbarte
verschiedene eine Null, dann 16sche die urspriinglichen Zahlen (so
dass wieder 9 Zahlen dastehen). Kann man jemals 9 Einsen bekom-
men? Kann man jemals 9 Nullen bekommen?

Auf dem Tisch liegen 100 Karten verdeckt in einer Reihe.
Jetzt werden die Karten an den Positionen 2,4,6,. .. umgedreht. Dann
werden die Karten an den Positionen 3,6,9,. .. umgedreht (die Karte
an Position 6 ist dann also wieder verdeckt), dann die Karten an den
Positionen 4,8,12,...usw., bis in der letzten Runde nur noch die Karte
an Position 100 umgedreht wird. Welche Karten sind am Schluss
verdeckt?

Wenn in Problem 6.1 n Kunden statt 5 einkaufen, wieviele
Apfel hatte der Handler dann am Anfang?

Untersuchen Sie, ob die Zahl

x= 4 VT i VT2

positiv, negativ oder gleich Null ist.




7 Logik und Beweise

Wir formulieren mathematische Argumente in unserer nattirlichen
Sprache. Diese ist oft mehrdeutig, und im Alltag hort und liest
man héufig logische Fehlschliisse. Um zuverlédssig argumentieren
zu konnen, sollten Sie sich daher iiber die wichtigsten logischen Kon-
strukte und Sprechweisen im Klaren sein. Diese werden im ersten
Abschnitt dieses Kapitels behandelt.

Bei der Untersuchung eines mathematischen Sachverhalts beobach-
ten wir Zusammenhinge und Muster, haben wir Einsichten, stellen
Vermutungen auf. Um sicher zu sein, dass eine Vermutung stimmt,
brauchen wir einen Beweis.

Eine der Grundlagen des Beweisens bildet die Logik. Sie hilft
Ihnen sicherzustellen, dass ein Argument oder Beweis schliissig (al-
so richtig und vollstandig) ist. Eine ganz andere Frage ist, wie Sie
einen Beweis finden. Dabei helfen Ihnen Erfahrung, allgemeine Pro-
blemlosestrategien und die Kenntnis typischer Beweismuster. Zu den
allgemeinen Beweisformen direkter und indirekter Beweis kommen
je nach Kontext zahlreiche weitere typische Beweismuster hinzu. Im
zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden die allgemeinen Beweisfor-
men und einige dieser Beweismuster vorgestellt und mit Beispielen
illustriert. Drei von ihnen lernen Sie in den folgenden Kapiteln noch
eingehender kennen.

Natiirlich sind Ihrer Kreativitdt im Erfinden von Beweisen tiiber
diese typischen Formen hinaus keine Grenzen gesetzt!

7.1 Logik

Wenn wir mathematisch arbeiten, mochten wir Dinge untersuchen,
verstehen, berechnen, bestimmen, etc. Unsere Vermutungen oder Er-
gebnisse formulieren wir als Aussagen. Thema der Logik ist, wie
man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipft und wie der Wahrheits-
wert (wahr oder falsch) der neuen Aussagen durch den der alten
bestimmt ist. Thema ist auch, wie man korrekt von wahren Aussagen
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auf andere Aussagen schliefit und damit sicherstellt, dass diese auch
wahr sind.

Aussagen

Als Aussage bezeichnet man in der Logik einen Ausdruck, der entwe-
der wahr oder falsch sein kann. Dies nennt man den Wahrheitswert
der Aussage.

Beispiele fiir Aussagen sind:

A, 1+1=2"

B: ,, Das Quadrat einer beliebigen geraden Zahl ist gerade”
C:,1=2"

D: , 5 ist negativ”

E: ,Jede gerade Zahl n > 2 kann als Summe zweier Primzahlen
geschrieben werden”

Die Aussagen A, B sind wahr, C, D sind falsch, von E wissen wir nicht,
ob sie wahr oder falsch ist!. , Es regnet” ist auch eine Aussage. Ob
sie wahr ist, konnen wir mit einem Blick aus dem Fenster feststellen.
Dagegen sind ,, Vielleicht regnet es”, , Hoffentlich regnet es bald “,
»Ist 1+41=2?" und , xy&, %" keine Aussagen im Sinne der Logik.
Der Ausdruck , n ist gerade” ist keine Aussage, da nicht gesagt
wurde, was 7 ist. Setzt man fiir n einen Wert ein, z.B. n = 3, so
wird der Ausdruck zu der Aussage , 3 ist gerade” (die falsch ist).
Ein Ausdruck, der eine oder mehrere Variablen enthilt und der bei
Einsetzen von Werten fiir die Variable(n) zu einer Aussage wird, heifst
Aussageform. Bezeichnet A(n) die Aussageform , n ist gerade”, so
ist zum Beispiel die Aussage A(1) falsch und die Aussage A(2) wahr.
Die Variablen in einer Aussageform brauchen nicht Zahlen zu
entsprechen. Es konnen auch andere mathematische Objekte sein, z. B.
Dreiecke (,, Das Dreieck D hat zwei gleiche Winkel”) oder Graphen
(, Der Graph G ist zusammenhédngend ).
Ist A eine Aussage, so ist ihre Negation (oder Verneinung) ebenfalls
eine Aussage. Sie wird manchmal mit —A bezeichnet. Die Negation

IMan vermutet, dass sie wahr ist. Das ist die GoLpBACHSche Vermutung.
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von ,1+4+1=2"ist,1+1 # 2”, die Negation von , Es regnet” ist
. Bs regnet nicht”.

Die Verknupfungen ,und“, ,, oder”

Aus zwei Aussagen A, B kann man die neuen Aussagen ,, A und B”,
A oder B” bilden. Der Wahrheitswert dieser neuen Aussagen ergibt
sich aus dem von A, B:

,Aund B” ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr
sind;

, A oder B” ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussa-
gen A, B wabhr ist.

Bei den Beispielen oben ist ,, A und B“ wahr, , A und C” falsch, ,, A
oder C*” wahr und ,,C oder D“ falsch. Wie steht es mit ,, A oder E”,
,Doder E“,,,Aund E“?

Denkpause

Die Aussage ,, A oder E” ist wahr, weil A wahr ist. Von den Aussagen
,D oder E“, , A und E” wissen wir nicht, ob sie wahr sind. Das
hangt vom Wahrheitswert von E ab.

Im Beispiel ist die Aussage , A oder B” ebenfalls wahr: In der
Mathematik ist , oder” immer einschlieflend gemeint, also auch dann
wahr, wenn beide Teile wahr sind. Meint man das ausschliefSende
,oder”, sagt man , entweder A oder B” (im Beispiel ist diese Aussage
falsch). In der Umgangssprache wird das oft nicht genau unterschie-
den.

Die logische Bedeutung von ,,und”, ,, oder” lasst sich tibersichtlich
in einer Wahrheitstabelle darstellen, siehe die dritte und vierte Spalte
in Tabelle 7.1.

Die Quantoren , Fiir alle”, , Es gibt”

Viele mathematische Aussagen fangen an mit ,Fiir alle nattirlichen
Zahlen gilt ...” oder ,Fiir alle Dreiecke gilt...” oder ,Es gibt eine
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A|B|AundB|AoderB|A=B|-A
W | W w w w f
w | f f w f f
flw f w w w
f|f f f w w

Tab. 7.1 Wahrheitstabellen fiir und, oder, wenn-dann und Negation. w =
wabhr, f = falsch

Zahl, fur die ...”. Allgemein: Ist A(n) eine Aussageform und M
eine Menge von Werten, die n annehmen kann, so konnen wir die
folgenden Aussagen betrachten:

Fir alle n € M gilt A(n) (in Zeichen: Vi € M : A(n)).
Es gibt ein n € M, fiir das A(n) gilt (in Zeichen: 3n € M : A(n)).

Man nennt die Ausdriicke ,, Fiir alle” und ,, Es gibt” (bzw. die Zeichen
V und dJ) Quantoren. Betrachten wir ein paar Beispiele.

,Furallen € N gilt n +1 € IN” ist wahr.

,Flrallen € N giltn —1 € IN” ist falsch, denn fiir n = 1 resultiert
die Aussage 1 — 1 € IN, und diese ist falsch, da 0 keine natiirliche
Zahl ist?.

., Es gibt ein Dreieck, das zwei gleiche Winkel hat” ist wahr.

. Es gibt ein Dreieck, dessen Winkelsumme 200 Grad ist” ist falsch,
denn fiir alle Dreiecke gilt, dass sie die Winkelsumme 180 Grad
haben.

Wir sehen: Eine ,Fiir alle”-Aussage kann durch ein einziges Gegen-
beispiel widerlegt werden. Eine ,Es gibt”-Aussage wird durch eine
,Fiir alle”-Aussage widerlegt.

,Es gibt ein ... ist immer als , Es gibt mindestens ein ... " zu
verstehen. Will man ausdriicken, dass es gleichzeitig nicht mehr als
eines gibt, sagt man , Es gibt genau ein ... ”.

2N ist als {1,2,3,...} definiert. Manche Autoren bezeichnen mit N die Menge
{0,1,2,...}. In diesem Fall wird die Aussage durch n = 0 widerlegt. In diesem Buch
wird die Menge {0,1,2, ... } mit Ny bezeichnet.
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Oft verwendet man andere Sprechweisen, zum Beispiel: Statt ,, Fiir
alle n € IN gilt: n ist positiv” sagt man auch , Alle n € IN sind positiv“
oder ,, Fiir beliebige natiirliche Zahlen n gilt: n ist positiv” oder ,, Sei
n € IN; dann ist n positiv”. Statt , Es gibt eine Primzahl #, fiir die
gilt: n ist gerade” sagt man auch , Es gibt eine gerade Primzahl”.

Vorsicht: In der Mathematik gilt eine Aussage der Form ,Vn € M :
A(n)” immer als wahr, wenn M die leere Menge ist. Dies ist sinnvoll,
da es nichts gibt, was die Aussage widerlegt. Dieser Gebrauch ent-
spricht aber nicht immer der Umgangssprache. Wenn Sie sagen ,,Alle
meine Hauser sind aus Holz gebaut”, dann werden die meisten Leute
glauben, dass Sie mindestens ein Haus besitzen. Streng logisch kann
man dies aber nicht schlieflen.

Man kann die Bezeichnung fiir die Variable innerhalb einer ,, Fiir alle”
oder ,, Es gibt” Aussage dndern, ohne den Wahrheitswert der Aussage
zu dndern: Statt , Fiir alle n € IN gilt n 41 € IN” kann man genauso
gut , Fiir alle m € N gilt m +1 € IN” sagen. Natiirlich muss man
die Bezeichnung an allen Stellen &ndern, auf die sich das betreffende
, Fir alle” oder ,, Es gibt” bezieht. Zum Beispiel diirfte man dies nicht
in , Fir alle m € IN gilt n +1 € IN” dndern — das ist ja nicht einmal
eine Aussage, da unklar ist, was n ist.

Dies ist oft niitzlich, um bei Auftreten mehrerer Quantoren die
Ubersicht zu behalten. Ein Bespiel finden Sie im Beweis der Teilbar-
keitsregeln in Abschnitt 8.1.

In vielen Aussagen werden mehrere Quantoren kombiniert: Die
Alltagsweisheit , Zu jedem Topf passt ein Deckel” lautet ausfiihrlich
,, Fiir jeden Topf gibt es einen Deckel, der zu dem Topf passt”. Vor-
sicht: Es kommt auf die Reihenfolge an. Die Aussage , Es gibt einen
Deckel, der auf jeden Topf passt” sagt etwas ganz anderes. Formal
geschrieben, lauten die beiden Aussagen (den Doppelpunkt ldsst man
zwischen Quantoren meist weg):

, VT € {Topfe} 3D € {Deckel} : D passt auf T"”
, 3D € {Deckel} VT € {Topfe} : D passt auf T“

Als mathematisches Beispiel betrachten Sie die beiden folgenden
Aussagen:

,Fir alle n € IN gibt es ein m € IN mitm > n”
, Es gibt ein m € IN, so dass fiir alle n € N gilt: m > n”

Die erste ist wahr, die zweite ist falsch.
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Die Implikation: ,Wenn ..., dann...”

Aus zwei Aussagen A, B ldsst sich die Aussage , Wenn A, dann B”, in
Zeichen ,, A = B”, bilden. Man sagt auch , Aus A folgt B” oder ,, A
impliziert B” und nennt A die Pramisse, B die Konklusion. Diese
Aussage ist falsch, wenn A wahr und B falsch sind, sonst ist sie wahr,
siehe die fiinfte Spalte von Tabelle 7.1. Insbesondere ist , A = B” auf
jeden Fall wahr, wenn die Pramisse A falsch ist. Anders gesagt:

Die einzige Art, wie , A = B” falsch sein kann, ist, dass
A wahr und B falsch ist.

Warum ist das sinnvoll? Als Beispiel betrachten wir die Aussage:
Fiir alle n € IN gilt: Wenn n durch 4 teilbar ist, ist n gerade,

der Sie sicherlich zustimmen werden. Damit miissen samtliche Aus-
sagen

Wenn 1 durch 4 teilbar ist, ist 1 gerade

Wenn 2 durch 4 teilbar ist, ist 2 gerade

Wenn 3 durch 4 teilbar ist, ist 3 gerade

Wenn 4 durch 4 teilbar ist, ist 4 gerade
Usw.

wabhr sein. Sehen wir uns in jeder dieser Aussagen die Wahrheitswer-
te von Pramisse (,,...ist durch 4 teilbar”) und Konklusion (,,...ist
gerade”) an: In der ersten und dritten sind Pramisse und Konklu-
sion falsch; in der zweiten ist die Pramisse falsch, die Konklusion
wahr; und in der vierten sind Pramisse und Konklusion wahr. Das
entspricht genau den drei Eintrdgen der Wahrheitstabelle, in denen
,A = B” wahr ist. Und hitten wir eine Zahl n gefunden, die zwar
durch 4 teilbar, aber ungerade ist, wire die Implikation falsch ge-
wesen. Damit sind alle Falle in der Wahrheitstabelle fiir , A = B”“
erklart.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel. A: ,, Es regnet” und B: ,, Die
Strase wird nass”. Die Aussage ,, A = B” ist dann: ,, Wenn es regnet,
wird die Strafse nass”. Ausfiihrlich meinen wir damit: , Jedes Mal,
wenn es regnet, wird die Strafle nass “ 3 Dies ist nur dann falsch,

3Ganz genau gesagt: Seien A(t), B(t) die Aussagen ,, Es regnet zum Zeitpunkt t*“
bzw. , Die Strafie wird zum Zeitpunkt ¢ nass”. Dann ist , A = B” eine Kurzform
fiir die ,, Fiir alle”- (oder ,, Jedes Mal“-) Aussage , Vit : A(t) = B(t)”.
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wenn es zu irgendeinem Zeitpunkt regnet und die Strafie trocken
bleibt. Falls es nie regnet, bleibt die Aussage wahr, egal ob die Strafse
trocken oder nass ist — denn dariiber wird ja nichts behauptet.

Wie in diesen Beispielen sind Aussagen der Form , Wenn ..., dann
... " fast immer Teil einer , Fiir alle”-Aussage, auch wenn das nicht
immer explizit dasteht. Man sollte sich daher bei , Wenn, dann” ein
,Jedes Mal ... “ dazudenken.

Wir konnen eine Implikation auch umformulieren: Statt , Wenn es
regnet, wird die Strafie nass” konnen wir sagen , Wenn die Strafe
trocken bleibt, regnet es nicht”, oder auch ,, Es kommt nicht vor, dass
es regnet und die StrafSe trocken bleibt”. Formal bedeutet das fiir
zwei Aussagen A, B:

A = B ist gleichwertig mit =B = —=A und mit —(A und —B)

Dies ist die Grundlage fiir den indirekten Beweis und den Wider-
spruchsbeweis. Gleichwertig’ bedeutet hierbei, dass fiir beliebige
Wahrheitswerte von A und B diese drei Aussagen dieselben Wahr-
heitswerte haben. Dies konnen Sie direkt anhand der Tabelle 7.1
nachpriifen. Man sagt dafiir auch logisch dquivalent.

Beachten Sie aber, dass A = B nicht gleichwertig ist mit ~A =
—B. Im Beispiel wire dies , Wenn es nicht regnet, wird die Strafie
nicht nass” — dies ist offenbar eine andere Aussage (die falsch ist,
da die Strafle auch von einem Rasensprenger nass werden konnte).
Uberzeugen Sie sich davon anhand der Wahrheitstabelle!

Dies ist ein Fehlschluss, dem man im Alltag hadufig begegnet, etwa
in der Form: ,, Wenn es regnet, wird die Strafie nass. Es regnet nicht.
Also bleibt die Strafle trocken.” oder , Wenn es regnet, wird die
Strafie nass. Die Strafie wird nass. Also regnet es.” Beide Schliisse
sind logisch inkorrekt.

Notwendig und hinreichend

Fiir Aussagen der Form ,Vn € M : A(n) = B(n)” verwendet man
auch die Sprechweisen ,, A(n) ist hinreichend fiir B(n), fur n € M*”
und ,, B(n) ist notwendig fiir A(n), fiir n € M“. Oft ldsst man den
Teil , fiir n € M” weg, wenn aus dem Kontext klar ist, was M ist.
Diese Sprechweisen betonen jeweils einen anderen Blickwinkel:
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A(n) ist hinreichend fiir B(n): Man sucht Bedingungen an 7, unter
denen B(n) sicher gilt; hat man ,Vn € M : A(n) = B(n)“ gezeigt,
weifl man, dass A(n) so eine Bedingung ist.

B(n) ist notwendig fiir A(n): Man sucht Bedingungen an n, die
zum Eintreten von A(n) notwendigerweise erfiillt sein miissen;
hat man ,Vn € M : A(n) = B(n)" gezeigt, weifl man, dass B(n)
so eine Bedingung ist.

Als Beispiel betrachten wir die Aussagen A(n): , Die Dezimaldar-
stellung von n endet mit einer Null” und B(n): ,nist gerade” tiber
nattirliche Zahlen n € IN. Die wahre Aussage ,Vn € N : A(n) =
B(n)“ kann man dann auch ausdriicken durch:

A(n) ist hinreichend fiir B(n): Um sicher zu sein, dass n gerade
ist, reicht es zu wissen, dass n auf Null endet.

B(n) ist notwendig fiir A(n): Endet n auf Null, so ist n notwendi-
gerweise gerade.

Aber B(n) ist nicht hinreichend fiir A(n): Eine gerade Zahl braucht
nicht auf Null zu enden. Analog ist A(n) nicht notwendig fiir B(n).

Beachten Sie die Umkehrung der Reihenfolge bei , notwendig”.
Wir konnen die Bedeutung von ,, notwendig” und ,, hinreichend” so
zusammentfassen: Sind A(n), B(n), C(n) Aussageformen, so bedeutet
A(n) = B(n) = C(n), dass A(n) hinreichend fiir B(n) sowie C(n)
notwendig fiir B(n) ist.

Meist werden diese Begriffe eingesetzt, wenn man eine schwie-
rige Aussage untersucht und dann moglichst einfach nachpriifbare
Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit finden will.

Hier ist ein etwas komplexeres Beispiel: Betrachten wir die fol-
gende Aussage A(G) tber einen Graphen G: , G ldsst sich ohne
Kanteniiberschneidungen in die Ebene zeichnen”. Aus der Losung
von Problem 4.6 folgt, dass eine notwendige Bedingung hierfiir ist,
dass G keine 5 Ecken enthalten darf, die paarweise miteinander durch
Kanten verbunden sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend:
Auch wenn es in G sechs Ecken Eq, Ey, E3, Fi, B, F3 gibt, fiir die jedes
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E; mit jedem F; verbunden ist, erfiillt G nicht die Aussage A(G), vgl.
Aufgabe A

Aquivalenz: ,Genau dann, wenn*

Zwei Aussagen A, B heiflen (logisch) dquivalent, in Zeichen A < B,
wenn A = B und B = A gilt. Man sagt auch , A gilt genau dann,
wenn B gilt” oder ,, A ist notwendig und hinreichend fiir B”.

Wie die Implikation tritt dies meist innerhalb einer ,, Fiir alle”-
Aussage auf: Vn € M : A(n) < B(n).

Negation zusammengesetzter Aussagen

Bei der Negation zusammengesetzter Aussagen muss man besonders
genau hinsehen. Es lohnt sich, wenn Sie sich das einmal an einfachen
Beispielen klarmachen und dann einpréagen.

Um die Negation einer Aussage zu finden, fragen Sie sich: Was
genau muss wahr sein, damit die Aussage falsch ist? Was genau muss
ich zeigen, um die Aussage zu widerlegen?

Daraus ergibt sich die Umkehrregel fiir die Negation:

Negation vertauscht , und” mit ,, oder” und V mit 3. Da-
bei wird das Negationszeichen ,nach hinten durchgezo-

£

gen”.

Damit ist Folgendes gemeint:”

Die Aussage ‘ ist dquivalent zu der Aussage

—(A und B) —A oder —B

—( A oder B) —A und —-B
—~(IneM:An)) Vne M:—-A(n)
—(VYne M: A(n)) dneM:-A(n)

4Man kann mit Hilfe dieser beiden Spezialfille eine Bedingung formulieren, die
sogar notwendig und hinreichend fiir A(G) ist. Dies ist der Satz von KURATOWSKI, siehe
z.B. (Aigner, 2015).

5 —A oder —B” ist zu lesen als ,(mA) oder (—B)”
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Beispiele

Die Aussage ,, Heute regnet es und donnert es” ist genau dann
falsch, wenn es nicht regnet oder nicht donnert.

Die Aussage , Heute regnet es oder schneit es” ist genau dann
falsch, wenn es heute nicht regnet und auch nicht schneit.

Die Aussage , Es regnet jeden Tag” ist genau dann falsch,
wenn es einen Tag gibt, an dem es nicht regnet.

Die Aussage , Diese Woche wird es einen Tag geben, an dem
es regnet” ist genau dann falsch, wenn es an jedem Tag dieser
Woche trocken bleibt.

Kornplexere Kombinationen von Aussagen verneint man durch
mehrfache Anwendung dieser Regeln:

Die Negation von ,, Fiir alle n € IN gibt es ein m € IN mit m > n”
ist ,, Es gibt ein n € IN, so dass fiir alle m € IN gilt: m < n”.

Machen Sie sich klar, dass dies die logisch korrekte Negation ist. Hier
ist ein analoges umgangssprachliches Beispiel: Die Verneinung der
Aussage ,, Zu jedem Topf gibt es einen passenden Deckel” ist , Es
gibt einen Topf, zu dem kein Deckel passt”, was systematischer, aber
umstédndlicher als , Es gibt einen Topf, so dass jeder Deckel nicht
drauf passt” formuliert werden kann.

Man kann dies auch rein formal nachpriifen, indem man das —-
Zeichen Schritt fiir Schritt nach rechts zieht und dabei jedes Mal die
Umkehrregel anwendet:

-(VnelN dJmeN: m>n)<—
meN-(ImeN: m>n) <
dnelN VmelN:—(m>n) <=
dJnelN VmeN: m<n

In Zeitungen und Politikerreden werden Sie oft falsche Negationen
finden. Zum Beispiel wird , Fiir alle ¢ gilt A(¢)“ oft als , Fir alle ¢
gilt A(t) nicht” negiert, das bedeutet aber etwas ganz anderes.
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7.2 Beweise

Ein Beweis ist eine logisch vollstindige Begriindung einer Aussage.
Solange wir eine Aussage nicht bewiesen haben, ist es moglich, dass
sie falsch ist — auch wenn sie durch zahlreiche Beispiele gestiitzt wird.

Beispiel

FERMAT untersuchte im Jahr 1637 die Zahlen F, = 2(2") + 1. Er
beobachtete, dass Fy, F;, I, F5 und F4 Primzahlen sind. Rechnen
wir das fur n = 0, 1, 2 nach: Fy = 22 411 =214+1=3und
F=20041=24+1=44+1=5und©=2®)41=24+1=
16 +1 = 17. Daher vermutete er, dass alle F,, Primzahlen sind.

Erst fast 100 Jahre spéter, im Jahre 1732, entdeckte EULER, dass
Fs = 4294967297 keine Primzahl ist: Sie ist durch 641 teilbar. Die
Zahlen F, werden heute FERMAT-Zahlen genannt.

Dies zeigt, dass man durch Beispiele durchaus in die Irre gefiihrt
werden kann.® Um sich also von der Giiltigkeit einer Aussage zu
iiberzeugen, muss man einen Beweis fiihren.

Zusitzlich kann Thnen ein Beweis ein tieferes Verstindnis einer
Aussage vermitteln. Ein gutes Beispiel ist der zweite bzw. dritte
Beweis der Aussage |P({1,...,n}| = 2" in Abschnitt 5.2.

Allgemeine Beweisformen

Oft mochten wir Aussagen der Form A = B beweisen.”®Dabei kénnen
wir uns verschiedene Techniken zunutze machen.

Direkter Beweis Der Beweis wird aus einzelnen Schritten aufgebaut,
deren Giiltigkeit leicht einzusehen ist oder schon vorher be-

bSiehe die Aufgaben und fiir weitere solche Probleme.

7Statt beweisen sagt man auch zeigen oder nachweisen.

8Genau genommen handelt es sich dabei um Aussagen der Form , Fiir alle X
gilt A(X) = B(X)“, fiir gewisse mathematische Objekte X (zum Beispiel natiirliche
Zahlen oder Graphen). Wir verwenden aber im Folgenden zur besseren Lesbarkeit
die Kurzschreibweise A = B. Vgl. die Diskussion zur Implikation im vorigen
Abschnitt.
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wiesen wurde: Statt , A = B“ zu beweisen, beweisen wir
JA= A = A= ...= B”.

Indirekter Beweis Wir beweisen: Wenn die Konklusion (die Aussage
B) nicht gilt, kann auch die Pramisse (die Aussage A) nicht
gelten. Bewiesen wird also die Aussage , =B = —A”, die lo-
gisch dquivalent zu ,, A = B” ist. Dieser Beweis kann natiirlich
wieder aus kleineren Schritten bestehen.

Widerspruchsbeweis Die Technik des Widerspruchsbeweises dhnelt
stark der des indirekten Beweises. Wir nehmen hier die Pramisse
(die Aussage A) und das Gegenteil der Konklusion (also —B) an
und folgern einen Widerspruch (eine falsche Aussage).

Es wird also die Aussage ,, (A und —B) = {“ bewiesen. Da aus
wahren Aussagen auf schliissige Weise nur wahre Aussagen
folgen konnen, muss also ,, A und —B“ falsch gewesen sein.
Dies ist logisch dquivalent zur Aussage , A = B”.

Manchmal gibt es keine Pramisse: Man mochte eine Aussage B be-
weisen. Dann besteht der direkte Beweis darin, B aus bekannten
Aussagen zu folgern, und der Widerspruchsbeweis darin, aus —B
eine falsche Aussage herzuleiten: —B = f.”

Zwei weitere allgemeine Beweisformen sind:

Gegenbeweis durch Gegenbeispiel Um eine , Fiir alle”-Aussage zu
widerlegen, geniigt es, ein Gegenbeispiel anzugeben.

Vollstindige Induktion Diese Beweisform kann man hédufig zum
Beweis von Aussagen der Form ,, Fiir alle n € IN gilt... ” ver-
wenden. Siehe Kapitel 3.

Ein Beispiel fiir den Gegenbeweis durch Gegenbeispiel hatten wir
oben bei den FERMAT-Zahlen gesehen: Die Aussage ,, Fiir alle n € INj
ist F, eine Primzahl” wurde dadurch widerlegt, dass man zeigte,
dass F5 keine Primzahl ist.

9Einen indirekten Beweis gibt es in diesem Fall streng genommen nicht. Oft
werden aber Widerspruchsbeweis und indirekter Beweis nicht genau unterschieden,
da sie sehr dhnlich sind.
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Bemerkung

In einem Beweis darf man bereits bewiesene oder als bekannt
vorausgesetzte Aussagen verwenden. Bei einem streng axioma-
tischen Aufbau der Mathematik, wie Sie ihn in einem Mathe-
matikstudium kennenlernen, diirfen dies allerdings nur Axiome
oder bereits aus Axiomen hergeleitete Aussagen sein'’. Dies gibt
einem die Sicherheit, dass alle bewiesenen Aussagen wahr sind —
sofern nur die Axiome wahr sind. Irgendwo muss man ja anfan-
gen, und dieses Vorgehen ermoglicht es, diese ,Basis” sehr klein
zu machen.

Hier ist ein einfaches Beispiel fiir einen direkten Beweis.

Die Summe zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.

Wir formulieren die Aussage zunéchst so um, dass Pramisse und
Konklusion besser zu identifizieren sind:

Behauptung:
Seien n, m gerade Zahlen. (Pramisse)
Dann ist n 4 m eine gerade Zahl. (Konklusion)

Beweis.

Weil n, m gerade Zahlen sind, existieren j,k € Z, so dass n = 2j
und m = 2k gilt (das ist die Definition von ,gerade”). Dann folgt
n+m=2j+2k =2(j+k). Esist j+k € Z. Also ist auch n + m von
der Form n + m = 2g mit g € Z und somit eine gerade Zahl. q.e.d.

Beweisanalyse: Dies war ein direkter Beweis. Er bestand im An-
wenden der Definition und einem Zwischenschritt (Berechnung
von n + m, Anwenden des Distributivgesetzes).

Wir betrachten nun einige hdufig vorkommende Typen von Aussagen
und die fiir sie typischen Beweismuster.

19Ein Axiom ist eine in einem gegebenen Kontext als wahr postulierte Aussage.
Zum Beispiel gehort zu den Axiomen der Geometrie das Parallelenaxiom: In der
Ebene gibt es zu jeder Gerade g und zu jedem nicht auf der Geraden liegenden Punkt
P genau eine Gerade ¢/, die durch P lduft und g nicht schneidet. Zur Grundlegung
jeder mathematischen Theorie wahlt man eine méoglichst kleine Anzahl von Axiomen.
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Beweise von Formeln

Formeln sind Ausdruck allgemeiner Zusammenhinge zwischen Zah-
len oder anderen mathematischen Objekten. Sie haben in vorange-
gangenen Kapiteln bereits viele Formeln kennengelernt, z. B. 2" =
Y i—o () oder Abzahlformeln.

Manchmal vermuten Sie bei der Untersuchung eines Problems eine
Formel (z. B. Problem 1.3), diese gilt es dann allgemein zu beweisen.

Typische Beweismuster fiir Formeln:

Direkte Herleitung aus bekannten Formeln durch Umformen
Vollstandige Induktion (siehe Kapitel 3)
Doppeltes Abzdhlen (siehe Kapitel 5)

Wenn Sie tiefer in die Mathematik eindringen, werden Sie viele wei-
tere Arten kennenlernen, Formeln herzuleiten oder zu beweisen. Ei-
ne ist Thnen beim Auflésen der FiBoNaccr-Rekursion in Kapitel 2
begegnet.

In der Sichtweise der modernen Mathematik sind Formeln meist
Ausdruck tiefliegender Zusammenhinge zwischen Strukturen (z. B.
geometrischen Objekten, algebraischen Strukturen etc.). Das doppelte
Abzidhlen ist ein Beispiel hierfiir.

Existenzbeweise

Mathematik sagt hdufig etwas iiber die Existenz von Objekten aus:
Hat eine Gleichung eine Losung? Gibt es Zahlen, Dreiecke, Graphen,
. mit vorgegebenen Eigenschaften?
Als Beispiel untersuchen wir, ob folgende Gleichungen eine Losung
(in den reellen Zahlen) besitzen:

a) x° + x = 2: Wir konnen eine Losung direkt angeben: x = 1.

b) x2+1 = 0: Diese Gleichung hat keine Losung, da die linke Seite
fiir beliebige reelle Zahlen x positiv ist.

¢) x°+ x = 1: Dies ist schwieriger. Versuchen Sie einige Werte von x.
Sie werden wahrscheinlich keine Losung finden. Die Gleichung hat
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aber eine Losung, doch das ldsst sich nur mit Mitteln der Analysis
(Zwischenwertsatz) beweisen.!!

Der einfachste Existenzbeweis besteht also darin, das gesuchte Objekt

direkt anzugeben. Héaufig wollen wir aber eine Aussage der Form

,Fir alle n € M gibt es ...” beweisen, wobei M eine unendliche

Menge ist. Das heifst, wir brauchen unendlich viele Existenzbeweise —

oder einen, der fiir jedes n funktioniert. Am einfachsten kann man

dies erreichen, indem man eine allgemeine Konstruktion angibt.
Hier sind zwei Beispiele:

Fiir jede ungerade Zahl n € IN gibt es zwei Quadratzahlen, deren
Differenz gleich n ist.

Versuchen Sie, eine allgemeine Konstruktion anzugeben, also eine
Regel, wie man die zwei Quadratzahlen aus n konstruiert. Verwenden
Sie Problemlosestrategien (z.B. kleine Beispiele ansehen).

Denkpause
Beweis.
Da n ungerade ist, konnen wir n = 2m 4 1 mit m € Ny schreiben.
Dann ist n = (m +1)? — m?. q.e.d.

Beweisanalyse: Fiir jedes der unendlich vielen n war ein Existenz-
beweis zu fiihren. Die allgemeine Konstruktion gelang durch
Angeben einer allgemeinen Formel fiir die gesuchten Quadrat-
zahlen.

Fiir jedes Dreieck gibt es einen Punkt, der zu den drei Ecken den
gleichen Abstand hat.

11dee: Fiirx = 0ist x5 + x = 0 < 1 und fiir x = 1 ist x> + x = 2 > 1, also muss
es zwischen 0 und 1 ein x geben, fiir das x°> + x = 1 ist. Dass der letzte Schluss
korrekt ist (aufgrund der Stetigkeit der Funktion f(x) = x® + x + 1), ist Inhalt des
Zwischenwertsatzes.
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Untersuchung

Wie konnten wir einen solchen Punkt finden? Wir vereinfachen
zundchst die Aufgabe: Statt einen Punkt zu suchen, der zu allen
drei Ecken denselben Abstand hat, begniigen wir uns zunédchst mit
dem gleichen Abstand zu zwei Ecken. Damit ergibt sich die Frage:
Gegeben zwei Punkte A, B in der Ebene, welche Punkte haben zu A
und B denselben Abstand? Die Antwort kennen Sie vielleicht noch
aus der Schule: Das sind genau die Punkte auf der Mittelsenkrechten
zur Strecke AB.

Wie kommen wir wir nun vom gleichen Abstand zu zwei Ecken
auf den gleichen Abstand zu drei Ecken?

Denkpause

Indem wir zuerst die Ecken A, B und dann die Ecken B, C betrach-
ten: Der gesuchte Punkt muss sowohl auf der Mittelsenkrechten
von AB als auch auf der Mittelsenkrechten von BC liegen, also der
Schnittpunkt dieser beiden Mittelsenkrechten sein. Haben diese einen
Schnittpunkt? Ja, wenn sie nicht parallel sind. Warum sind sie nicht
parallel? Weil AB und BC nicht parallel sind, wenn ABC ein Dreieck
ist.

Wir schreiben den Beweis geordnet auf.

Beweis.

Die Ecken des Dreiecks seien A, B, C. Sei g die Mittelsenkrechte der
Seite AB und h die Mittelsenkrechte der Seite BC. Jeder Punkt von g
hat zu A und B denselben Abstand und jeder Punkt von h hat zu B
und C denselben Abstand.

Da die Seiten AB, BC nicht parallel zueinander sind, sind auch g
und & nicht parallel zueinander, daher haben sie einen Schnittpunkt.
Sei P dieser Schnittpunkt.

Da P auf g liegt, hat er zu A und B denselben Abstand. Da P auf
h liegt, hat er zu B und C denselben Abstand. Daher hat P von A, B
und C denselben Abstand. g.e.d.
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Beweisanalyse: Fiir jedes der unendlich vielen moglichen Drei-
ecke war die Existenz eines Punktes zu zeigen. Dies gelang
durch Angeben einer allgemeinen Konstruktion. Um diese zu
finden, war es niitzlich, zunichst eine einfachere Variante der
Aufgabe zu betrachten.

Eine dhnliche Situation wie beim Beweis einer Aussage der Form ,, Fiir
allen € M gibt es ... ” liegt vor, wenn man nicht nur die Existenz
eines Objekts mit gewissen Eigenschaften beweisen mochte, sondern
die Existenz unendlich vieler. Ein berithmtes Beispiel ist folgender Satz.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

Wir geben ein Verfahren an, das Folgendes leistet: Zu einer beliebigen
endlichen Menge von Primzahlen wird eine Primzahl konstruiert, die
nicht in dieser Menge enthalten ist.

Seien also p1, p2, ..., pm Primzahlen. Betrachten wir die Zahl n =
p1-p2---pm + 1. Diese ist offenbar grofier als die grofste der Zahlen
P1,--.,Pm- Wenn n eine Primzahl ist, so sind wir daher fertig.

Wenn 1 keine Primzahl ist, ist n durch eine Primzahl teilbar.'?
Bezeichnen wir diese Primzahl mit p. Da n durch p teilbar ist, ist
n — 1 nicht durch p teilbar. Also ist py - p2 - - - p = n — 1 nicht durch
p teilbar, also kann p nicht unter den Primzahlen py, ..., p;, vorkom-
men.

Damit haben wir fiir jede endliche Menge von Primzahlen gezeigt,
dass es eine weitere Primzahl gibt, die nicht in dieser Menge liegt.
Also gibt es unendlich viele Primzahlen. g.e.d.

Beweisanalyse: Dies war ein konstruktiver Existenzbeweis. Man
hétte dieselbe Idee auch als Widerspruchsbeweis formulieren
konnen: Angenommen, es gébe nur endlich viele Primzahlen
P1,-- -, Pm, dann konstruiere wie angegeben eine Primzahl, die
nicht unter diesen vorkommt. Dies ergibt einen Widerspruch
zur Annahme, dass py, ..., pm schon alle Primzahlen waren. 3

12Warum? Sei p die kleinste natiirliche Zahl, durch die 7 teilbar ist und die groer
als 1ist. Dann ist p Primzahl; denn sonst kénnte man p = ab mit 1 < a < p schreiben,
und a wiére ein Teiler von #, der kleiner als p ist, im Widerspruch zur Wahl von p.

13Sie finden dieses indirekte Argument in vielen Biichern. Es ist jedoch bes-
ser, Argumente direkt zu formulieren, wenn immer moglich. Das erleichtert das
Verstandnis. Grundsatz: so wenig Negationen wie moglich.
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Die Grenzen der allgemeinen Konstruktion: In vielen Problemen
der Art ,Zeigen Sie, dass es fiir alle n € N ein X gibt ...” (wobei X
irgendeine Art von Objekt ist) geraten Sie in folgende Lage: Fiir viele
Spezialfille (z.B. n = 1,2,3,4,5) konnen Sie die Aussage nachweisen,
indem Sie ein X finden. Aber Sie finden keine allgemeine Konstrukti-
on, konnen kein Muster erkennen, das Thnen einen Hinweis auf eine
solche Konstruktion geben konnte. Solchen Problemen werden wir
in den folgenden Kapiteln begegnen, und Sie werden das Schubfach-
prinzip und das Extremalprinzip, zwei weitreichende Beweisideen
fir Existenzbeweise, kennenlernen. Fassen wir zusammen:

Typische Muster fiir Existenzbeweise:

Der einfachste Existenzbeweis ist die direkte Angabe. Um eine
Aussage der Form , Fiir allen € M gibtes...” zu beweisen, kann
man entweder eine allgemeine Konstruktion angeben, die fiir alle
n funktioniert, oder eine der folgenden Strategien versuchen:

Das Schubfachprinzip (siehe Kapitel 9)
Das Extremalprinzip (siehe Kapitel 10)

Natiirlich kénnen allgemeine Beweisstrategien, z. B. Widerspruchs-
beweis und vollstindige Induktion (hier als induktive Konstruk-
tion), ebenfalls niitzlich sein.

Weitere Hilfsmittel fiir Existenzbeweise finden Sie in allen Bereichen
der Mathematik, z. B. in der Analysis den Zwischenwertsatz und die
Fixpunktsitze oder in der Linearen Algebra (und anderen Gebieten)
Dimensionsargumente (ein homogenes lineares Gleichungssystem
mit mehr Variablen als Gleichungen hat eine nichttriviale Losung).

Eine spezielle Art von Existenzbeweis hatten wir bereits bei den
allgemeinen Beweisformen kennengelernt: den Gegenbeweis durch
Gegenbeispiel. Dies ist ein Spezialfall des Existenzbeweises durch
Angabe: Die Negation der Aussage , Fiir alle n € IN gilt A(n)”“ ist
. Es gibtein n € N, fiir das A(n) nicht gilt”, und dies ldsst sich durch
Angeben eines Beispiels #, fiir das A(n) nicht gilt, beweisen.

Bei den FERMAT-Zahlen begegnen wir dem Prinzip , Existenzbeweis
durch Angabe” gleich noch einmal. Denn die Aussage ,, F5 ist keine
Primzahl” ist eine Existenzaussage: Nach Definition einer Primzahl
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bedeutet sie, dass es eine natiirliche Zahl k mit 1 < k < Fs gibt, durch
die Fs teilbar ist. EULER zeigte dies, indem er k = 641 angab und
nachpriifte, dass F5 durch 641 teilbar ist.

Nichtexistenzbeweise, Unmoglichkeitsbeweise

Am geheimnisvollsten und oft am schwierigsten ist es zu zeigen, dass
etwas nicht existiert oder nicht moglich ist. Hier sind einige Beispiele
solcher Aussagen: !4

Es ist nicht moglich, fiinf Punkte in der Ebene paarweise so zu
verbinden, dass sich die Verbindungslinien nicht schneiden.

Eine Zweierpotenz lédsst sich nicht als Trapezzahl darstellen.

Es gibt kein Verfahren, mit dem man in annehmbarer Zeit eine
grofie natiirliche Zahl in ihre Primfaktoren zerlegen kann.

Fiir nattirliche Zahlen n > 2 gibt es keine Losung der Gleichung
x"+y* =z"mitx,y,z € N.

Die ersten beiden Beispiele haben Sie in Problem 4.6 und Problem 6.3
kennengelernt. Das dritte konnte man so prézisieren: Es gibt kein Ver-
fahren, das fiir jede beliebige 1000-stellige Zahl (im Dezimalsystem)
bei heutiger Rechenleistung von Computern innerhalb von weniger
als tausend Jahren ihre Zerlegung in Primfaktoren!® berechnet. Dies
lasst sich als Aussage iiber zur Zeit bekannte Verfahren lesen (und
ist dann wahr). Ob dies prinzipiell so ist, d. h. ob es gar kein solches
Verfahren geben kann, ist ein schwieriges, ungeldstes Problem: Man
hat bisher kein solches Verfahren gefunden, kann aber auch nicht
beweisen, dass es keines gibt. Die praktische Relevanz dieser Frage
wird am Ende von Abschnitt 11.4 erklart.

Das vierte Beispiel ist das beriihmte FErmATsche Problem. FERMAT
hatte bereits im Jahr 1637 behauptet, dass es keine Losung gibt, das
konnte aber erst 1995 bewiesen werden.

Weitere berithmte Beispiele sind der Satz tiber die Unmoglichkeit
der Dreiteilung beliebiger Winkel mittels Zirkel und Lineal sowie der

4Nichtexistenz und Unmoglichkeit sind im Wesentlichen dasselbe und unter-
scheiden sich nur in der Formulierung. Zum Beispiel kann man die zweite Aussage
als ,Es existiert keine Darstellung einer Zweierpotenz ...* oder als ,Es ist unmoglich,
eine Zweierpotenz ... darzustellen’ formulieren.

15Die Primfaktorzerlegung wird in Kapitel 8 diskutiert.
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GopEeLsche Unvollstindigkeitssatz, der besagt, dass es unmdglich ist,
die Widerspruchsfreiheit der Mathematik zu beweisen. Einzelheiten
und Literaturverweise finden Sie auf Wikipedia.

Eine klassische Nichtexistenzaussage ist folgende:

Die Zahl /2 ist irrational.

Untersuchung

Uberzeugen wir uns zunichst, dass dies eine Nichtexistenzaussage
ist: Behauptet wird, dass V/2 nicht rational ist, d.h. dass es keine
natiirlichen Zahlen p, g gibt mit v/2 = r/4.

Wie kann man dies zeigen? Es liegt nahe, einen Widerspruchsbe-
weis zu versuchen: Angenommen, es gibe solche p, g, dann versuchen
wir, daraus so lange Folgerungen zu ziehen, bis wir bei einem Wider-
spruch ankommen.

Nehmen wir also an, es gibe p,q € N mit v/2 = /4. Was konnen
wir mit dieser Gleichung anfangen? Konnen wir sie tibersichtlicher
machen?

Denkpause

Zwei Dinge fallen Thnen vielleicht ein: mit 4 multiplizieren, damit der
Bruch verschwindet, und quadrieren, um die Wurzel loszuwerden.
Wir konnen beides hintereinander ausfiithren:

V2=1/g= V2q=p=20"=p*.

Wie konnte es weitergehen, was konnen wir daraus folgern?

Aus 2¢° = p? folgt, dass p? eine gerade Zahl ist. Dann muss auch p
gerade sein (das sollte noch gezeigt werden, siehe unten). Machen wir
das deutlich, indem wir p = 2r schreiben fiir eine natiirliche Zahl r.

Dann folgt p? = 4r2. Setzen wir dies in 2q%> = p? ein, erhalten wir
2¢% = 4r?. Wir konnen durch 2 teilen, das ergibt

7 =217,
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Mit demselben Argument wie vorher muss nun g eine gerade Zahl
sein. Also miissen p, q beide gerade sein. Dann héitten wir aber am
Anfang kiirzen konnen!

Dies zeigt, dass wir den Beweis mit einem gekiirzten Bruch begin-
nen sollten, dann erhalten wir den gewiinschten Widerspruch.

Wir wollen den Beweis noch einmal tibersichtlich aufschreiben. Zunéachst
beweisen wir ein Lemma.!®

Sei n € IN. Falls n? gerade ist, so ist n ebenfalls gerade.

Beweis.

Wir fiihren einen indirekten Beweis: Angenommen, n wére ungerade.
Dann konnten wir n = 2m 4 1 mit m € Ny schreiben. Dann folgte
n? = 2m+1)? = 4m?> +4m +1 = 2(2m? + 2m) + 1, also wire n?
ungerade. g.e.d.

Wir beweisen nun den Satz, dass v/2 irrational ist.

Beweis.
Angenommen /2 = p/q mit p,q € IN. Wir kénnen annehmen, dass
der Bruch gekiirzt ist. Nach Multiplikation mit ¢ und Quadrieren
folgt 2> = p®. Also ist p? gerade. Nach dem Lemma muss p gerade
sein, also p = 2r fiir ein r € IN. Einsetzen ergibt 2g> = 472, also
g* = 2r%. Also muss ¢*> und wieder nach dem Lemma g gerade sein.
Also sind p und gq gerade. Dies steht im Widerspruch zur Annahme,
dass der Bruch »/4 gekiirzt war. Daher kann /2 nicht rational sein.
g.e.d.

Beweisanalyse: Das ist ein Widerspruchsbeweis.

Typische Muster fiir Nichtexistenz-/Unmadglichkeitsbeweise:

Widerspruchsbeweis

Beweis mittels des Invarianzprinzips (siehe Kapitel 11)

16Ein Lemma (aus dem Griechischen) ist eine Hilfsaussage, die im Beweis eines
Satzes verwendet wird.
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Aufgaben

Schlagen Sie die Zeitung auf und finden Sie mindestens drei
Beispiele falscher Logik!

Die ftinf Karten in Abbildung 7.1 sind jeweils auf einer Seite
mit einem Buchstaben und auf der anderen Seite mit einer Zahl
beschriftet. Welche Karten muss man mindestens umdrehen, um
festzustellen, ob die folgende Aussage wahr ist: Wenn auf einer Seite
der Karte eine gerade Zahl steht, dann steht auf der anderen Seite ein Vokal.

B 6 7 E X

Abb. 7.1 Zu Aufgabe

Betrachten Sie eine Farbung der natiirlichen Zahlen in den
Farben rot und blau, also eine Abbildung f : N — {rot, blau}, sowie
die folgende Aussage.

Fiir jede blau gefarbte Zahl gibt es eine grofiere rot gefarbte Zahl.
Welche der folgenden Aussagen kann man daraus folgern?
a) Es gibt eine blau geférbte natiirliche Zahl.
b) I3n € N : f(n) = rot

¢) Fir jede rot gefarbte natiirliche Zahl gibt es eine kleinere blau
gefdrbte.

d) Fiir jede rot gefarbte natiirliche Zahl gibt es eine grofiere rot
gefdrbte.

e) [{meNN: f(m)=rot}| = oo
f) Wenn f(1) = blau ist, dann gibt es ein n € IN, so dass f(n) = blau
und f(n + 1) = rot ist.

Gegeben sei eine zusammenhadngende Figur aus Quadraten
gleicher Grofle. Geben Sie (mit Beweis) fiir jede der folgenden Aussa-
gen an, welche der anderen Aussagen sie impliziert.
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a) Die Anzahl der Quadrate ist drei.

b) Die Anzahl der Quadrate ist durch drei teilbar.

¢) Die Figur lédsst sich mit Steinen der Form [T pflastern.
d) Die Figur lasst sich mit Steinen der Form { pflastern.

Ein Restaurant ist gut, wenn jeder Gast mindestens drei Ge-
richte findet, die ihm schmecken. Wann ist ein Restaurant nicht gut?

Formulieren Sie die Negationen der folgenden Aussagen (bei
b) und c) sei S C IN bzw. S, C IN).

a) An allen Biumen in diesem Garten hingt mindestens ein Apfel.
b) Fiir jedes n € 51 gibt es ein m € 51 mit m > n.

¢) Fiir jedes n € S, gilt: Wenn n durch drei teilbar ist, dann ist n
ungerade.

Konstruieren Sie Mengen S; C IN und S, C N, so dass die Aussa-
gen b) und c) wahr sind. Formulieren Sie eine alternative, kiirzere
Charakterisierung der Aussage b).

Sind m, n zwei natiirliche Zahlen, so schreiben wir m|n (sprich:
m teilt n), falls n durch m teilbar ist. Formulieren Sie folgende Aussage
in moglichst einfachen Worten:

VneN:(ImeN:1<m<nund m|n) =
(EImEIN:1<m2§nundm|n)

Ist die Aussage wahr? Formulieren Sie auch die Negation der Aussage
sowohl formal als auch in Worten.

Formulieren Sie die Aussage , Jeder Mensch hat ein Geheim-
nis” mit Quantoren, wobei ein Geheimnis eine Tatsache ist, die kein
anderer Mensch kennt.

Seien x,y € IN. Beurteilen Sie, welche der folgenden drei
Aquivalenzen gelten.

xy ungerade & xund y ungerade
xy gerade & xund y gerade

xy gerade & x oder y gerade
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Beurteilen Sie fiir die rechts aufgefithrten Aussagen, ob die-
se notwendig und/oder hinreichend fiir die jeweils links stehende
Aussage sind.

Gegebenenfalls seien a,b € RR.

x ist ein Mensch. x ist ein Sdugetier.
a<b dJeeR:a<cundc<b
a<b deeN:a<cundc<b

Eine Figur besteht aus einer | Die Figur ldsst sich durch
geraden Anzahl identischer || Dominosteine pflastern.
Quadrate.

Welche der folgenden Aussagen iiber ein Dreieck D sind
hinreichend, welche sind notwendig und welche sind hinreichend
und notwendig fiir die Giiltigkeit der Aussage ,, D ist gleichseitig“?

a) ,, D hat zwei gleiche Winkel”
b) , Jede Seite von D hat die Lange 1”
c) ,, Alle Winkel von D betragen mindestens 60 Grad “

Seien a, b rationale Zahlen mit a < b. Zeigen Sie, dass es eine
rationale Zahl r gibt mit a < r < b. Geben Sie einen direkten Beweis
durch Konstruktion. (Siehe auch Aufgabe fiir die analoge
Aussage {iber reelle Zahlen a,b.)

Zeigen Sie: Unter beliebigen sieben verschiedenen natiirlichen
Zahlen in {1,2,...,128} gibt es x,y mit x < y < 2x.

Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an
eine natiirliche Zahl e dafiir, dass ein Graph mit e Ecken existiert, in
dem der Grad einer jeden Ecke ungerade ist.

Beweisen Sie, dass die Bedingung notwendig und hinreichend ist.

Weil v2 —1 = 0,41... kleiner als 1 ist, nihern sich die
Potenzen (v/2 — 1)" immer mehr der Null an, je groer n € IN wird.
Verwenden Sie dies und die allgemeine binomische Formel (siehe
Aufgabe ), um einen weiteren Beweis fiir die Irrationalitdt von

V2 zu finden.

Zeigen Sie auch, dass y/m irrational ist fiir jede natiirliche Zahl m, die
keine Quadratzahl ist.
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Die Zahlentheorie ist die Lehre von den ganzen Zahlen. Hier geht es
um Teilbarkeit, Primzahlen usw. Ganze Zahlen sind konkrete Objekte,
mit denen Sie schon seit Kindheitstagen gespielt haben. Daher eignet
sich die Zahlentheorie bestens fiir Ihre Entdeckungsreise in die Ma-
thematik, und Sie finden Probleme zahlentheoretischer Natur {iber
das ganze Buch verstreut. Trotzdem sei nicht verschwiegen, dass sich
mit diesen einfachen Begriffen einige der schwierigsten, bis heute
ungelosten mathematischen Probleme formulieren lassen.

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Definitionen und
Sédtze der Zahlentheorie zusammengestellt. Viele der Sdtze werden
Sie anhand von Beispielen sofort einsehen, daher kénnen Sie dies als
Ubungsfeld ansehen, Thre Zahlenintuition in mathematische Beweise
umzusetzen. Sie werden auch den Begriff der Kongruenz kennenler-
nen, der es erlaubt, mit einfachen Mitteln manch komplizierte Frage
zu beantworten.

8.1 Teilbarkeit, Primzahlen und Reste

Der grundlegende Begriff der Zahlentheorie ist die Teilbarkeit. Was
genau bedeutet Teilbarkeit? Zum Beispiel ist 15 durch 3 teilbar, weil
bei der Division von 15 durch 3 kein Rest bleibt:15 durch 3 ist gleich
5 Rest 0, oder 15 = 5 - 3. Das fiihrt sofort auf folgende Definition.

Seien a,n € Z. Wir schreiben n|a, falls es eine Zahl g € Z gibt
mit a = gn.

Verschiedene Sprechweisen hierfiir sind: 7 teilt a, oder 7 ist ein Teiler
von 4, oder 7 ist ein Vielfaches von n. Zum Beispiel ist 1|a fiir alle
a € Z, und 2|a bedeutet, dass a gerade ist.

Beachten Sie, dass wir auch negative Zahlen und Null zulassen.
Z. B. sind die Teiler von —5 die Zahlen 1, —1, 5, —5. Null ist durch
jede Zahl n teilbar, da 0 - n = 0. Die wichtigsten Regeln fiir Teilbarkeit
sind:
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Rechenregeln fiir Teilbarkeit Fiir beliebige a,b,n € Z gilt:

a) Aus n|a und alb folgt nlb.
b) Aus n|a und n|b folgt njla+b und nja— 0.

Beweis.

Dies kann man durch direktes Anwenden der Definition beweisen.
Fiir Teil a) sieht das so aus:

Wegen na gibt es ein g € Z mit a = gn.

Wegen a|b gibt es ein ' € Z mit b = g'a.

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, folgt b = ¢/ (qn) =
(q'q)n. Da q'q eine ganze Zahl ist, folgt n|b. Ahnlich beweist man b)
(Ubung). g.e.d.

Beweisanalyse: Dies war ein direkter Beweis. Warum haben wir
in der zweiten Zeile des Beweises g’ geschrieben und nicht g wie
in der Definition? Weil der Buchstabe g schon in Verwendung
war.

Eine Zahl p € IN heifst Primzahl, wenn sie genau zwei positive
Teiler hat.

Zum Beispiel hat 2 die positiven Teiler 1 und 2 und ist daher Primzahl.
Die 4 hat die positiven Teiler 1, 2 und 4 und ist daher keine Primzahl.
Die 1 hat nur einen positiven Teiler (ndmlich 1) und ist daher keine
Primzahl. Die Definition so zu formulieren, dass 1 keine Primzahl ist,
ist eine Konvention. Diese Konvention ist sehr niitzlich, da nur so die
Primfaktorzerlegung eindeutig ist, sieche den Satz unten.

Primzahlen haben folgende wichtige Eigenschaft.

Lemma von Euklid Seien a,b € IN und p eine Primzahl. Falls
p das Produkt ab teilt, so teilt p schon a oder b:

plab = pla oder p|b
Im Fall p = 2 ist Ihnen das geldufig: Wenn ab gerade ist, muss schon

a oder b gerade sein. Der Beweis fiir allgemeines p ist schwieriger als
Sie vielleicht erwarten, siehe Aufgabe . Achtung: Ist p keine
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Primzahl, so gilt diese Aussage nicht. Zum Beispiel gilt 4|2 - 6, aber
412 und 4 1 6. Hierbei bedeutet 1 { 4, dass n kein Teiler von a ist.

Mit vollstandiger Induktion folgt aus dem Lemma: Ist p eine Prim-
zahl und teilt p ein Produkt a;---a;, so teilt p bereits einen der
Faktoren a; (Beweis als Ubung).

Folgender Satz ist so wichtig, dass er Fundamentalsatz der Arith-
metik genannt wird.

Primfaktorzerlegung Jede natiirliche Zahl grofier als Eins be-
sitzt eine Primfaktorzerlegung. Diese ist bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutig.

Genauer: Sein € N, n > 1.

(i) Es gibt m € IN und Primzahlen py, ..., py mitn = py-- - py.

(ii) Sind weiterhin ¢, ..., q; Primzahlen mit n = q; - - - q;, so ist
I = m und die Zahlen gy, ..., q,; sind bis auf die Reihenfolge
gleich den Zahlen py, ..., pm.

Natiirlich kann dabei dieselbe Primzahl auch mehrfach auftreten. Sie
tritt dann gleich hdufig unter den p; wie unter den g; auf.
Beispiele: 2 =2,10=2-5=5-2,999=3-3-3-37.

Wir haben die Primfaktorzerlegung bereits in den Losungen der
Probleme 1.2 und 6.3 verwendet. Erst mit dem folgenden Beweis
werden diese Losungen vollstandig.

Beweis.
Da man eine Aussage tiber alle natiirlichen Zahlen n > 1 machen
mochte, bietet sich ein Induktionsbeweis an. Versuchen Sie es zunéchst
selbst!

Denkpause

Beweis von (i) mit vollstindiger Induktion iiber n:

Induktionsanfang: n = 2 ist bereits eine Primzahl.

Induktionsannahme: Sei n € IN, n > 2 beliebig. Aussage (i) gelte fiir
alle natiirlichen Zahlen, die grofier als Eins und kleiner als n sind.
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Induktionsschritt: Ist n eine Primzahl, sind wir fertig. Ist n keine Prim-
zahl, so kénnen wir n = ab schreiben mit 1 < a,b < n. Auf a,b
konnen wir die Induktionsannahme anwenden und sie daher als
Primzahlen oder als Produkt von Primzahlen schreiben. Damit ist
auch n ein Produkt von Primzahlen.

Beweis von (ii) mit vollstindiger Induktion iiber n:

Induktionsanfang: Flir n = 2 ist die Aussage offensichtlich.
Induktionsannahme: Sei n € IN, n > 2 beliebig. Aussage (ii) gelte fiir
alle natiirlichen Zahlen, die grofier als Eins und kleiner als n sind.
Induktionsschritt: Es sei n = py---py = q1---¢q;. Dann teilt p; das
Produkt g1 - - - q;, also nach dem Lemma von EukLID (bzw. der Be-
merkung danach) einen der Faktoren g;. Indem wir diese Faktoren
umordnen, kénnen wir erreichen, dass pi|q; gilt. Da g, eine Primzahl
ist, muss dann p; = g; sein. Dann kénnen wir durch p; teilen und
erhalten p - - - pyy = q2. .. q;. Diese Zahl ist kleiner als 1, also konnen
wir die Induktionsannahme anwenden. Sie ergibt m —1 =1 —1, also
m = I, und dass p», ..., pm bis auf die Reihenfolge gleich qo, ..., qn
sind. Damit folgt die Behauptung. g.e.d.

Kommen wir nun zur Division mit Rest. Dies kennen Sie bereits aus
der Schule. Zum Beispiel: 20 geteilt durch 3 ist gleich 6, Rest 2. Das
bedeutet 20 = 6 - 3 + 2. Dabei war wesentlich, dass der Rest (2) kleiner
ist als der Divisor (3). Allgemein sieht das so aus:

Division mit Rest Seien a € Z, n € IN. Dann gibt es eindeutige
Zahlen gq,r € Z mit

a=gn+r und 0<r<n.

g heifst Quotient und r Rest.
r heifdt auch der Rest von ¢ modulo 7.

In Worten: a geteilt durch n ist gleich g, Rest r. Die moglichen Reste
beim Teilen durch n sind

Beweis.
Vortiiberlegung: Wie stellen Sie sich die Division mit Rest vor? Wahr-
scheinlich etwa so: Man nimmt so viele n, wie in a hineinpassen;
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deren Anzahl sei g, und was tibrig bleibt, ist der Rest r. Der Rest
ist kleiner als 7, sonst hétte ein weiteres n in a hineingepasst. Daher
existieren g und r. Sie sind auch eindeutig, denn wiirde man g anders
wihlen, so wire der Rest entweder negativ oder mindestens n.

Indem wir diese Uberlegung in mathematischer Notation aus-
driicken, konnen wir daraus einen Beweis machen. Versuchen Sie es
zunédchst selbst!

Denkpause

Wir zeigen zunéchst die Existenz von g und r. Sei q die grofite ganze
Zahl mit gn < a. Setze r = a — qn. Wegen gn < a ist r > 0. Aufserdem
ist ¥ < n, da andernfalls r > n,alsoa— (g+1)n =a—gqn—n =
r—mn > 0,also (g +1)n < a wire, im Widerspruch dazu, dass ¢
grofitmoglich war.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit von g und r. Seien g und r wie
angegeben konstruiert und a = g'n + 1’ eine beliebige Darstellung.
Ist ¢’ > g, so folgt g'n > a wegen der Maximalitét von g, also ' < 0.
Ist andererseits g’ < g,sofolgtr =a—gn=qn+r—qgn=r+(q—
q')n > n. In jedem Fall sehen wir, dass fiir g # g der Rest ' nicht
die Bedingung 0 < #’ < n erfiillt. Also muss 4’ = g und daher v’ =r
sein. g.e.d.

Beweisanalyse: Der Satz behauptet Existenz (,,gibt es”) und Ein-
deutigkeit (,eindeutige”) von g, r. Fiir den Existenzbeweis ha-
ben wir ein Konstruktionsverfahren fiir g, angegeben. Zum
Nachweis der Eigenschaft ¥ < n haben wir einen indirekten
Beweis gefiihrt.

Es war hier natiirlich, die Zahl g mittels einer extremalen Ei-
genschaft (die grofite ganze Zahl mit gn < a) zu konstruieren.
Diese Idee werden wir in Kapitel 10 systematisch ausbauen.

Auch der Eindeutigkeitsbeweis ergab sich durch konsequente
Ubersetzung der Voriiberlegung in die mathematische Sprache.
Im Kern war dies ein indirekter Beweis: Wir haben ausgeschlos-
sen, dass es eine andere Darstellung als die konstruierte gibt.
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Beachten Sie, dass a negativ sein darf, n aber nicht.! Das wird im
Folgenden niitzlich sein. Fiir negative 2 muss man dabei genau hinse-
hen:

Beispiel

Was ist der Rest bei Division von -10 durch 3? Die Antwort steht
in dieser? Fufinote.

Die praktische Bedeutung von Resten

Problem 8.1

a) Wenn es jetzt 11 Uhr ist, wie viel Uhr ist es dann in 40 Stunden?

b) Wenn heute Mittwoch, der 18. Januar ist, welcher Wochentag ist dann
der 18. Februar?

Lésung

a) Nach jeweils 24 Stunden (ein Tag) haben wir dieselbe Uhrzeit. Also
miissen wir den Rest von 11 4+ 40 = 51 modulo 24 bestimmen, er ist
3. Die Antwort ist drei Uhr.

b) Der Januar hat 31 Tage, also sind es vom 18. Januar bis zum 18.
Februar 31 Tage. Nach jeweils 7 Tagen (eine Woche) erscheint derselbe
Wochentag. Der Rest von 31 modulo 7 (Anzahl der Wochentage) ist 3,
also ist der 18. Februar ein (Mittwoch +3) = Samstag.

8.2 Kongruenzen

Die Einteilung der ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen ist
fiir viele mathematische Argumente wichtig. Beispiele dafiir haben Sie
in Problem 6.3 und im Beweis der Irrationalitit von v/2 in Abschnitt
7.2 kennengelernt.

Gerade Zahlen lassen den Rest 0 modulo 2, ungerade Zahlen den
Rest 1. Statt der Reste modulo 2 kann man auch die Reste modulo

In der Voriiberlegung haben Sie sich wahrscheinlich a > 0 vorgestellt.
Uberzeugen Sie sich, dass der Beweis auch fiir a < 0 richtig ist!

2Der Rest ist 2, denn —10 = (—4) - 3 + 2. Es ist zwar auch —10 = (-3) -3 -1,
aber Reste sollen immer > 0 sein.
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3 oder 4, allgemeiner modulo 7 betrachten und die ganzen Zahlen
danach einteilen. Da dies dhnlich niitzlich ist wie die Begriffe gera-
de/ungerade, gibt es hierfiir eine eigene Notation. Sie werden staunen,
wie das Einfiihren einer Notation und einige einfache Uberlegungen
dazu schwierige Probleme zuganglich machen.

Als Vorbereitung tiberlegen wir uns Folgendes.

Seien a,b € Z und n € IN. Es sind dquivalent:

(i) a und b lassen beim Teilen durch n denselben Rest.

(ii) n|a — b, das heifit 4 und b unterscheiden sich um ein Vielfa-
ches von n.

Zum Beispiel lassen 8 und 22 bei Division durch 7 denselben Rest
(ndmlich 1), weil ihre Differenz 22 — 8 = 14 durch 7 teilbar ist. Umge-
kehrt ist die Differenz durch 7 teilbar, weil die Reste gleich sind.
Versuchen Sie wieder, selbst einen Beweis zu finden!

Denkpause

Beweis.
Seien a,b € Z und n € N beliebig. Schreibe (Division durch n mit
Rest)

a=qn+r, b=pn+s (8.1)
mit p,q € Z und den Restenr,s € {0,1,...,n—1}.

Beweis von (i) = (ii): Ausr =s folgta—b = (qgn+r) — (pn+r) =
(q—p)n, alsonja—b,weilg—p € Z.

Beweis von (ii) = (i): n|a — b bedeutet, dass k € Z existiert mit
a—b=kn. Auskn =a—b = (q—p)n+ (r—s) folgt dann, dass r — s
durch n teilbar ist. Da zwei verschiedene Zahlen r,s € {0,...,n — 1}
einen Abstand kleiner als n haben, ist dies nur moglich, wenn r = s
ist. g.e.d.
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Beweisanalyse: Dies war ein typisches Beispiel fiir einen Aquiva-
lenzbeweis. Um die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) tiber
die Zahlen a, b, n zu zeigen, fixiert man zunéchst beliebige a, b, n
und zeigt dann, dass (i) = (ii) und (ii) = (i) gilt. Der erste
Beweis war direkt, der zweite indirekt.

Die Gleichheit von Resten ist so wichtig, dass es dafiir eine eigene
Notation gibt.

Seien a,b € Z und n € IN. Wir schreiben

a=b modn

(in Worten: a kongruent b modulo n) falls n|a — b gilt, oder

dquivalent falls a und b bei Teilen durch n denselben Rest lassen.

3

Beispiel

22 = 8 mod 7. Das hat eine konkrete Bedeutung: In 22 Tagen
haben wir denselben Wochentag wie in 8 Tagen.

Welcher Wochentag ist das, wenn heute Mittwoch ist? Da 8 = 1

mod 7 und morgen (in einem Tag) Donnerstag ist, ist in 8 oder
22 Tagen ebenfalls Donnerstag.

Die Zahlen a,b diirfen auch negativ sein. Zum Beispiel ist

—6 =1 mod 7, weil =6 —1 = —7 durch 7 teilbar ist: Vor 6 Tagen
war derselbe Wochentag, wie morgen sein wird.

Aus der Definition folgt direkt, dass immer 4 = r mod n gilt, wenn r
der Rest von 2 modulo 7 ist. Umgekehrt ist der Rest von 2 modulo n
die einzige Zahl r € {0,...,n — 1}, fiir die a = r mod n gilt.

Mit Kongruenzen kann man rechnen:

SDieser Begriff von Kongruenz hat mit dem geometrischen Kongruenzbe-

griff — zwei Figuren der Ebene oder des Raumes sind kongruent, wenn sie sich
durch Drehung, Verschiebung, Spiegelung oder eine Kombination davon ineinander
uiberfiihren lassen — nichts zu tun.
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Rechenregeln fiir Kongruenzen Sei n € IN. Kongruenzen
mod 7 kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren und in
eine Potenz erheben. Das heifst: Aus

a=b modn

c=d modn

folgt
a+c = b+d mod #n
a—c = b-—d mod n
ac = bd mod n
ak = bk mod #n

fiir alle k € IN.

Vorsicht! Man kann Kongruenzen nicht dividieren. Z. B. gilt zwar 2 = 6
mod 4 und 2 = 2 mod 4, aber 3 # § mod 4. Siehe aber Aufgabe

Beweis.
Nach Definition bedeuten a = b,c = d mod n, dass nla — b und
nlc — d gelten. Damit ergibt

nla—b, njc—d=nl|(a—b)+ (c—d)=(a+c)— (b+4d)
die erste Behauptung, die zweite folgt dhnlich. Fiir die dritte schreibe
ac —bd = ac—bc+bc—bd = (a—b)c+b(c—4d).

Nun gilt nja — b = n|(a — b)c und n|c —d = n|b(c — d), und durch
Addieren folgt n|(a — b)c+ b(c —d) = ac — bd.

Wendet man die dritte Aussage mit a = ¢, b = d an, folgt a
b?> mod n. Wiederholtes Anwenden ergibt ¥ = b¥ mod n fiir alle
ke IN. g.e.d.

2 =

Beweisanalyse: Dies war ein direkter Beweis, in dem es vor allem
auf geschicktes Rechnen (Umformen) ankam.

Wie kommt man auf die angegebene Umformung von ac — bd?
Dies ist eine typische Problemloseaufgabe. Was ist gesucht?
Die Teilbarkeit von ac — bd durch n. Was ist gegeben? Die Teil-
barkeit von a — b und ¢ — d durch n. Kurz: Ziel: ac — bd, Daten:
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a—b, c — d. Wie bringen wir Ziel und Daten zusammen? Der
ganze Ausdruck ac — bd ist etwas kompliziert, also fangen wir
mit einem Teil an, z.B. dem Term ac. Eine Moglichkeit, dies
mit den Daten in Verbindung zu bringen, ist der Ausdruck
(a — b)c = ac — bc. Was benétigen wir, um von hier zum Ziel zu
gelangen? Was miissen wir zu ac — bc dazuaddieren, um ac — bd
zu erhalten? Offenbar bc — bd, und dies ist gleich b(c — d). Insge-
samt erhalten wir ac — bd = (a — b)c + b(c — d). Abbildung 8.1
zeigt das Losungsschema, es ist ein Beispiel fiir das allgemeine
Schema Abbildung 6.4.4

nteilta—>b
und ¢ — d

Gegeben

Bindeglied

Abb. 8.1 Losungsschema fiir die Beweisanalyse

Beispiele

Was ist der Rest von 100 modulo 7? Das ldsst sich zwar direkt
ausrechnen, aber die Rechnung ist einfacher so: Aus 10 = 3
mod 7 folgt 10> = 32 mod 7, also

100=10>°=3*>=9=2 mod 7.

Der Rest ist also 2. Probe: 100 = 14 - 7 + 2.

4Diese Umformung, die man auch ,geschicktes Addieren von Null“ nennt (weil
zwischen ac und bd die Zahl 0 = —bc + bc addiert wurde), wird Thnen in der
Mathematik hdufiger begegnen, z. B. beim Beweis des Satzes der Analysis, dass das
Produkt zweier konvergenter Folgen gegen das Produkt der beiden Grenzwerte
konvergiert.
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Was ist der Rest von 2% modulo 3? Das wire schon sehr
schwierig direkt auszurechnen. Einfach geht es so: Aus 22 =
4 =1 mod 3 folgt

2100 — 22-50 — (22)50 = 150 — 1 mOd 3 .
Der Rest ist also 1.

Auf welche Ziffer endet die Zahl 777? Die letzte Ziffer einer
natiirlichen Zahl (im Dezimalsystem) ist ihr Rest modulo 10.
Wir versuchen kleinere Potenzen: 7> =49 =9 = —1 mod 10.
Davon lassen sich leicht Potenzen bilden, z.B. 776 = 7238 —
(72)¥ = (-1)*® =1 mod 7 und damit

77 =76.7=1.7=7 mod 10.

Die Zahl 777 endet also mit der Ziffer 7.

Aufgaben

Wenn am 18. Januar 2012 ein Mittwoch ist, welcher Wochentag
ist dann der 18. Januar 2013? Formulieren Sie Thren Losungsweg mit
Kongruenzen. (Beachten Sie, dass 2012 ein Schaltjahr ist.)

Erkldren Sie, wie man die bekannte Regel ,gerade + gera-
de = gerade” mittels Kongruenzen auf die Gleichung 0 +0 = 0
zuriickfithren kann. Welchen Gleichungen entsprechen die Regeln

~gerade + ungerade = ungerade “, ,,ungerade-ungerade=ungerade
usw.?

Zeigen Sie 7|31 - 4105,

Zeigen Sie, dass 1g2 (der dekadische Logarithmus von 2, also
die Zahl, fiir die 10'82 = 2 gilt) irrational ist.

Zeigen Sie, dass 61 n® +5n+ 1 fiir alle n € Z.

Zeigen Sie folgende Teilbarkeitsregeln mit Hilfe von Kongru-
enzen. Die Zahlen seien immer im Dezimalsystem dargestellt:

a) Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 3 (bzw. 9) teilbar ist.
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b) Eine natiirliche Zahl 7 ist genau dann durch 7 teilbar, wenn die
Zahl n’, die man wie folgt erhilt, durch 7 teilbar ist: Sei ay die
letzte Ziffer von n, also n = 10a + ap mit ap € {0,...,9}. Dann
setze n’ = a — 2ao.

Finden und beweisen Sie eine Teilbarkeitsregel fiir Division
durch 11.

Finden Sie weitere Teilbarkeitsregeln im Dezimalsystem, zum
Beispiel fiir Division durch 13 und durch 17. Finden Sie eine Teilbar-
keitsregel fiir Division durch 7 im Oktalsystem (Stellenwertsystem
zur Basis 8).

Sein € IN. Stellen Sie sich vor, Sie schreiben die Reste modulo n
der Zahlen 12,22, ..., (n — 1)? hintereinander auf. Welche Symmetrie
wiirden Sie sehen? Warum?

(Quadratische Reste)

a) Stellen Sie fiir jedes n = 3,4,5 eine Tabelle auf, in der Sie jeweils
die Zahlen a = 0,1,...,n — 1 gegen den Rest von a2 modulo n
abtragen. (Diese Reste heiffen quadratische Reste modulo 7.)

b) Folgern Sie, dass jede Quadratzahl bei Division durch 4 den Rest 0
oder 1 lasst. Was sind die moglichen Reste modulo 3 und modulo
5?

c¢) Welche Reste kann die Summe zweier Quadratzahlen bei Division
durch 4 lassen?

d) Gibt es Quadratzahlen der Form 3n — 1, 5n+4, 7n + 3 (mit n € IN)?

e) Kann 999.999 als Summe zweier Quadratzahlen geschrieben wer-
den?

f) Zeigen Sie: Wenn 5|a? + b? + ¢?> mit a,b,c € N, dann 5|a oder 5|b
oder 5|c.

Zwei Zahlen n,c € IN heifien teilerfremd, wenn 1 die einzige
nattirliche Zahl ist, die sowohl 7 als auch c teilt.

a) Wie kann man an den Primfaktorzerlegungen von n und c ablesen,
ob sie teilerfremd sind?

b) Zeigen Sie: Sind n,a,c € IN und sind n, c teilerfremd, so folgt aus
nlac schon n|a.
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¢) Zeigen Sie fiir n,a,b,c € IN mit c|a, c|b:

a=b modn=

(SRS
als

mod n, falls n,c teilerfremd sind.

Ziel dieser Aufgabe ist, das Lemma von EUKLID auf Seite 176
zu beweisen. Vorsicht: Wir diirfen im Beweis nicht die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung verwenden. Das wire ein Zirkelschluss, da
in deren Beweis das Lemma von EUKLID verwendet wurde.

a) (Der Fall p = 2) Zeigen Sie: Ist ab gerade, aber b ungerade, so ist a
gerade. Argumentieren Sie genau!

b) (Der Fall a < p) Zeigen Sie: Ist p eine Primzahl und sind a,b € IN
mit p 1 b (teilt nicht) und a < p, so folgt p 1 ab.

¢) Zeigen Sie das Lemma von EUKLID mittels b).

Betrachten Sie die folgende Aussage und den gegebenen
(nicht schliissigen) ,, Beweis”.

Lemma. Jede Potenz 6% mit k € IN endet in ihrer Dezimaldarstel-
lung auf 6.

Beweis. ,Beweis”
Um die Aussage zu zeigen, zeigen wir

VkeN:6f=6 (mod 10).

Diese Aussage werden wir mittels eines Widerspruchsbeweises
zeigen, indem wir das Gegenteil annehmen und diese Annahme
zum Widerspruch fiithren.

Annahme: 6 # 6 (mod 10) fiir alle k € IN.
Wenn 6% # 6 (mod 10) fiir jedes k € IN gilt, ist dies offenbar
auch fiir k = 2 der Fall. Es gilt jedoch

6> =36=6 (mod 10).

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, diese muss somit falsch
gewesen sein. Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt.

Warum ist der Beweis nicht schliissig? Geben Sie einen schliissigen
Beweis.
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(Umkehrung des Lemmas von EUKLID) Sei p € N mit p > 2
derart, dass fiir alle a,b € IN gilt: Wenn p|ab, dann gilt schon p|a
oder p|b.

Zeigen Sie, dass dann p eine Primzahl sein muss.
Zeigen Sie: Die Anzahl der positiven Teiler einer natiirlichen
Zahl n ist ungerade genau dann, wenn n eine Quadratzahl ist.
Seien m,n € N teilerfremd. Berechnen Sie

m m

(S22 4 (=)

wobei [x] die ,Aufrundung’ von x ist, also z.B. [2,4] =3, [5] =5.

Sei a eine natiirliche Zahl. Entscheiden Sie fiir jede der vier
unten aufgefithrten Aussagen a) bis d), ob die Aussage

a=1 (mod 4) (8.2)

diese impliziert und/oder von dieser impliziert wird.

a) a ist ungerade.

b) a ist ungerade und lésst sich als Summe zweier positiver Qua-
dratzahlen schreiben.

c) a2 =1 (mod 8)
d) 2a =2 (mod 4)

Geben Sie jeweils eine Begriindung oder ein Gegenbeispiel an.
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Wenn vieles auf wenige Schubfacher verteilt wird, muss mindestens
ein Schubfach viel erhalten. Das ist eine Binsenweisheit, und doch ist
es die Grundlage vieler mathematischer Argumente. Mal offenkundig,
mal versteckt, hat das Schubfachprinzip mitunter tiberraschende
Konsequenzen. Es ist eines der wenigen ganz allgemeinen Prinzipien
der Mathematik, ein wichtiges Hilfsmittel fiir Existenzbeweise. Die
Kunst besteht darin zu erkennen, wo man es anwenden kann.

In diesem Kapitel lernen Sie nach einer genauen Formulierung
des Prinzips zunéchst einige einfache Konsequenzen aus dem Alltag
kennen. Indem wir dann Reste als Schubfiacher betrachten, erhalten
wir einige {iberraschende Aussagen tiber Zahlen. Wir werden auch
die Frage erkunden, wie gut man beliebige Zahlen durch Briiche
approximieren kann, und dort unvermittelt auf das Schubfachprin-
zip stofien. Angewendet auf ein Problem aus der Graphentheorie
zeigt das Schubfachprinzip schliefSlich, dass selbst im chaotischsten
Dickicht noch Ordnung zu finden ist.

9.1 Das Schubfachprinzip, Beispiele

Die einfachste Version des Schubfachprinzips lautet, prazise formu-
liert:

Schubfachprinzip
Sei n € IN. Verteilt man n + 1 Kugeln auf n Schubficher, so

enthédlt mindestens ein Fach mehr als eine Kugel.

Diese Aussage ist optimal in folgendem Sinn: Verteilt man nur n
Kugeln auf n Schubféacher, konnte jedes Fach genau eine Kugel ent-
halten.

Beweis.
Enthielte jedes Fach hochstens eine Kugel, so wiren es hochstens n
Kugeln. g.e.d.

Beweisanalyse: Dies ist ein indirekter Beweis.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlésen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 10
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Ersetzt man Kugeln und Schubfécher in geeigneter Weise, erhdlt man
interessante Aussagen.

Beispiele

Unter 13 Personen gibt es zwei, die im selben Monat Geburts-
tag haben.

(Kugeln: Personen. Schubfiacher: Monate)

Wichtig: ,gibt es zwei’ bedeutet immer: ,gibt es mindestens
zwei’, es konnen natiirlich auch drei oder mehr Personen im
selben Monat Geburtstag haben.

Unter drei Personen gibt es zwei desselben Geschlechts.

(Kugeln: Personen. Schubfiacher: Geschlechter)

Unter den Einwohnern Bremens gibt es zwei, die dieselbe
Anzahl Haare auf dem Kopf haben.! (Kugeln: Einwohner
Bremens. Schubficher: Mogliche Anzahlen Haare, also die
Zahlen 0,1,2,...,300 000. Ein Einwohner kommt in Fach i,
wenn er i Haare auf dem Kopf hat.)

Das Schubfachprinzip ist ein sehr effizientes Mittel, um eine Exis-
tenzaussage zu beweisen: Im letzten Beispiel weifs man ohne weiteres
Zutun, dass es zwei Personen mit der gleichen Anzahl Haare gibt.
Wollte man herausfinden, wer diese Personen sind, miisste man bei
allen (zumindest bei sehr vielen) Einwohnern die Haare zdhlen — eine
fast unmogliche Aufgabe. In diesem Sinne ist das Schubfachprinzip
nicht konstruktiv.

Oft begegnet uns das Schubfachprinzip in seiner allgemeinen Form.

Erweitertes Schubfachprinzip

Seien a,n € IN. Verteilt man an + 1 Kugeln auf n Schubficher, so
enthdlt mindestens ein Fach mehr als a Kugeln.

IHierzu muss man wissen: 1. Jeder Mensch hat hichstens 300.000 Haare auf
dem Kopf (normal ist ca. 150.000), 2. Bremen hat mehr als 500.000 Einwohner.
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Dies ist wiederum optimal: Mit an oder weniger Kugeln stimmt das
nicht.

Beweis.

Enthielte jedes Fach hochstens a Kugeln, so konnten in den n Schub-

tachern hochstens an Kugeln sein. g.e.d.
Beispiele

Unterm Weihnachtsbaum liegen 13 Geschenke fiir 3 Kinder.
Dann bekommt mindestens ein Kind mindestens 5 Geschenke.

(Denn bekdme jedes Kind hochstens 4 Geschenke, so wéren es
insgesamt hochstens 3 - 4 = 12 Geschenke. Hier ist n = 3 und
a=4.)

Unter den Einwohnern Deutschlands gibt es mindestens 270,
die dieselbe Anzahl Haare auf dem Kopf haben.?

(Schubficher: Anzahl Haare, also hdchstens 300.001 Facher.
Verteilt man darauf mehr als 81 000 270 = 270 - 300 001 Perso-
nen, muss eines mehr als 270 Personen enthalten.)

In diesen Beispielen war es recht einfach zu erkennen, wie man das
Schubfachprinzip anwenden kann. Das ist nicht immer so. In den
folgenden Problemen miissen Sie genau hinsehen, um zu erkennen,
was Sie als Kugeln und was als Schubfdacher nehmen kénnen.

Als Faustregel bietet sich an: Die Kugeln sind die Objekte, deren
(Mehrfach-) Existenz man zeigen mochte, die Schubfacher sind die
Eigenschaften.

Problem 9.1

In einem Raum seien einige Personen versammelt. Zeigen Sie, dass es unter
ihnen zwei gibt, die dieselbe Anzahl Bekannte im Raum haben.?

27ahl der Einwohner Deutschlands: Etwa 81.084.000, Stand Sep. 2014.
3Es wird angenommen, dass die Relation Jbekannt’ symmetrisch ist, d. h.: Wenn
Person A Person B kennt, so kennt auch Person B Person A.
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Untersuchung

> Sei n > 2 die Anzahl der Personen im Raum. Die Aussage ,Es gibt
zwei” legt nahe zu versuchen, das Schubfachprinzip anzuwenden.
Was konnten Kugeln, was Schubféacher sein? Zu zeigen ist die Exis-
tenz zweier Personen, die relevante Eigenschaft ist die Anzahl von
Bekannten. Die Kugeln sollten also die Personen, die Schubfacher
sollten die moglichen Anzahlen sein.

> Welche Schubfiacher kommen vor? Die moglichen Anzahlen von
Bekannten, die eine Person im Raum haben kann, sind 0,1, ...,
n—1

>> Also haben wir n Kugeln und n Schubfacher. Das Schubfachprinzip
ist nicht direkt anwendbar. Was tun?

D> Sehen wir genau hin: Kennt eine Person alle anderen (hat sie also
n — 1 Bekannte), so kann es keine Person geben, die niemanden
kennt (also 0 Bekannte hat).

Also ist Schubfach 0 oder Schubfach n — 1 leer.

> Damit stehen nur n — 1 Schubfdcher zur Verfiigung, eines muss
also 2 Kugeln enthalten.

Man kann das zum Beispiel so aufschreiben:

Lésung zu Problem 9.1

Sei n > 2 die Anzahl der Personen im Raum. Wir numerieren sie
als 1,...,n. Sei b; die Anzahl der Bekannten von Person i. Dann ist
b € {01,...,n—1} fur jedes i. Gibt es eine Person i mit b; = n —1
(nennen wir diese den Partyhecht), so kennt i alle anderen Personen,
daher kann es keine Person geben, die null Personen kennt (denn
sie muss ja den Partyhecht kennen). Also kommen unter den Zahlen
by, ..., b, hochstens n — 1 verschiedene Zahlen vor, und daher muss
es i # j geben mit b; = b;.

Bemerkung

Betrachtet man die Personen als Ecken eines Graphen und die Be-
kanntschaften als Kanten, so ldsst sich die Aussage von Problem
9.1 in der Sprache der Graphen formulieren:

In jedem Graphen* gibt es zwei Ecken, die denselben Grad haben.

4mit mindestens zwei Ecken sowie ohne Doppelkanten und Schlingen



9.2 Reste als Schubfiacher 193

9.2 Reste als Schubfacher

Manchmal ist es sinnvoll, Reste modulo 7 als Schubfiacher zu verwen-
den. Hier ist ein einfaches Beispiel.

Problem 9.2

Gegeben seien 10 natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass es darunter zwei gibt,
deren Differenz durch 9 teilbar ist.

Das Ziel — Teilbarkeit durch 9 — legt es nahe, Reste modulo 9 zu
betrachten.

Lésung

Es gibt 9 mogliche Reste bei Division durch 9, namlich 0,1, ...,8.
Daher miissen unter 10 Zahlen zwei denselben Rest modulo 9 haben.
Die Differenz dieser beiden Zahlen ist dann durch 9 teilbar.

Die analoge Aussage mit 10 statt 9 lautet: Unter 11 natiirlichen Zahlen
gibt es zwei, die auf dieselbe Ziffer enden. Klar — es gibt ja nur 10
mogliche Endziffern. Endziffern sind gerade die Reste modulo 10.

Das Schubfachprinzip kann auch niitzlich sein, wenn man die
Existenz eines einzelnen Objekts mit gewissen Eigenschaften zeigen
will.

Problem 9.3

Zeigen Sie, dass es unter den Potenzen 772,73, ... eine gibt, die mit den
Ziffern 001 endet.

Untersuchung

Was ist gesucht? Drei Endziffern. Das lasst sich als Rest modulo 1000
beschreiben. Gefordert ist ein Existenzbeweis. Man konnte also ver-
suchen, das Schubfachprinzip anzuwenden, wobei die Schubfacher
die Reste modulo 1000 sind. Als Kugeln versuchen wir das zu ver-
wenden, dessen Existenz zu beweisen ist: Potenzen von 7. Unklar ist,
welchen Nutzen wir daraus ziehen konnten, dass zwei Potenzen von
7 denselben Rest modulo 1000 haben.
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Denkpause

Schreiben wir hin, was das bedeutet: 7 = 7 mod 1000, oder dquiva-
lent 1000]7" — 7! fiar zwei verschiedene natiirliche Zahlen k, . Was
konnen wir damit anfangen? Wir konnten die kleinere der Potenzen
ausklammern: Ist zum Beispiel k > I, so kénnten wir 7% = 7! . 7k~
schreiben, das ergabe 7 — 7/ = 7! . (7*=! — 1). Wenn das durch 1000
teilbar ist, ist schon 75! — 1 durch 1000 teilbar, also endet 7! auf
001, fertig!

Das war schon fast perfekt; in der folgenden Losung sind die fehlen-
den Details ergianzt.

Lésung zu Problem 9.3

Eine Zahl endet mit den Ziffern 001 genau dann, wenn sie bei Teilen
durch 1000 den Rest 1 ldsst. Daher betrachten wir die Reste mo-
dulo 1000 als Schubfiacher. Da es 1000 solche Reste gibt (ndmlich
0,1,...,999), gibt es unter den 1001 Zahlen

7\ 7278 ... 71001

zZwei, sagen wir 75 und 7! mit k > 1, die denselben Rest modulo 1000
haben. Dann gilt

1000|7F — 7! = 7171 —1).

Aus 1000|7' (75" — 1) folgt 1000|7¥~" — 1, denn in der Primfaktorzer-
legung von 7/ (75~! — 1) muss 1000 = 23 - 5% vorkommen, und da 7
eine Primzahl ist, muss dies bereits in der Primfaktorzerlegung von
7k=1 — 1 vorkommen. Also lasst 75~/ den Rest 1 modulo 1000, endet
also mit den Ziffern 001.

Riickschau zu Problem 9.3

Die Aufgabe legte nahe, die Reste modulo 1000 als Schubfacher und
die Potenzen von 7 als Kugeln zu betrachten. Weniger offensichtlich
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war, was es niitzt, zwei Potenzen mit demselben Rest zu haben.
Man hat einfach deren Differenz betrachtet und das Potenzgesetz
7k = 71 . 7--1 yverwendet.

Der Beweis zeigt, dass die gesuchte Potenz schon unter den Zahlen
7,74 ... 71000 74 finden ist.

Analoges gilt fiir jede Zahl anstelle von 7, die weder durch 2 noch
durch 5 teilbar ist. Und statt 001 kann man auch n Nullen gefolgt von
einer 1 fordern, fiir beliebiges n. Der Beweis ist vollkommen analog.

9.3 Eine Erkundungstour: Approximation durch Briiche

Wir wollen eine kleine Entdeckungsreise zu folgender Frage unter-
nehmen.

Approximationsproblem: Wie gut lassen sich beliebige reelle Zah-
len a durch Briiche approximieren?

Ihre erste Reaktion lautet vielleicht: Was soll die Frage, jede reel-
le Zahl a lasst sich beliebig gut durch Briiche® approximieren: Man
schneidet einfach die Dezimaldarstellung von a nach einigen Stellen
ab. Zum Beispiel kann man 7w = 3,1415... durch 3,141 = 3141/1000
approximieren mit einem Fehler von 0,0005. ... Will man eine bessere
Approximation, nimmt man einfach mehr Stellen hinzu. °

An dieser Stelle konnten wir aufhoren: Problem geldst, Entde-
ckungstour beendet. Oder wir konnten versuchen, anhand dieser
etwas vage formulierten Frage noch mehr, Interessanteres zu entde-
cken.

Bleiben wir beim Beispiel 77 = 3,1415926. ... Wenn der Bruch /x
nahe bei 7t liegen soll, muss n7r nahe bei der ganzen Zahl m liegen.
Sehen wir uns also einige Vielfache von 7 und ihren Abstand zur
ndchsten ganzen Zahl an, siehe Tabelle 9.1:

5Mit einem Bruch ist immer ein Bruch ganzer Zahlen gemeint; die als Briiche
darstellbaren Zahlen nennt man rational. Wir unterscheiden hier nicht zwischem
einem Bruch und der durch den Bruch dargestellten rationalen Zahl.

5Vielleicht lautet Thre erste Reaktion auch: Warum steht das im Kapitel tiber das
Schubfachprinzip? Warten Sie’s ab. Lassen wir uns nicht von den Methoden leiten,
sondern von der Frage.
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n | nrt (gerundet) | Abstand
1 3,14 0,14
2 6,28 0,28
3 9,42 0,42
4 12,57 0,43
5 15,71 0,29
6 18,85 0,15
7 21,99 0,01
8 23,13 0,13

Tab. 9.1 Abstand von n7 zur ndchsten ganzen Zahl, auf 2 Stellen gerundet

Wir erleben eine Uberraschung: 77 liegt viel niher an einer ganzen
Zahl (22) als die anderen Vielfachen von 7. Damit wird 7t durch 22/7
sehr gut approximiert, gemessen daran, dass der Nenner recht klein
ist: Wir berechnen 22/7 = 3,142 ... und sehen, dass der Fehler etwa
0,001 ist. Vergleichen wir das mit unserer ersten Idee, die Dezimal-
darstellung abzubrechen. Tabelle 9.2 zeigt einige dieser Briiche und
die Approximationsfehler. Es ist auch eine weitere besonders gute
Approximation, 355/133, angegeben.

Bruch Fehler
31/10 = 3,1 0,04...
314/100 = 3,14 0,001...
3141/1000 = 3,141 0,0005...
22/7 = 3,1428... 0,001...
355/113 = 3,1415929... | 0,0000003...

Tab. 9.2 Approximationen von 7t durch Briiche

Bemerkenswert an der Tabelle ist Folgendes: Der Bruch 22/7 gibt
eine dhnlich gute Approximation wie der Bruch 314/100, kommt aber
mit wesentlich kleinerem Zihler und Nenner aus. Noch extremer
ist die Situation bei 355/113. Obwohl der Nenner nur unwesentlich
grofser ist als der von 314/100, liefert dieser Bruch eine weit bessere
Approximation.
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Wir sehen, dass es einiges zu entdecken gibt, wenn wir die Grofe
der Nenner als Untersuchungsgegenstand hinzunehmen.” Wir kénnen
unser Problem prézisieren:

Approximationsproblem, Version 2: Untersuche, wie bei der Ap-
proximation einer beliebigen reellen Zahl a durch Briiche der Appro-
ximationsfehler mit der Grofle der Nenner zusammenhingt.

Bisher haben wir nur das Beispiel a = 7t betrachtet. Das ist insofern
speziell, als 7t irrational ist, d. h. sich nicht exakt als Bruch schreiben
lasst.® Aber auch fiir rationale Zahlen ist das prézisierte Problem inter-
essant. Als Beispiel betrachten wir a = 0,51: Zwar ist dies exakt 51/100,
doch ldsst es sich durch den viel einfacheren Bruch 1/2 approximieren,
mit dem relativ kleinen Fehler 0,01.

Unsere Frage hat auch praktische Bedeutung: Stellen Sie sich vor,
Sie wollen ein Getriebe aus zwei Zahnrdadern bauen, das moglichst
genau ein vorgegebenes Ubersetzungsverhiltnis a hat. Dabei wollen
Sie — zum Beispiel aus Kostengriinden — nur Zahnrader mit moglichst
wenig Zihnen verwenden. Haben die beiden Zahnrdder m und n
Zihne, so produzieren sie das Ubersetzungsverhiltnis 7/x. Sie miissen
also die Kosten (die von m +n =~ (a+ 1)n, also von n abhéngen) gegen
die Differenz |a — /x| austarieren, und dafiir brauchen Sie Einsicht
in das oben gestellte Problem.

Auch dieses prézisierte Problem ist noch etwas vage. Um weiter-
zukommen, wollen wir konkretere Fragen formulieren. Wir werden
folgende Notation verwenden:

a: eine reelle Zahl, die wir der Einfachheit halber als positiv vor-
aussetzen wollen

n € IN: die Grofie des Nenners eines approximierenden Bruches
¢ > 0: der Approximationsfehler’

Wir bezeichnen mit Approx(a, n, e) die Aussage

,a ldsst sich mit Nennergrofse n

mit einem Fehler von hochstens € approximieren”.

7Statt der Grofe der Nenner konnten wir auch die Grofe der Zihler nehmen.
Das lduft im Wesentlichen auf dasselbe hinaus, da aus a ~ m/x folgt, dass m ~ an ist.

8Diese Tatsache ist nicht ganz einfach zu beweisen, siehe z. B. (Aigner, 2012).

9Die kleinen griechischen Buchstaben ¢ und ¢ (epsilon und delta) werden in der
Mathematik oft fiir kleine positive Zahlen verwendet.
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Anders gesagt: ,Es gibt ein m € Ny, so dass |a — %‘ < gist”

Hier sind einige Fragen, die wir stellen konnten.

Approximationsproblem, Version 3:

1. Gegeben a und n, was ist das minimale €, so dass Approx(a, n, €)
Qilt?

2. Gegeben a, gibt es bestimmte Werte von n, fiir die Approx(a, n, €)
mit besonders kleinen ¢ gilt?

3. Gegeben n, was ist das minimale €, so dass Approx(a,n,e) fiir
alle a stimmt?

Vielleicht fallen Ihnen weitere Fragen ein?

Beachten Sie den Unterschied der dritten Frage zu den ersten bei-
den: Bei 1. und 2. wird a anfangs fixiert. ¢ darf dann von a abhédngen.
Bei 3. wird n fixiert und nach einem & gesucht, das fiir alle a funktio-
niert. In allen Fillen wird e von n abhidngen.

Zu Frage 1: So wie die Frage dasteht, kann man wohl nicht viel
mehr sagen als ein lakonisches ,Das hingt davon ab, was a ist”.
Machen wir eine Skizze, sieche Abbildung 9.1. Wir zeichnen die Punkte
0,1,2 .., dann wird a zwischen zweien dieser Punkte liegen (oder
mit einem zusammenfallen).

a

m—‘i-l
n

o
=

2
n

SR

Abb. 9.1 Approximation von a durch den Bruch 7

Immerhin konnen wir ablesen, dass ¢ = % . % = ﬁ immer geht,

kleinere € aber nicht fiir alle a gehen. Das heifst: Sei n € IN beliebig.
Dann stimmt Approx(a,n, 5-) fiir jedes a, und fiir e < ;- gibt es
Zahlen a, fir die Approx(a,n,e) nicht gilt, zum Beispiel a = ﬁ
Damit ist auch Frage 3 beantwortet.

Frage 2 ist wesentlich interessanter, wie wir am Beispiel 2 = 7
gesehen haben. Sie ist noch etwas unkonkret. Was heifst ,besonders
klein”? Nattirlich werden wir fiir sehr grofie n auch sehr gut approxi-
mieren konnen, also wird € von n abhdngen. Wir sahen, dass ¢ = %
fiir alle n geht. Bei a = 7t liegen die Approximationsfehler von 22/7
und von 355/113 jedoch weit darunter. Kénnen wir solche besonders

guten Approximationen fiir jedes a finden? Wie gut konnen sie sein?
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Die gute Approximation von 7t durch 22/7 hatten wir gefunden,
indem wir den Abstand von n7r zu ganzen Zahlen betrachteten. Un-
tersuchen wir dies allgemein: Wie klein kénnen wir diesen Abstand
machen, wenn wir Zahlen 7 bis zu einer bestimmten Grofle zulassen?

Problem 9.4

Sei N € IN. Finde die kleinste Zahl 6, abhingig von N, fiir die Folgendes
gilt: Fiir jede reelle Zahl a > 0 hat mindestens eine der Zahlen a,2a, ..., Na
einen Abstand von hochstens & zu einer ganzen Zahl.

Dieses Problem scheint mehr Ahnlichkeit mit Frage 3 als mit Frage
2 zu haben, da dasselbe ¢ fur alle a funktionieren soll. Nach der
Losung werden wir aber sehen, dass uns die Antwort bei der Unter-
suchung von Frage 2 helfen wird. Machen Sie sich den Unterschied
des Problems zu Frage 3 klar!

Untersuchung

> Machen wir uns mit dem Problem vertraut. Die Aussage ist etwas
kompliziert: ... kleinste ... jede ... mindestens ... hochstens.
Hinterfragen Sie jedes dieser Worte, um zu verstehen, was gesucht
ist. Sehen Sie sich einige Beispiele fiir 2 und N an und finden Sie
jeweils das bestmogliche é.

> Was ist die Antwort fiir N = 1? Fiir welche ¢ gilt, dass jedes a einen
Abstand von hochstens 6 zu einer ganzen Zahl hat?
Fiir 6 = 1/2 stimmt dies offenbar, und fiir kleinere ¢ stimmt das
nicht (da z. B. a = 1/2 sein konnte). Die Antwort fiir N = 1 lautet
also 6 = 1/2.

> Wie steht’s mit N = 2? Hierbei haben wir die Zahlen a und 2a
zu betrachten. Spielen Sie ein wenig damit herum, probieren Sie
verschiedene a, versuchen Sie, den ungiinstigsten Fall zu konstru-
ieren.

Denkpause
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>> Es ist Zeit, eine geeignete Notation einzufiihren. Fir x € R, x >
0 sei frac(x) der Nachkommateil von x.!° Hier ist eine exakte
Definition.

Fiur x € R, x > 0 sei |x] (Gauklammer von x) die grofite
ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist, und frac(x) = x — [x].

Beispiele: [3,1| = 3 und frac(3,1) = 0,1. |5,9] = 5 und frac(5,9) =
0,9. 3] =3 und frac(3) = 0.
Es ist immer 0 < frac(x) < 1.

> Der Abstand einer reellen Zahl zur nédchsten ganzen Zahl hingt
nur von ihren Nachkommastellen ab. Daher betrachten wir die
Zahlen frac(a), frac(2a). Vielleicht haben Sie beobachtet, dass ¢
nicht kleiner als 1/3 gewdhlt werden kann (fiir a = 1/3 oder a = 2/3).
Versuchen wir also zu zeigen, dass fiir N = 2 die richtige Antwort
0 = 1/3ist.

> Wir wollen zeigen: Fiir jedes a liegt mindestens eine der Zahlen
frac(a), frac(2a) in einem der beiden &ufleren (fetten) Intervalle in
Abbildung 9.2. Dabei zdhlen wir die Endpunkte 1/3 bzw. 2/3 zum
jeweiligen Intervall.

0

QIN 1
—_

1
3

Abb. 9.2 Drei Drittel fiir frac(a), frac(2a)

Denkpause

> Was wire, wenn das nicht stimmte? Dann miissten frac(a), frac(2a)
beide im mittleren Drittel liegen, ihr Abstand voneinander wire
also hochstens 1/3.11

10Statt frac(x) ist auch die Bezeichnung {x} {iblich. Um Verwechslungen mit der
Menge {x} zu vermeiden, verwenden wir frac(x), fiir ,fractional part”.
Er wire sogar kleiner als 1/3, doch das spielt im Folgenden keine Rolle.
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> Aber wenn frac(2a) und frac(a) hochstens den Abstand 1/3 haben,
dann sollte 2a — a = a hochstens den Abstand 1/3 zu einer ganzen
Zahl haben, und damit ldge frac(a) doch in einem der dufleren
Intervalle, Widerspruch!

> Hier ist noch eine kleine Nebeniiberlegung nétig: Ist der Abstand
von b — a zur nichsten ganzen Zahl immer hochstens | frac(b) —
frac(a)| (in unserem Fall war b = 24)? Das sieht verniinftig aus,
wir verschieben aber die Details auf spater und sehen uns erst den
allgemeinen Fall an.

Versuchen Sie, das Argument auf beliebige N zu verallgemeinern!
Was konnte das optimale J sein? Wie kann man das beweisen?
Wenn Sie noch nicht bereit fiir den allgemeinen Fall sind, betrachten
Sie zunédchst N = 3.

Denkpause

> Fiir N = 3 teilen wir das Intervall [0,1] in vier Viertel. Wenn keine
der drei Zahlen frac(a), frac(2a), frac(3a) in einem der dufleren
Viertel liegt, miissen sie alle in den zwei iibrigen Vierteln liegen,
und daher miissen zwei von ihnen im selben Viertel liegen (Schub-
fachprinzip). Damit wire ihr Abstand hochstens 1/4, und wir erhal-
ten einen Widerspruch wie vorher. Also stimmt die Behauptung fiir
6 = 1/4. Mit einem kleineren J stimmt sie nicht, da fiir a = 1/4 jede
der Zahlen 1/4, 2/4, 3/4 einen Abstand > 1/4 zur ndchsten ganzen
Zahl hat.

> Fiur N = 1 erhalten wir 6 = 1/2, fiir N = 2 ist § = 1/3 und fur
N = 3 ist § = 1/4. Das legt die Vermutung nahe, dass allgemein
das bestmogliche J gleich 1/N+1 ist.

Lésung zu Problem 9.4

Behauptung: Die kleinste Zahl 4, fiir die die Aussage von Problem 9.4
richtig ist, ist § = ﬁ
Zum Beweis benétigen wir folgendes Lemma.
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Seien x,y € R, x,y > 0. Aus |frac(x) — frac(y)| < ¢ folgt, dass
x — y hochstens den Abstand 6 von einer ganzen Zahl hat.

Beweis.
Schreibe x = | x| + frac(x), y = |y] + frac(y). Dann ist

x—y = (lx] - [y]) + (frac(x) — frac(y))

Die erste Klammer rechts ist eine ganze Zahl, die zweite hat nach
Annahme einen Betrag < 4. Damit folgt die Behauptung. g.e.d.

Wir beweisen nun die Behauptung zu Problem 9.4.

Beweis.
1

.. o . . 1
Fur a = NI erhilt man die Zahlen Nyis-

mindestens N%rl von der ndchsten ganzen Zahl entfernt. Daher muss

N .
-, N1+ Jede davon ist

o> ﬁ gelten.

Seinun 4 = ﬁ Sei a > 0 beliebig. Wir zeigen, dass mindestens
eine der Zahlen a,2a, ..., Na einen Abstand von hochstens § zu einer
ganzen Zahl hat. Betrachte die N + 1 Intervalle!?

I =1[0,6), L =[6,25], ..., Iy = [N5,1].

Jedes Intervall hat die Lange J, auch das letzte, da 1 = (N + 1)J.
Angenommen, keine der Zahlen na, n = 1,2,..., N hitte einen Ab-
stand von hochstens 6 zu einer ganzen Zahl. Dann ldge keine der
Zahlen frac(na) in Iy oder in Iy. Daher ligen alle diese N Zahlen
in den restlichen N — 1 Intervallen. Also (Schubfachprinzip) ldgen
mindestens zwei davon, sagen wir frac(ka) und frac(la) mit k > I,
im selben Intervall, also wére |frac(ka) — frac(la)| < é. Nach dem
Lemma hitte dann ka — la héchstens den Abstand é von einer ganzen
Zahl. Wegen k,1 € {1,..., N} und k > I giltk—1 € {1,...,N -1},
also ist ka — la = (k — I)a eine der Zahlen 4,24, ..., Na, daher wire
dies ein Widerspruch zur Annahme. Daher war die Annahme falsch
und die Behauptung ist gezeigt. g.e.d.

12Eg ist irrelevant, dass sich einige der Intervalle in ihren Endpunkten
iiberschneiden. Wichtig ist, dass ihre Vereinigung das Intervall [0,1), also die Menge
der moglichen Werte von frac(a), enthalt.



9.3 Eine Erkundungstour: Approximation durch Briiche 203

Beweisanalyse: Um zu zeigen, dass 6 = ﬁ die Aussage des
Problems erfiillt, fithrten wir einen Widerspruchsbeweis: Die
Annahme des Gegenteils fiihrte auf einen Widerspruch. Das
Schubfachprinzip war anwendbar, da man aus zwei Zahlen
im selben ,,Schubfach” eine neue Zahl (ihre Differenz) bilden
konnte, die den Widerspruch herbeifiihrte.

Um zu zeigen, dass die Aussage fiir kleinere J nicht gilt, reichte
es, ein Beispiel a anzugeben, fiir das sie nicht gilt (das Gegenteil
einer ,fiir alle”-Aussage ist eine ,existiert”-Aussage).

Kommen wir nun auf Frage 2 auf Seite 198 zuriick: Gegeben 4, gibt
es bestimmte Werte von n und zugehdorigem m, fiir die |a — %} <e
mit besonders kleinem ¢ gilt? Wir wissen schon, dass ¢ = ﬁ immer
geht, aber wir hitten gerne viel kleinere ¢, so wie es im Beispiel 7
und % der Fall war. Um dies anzugehen, formulieren wir die Losung

von Problem 9.4 um: Sei a > 0.

Zujedem N € N gibtes n € N, n < N und m € Ny, fiir die
1 9.1)

— < -
Ina —m| < g7

gilt.13 Wir teilen dies durch n und erhalten ‘a - %! < m Fir
grofes N ist dies schon sehr viel besser als der Fehler 5-. Fiir Frage 2
wollen wir aber den Approximationsfehler nur mittels des Nenners
n ausdriicken. Das ist einfach: Aus n < N folgt i+ < -1, und wir

N+1 = n+1
erhalten .

nn+1)"
Leider beantwortet das immer noch nicht unsere Frage 2, denn wir
wissen bisher nur, dass es ein n (und ein zugehoriges m) gibt mit
dieser Eigenschaft. Es konnte zum Beispiel n = 2 sein, das gibt keine
gute Approximation! Wenn wir jedoch (9.1) geschickter verwenden,
erhalten wir ein besseres Resultat:

‘a - %‘ < 9.2)

Sei a > 0 irrational. Dann gibt es unendlich viele Briiche 7}, fiir
die Ungleichung (9.2) gilt.

13Dies ist als Dirichletscher Approximationssatz bekannt.
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Beweis.

Wir zeigen, dass es zu jeder endlichen Menge von Briichen einen
weiteren Bruch gibt, der nicht in der Menge liegt und der die Unglei-
chung (9.2) erfiillt. Starten wir mit der leeren Menge, erhalten wir
dadurch beliebig viele Briiche, die die Ungleichung erfiillen. Also
kann es davon nicht nur endlich viele geben.

Sei also M eine endliche Menge von Briichen. Fiir jeden dieser
Briiche ™ betrachte die Zahl |na — m|. Sie ist positiv, da a irrational
ist. Also erhalten wir endlich viele positive Zahlen; sei dy die kleinste
darunter. Nun wihlen wir eine natiirliche Zahl N mit ﬁ < &
und bestimmen dann n’ < N und m’ so, dass |n'a —m'| < ﬁ gilt.
Dies geht nach (9.1). Zum einen folgt daraus |n'a —m’'| < &) und
damit ’,’f—,/ ¢ M nach der Definition von éy. Zum anderen konnen wir
durch #n’ dividieren, und indem wir n’ < N verwenden, erhalten wir
‘a — ’]J—,/ < m, was zu zeigen war. g.e.d.

Beweisanalyse: Dies war ein direkter Beweis. Bei der Konstrukti-
on immer weiterer approximierender Briiche war als Formulie-
rungshilfe das Extremalprinzip niitzlich (,sei dy die kleinste”),
das wir in Kapitel 10 genauer untersuchen werden.

Was sagt uns der Satz? Zunéchst kann es fiir jedes n > 2 hochstens
ein m geben, fiir das die Abschdtzung (9.2) gilt (warum?). Mit dem
Satz folgt, dass die Abschitzung fiir unendlich viele n gilt, und daher
konnen wir zu beliebigem & > 0 ein derartiges n finden, das zusétzlich
m < ¢ erfillt, und dafiir gilt Approx(a, n, €).

Das ist aber bei weitem nicht alles: Die Abschitzung (9.2) ist viel
besser als die Approximation durch Abschneiden der Dezimaldar-
stellung: Schneidet man nach der k-ten Nachkommastelle ab, hat der
approximierende Bruch die Form i, und der Fehler ist mindestens
wk%, wenn die (k 4 1)-te Stelle nicht zuféllig eine Null ist. Hier ist
also n = 10%, und der Fehler ist von der Grofienordnung 10%1. Fur
k > 1 ist dies wesentlich grofier als der Fehler m in (9.2): im ersten
Fall wéchst der Nenner linear mit 7, im zweiten Fall quadratisch.

Weitere Bemerkungen zum Approximationsproblem

Die Aussage des Satzes von Seite 203 stimmt auch fiir rationales

a, ist dann aber uninteressant: Schreibe a = % und wahle m = kp,
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n = kq fur k = 1,2,.... Jedoch ist auch fiir rationale Zahlen a
die Frage, ob man sie durch Briiche mit kleinen Nennern gut
approximieren kann, interessant. Hierfiir sind die sogenannten
Kettenbriiche niitzlich, mit deren Hilfe man auch ein effektives
Verfahren erhilt, die besonders guten Approximationen des Satzes
zu bestimmen. Mehr dazu erfahren Sie in (Aigner, 2012).

Die Losung von Problem 9.4 und die Aussage des Satzes gelten
fiir alle a > 0. Fiir bestimmte Zahlen a kann es viel bessere Appro-
ximationen geben. Z. B. kann man fiir manche a das m in (9.2)
durch % ersetzen, was fiir grofle n eine bessere Approximation
bedeutet. Andererseits kann man zeigen, dass das z. B. fiir den
Goldenen Schnitt, a = #, nicht geht, er sich also nur schlecht

rational approximieren ldsst.

Diesen Fragenkreis nennt man diophantische Approximation.
Diese ist wiederum wichtig bei der Untersuchung dynamischer
Systeme. Z. B. wurde schon PoiNncARE um 1900 bei der Untersu-
chung der Planetenbahnen auf solche Fragen gefiihrt.

Das Lochproblem: Die Aussage von Problem 9.4 hat weitere inter-
essante Konsequenzen. Betrachten wir folgende Situation, siehe
Abbildung 9.3. Ein Mdnnchen marschiere auf einer Kreisbahn der
Lange 1 mit konstanter Schrittweite a. In der Kreisbahn sei ein
Loch der Lange ¢ > 0. Dann gilt: Falls a irrational ist, wird das
Minnchen irgendwann ins Loch fallen — egal, wie klein ¢ ist und
wo er losgeht.!*

Abb. 9.3 Falls a irrational ist, fdllt das Méannchen irgendwann ins Loch

Beweis.
Markiere den Startpunkt mit 0 und miss Langen von 0 anfangend
in Gehrichtung. Da die Kreisbahn die Lange 1 hat, sind die Schritte

14Wir nehmen an, dass die Fiie unendlich diinn sind.
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bei den Punkten frac(a), frac(2a), frac(3a),.... Wiahle N € IN mit
% < &. Nach Problem 9.4 gibt es ein n < N, so dass frac(na) < %
oder frac(na) > 1 — % Wir betrachten den ersten Fall, der andere
lasst sich dhnlich behandeln. Setze b = frac(na). Da a irrational ist,
ist b > 0. Nach n Schritten hat sich das Mannchen also von 0 zu b
bewegt. Nach weiteren n Schritten ist es dann beim Punkt 2b, nach
weiteren 7 bei 3b etc. Wegen |b| < & < ¢ liegt eine dieser Zahlen
b,2b, ... im Loch. g-e.d.

In der mathematischen Fachsprache formuliert, haben wir bewie-
sen: Sei a irrational. Dann gibt es zu jedem Intervall [x,y] C [0,1]
mit x < y ein k € IN mit frac(ka) € [x,y]. Man driickt dies auch
SO aus:

Sei a irrational. Dann ist die Menge der Zahlen frac(ka), k € IN,
dicht in [0,1].

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies fiir rationale Zahlen a nicht
stimmt.

Die Folge frac(ka), k = 1,2,3,..., ist ein sehr einfaches Beispiel
eines ergodischen dynamischen Systems.

Eine hiibsche Anwendung auf Potenzen ganzer Zahlen finden Sie
in Aufgabe

9.4 Ordnung im Chaos: Das Schubfachprinzip in der
Graphentheorie

Problem 9.5

Zeigen Sie: Unter beliebigen 6 Personen gibt es 3, die sich gegenseitig ken-
nen, oder 3, die sich gegenseitig nicht kennen.

Es ist niitzlich, dies durch einen Graphen darzustellen. Die Ecken
des Graphen sind die Personen. Wir verbinden je zwei Ecken durch
eine Kante. Dabei fairben wir eine Kante rot (durchgéngig gezeichnet),
wenn sich die Personen kennen, sonst griin (gestrichelt gezeichnet).
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Abb. 9.4 Ein Graph, dessen Kanten mit zwei Farben gefarbt sind

Abbildung 9.4 zeigt ein Beispiel. Wir wollen dann zeigen: Es gibt
mindestens ein einfarbiges Dreieck, egal wie man die Kanten gefirbt hat.

Probieren Sie ein wenig. Sehen Sie sich die von einer Ecke ausge-
henden Kanten an. Was konnen Sie iiber diese aussagen?

Denkpause

Lésung zu Problem 9.5

Wir 16sen das in die Graphensprache umformulierte Problem. Be-
trachte eine beliebige Ecke E. Von ihr gehen 5 Kanten aus. Nach dem
Schubfachprinzip haben davon mindestens drei dieselbe Farbe, sagen
wir Rot. Betrachte nun die jeweils anderen Endpunkte dieser Kanten
sowie die zwischen diesen Endpunkten verlaufenden Kanten. Falls
eine davon rot ist, erhdlt man zusammen mit E ein rotes Dreieck, sind
aber alle griin, bilden sie ein griines Dreieck.

Ist 6 die kleinste Anzahl von Ecken (Personen), fiir die dies stimmt?
Ja, denn man konnte z. B. die AufSenseiten eines konvexen Fiinfecks
rot farben und seine Diagonalen griin, dann gibt es kein einfarbiges
Dreieck.

Verallgemeinern wir die Frage: Stimmt es, dass man bei ausrei-
chend vielen Personen sicher sein kann, dass es sogar 4 unter ihnen
gibt, die sich alle gegenseitig kennen oder alle gegenseitig nicht ken-
nen? In der Sprache der Graphen wire dies eine Gruppe von vier
Ecken, deren sdamtliche 6 Verbindungen dieselbe Farbe haben. Man
nennt dies ein vollstindiges einfarbiges Viereck.
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Folgende Zwischenstufe ist etwas leichter: Farben wir alle Kanten
zwischen 10 Ecken rot oder griin, so gibt es ein rotes Dreieck oder ein
griines vollstiandiges Viereck. Zeigen Sie dies!

Ist die Zahl 10 dabei kleinstmoglich? Es stellt sich heraus, dass dies
auch fiir 9 Ecken gilt, es ist aber etwas schwieriger zu zeigen. Die Zahl
9 ist minimal, d. h. bei 8 Ecken stimmt das nicht fiir jede Farbung der
Kanten. Man schreibt dafiir R(3,4) = 9 und nennt dies eine Ramsey-
Zahl. Analog ist also R(3,3) = 6. Die hoheren Ramsey-Zahlen genau
zu bestimmen, ist schwierig, z. B. ist R(5,5) unbekannt.

Als weitere Verallgemeinerung kann man mehr als zwei Farben
zulassen. Allgemein ldsst sich zeigen: Seien k, a3, ..., a; € IN. Dann
gibt es eine Zahl R, so dass fiir jede Farbung aller Kanten zwischen
R Punkten mit den Farben 1,2, ...,k mindestens ein vollstindiges
a1-Eck der Farbe 1 oder ein vollstindiges a,-Eck der Farbe 2 oder

. oder ein vollstandiges a,-Eck der Farbe k existiert. Mit anderen
Worten:

Wenn das Chaos nur grofd genug ist, findet man darin auch
wieder Ordnung!

9.5 Werkzeugkasten

Das Schubfachprinzip ist ein Werkzeug, an das Sie immer denken
sollten, wenn Sie einen Existenzbeweis fiihren mochten. Suchen Sie
Objekte mit bestimmten Eigenschaften, so entsprechen die Objekte
meist den Kugeln, die Eigenschaften den Schubfdachern. Nicht immer
ist es offensichtlich, ob und wie das Schubfachprinzip anwendbar
ist. Sie sollten gezielt nach Kugeln und Schubfichern suchen. Bei
Problemen mit ganzen Zahlen sind Reste oft gute Kandidaten fiir
Schubfacher.

Das Schubfachprinzip liefert die Existenz mehrerer Objekte mit
bestimmten Eigenschaften. Es kann aber auch in Situationen niitzlich
sein, wo nur ein Objekt gesucht ist, z. B. wenn man aus zwei Objekten
durch algebraische Operationen (Subtraktion, Quotient etc) ein neues
erhalten kann (Probleme 9.3 und 9.4).
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Aufgaben

Wie viele Kinder miissen mindestens in einer Klasse sein,
damit man sicher sein kann, dass es mindestens drei gibt, die im
gleichen Monat Geburtstag haben?

a) In einer Schublade befinden sich fiinf Paare griine und fiinf Paare
rote Socken. Linke und rechte Socken sind nicht zu unterscheiden.
Wie viele Socken muss man (ohne Zuriicklegen) ziehen, damit
man in jedem Fall ein passendes Paar hat?

b) In einem Schrank befinden sich zehn verschiedene Paare Schuhe.
Wie viele Schuhe muss man blind aus dem Schrank nehmen (ohne
Zuriicklegen), bis man in jedem Fall ein passendes Paar hat? Wie
viele miissen gezogen werden, sollten je fiinf Paare vom gleichen
Modell sein?

Zeigen Sie: Geht man nur lange genug auf einem begrenzten
Schneefeld spazieren, tritt man irgendwann in die eigenen FufSstapfen
(zumindest teilweise). Welche Grofen miissen Sie kennen, um zu
wissen, nach wie vielen Schritten das spéatestens passiert?

Zeigen Sie mit dem Schubfachprinzip: Seien ein Dreieck und
eine Gerade gegeben. Dann schneidet die Gerade hochstens zwei
Seiten des Dreiecks.

Zeigen Sie: Man kann ein gleichseitiges Dreieck nicht mit zwei
kleineren gleichseitigen Dreiecken tiberdecken.

In Abbildung 9.4 gibt es sogar drei einfarbige Dreiecke. Ist
dies immer der Fall, oder gibt es zumindest immer zwei?

Seia € N und sei x € Z eine nicht durch sieben teilbare Zahl.
Gibt es unter den Zahlen a,a + x,a + 2x, ...,a + 6x dann immer eine
durch sieben teilbare?

Sein € Nunday,...,a, € N. Zeigen Sie, dass Indizes j und
k mit j < k existieren, so dass a; + ... + a; durch n teilbar ist.

Zeigen Sie: Unter 52 verschiedenen Zahlen aus der Menge
{0,...,99} gibt es zwei, deren Summe 100 ist.
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Zeigen Sie, dass es unter beliebigen 52 natiirlichen Zahlen
zwei gibt, deren Summe oder Differenz ein Vielfaches von 100 ist.
(Beachten Sie, dass 0 auch ein Vielfaches von 100 ist.)

Ein Gitterpunkt in der Ebene ist ein Punkt mit ganzzahligen
Koordinaten. Wir stellen uns vor, in jedem Gitterpunkt (aufier dem
Nullpunkt) stehe ein Baum, siehe Abbildung 9.5. Wir blicken vom
Nullpunkt aus in eine beliebige Richtung. Zeigen Sie:

a) Haben alle Baume die Dicke null (also ,Striche in der Landschaft’),
so sieht man einen Baum in den Blickrichtungen rationaler Stei-
gung und keinen Baum in Blickrichtungen irrationaler Steigung.15

b) Hat jeder Baum die Dicke & > 0, so sehen wir in jeder Richtung
einen Baum. d. h. jeder von Null ausgehende Strahl trifft mindes-
tens einen Baum - egal, wie klein ¢ ist.

c) Geben Sie bei b) eine obere Schranke an, wie weit man, abhédngig
von ¢, in jeder Richtung hochstens sehen kann.

. . . . . . . . .

Abb. 9.5 Baume versperren die Sicht

5Dje Steigung eines von Null ausgehenden Strahls ist definiert als b/a, wenn
(a,b) ein beliebiger Punkt auf dem Strahl — auler dem Nullpunkt — ist. Fiir senk-
rechte Strahlen ist die Steigung oo, was fiir die Zwecke dieser Aufgabe als rational
gelten soll.
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Welches ist die grofite Zahl an Gitterpunkten, die man so
wihlen kann, dass folgendes gilt: die Mittelpunkte aller Verbindungs-
strecken zwischen je zweien der Punkte ist kein Gitterpunkt?

Seien a,b € NN teilerfremd, d. h. die einzige natiirliche Zahl
c, die a und b teilt, ist c = 1. Zeigen Sie, dass es n,m € IN gibt mit
an —bm = 1.

Zeigen Sie: Es gibt eine FiBonaccr-Zahl, die durch 1000
teilbar ist.

Zeigen Sie, dass es eine Potenz von 2 gibt, deren Dezimal-
darstellung mit 999999 anfiangt. Zeigen Sie auch, dass dies fiir die
Potenzen einer beliebigen Zahl n gilt, die selbst keine Potenz von
10 ist.

Sei n € IN. Wie viele Zahlen muss man mindestens aus der
Menge {1,2,...,2n} auswéhlen, um sicher zu sein, dass es unter
ihnen zwei gibt, von denen eine die andere teilt?

Zeigen Sie: Es seien 101 paarweise verschiedene Zahlen in
einer Reihe hingeschrieben (das kann ganz ungeordnet sein). Dann
kann man 90 dieser Zahlen so wegstreichen, dass die restlichen 11
entweder monoton wachsend oder monoton fallend angeordnet sind.

Untersuchen Sie folgende zahlentheoretische Variante von
Problem 9.4: Seien n, N € IN. Finde eine moglichst kleine Zahl d € IN,
abhidngig von n und N, fiir die Folgendes gilt: Fiir jede nattirliche
Zahl a weicht mindestens eine der Zahlen 4,24, ..., Na um hochstens
d von einer durch n teilbaren Zahl ab.
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Da aber die Gestalt des ganzen

Universums hochst vollkommen ist,
entworfen vom weisesten Schopfer,

so geschieht in der Welt nichts,

ohne dass sich irgendwie

eine Maximums- oder Minimumsregel zeigt.
(Leonhard Euler)

Extreme faszinieren. Wer ist am kleinsten, grofsten, schnellsten, stark-
sten? Alltagsmetaphern (der Weg des geringsten Widerstands, etwas
auf die Spitze treiben usw.) belegen, wie tief die Idee des Extremen
in uns verankert ist. Auch der wissenschaftliche Blick auf die Welt
offenbart vielerorts Extreme: Die Seifenblase versucht, ihre Oberfliche
moglichst klein zu machen, und nimmt deshalb Kugelform an. Che-
mische Reaktionen streben einen Zustand minimaler Energie an. Die
Liste liefe sich beliebig verldangern.

Die Seifenblase zeigt noch etwas: Extreme Formen haben oft beson-
dere Eigenschaften, sind zum Beispiel sehr regelméfSig oder symme-
trisch. Indem wir dies riickwirts lesen, finden wir eine Problemldse-
strategie: Suchst du ein Objekt mit speziellen Eigenschaften, versuche,
es durch eine extreme Eigenschaft zu charakterisieren. Damit wer-
den Extreme zu einem Mittel, um besondere Objekte zu finden oder
zumindest ihre Existenz zu beweisen. Auch bei anderen Problemen
kann es niitzlich sein, nach extremen Fillen Ausschau zu halten, das
gibt Ansatzpunkte, strukturiert die Gedanken. Fiir alle diese Formen
des Extremalprinzips finden Sie in diesem Kapitel Beispiele. Nebenbei
lernen Sie zwei fundamentale Ungleichungen und Interessantes zu
Spiegeln und Billardtischen kennen.

Das Extremalprinzip ist eine Idee sehr grofser Tragweite. Sie werden
ihr immer wieder begegnen, wenn Sie sich mit Mathematik befassen.
Halten Sie die Augen offen!

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlosen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5_11
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10.1 Das allgemeine Extremalprinzip

Allgemeines Extremalprinzip

Wo etwas extremal (grofstmoglich, kleinstmoglich usw.) wird,
entstehen besondere Strukturen.

Zum Beispiel ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten eine ge-
rade Strecke (Struktur: keine Kurven), der Korper mit der kleinsten
Oberfldche bei gegebenem Volumen ist die Kugel (Struktur: vollkom-
mene Symmetrie), und die schonen, regelméafligen Kristalle entstehen,
weil sie die Molekiilanordnungen mit niedrigster Energie sind.

Wir sehen uns einige Beispiele genauer an.

Rechtecke, Abstandsquadrate und eine wichtige Ungleichung

Problem 10.1

Welches Rechteck mit Umfang 20 cm hat die grofSte Fliche?

Denkpause

Untersuchung und Lésung

> Wir bezeichnen die Seitenldngen mit 2 und b. Der Umfang ist dann
2a + 2b. Es soll also 2(a + b) = 20, d.h. a + b = 10 sein. Die Fldche
ist ab. Sehen wir uns ein paar Beispiele an. Da a4, b gleichberechtigt
sind, konnen wir a < b annehmen, siehe Tabelle 10.1.

a|b|ab
119 9
21816
317121
41624
515125

Tab. 10.1 Einige Rechteckfldchen
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Die Tabelle legt die Vermutung nahe, dass der Flacheninhalt fiir
a = b = 5 am grofsten ist. Die Tabelle ist aber kein Beweis, da
a, b nicht ganzzahlig sein miissen. Wie konnen wir die Vermutung
beweisen?

Denkpause

> Sehen wir auf das Ziel: Die Zahl 5 spielt eine besondere Rolle.
Wenn a kleiner als 5 ist, muss b um genauso viel grofier sein. Fiir
beliebige a, b mit a + b = 10 konnen wir alsoa =5—x, b =5+ x
schreiben. Dann ist

ab=(5—x)(5+x) =5 —x*=25—x°

nach der dritten binomischen Formel. Dies ist offenbar immer
kleiner oder gleich 25, und es ist gleich 25 genau dann, wenn x = 0,
also 2 = b = 5 ist. Das gesuchte Rechteck ist also ein Quadrat mit
Seitenldnge 5 cm.

Dies ist ein Beispiel fiir das Extremalprinzip: Das extreme Rechteck
ist das Quadrat, ein besonders regelméfliges Rechteck.

Problem 10.2

Fiir welche Zahl a zwischen 0 und 2 ist die Summe der Quadrate der
Abstinde von a zu 0 und von a zu 2 am kleinsten?

Lésung

Die Abstdnde sind 2 und 2 — a. Nach der Erfahrung mit dem vorigen
Problem sehen wir uns die Abweichung von der Mitte an, das heifst,
wir schreiben 4 =1 — x, dann ist 2 — a = 1 + x und daher

4+ 2-a)?=01-x)?+1+x)7>=
1—2x+x2+1+2x+x2=2+2x%.

Dies ist offenbar fiir x = 0 kleinstmoglich, also fiir a = 1.
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Wiederum gilt das Extremalprinzip: Die kleinste Quadratsumme
ergibt sich in der symmetrischen Situation, wo a in der Mitte zwischen
0 und 2 liegt.

Ein analoges Ergebnis erhdlt man fiir mehr als einen Punkt im
Intervall, siehe Aufgabe . Dies ist ein einfaches, eindimensio-
nales Modell fiir einen Kristall: Die Summe der Abstandsquadrate
entspricht der Energie, und der Zustand minimaler Energie ist die
regelméfiige Anordnung.

Den Kern dieser beiden Probleme kann man als Ungleichung formu-

lieren.

Ungleichung vom geometrischen, arithmetischen und
quadratischen Mittel
Seien a,b > 0. Dann gilt

[ 72 2

Bei beiden Ungleichheitszeichen gilt Gleichheit genau dann,
wenn a = b ist.

Man nennt v/ ab das geometrische, # das arithmetische und #
das quadratische Mittel von 2 und b. Zur Bedeutung dieser Mittel-
werte siehe Aufgabe . Fiir mehr als zwei Zahlen gilt eine analoge

Aussage, siehe Aufgabe

Beweis.

Sei ¢ = undx:b%“.Darmista:c—x,b:c-l-x,also

ab = ¢ — x2 und a? + b* = 2¢% +2x2%, also ab < ¢ < “Zﬂ;—bz. Nun ziehe

die Wurzel. Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0, also a = b ist.
g.e.d.

a+b
2

Machen Sie sich klar, dass diese Ungleichung sofort auf die Losung
der Probleme 10.1 und 10.2 fiihrt.
Kiirzeste Wege und kiirzeste Umwege

Jeder weif3, dass die kiirzeste Verbindung zweier Punkte eine gerade
Strecke ist. Das ist gar nicht so einfach zu beweisen, aber es sei hier
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als bekannt vorausgesetzt. Ein Spezialfall davon ist folgende wichtige
Ungleichung:!

Dreiecksungleichung In einem Dreieck ist jede Seite kiirzer als
die Summe der beiden anderen Seitenldngen.

In folgendem Problem ist ein kiirzester Umweg gesucht.

Problem 10.3

Gegeben seien eine Gerade g und zwei Punkte A, B, die auf einer Seite von
g liegen. Wie bestimmt man einen Punkt C auf g, fiir den die Summe der
Abstinde von A nach C und von C nach B minimal wird? Siehe Abbil-
dung 10.1.

C
Abb. 10.1 Das Problem der kiirzesten Strecke mit Umweg tiber die Gerade g

Folgende Losung ist so hiibsch wie genial. Diese sollten Sie im Reper-
toire haben!

Losung

Man spiegele B an der Geraden g. Der Spiegelpunkt heile B’. Nun
zeichne man die gerade Strecke von A nach B’. Sie schneidet g in
einem Punkt C.

Wie geht es weiter? Machen Sie eine Skizze.

Denkpause

ISiehe Aufgabe fiir einen rechnerischen Beweis der Dreiecksungleichung.
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Sei D ein beliebiger anderer Punkt auf g. Siehe Abbildung 10.2. Da B
und B’ Spiegelpunkte sind, haben sie denselben Abstand zu C. Daher
ist der Weg von A {iber C nach B genauso lang wie der Weg von A
tiber C nach B’

Analog ist der Weg von A iiber D nach B genauso lang wie der
Weg von A iiber D nach B'.

Nach Konstruktion von C ist der Weg von A iiber C nach B’ eine
gerade Strecke, und nach der Dreiecksungleichung ist er kiirzer als
der Weg tiber D. Also ist der Weg von A iiber C nach B kiirzer als
der Weg tiiber D.

Abb. 10.2 Die Losung

Die Losung hat folgende interessante Konsequenz:

Die Gerade g und die Punkte A, B seien wie in Problem 10.3, und
C sei der optimale Punkt auf g.

Dann sind die beiden Winkel, die g mit den Strecken CA und
mit CB bildet, gleich: In Abbildung 10.3 ist & = B.

Dies ist wieder ein Beispiel des allgemeinen Extremalprinzips.

Beweis.

Dies folgt sofort aus der Konstruktion des optimalen Punktes: Es gilt
a = B/, weil dies die Gegenwinkel am Schnitt der beiden Geraden g
und AB’ sind, und es gilt B’ = B, weil B’ der Spiegelpunkt von B ist.
Also folgt & = B. g.e.d.
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ou’

Abb. 10.3 Gleiche Winkel

Bemerkung

Man nennt a den Einfallswinkel und B den Ausfallswinkel.
Also gilt fiir den kiirzesten Weg das Reflexionsgesetz: Einfalls-
winkel = Ausfallswinkel. Das ist fiir Billardspieler interessant:
Mochte man eine Kugel von A nach B iiber die Bande ¢ spielen,
so stelle man sich B an g gespiegelt vor und ziele von A aus in
Richtung B'.2

In Abschnitt 10.4 finden Sie weitere Uberlegungen zu diesem
Thema.

Andere Extrema

Extreme Konfiguationen miissen nicht immer symmetrisch sein: Das
Rechteck vom Umfang 20 cm mit der kleinsten Flache ist einfach
ein 10 cm langer Strich (ein ,entartetes” Rechteck), die Summe der
Abstandsquadrate von a zu 0 und von a zu 2 wird am grdfiten, wenn
a = 0 oder a = 2 ist. In beiden Féllen wird das Extremum am Rand
des Bereichs der Moglichkeiten angenommen — wenn man dies als
besondere Eigenschaft ansieht, ist das allgemeine Extremalprinzip
doch wieder erfiillt.

2Bei realen Billardtischen ist aber zu berticksichtigen, dass die Kugeln nicht
punktformig sind. Daher sollte man an einer Geraden spiegeln, die auf dem Tisch par-
allel zur Bande im Abstand eines Kugelradius’ liegt. Weiterhin ist zu berticksichtigen,
dass die Bande eingedellt wird und dadurch die Kugel die Bande in steilerem Winkel
verldsst als sie sie trifft — um so mehr, je schneller sie ist.
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10.2 Das Extremalprinzip als Problemlosestrategie, |

Indem wir das allgemeine Extremalprinzip riickwdrts lesen, erhalten
wir eine Problemldsestrategie:

Extremalprinzip als Problemldsestrategie

Suchst du ein Objekt mit besonderen Eigenschaften, versuche,
es durch eine extremale Eigenschaft zu charakterisieren: Am
grofiten, am kleinsten, am einfachsten, am nichsten an dem, was
gesucht ist usw.

Extrema konnen also als Mittel fur Existenzbeweise dienen — im
Gegensatz zum Schubfachprinzip, vgl. Kapitel 9, sind diese Existenz-
beweise meist konstruktiver Natur.

Wir sehen uns zunéchst ein Beispiel an, lesen daran die typische Be-
weisstruktur fiir solche Beweise ab und 16sen dann ein schwierigeres
Problem mit dieser Idee.

Ein Problem liber Turniere

Problem 10.4

In einem Turnier spielt jeder gegen jeden ein Mal. Dabei gibt es kein Un-
entschieden. Am Schluss des Turniers fertigt jeder Spieler eine Liste an, auf
der sowohl diejenigen Spieler stehen, gegen die er gewonnen hat, als auch
die, gegen die diese gewonnen haben.

Zeigen Sie, dass es einen Spieler gibt, auf dessen Liste alle anderen Spieler
stehen.

Untersuchung und Lésung

> Um das Problem zu verstehen, sehen wir uns ein Beispiel an.
Man kann einen Turnierablauf {ibersichtlich durch einen Graphen
darstellen: Die Ecken sind die Spieler, die Kanten symbolisieren die
Spiele; jede Kante ist mit einem Pfeil dekoriert, der vom Gewinner
zum Verlierer zeigt.?

3Man nennt dies einen gerichteten Graphen: einen Graphen, bei dem jede Kante
mit einer Richtung versehen ist.
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Abbildung 10.4 zeigt ein Beispiel. Spieler a hat gegen b und d
gewonnen und Spieler b hat gegen ¢ gewonnen, daher stehen auf
a’s Liste die Spieler b, c und d. Spieler a erfiillt damit die Bedingung
der Aufgabe. Dass d auch gegen c und b gegen d gewonnen hat, ist
fiir a’s Liste irrelevant — ob auf der Liste Namen doppelt auftreten,
ist nicht gefragt.

Auf d’s Liste stehen nur ¢ und 4, Spieler d erfiillt also nicht die
Bedingung der Aufgabe. Das ist ebenfalls irrelevant, da nur gezeigt
werden soll, dass es mindestens einen Spieler mit einer vollstindigen
Liste gibt. Spieler b erfiillt auch die Bedingung der Aufgabe.

a

Abb. 10.4 Ein Turnier mit 4 Spielern

> Wie konnten wir die Existenz eines Spielers mit vollstindiger
Liste zeigen, fiir einen beliebigen Turnierverlauf? Das Problem be-
steht darin, dass wir nichts iiber den Ablauf des Turniers wissen.
Zusatzlich erscheint die Aufgabe schon wegen der komplizier-
ten Beschreibung (sowohl diejenigen Spieler ...als auch die ...)
unzugdanglich.

> Koénnen wir die Bedingung, die der gesuchte Spieler erfiillen soll,
durch eine einfachere ersetzen?

Ein Spieler, der oft gewonnen hat, hat wahrscheinlich gute Chancen,
eine lange Liste zu haben.

Versuchen wir also Folgendes:

> Ein Ansatz: Sei A ein Spieler, der die meisten Spiele gewonnen hat.
Konnen wir dann folgern, dass auf der Liste von A alle anderen

4Warum sagen wir ,ein” Spieler, warum nicht , der” Spieler? Weil ,,der “ suggerie-
ren wiirde, dass es genau einen solchen Spieler gibt; es kénnen aber mehrere Spieler
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Spieler stehen?

Denkpause

Angenommen, Spieler B steht nicht auf A’s Liste. Dann hat B gegen
A gewonnen. Auflerdem hat B gegen alle Spieler gewonnen, gegen
die A gewonnen hat, denn hitte er gegen einen von diesen verloren,
so sttinde B ja auf A’s Liste. Also hat B gegen alle Spieler gewonnen,
gegen die A gewonnen hat, und zusétzlich gegen A. Daher hat
B mehr Spiele gewonnen als A. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme, dass A am meisten Spiele gewonnen hat.

Daher war die Annahme, dass ein Spieler B nicht auf A’s Liste steht,
falsch, und daher stehen auf A’s Liste alle anderen Spieler.

Schema fiir das Extremalprinzip

Die Losung von Problem 10.4 zeigt die typische Struktur eines Bewei-
ses mit Hilfe des Extremalprinzips:

Problem: Gegeben ist eine Menge M von Objekten und die Beschrei-
bung einer Eigenschaft £, die diese Objekte haben konnen. Gesucht
ist ein Beweis, dass es ein Objekt in M gibt, das die Eigenschaft £ hat.

Voriiberlegung: Wir suchen eine Grofie, deren Maximierung auf
die Eigenschaft £ schlieflen lasst. Eine Grdfie ist dabei eine Vorschrift,
die jedem Objekt in M eine Zahl zuordnet, also eine Abbildung
G:M— R

Existenzbeweis:

1. Sei A € M ein Objekt, fiir das G(A) maximal (groBtmoglich) ist,
d.h. G(A) > G(B) fir alle B € M.

2. Wir behaupten, dass A die Eigenschaft £ hat.

die gleiche maximale Anzahl Spiele gewonnen haben. Z. B. haben in Abbildung 10.4
Spieler a und b beide zwei Spiele gewonnen.
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3. Zum Beweis nehmen wir an, dass A nicht die Eigenschaft £ hat.
Mit Hilfe dieser Information iiber A konstruieren wir ein Objekt B, fiir
das G(B) > G(A) ist. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitat
von G(A). Daher muss A die Eigenschaft £ haben.

Wir haben das Vorgehen mit dem Maximieren einer Grofie beschrie-
ben. Nattirlich kann es sinnvoll sein, stattdessen eine Grofie zu mini-
mieren.

Beispiel

In Problem 10.4 war M die Menge der Spieler, £ war die Eigen-
schaft eines Spielers, dass auf seiner Liste alle anderen Spieler
stehen, und G(A) war die Anzahl der Spiele, die A gewonnen
hat.

Die Wahl der Grofie G steht uns frei: Erlaubt ist, was funktioniert,
d. h., wofiir Schritt 3 — insbesondere die dort nétige Konstruktion —
durchgefiihrt werden kann. Solange wir das Problem untersuchen,
kann folgendes passieren: Wir glauben, eine gewisse Grofie G wiirde
funktionieren, miissen aber dann feststellen, dass wir Schritt 3 damit
nicht durchfithren kénnen. Dann kénnten wir nach einer anderen
Grofe suchen — oder auch nach einer ganz anderen Beweisstrategie
als dem Extremalprinzip, z. B. Induktion oder anderen Ideen.

Das Suchen einer geeigneten Grofie G ist ein kreativer Prozess und
kann viele Anldufe erfordern.

Hat man eine Grofie G gefunden, fiir die der Beweis durchfiihrbar
ist, so erhdlt man gleich ein konstruktives Verfahren fiir das Finden
eines Objekts mit der Eigenschaft £: Man starte mit einem beliebigen
Objekt A. Hat es die Eigenschaft £, sind wir fertig. Wenn nicht, kon-
struieren wir ein Objekt B mit G(B) > G(A). Hat B die Eigenschaft
&, sind wir fertig, sonst konstruieren wir C mit G(C) > G(B) usw.

Bei der Argumentation verwenden wir, meist ohne dariiber nach-
zudenken, folgende einfache Tatsachen:

1. Jede endliche Menge reeller Zahlen hat ein grofstes und ein kleinstes
Element.

2. Jede Menge positiver ganzer Zahlen hat ein kleinstes Element.
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Ein kleinstes Element heifit auch Minimum, ein gréfites Maximum.

Bemerkung

Die zweite Eigenschaft gilt auch fiir unendliche Mengen natiirlicher
Zahlen, aber nicht immer fiir unendliche Mengen positiver reeller
Zahlen. Z.B. hat die Menge {x € R : x > 0} kein kleinstes
Element.

Weitere Uberlegungen hierzu finden Sie in Abschnitt 10.4 nach
Problem 10.8.

Das Problem der Farmen und Brunnen

Wir betrachten nun ein Problem, bei dem anfangs nicht klar ist, was
eine geeignete zu maximierende/minimierende Gréfie ist.

Problem 10.5

In der Ebene seien 2n Punkte gegeben: n Farmen und n Brunnen. Wir
nehmen an, dass keine drei der Punkte auf einer Geraden liegen. Kann man
die Brunnen den Farmen so zuordnen, dass jeder Brunnen zu genau einer
Farm gehort und dass sich die geraden Wege von den Farmen zu ihren
Brunnen nicht kreuzen?

O—0 E—D
Abb. 10.5 Die erste und dritte Zuordnung von Brunnen zu Farmen sind

zuléssig, die anderen beiden nicht. Farmen sind Quadrate und Brunnen
sind Kreise. Zuordnungen sind Striche.

Untersuchung

> Nennen wir eine Zuordnung von Brunnen zu den Farmen zulissig,
wenn sie die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, wenn sie also bijektiv
und kreuzungsfrei ist. Abbildung 10.5 zeigt einige Beispiele mit n =
2. Diese sind tduschend einfach. Bei vielen Farmen und Brunnen
kann die Sache schon sehr uniibersichtlich werden! Aber wenn Sie
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einige weitere Beispiele versuchen, werden Sie merken, dass eine
zuldssige Zuordnung anscheinend immer mdglich ist. Dies fiihrt
uns zu der

Vermutung: Es gibt immer eine zuldssige Zuordnung.

> Wie kdnnen wir das zeigen? Die Sache ist sehr untibersichtlich, da
es viele Moglichkeiten fiir die Positionen der Farmen und Brunnen
gibt. Als erste Idee konnten wir uns in die Lage eines Farmers
versetzen:

Erster Ansatz: Ordne jeder Farm den ihr am nédchsten liegenden
Brunnen zu.

Sind die Farmen und Brunnen wie im linken Bild angeordnet,
bekommen beide Farmen denselben Brunnen (zweites Bild), d. h.,
die Zuordnung ist nicht bijektiv.

So einfach geht’s also nicht. Es war wohl doch zu kurzsichtig, nur
die individuelle Sicht jedes Farmers als Grundlage zu nehmen. Wir
sollten die Gesamtkonfiguration im Auge behalten.

> Versuchen wir, das Extremalprinzip anzuwenden. Was ist gesucht?
Unter allen bijektiven Zuordnungen suchen wir eine, die kreu-
zungsfrei ist.” Es liegt nahe, Folgendes zu versuchen:

Zweiter Ansatz: Betrachte eine bijektive Zuordnung, bei der die
Anzahl der Kreuzungen minimal ist.6

Dies erscheint Erfolg versprechend, da fiir eine Losung des Pro-
blems sicherlich die Anzahl der Kreuzungen minimal, ndmlich
Null ist.

> Wir wollen beweisen: Eine bijektive Zuordnung A mit minimaler
Kreuzungszahl ist kreuzungsfrei. Dazu nehmen wir an, A hitte
eine Kreuzung. Dann gébe es zwei Farmen und zwei Brunnen, die
wie in Abbildung 10.6 (durchgezogene Linien) einander zugeord-
net sind (sowie weitere Farmen und Brunnen, die nicht gezeichnet
sind). Wir mochten daraus eine andere bijektive Zuordnung B mit
weniger Kreuzungen konstruieren. Wie kann das funktionieren?

> Wir wollen die Kreuzung S auflésen. Das Einfachste ist, die durch-
gezogenen durch die gestrichelten Linien zu ersetzen und alle

5Tm allgemeinen Beweisschema des vorigen Abschnitts ist also M die Menge der
bijektiven Zuordnungen und & ist die Eigenschaft, keine Kreuzungen zu haben.
®D.h. G(A) = Anzahl der in A vorkommenden Kreuzungen.
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Abb. 10.6 Eine einfache Idee, um die Anzahl der Kreuzungen zu verrin-
gern. Der Deutlichkeit halber sind hier Farmen und Brunnen als Punkte
gezeichnet.

anderen Linien (d. h. Paare Farm — Brunnen) unverandert zu lassen.
Diese Zuordnung nennen wir B. Hat dann B auf jeden Fall weniger
Kreuzungen als A?

Denkpause

> Das linke Bild in Abbildung 10.7 zeigt, dass dieses Verfahren nicht
unbedingt funktioniert. In diesem Beispiel wiirde sich zwar die
Kreuzung S auflosen, aber die neue Kreuzung T kdme hinzu. B hat
also genauso viele Kreuzungen wie A. Schlimmer noch: Das Bei-
spiel lasst sich leicht so ergdnzen, dass B sogar mehr Kreuzungen
als A hat.

> Offenbar war unsere Konstruktion einer neuen Zuordnung B aus
A zu einfach. Das rechte Bild in Abbildung 10.7 zeigt, wie man
in diesem Beispiel eine kreuzungsfreie Zuordnung erhalten kann.
Konnen wir dies als allgemeine Konstruktion formulieren? Wir
suchen also eine Vorschrift, die aus den durchgezogenen Linien
(Zuordnung A) die gestrichelten (Zuordnung B) macht, und die
auch allgemein, nicht nur in diesem Beispiel, die Kreuzungszahl
verringert.
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Abb. 10.7 Ein Problem beim zweiten Ansatz und eine Losung fiir das
Beispiel

Zum Beispiel sollte die Konstruktion auch funktionieren, wenn es
weitere Farmen im Dreieck Sb; f, (oder auch im Dreieck Sb; f1) gibt
und A diese Farmen Brunnen auflerhalb des Dreiecks zuordnet.

> Die Komplexitat der Situation nimmt dramatisch zu. Es ist unklar,

wie wir hier weiterkommen.”

Versuchen wir also eine ganz andere Strategie. Im zweiten Ansatz
hatten wir die Anzahl der Kreuzungen minimiert, das fiihrte nicht
zum Ziel. Gibt es andere Grofien, deren Minimierung zum Ziel
fithren konnte?

Wir konnten versuchen, Elemente des ersten und zweiten Ansatzes
zu vereinen: Wir betrachten die Entfernungen der Farmen zu ihren
Brunnen, aber nicht jede einzeln, sondern alle gemeinsam, mit
Blick auf die Gesamtkonfiguration. Da es keinen Sinn macht, meh-
rere Zahlen gleichzeitig zu minimieren, sollten wir aus all diesen
Entfernungen eine einzelne Zahl machen.

Am einfachsten ist es, die Summe der Entfernungen aller Farmen
zu ihren Brunnen zu betrachten. Dies fiihrt tatsdchlich zum Ziel.

Lésung zu Problem 10.5

Es gibt immer eine solche Zuordnung.
Beweis: Unter allen bijektiven Zuordnungen von Brunnen zu Farmen
betrachte eine, bei der die Summe der Abstinde der Farmen zu ihren

7Wenn Sie einen Weg finden, diesen Ansatz zu Ende zu fiihren, schreiben Sie
mir - D.G.
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Brunnen am kleinsten ist. Nennen wir diese Zuordnung A. Wir zeigen,
dass A kreuzungsfrei ist und damit die Bedingung der Aufgabe
erfullt.

Angenommen, das wére nicht der Fall. Dann gidbe es zwei Farmen
f1, f» und zwei zugeordnete Brunnen by, b, derart, dass die Strecke
f1by die Strecke f2by schneidet. Sei S der Schnittpunkt. Wir haben
also eine Situation wie in Abbildung 10.6, wobei weitere Farmen und
Brunnen nicht gezeichnet sind. Bei der Skizze verwenden wir, dass
keine drei Punkte auf einer Geraden liegen.

Behauptung: Sei B die Zuordnung, die der Farm f; den Brunnen
br und der Farm f, den Brunnen b; zuordnet und allen anderen
Farmen dieselben Brunnen wie A zuordnet. Dann hat B kleinere
Abstandssumme als A.

Dies widersprdche der Minimalitdt von A. Daher ist A zuldssig.

Es bleibt die Behauptung zu beweisen. Da alle anderen Zuordnun-
gen gleich bleiben, geniigt es zu zeigen, dass die beiden gestrichelten
Linien zusammen kiirzer sind als die beiden durchgezogenen zu-
sammen. Dies folgt direkt aus der Dreiecksungleichung, angewendet
auf die Dreiecke bpSf1 und b f,S: Es bezeichne ¢(PQ) die Lange der
Strecke von Punkt P zu Punkt Q. Die Dreiecksungleichung ergibt

U(fib2) < L(f1S) + £(Sb2), L(fab1) < L(f2S) + £(Sby).

Wir addieren die beiden Ungleichungen und verwenden ((fiby) =

((frba) + £(fab1) < £(f1S) 4 €(Sb2) + £(f2S) + £(Sby)
= ((fiby) + ((fabs).

Das ist genau die Behauptung.

Riickschau zu Problem 10.5

Die Idee, die sehr naheliegende Grofie G(A) = (Anzahl der Kreu-
zungen der Zuordnung A) zu minimieren, hat nicht zu einem
Beweis gefiihrt. Dies mag paradox erscheinen, da wir ja wissen,
dass bei der gesuchten Zuordnung diese Anzahl wirklich minimal
ist. Dass eine kreuzungsfreie Zuordnung existiert, wissen wir aber
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zu diesem Zeitpunkt noch nicht — es ist nur eine Vermutung. Es
hétte sich ja auch herausstellen konnen, dass (fiir eine bestimmte
Anordnung der Farmen und Brunnen) die kleinstmogliche Kreu-
zungszahl grofler als Null ist.

Wesentlich ist, im zentralen Beweisschritt — der Konstruktion einer
Zuordnung B aus einer Zuordnung A, fiir die G(B) < G(A) gilt
— eine Konstruktion anzugeben, die fiir alle A funktioniert, die
nicht kreuzungsfrei sind. Nur so wird das Argument zu einem
vollstindigen Beweis. Beispiele konnen dabei helfen, eine Idee zu
bekommen, aber sie reichen nicht aus.

Diese allgemeine Konstruktion ist uns fiir G(A) = (Anzahl der
Kreuzungen der Zuordnung A) nicht gelungen.

Dagegen fiihrte die Wahl G(A) = (Abstandssumme fiir A) schnell
zum Ziel. Bei der Konstruktion einer Zuordnung B mit kleinerer
Abstandssumme hétten zwar im Prinzip auch neue Kreuzungen
dazukommen konnen, aber das war dort irrelevant, da fiir den
Beweis nur die Abstandssumme zihlte. Machen Sie sich das klar!
Vielleicht hilft Ihnen dabei der unten erkldrte algorithmische Stand-
punkt.

Generell kann man sagen, dass es in geometrischen Problemen
meist sinnvoll ist, nach geometrischen Gréflen zu suchen, die zu ma-
ximieren/minimieren sind. Also solchen, die mit Langen, Abstan-
den, Flacheninhalten etc. zu tun haben. Nattirlich ist auch dies
blofs ein Heurismus und kein allgemeingiiltiges Rezept.

Betrachten wir das Problem der Farmen und Brunnen aus algorith-
mischer Sicht: Wir mochten einen Algorithmus (d.h. ein Verfahren)
angeben, wie man eine zuldssige Zuordnung findet. Wir versuchen
folgendes Verfahren:

1. Wihle irgendeine bijektive Zuordnung. Falls sie kreuzungsfrei
ist, sind wir fertig. Sonst gehe zu Schritt 2.

2. Wihle eine Kreuzung und 16se diese wie in Abbildung 10.6 auf.

3. Wiederhole Schritt 2 so lange, bis eine kreuzungsfreie Zuord-
nung entsteht.
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Es ist nun keineswegs offensichtlich, dass dieses Verfahren jemals
zum Ende kommt. Wie wir gesehen hatten, konnen beim Auflosen
einer Kreuzung mehrere neue Kreuzungen hinzukommen. Es wiére
moglich, dass das Verfahren in eine Schleife fiihrt, d.h. dass man
irgendwann wieder bei einer Zuordnung ankommt, die schon friiher
betrachtet wurde. Dann wiirde sich diese Schleife endlos wiederholen.

Wir konnen aber beweisen, dass das Verfahren irgendwann endet,
es also solche Schleifen nicht geben kann. Wie?

Denkpause

Die Losung von Problem 10.5 weist den Weg: Wir hatten gezeigt, dass
die Gesamtsumme der Abstdnde der Farmen zu den ihnen zugeordne-
ten Brunnen jedesmal kleiner wird, wenn wir Schritt 2 des Verfahrens
durchfiihren. Da es nur endlich viele mogliche Zuordnungen gibt,
gibt es nur endlich viele mogliche Gesamtsummen. Daher sind wir
irgendwann bei der kleinstmoglichen Gesamtsumme angelangt (oder
schon vorher kreuzungsfrei). Dann endet das Verfahren, wie unser
Beweis zeigte.

10.3 Das Extremalprinzip als Problemlosestrategie, Il

Wir haben das Extremalprinzip als Hilfsmittel fiir Existenzbeweise
kennengelernt. Es ist aber auch als allgemeiner Leitgedanke niitzlich.

Extremalprinzip als Problemldsestrategie, 11

In einer uniibersichtlichen Situation betrachte Objekte mit einer
extremen Eigenschaft.

Manchmal handelt es sich um wenig mehr als um eine Formulie-
rungshilfe: Beispiele hierfiir haben wir bei den Beweisen der Satze
tiber die Division mit Rest (Seite 178) und rationale Approximation
(Seite 203) gesehen.

Wir betrachten einige Beispiele, bei denen das Extremalprinzip als
Leitgedanke niitzlich ist.
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Ein Problem tber Mittelwerte

Problem 10.6

Entlang eines Kreises seien 1000 Zahlen angeordnet. Jede ist der Mittelwert
ihrer beiden Nachbarn. Zeige, dass alle Zahlen gleich sind.

Denkpause

Untersuchung und Lésung

> Erster Zugang: Betrachten wir eine der Zahlen. Da sie der Mittel-
wert ihrer Nachbarn ist, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Sie ist gleich ihren Nachbarn, oder
2. ein Nachbar ist grofser, einer kleiner.

Falls der zweite Fall zutrifft, betrachten wir den grofieren Nachbarn.
Wieder wegen der Mittelwerteigenschaft muss der darauffolgende
nédchste Nachbar noch grofier sein. Indem man so fortfahrt, sieht
man, dass die Zahlen immer weiter anwachsen, wenn man in einer
Richtung um den Kreis lduft. Dies ergibt einen Widerspruch, wenn
man wieder bei der ersten Zahl ankommt, da diese nicht grofier
als sie selbst sein kann.

Daher muss der erste Fall zutreffen. Da wir am Anfang eine belie-
bige der Zahlen betrachtet haben, haben wir bewiesen, dass jede
Zahl gleich ihren Nachbarn ist. Damit miissen alle Zahlen gleich
sein.

Diese Formulierung in Worten ist etwas kompliziert, das Argument
liefSe sich aber mit etwas Notation leicht klar aufschreiben. Kiirzer
geht es mit folgendem Argument:

> Zweiter Zugang: Unter den 1000 Zahlen muss es eine kleinste (Ex-
tremalprinzip!) geben, nennen wir sie x. Da diese gleich dem
Mittelwert ihrer Nachbarn ist, miissen diese gleich x sein, denn
sonst wire ein Nachbar grofser als x und einer kleiner als x, im
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Widerspruch zur Minimalitdt von x. Also sind beide Nachbarn
gleich x und damit ebenfalls minimal. Mit demselben Argument
sind die Nachbarn beider Nachbarn ebenfalls gleich x, dann deren
Nachbarn usw. Da man so nach und nach jede der Zahlen erreicht,
folgt, dass alle Zahlen gleich x sind.

Die beiden Losungen sind sehr dhnlich, es scheint fast, als wére die
zweite eine Umformulierung der ersten. Das ist nicht so: Die zweite
Losung, mit dem Extremalprinzip, ldsst sich auf eine zweidimensio-
nale Version des Problems iibertragen, die erste nicht. Siehe Aufgabe

Unendlicher Abstieg

Der unendliche Abstieg ist eine Argumentationsmethode, die eng
mit der Idee des Extremalprinzips verwandt ist. Wir betrachten ein
Beispiel.

Problem 10.7

Kann das Dreifache einer Quadratzahl gleich der Summe zweier Quadrat-
zahlen sein?

Untersuchung

> Als Gleichung geschrieben lautet die Frage: Gibt es natiirliche
Zahlen a, b, c mit
30> = b +*?

Versuchen Sie, eine Losung zu finden, indem Sie einige Zahlen
durchprobieren.

>> Haben Sie ein dhnliches Problem schon einmal gesehen?

Denkpause

> Vielleicht erinnert es Sie an den Beweis, dass /2 irrational ist,
siehe Abschnitt 7.2. Hierfiir hatten wir gezeigt, dass die Gleichung
2¢*> = p? keine Losung in natiirlichen Zahlen hat.
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Wir wissen noch nicht, ob unser Problem eine Losung hat oder
nicht. Falls wir dhnlich argumentieren kénnen wie bei V2, kénnten
wir vielleicht zeigen, dass es keine Losung hat. Versuchen wir das
also!

> Wie waren wir bei der Gleichung 24> = p? vorgegangen? Wir
hatten zunichst gezeigt, dass p gerade ist, weil 24> und damit p?
gerade ist.
Es liegt nahe, in unserem Problem nicht Teilbarkeit durch 2, son-
dern Teilbarkeit durch 3 zu untersuchen.

> Nehmen wir also an, wir hédtten eine Losung von 302 = b? + 2.
Dann ist b? + ¢ durch 3 teilbar. Leider konnen wir daraus nicht
direkt schliefSen, dass b oder ¢ durch 3 teilbar ist. Wie soll’s also
weitergehen?

> Die Verallgemeinerung von gerade/ungerade sind die Reste mo-
dulo 3, siehe Kapitel 8. Sehen wir uns die moglichen Reste modulo
3 von b und b? an. Es gibt drei Falle:

b=0 mod3=0=0°=0 mod3
b=1 mod3=0=1*=1 mod3
b=2 mod3=0*=22=4=1 mod 3

Wir sehen, dass fiir b?> nur die Reste 0 und 1 moglich sind (vgl.
Aufgabe )- Sehen Sie, wie wir jetzt weiterkommen?

Denkpause

> Aus demselben Grund sind fiir ¢? nur die Reste 0 und 1 méglich.
Also kann b? + ¢2 nur dann den Rest 0 mod 3 haben, wenn sowohl
b? also auch c? den Rest 0 haben.

> Fassen wir zusammen: Aus 3a% = b? + ¢? kénnen wir folgern, dass
b2+ 2 =0 mod 3 ist und daraus, dass b = ¢ =0 mod 3 ist. Also
konnen wir b = 3B, ¢ = 3C fiir gewisse nattirliche Zahlen B, C
schreiben.
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> Setzen wir dies ein, erhalten wir 342 = 9B% + 9C?, also 4% =
3B? 4+ 3C% = 3(B* + C?). Also ist > = 0 mod 3, nach der Fall-
unterscheidung oben also 2 = 0 mod 3. Damit kénnen wir a = 3A
schreiben, und einsetzen ergibt 9A? = 3(B? + C?), also

3A% = B>+ C?

> Was haben wir davon? Dies ist dieselbe Gleichung wie die, mit der
wir anfingen. Aber A ist kleiner als a (wegen a = 3A), und dhnlich
fiir B, C. Dies fiihrt schnell auf einen Widerspruch, siehe unten.

Losung zu Problem 10.7

Es gibt keine solchen Quadratzahlen.
Beweis: Angenommen, es gibe natiirliche Zahlen 4, b, ¢, die die Glei-
chung 342 = b% + ¢? erfiillen. Dann ist b + ¢? durch 3 teilbar, und
nach dem Argument oben folgt daraus, dass b und c durch 3 teilbar
sind, d.h. b = 3B, ¢ = 3C mit B,C € IN. Dann folgt wie oben, dass
a durch 3 teilbar ist, also a4 = 3A mit A € IN. Also erhalten wir
3A% = B2+ C2

Wir haben gezeigt: Wenn 302 = b? + 2 gilt, so sind a,b, c durch
3 teilbar und A = %,B = %,C = § sind eine Losung derselben
Gleichung. Nach demselben Argument miissten dann A, B, C durch 3
teilbar sein usw. Man wiirde so eine Folge immer kleinerer Losungen
erhalten. Da alle Losungen natiirliche Zahlen sein sollen, ist dies
unmoglich.

Beweisanalyse: Dies war ein indirekter Beweis. Der Kern des
Arguments war die Betrachtung der moglichen Reste modulo
3 von Quadratzahlen. Die Argumentation, wie wir zu einem
Widerspruch gelangt sind, nennt man unendlicher Abstieg.

Wir héitten auch so argumentieren konnen: Angenommen, es
gibt eine Losung 4, b, c. Unter allen Losungen betrachten wir
eine mit kleinstmoglichem a (Extremalprinzip). Dann konstru-
ieren wir A, B, C wie angegeben. Wegen A = % < a haben wir
eine Losung mit einem kleineren Wert fiir a erhalten. Dies ist
ein Widerspruch zur Annahme, dass @ minimal ist. Daher kann
es keine Losung geben.
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10.4 Weiterflihrende Bemerkungen: Optimierung, Spiegel
und Billard

Extrema (also Maxima oder Minima) begegnen uns in der Mathematik
in zwei Arten von Zusammenhéngen:

1. Bestimmung von Extrema als eigenes Ziel: Oft von Anwendungen
motiviert, mochte man bestimmen, wie etwas moglichst schnell,
billig, grof3, klein usw. zu machen ist.

2. Verwendung von Extrema als Mittel zu anderen Zwecken, z.B.
fiir Existenzbeweise. Einige Beispiele dafiir haben Sie in diesem
Kapitel kennengelernt.

Es folgen einige weitere Beispiele zu jedem dieser Themen und eine
eingehendere Diskussion von kiirzesten Wegen und Umwegen. Wenn
Sie dabei einige der erwdhnten Begriffe und Theorien nicht kennen,
lesen Sie trotzdem weiter — Sie werden ihnen begegnen, wenn Sie
sich weiter mit Mathematik befassen, und sie dann in den grofien
Zusammenhang des Extremalprinzips einordnen kénnen.

In den Biichern (Nahin, 2004) und (Hildebrandt und Tromba, 1996)
werden viele dieser Themen und ihre Geschichte ausfiihrlich disku-
tiert.

Probleme, in denen Extrema bestimmt werden sollen
(Optimierungsprobleme)

Hier sind einige Beispiele aus verschiedenen Bereichen des Lebens
und aus der Mathematik.

Ein Ingenieur mochte eine Briicke so konstruieren, dass sie moglichst
stabil und trotzdem méglichst leicht oder méglichst billig ist.®

Eine Firma mochte ihre Ressourcen (Personal, Produktionsmittel)
so einsetzen, dass sie ihren Gewinn maximiert.

Einige Punkte in der Ebene seien gegeben. Gesucht ist eine Kurve,
die moglichst ,einfach” ist und trotzdem den Punkten moglichst
nahe kommt. Ein typisches Beispiel dieses Problemkreises ist

8Von ésthetischen Rahmenbedingungen ganz zu schweigen.
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das kleinste-Quadrate Problem der linearen Regression in der
Statistik. Hierbei sind Zahlen x; < x, < --- < x, und Werte
Y1,Y2,-..,Yn gegeben und man sucht Zahlen g4, b, so dass die linea-
re Funktion f(x) = ax + b Funktionswerte bei den x; hat, die im
quadratischen Mittel moglichst nah bei den y; sind, d.h. fiir die
die Summe der Fehlerquadrate (y; — f(x1))*+ -+ + (yn — f(xn))?
moglichst klein ist.

Das isoperimetrische Problem ist die Frage, welche unter allen
ebenen Figuren gleichen Fldcheninhalts den kleinsten Umfang hat
oder welcher unter allen Korpern gleichen Volumens die kleins-
te Oberfliche hat. Die Antworten sind Kreis bzw. Kugel.” Dies
streng zu beweisen, ist nicht leicht. Ein verwandtes Problem ist,
die kleinste Fldche zu bestimmen, die in eine gegebene geschlosse-
ne raumliche Kurve eingespannt ist. 1°

Wie muss eine Bahn von einem erhohten Punkt A zu einem Punkt
B auf dem Boden geformt sein, damit eine auf ihr rollende Kugel
moglichst kurze Zeit von A nach B braucht? Dabei soll B nicht
direkt unterhalb von A liegen. Ihre erste Vermutung ist vielleicht:
eine gerade Linie (denn sie ist die kiirzeste Verbindung). Aber:
Die Kugel wird schneller am Ziel sein, wenn sie am Anfang steil
nach unten rollt und dann flacher weiterrollt — obwohl die Lauf-
strecke so langer ist. Denn so bekommt sie am Anfang eine hohere
Geschwindigkeit. Wie steil sollte es abwirts gehen? Um die beste
Bahn zu bestimmen, braucht man Kenntnisse zu Differentialglei-
chungen. Die resultierende Kurve nennt man Brachistochrone. Je
nach Lage von A und B geht die Bahn am Ende sogar wieder
aufwirts! Diese Art von Extremalproblem, wo eine Kurve statt
einer Zahl gesucht ist, nennt man Variationsproblem.

Das Problem des Handelsreisenden: Sie mochten eine Rundtour
durch n Stadte machen. Die Stadte sind vorgegeben, die Reihenfol-

Ein dquivalentes Problem ist, unter allen ebenen Figuren gleichen Umfangs
diejenige mit grofiter Flache zu bestimmen, und &hnlich fiir Korper. Vergleiche
Problem 10.1.

105tellen Sie sich die Kurve als aus Draht gebogen vor. Tauchen Sie diesen in
Seifenlauge. Wenn Sie ihn wieder herausziehen, sehen Sie eine Seifenhaut, die genau
so eine minimiale Fldche bildet.
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ge aber nicht. Wie miissen Sie reisen, um insgesamt eine moglichst
kleine Strecke zuriickzulegen?!!

Das Problem des optimalen Massentransports: Sie haben einen
Haufen Sand und ein Loch, in das Sie den Sand beférdern mochten.
Das Loch sei grofs genug, dass der Sand hineinpasst. Das Bewe-
gen von Sand erfordert Arbeit. Das Problem besteht darin, eine
Vorschrift anzugeben, an welche Stelle im Loch jedes einzelne
Sandkorn befordert werden soll, um den Arbeitsaufwand so ge-
ring wie moglich zu halten. Wie das geht, ist nicht offensichtlich,
da das Loch nicht genauso geformt sein wird wie der Sandhaufen.

Das Problem der dichtesten Kugelpackung: Wie packt man ei-
ne grofle Anzahl von gleichen Kugeln so, dass moglichst wenig
Zwischenrdume bleiben? Die (naheliegende) beste Packmethode
wurde bereits 1611 von KerLER gefunden, dass es nicht besser geht,
konnte aber erst 1998 bewiesen werden.

Beispiele fiir das Extremalprinzip in verschiedenen Bereichen
der Mathematik

Das Extremalprinzip als Beweismethode oder Leitgedanke durchzieht
alle Bereiche der Mathematik. Einige Beispiele, z. B. aus der Zahlen-
theorie, haben Sie bereits kennengelernt. Hier sind stichwortartig
weitere Beispiele. In Klammern sind die Gebiete der Mathematik
angegeben; einige davon konnen Sie im frithen Bachelor-Studium
kennenlernen, einige begegnen Ihnen erst in einem Masterstudium
der Mathematik.

Das Supremumsaxiom fiir die reellen Zahlen (Analysis)

Beweis des Mittelwertsatzes mit Hilfe des Satzes vom Maximum
und Minimum (Analysis)

Beweis der Existenz von Eigenwerten symmetrischer Matrizen
mittels Maximierung oder Minimierung der zugeordneten quadra-
tischen Form {iber die Einheitskugel (Lineare Algebra, Funktional-
analysis, partielle Differentialgleichungen)

Es ist kein Verfahren bekannt, das dieses Problem allgemein fiir Grofenord-
nungen von n = 100 in annehmbarer Zeit 16sen kann!
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Das Lemma von ZorN als Hilfsmittel zum Beweis der Existenz
von Basen fiir Vektorrdume, des Satzes von HAHN-BaANACH und
vieler anderer Sétze (Lineare Algebra, Funktionalanalysis etc.)

Der erste vollstindige Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra
(jedes Polynom hat eine komplexe Nullstelle), 1814 von Jean-Robert
ARGAND verdffentlicht, verwendet das Extremalprinzip (komplexe
Analysis)

Das Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen, mit des-
sen Hilfe man unter anderem die Eindeutigkeit der Losung des
Dirichlet-Problems beweisen kann (Analysis, partielle Differential-
gleichungen)

Beweis der Existenz orthogonaler Projektionen im HiLBERTraum
mittels Abstandsminimierung; dies ist der Keim fiir die Existenz-
theorie von Losungen partieller Differentialgleichungen mit der
HrireerTraum-Methode (Funktionalanalysis, partielle Differential-
gleichungen)

In der Variationsrechnung wird das Extremalprinzip systematisch
zur Losung von Differentialgleichungen eingesetzt

Untersuchung der Topologie eines Raumes mit Hilfe der MORSE-
Theorie (Topologie)

Halten Sie die Augen offen, Sie finden bestimmt noch weitere Beispie-
le!

Ein weiteres schones Beispiel ist der Regenbogen: Warum gibt
es Regenbodgen, warum sind sie kreisbogenférmig, und wie kann
man ihren Ort vorausberechnen? Auch dies ist die Losung eines
Extremalproblems (siehe (Nahin, 2004)).

Ableitungen; ein neuer Blick auf kiirzeste (Um-)Wege, Licht,
Billard etc.

Eine wichtige Technik zum Losen von Extremalproblemen lernt man
in der Oberstufe in der Schule kennen: Um die Extrema einer Funkti-
on zu bestimmen, setzt man ihre Ableitung gleich Null.'> Auf diese

12Wir nehmen hier immer an, dass die Funktion differenzierbar ist.
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Weise erhdlt man zumindest die Extrema im Innern des Definiti-
onsbereichs, die Randpunkte muss man getrennt untersuchen. Die
Nullstellen der Ableitung konnen aufler (lokalen) Extrema auch Sat-
telpunkte der Funktion sein, daher muss man fiir jede Nullstelle noch
untersuchen, ob man tatsidchlich ein Extremum oder einen Sattel-
punkt hat.

Mit dieser Technik kann man die Probleme 10.1 und 10.2 16sen
und einen Beweis fiir die Ungleichung vom geometrischen, arithmeti-
schen und quadratischen Mittel (Seite 216) geben. Die angegebenen
elementaren Losungen sind aber fiir die Einfachheit dieser Probleme
angemessener.

Der Zusammenhang von Extrema und Ableitungen gibt uns zu-
mindest eine Ahnung davon, warum das allgemeine Extremalprinzip
gilt: Ist x — f(x) eine Funktion und Xexr ein Extremum von f im
Innern des Definitionsbereichs, so gilt f'(xextr) = 0. Der Punkt Xextr
hat damit die besondere Struktur, diese Gleichung zu erfiillen.

B

a

Q

P

Abb. 10.8 Bezeichnungen fiir die analytische Losung von Problem 10.3;
C ist im Bild nicht das Minimum

Ein schones Beispiel hierfiir ist folgende alternative Losung von
Problem 10.3: Mit Bezeichnungen wie in Abbildung 10.8 (wobei 4
der Abstand von P zu Q ist) ist der Punkt C, also die Zahl x, so zu
finden, dass f(x) = £(AC) + £(CB) minimal ist'>. Nach Pythagoras
ist f(x) = Va2 + 22 + /b2 + (d — x)?, und nach kurzer Rechnung
findet man fiir die Ableitung

f'(x) = cosa — cos B. (10.1)

Bei einem Minimum Xpin von f muss f’(Xmin) = 0 sein (der Definiti-
onsbereich von f ist ganz IR, also ist jeder Punkt ein innerer Punkt),
also cosa = cos B, also « = B (weil a, B € (0, 77)).

13¢(AC) bezeichnet den Abstand der Punkte A und C.
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Die besondere Struktur des kiirzesten Weges besteht also darin,
dass bei C gilt: Einfallswinkel = Ausfallswinkel. Dies ist ein neuer
Beweis des Satzes auf Seite 218, der die Konstruktion von C mit Hilfe
des Spiegelpunktes B’ (vgl. Abbildung 10.3) nicht verwendet.

Der Vorteil des neuen Beweises liegt darin, dass dieses Argument
auch in anderen Situationen anwendbar ist, wo die Spiegelungskon-
struktion nicht funktioniert. Zum Beispiel konnen wir die Gerade
g durch eine gekriimmte Kurve ersetzen, dann kann man auf ganz
dhnliche Weise zeigen:

Sei ¢ eine Kurve und seien A, B zwei Punkte, die auf einer Seite
der Kurve liegen, siehe Abbildung 10.9. Sei C ein innerer Punkt
auf ¢, fiir den die Summe der Abstinde ¢(AC) + ¢(BC) extremal
ist. Dann gilt « = B, d. h. Einfallswinkel = Ausfallswinkel bei
C.

Umgekehrt gilt, dass bei jedem Punkt C, fiir den Einfallswinkel =
Ausfallswinkel ist, die Funktion f(C) = ¢(AC) + ¢(BC) im Punkt C
stationir ist, d. h. ein lokales Maximum oder Minimum oder einen
Sattelpunkt hat.

Abb. 10.9 Reflexion an einem gebogenen Spiegel; «, B sind die Winkel zur
Tangente an die Kurve ¢ im Punkt C

Stellen wir uns c als Spiegel vor, dann bedeutet &« = , dass ein
Lichtstrahl, der von A kommt, nach B reflektiert wird. Wir konnen
dann den Satz so formulieren:

Wege grofiter oder kleinster Linge sind Lichtwege.
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Die Umkehrung ist bekannt als Prinzip von Fermat:'* Das Licht
nimmt diejenigen Wege zwischen zwei Punkten, deren Linge bei
kleinen Variationen des Weges stationar ist. 1°

Aus einem anderen Blickwinkel betrachtet, hat der Satz oben eine
weitere interessante Konsequenz: Betrachten wir folgendes Problem.

Problem 10.8

Sei c eine Kurve und seien A, B zwei Punkte, die auf derselben Seite von
c liegen. Muss es dann einen Punkt C geben, fiir den die Winkel « und
gleich sind?

Wir wollen also eine Billardkugel von A nach B iiber die Bande c
stoflen. Geht das?

Lésung

(unvollstindig) Wahle den Punkt C so, dass ¢(AC) + ¢(CB) mini-
mal ist. Nach Satz 10.4 gilt dann a« = B. Es gibt also einen solchen
Punkt C.

Dies ist ein hiibsches Beispiel fiir das Extremalprinzip als Hilfsmittel
in Existenzbeweisen. Aufgabe gibt eine interessante Variation
dieses Problems.

Warum ist die Losung unvollstindig? Wir miissen die Existenz von
C, also eines Minimums von f, zeigen! Denn die Menge der moglichen
Werte von f ist weder endlich noch eine Menge natiirlicher Zahlen,
also ist es nicht offensichtlich, dass sie ein Minimum besitzt. Wie
vervollstandigen wir den Beweis?

1. Der Satz vom (Maximum und) Minimum der Analysis sagt, dass jede
stetige Funktion auf einem beschrankten abgeschlossenen Intervall

14pjerre de FERMAT, 17. Jahrhundert. Das Prinzip wurde im 18. und 19. Jahrhun-
dert von EULER, LAGRANGE, MAUPERTUIS und HAMILTON zum ,Prinzip der kleinsten
Wirkung’ verallgemeinert, das jegliche physikalische Vorgiange in dhnlicher Weise
zu beschreiben versucht.

15Djes ist die Version fiir homogene Medien, in denen das Licht konstante Ge-
schwindigkeit hat. Ersetzt man die Lange des Weges durch die Laufzeit des Lichts,
so gilt dies auch fiir inhomogene Medien. Wendet man dies auf den Ubergang
zwischen zwei Medien an, erhilt man das Brechungsgesetz.
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ein Minimum (und ein Maximum) besitzt. Indem wir die Kurve
parametrisieren, kdnnen wir f als Funktion auf einem Intervall
auffassen. Dieses ist beschrdnkt und abgeschlossen, wenn wir die
Endpunkte als Teil von ¢ betrachten. Die Stetigkeit von f ldsst
sich leicht mit der Dreiecksungleichung zeigen. Also hat f ein
Minimum.

2. Um den Satz oben anwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen,
dass das Minimum im Innern der Kurve angenommen wird. Dies
ist in der Tat nicht klar und auch nicht unbedingt richtig, wenn
wir z. B. fiir ¢ ein Intervall auf der x-Achse nehmen und A, B beide
oben links von c liegen. Die Antwort auf das Problem ist also nur
dann Ja, wenn wir sicherstellen kénnen, dass das Minimum an
einem inneren Punkt von ¢ angenommen wird.

Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn c eine geschlossene
Kurve, zum Beispiel eine Ellipse, ist.

In vielen Situationen, in denen man das Extremalprinzip anwenden
mochte, hdangt die Funktion f nicht nur von einer, sondern von meh-
reren Variablen ab. Dann macht es keinen Sinn, von abgeschlossenen
Intervallen zu sprechen, hier kommt der Begriff der kompakten Men-
ge ins Spiel. Mehr zu diesem zentralen Begriff der Mathematik lernen
Sie in Biichern oder Vorlesungen iiber Analysis und tiber Topologie.

10.5 Werkzeugkasten

Aus dem allgemeinen Extremalprinzip, einer allgemeinen wissen-
schaftlichen Idee, konnten wir das Extremalprinzip als Probleml&se-
strategie gewinnen. In seiner ersten Form dient es als Mittel fiir
Existenzbeweise: Versuche, das gesuchte Objekt durch eine extre-
male Eigenschaft zu charakterisieren. Oft ist es nicht offensichtlich,
welches eine geeignete extremale Eigenschaft ist, und eine gezielte
Suche und mehrere Versuche sind nétig. Dabei sind IThrer Kreativitat
keine Grenzen gesetzt (solange Sie damit korrekt argumentieren
natiirlich). In seiner allgemeinen Form sagt das Extremalprinzip, dass
es sich bei jeder Art von uniibersichtlichem Problem lohnt, nach Ex-
tremen Ausschau zu halten. Eine Spielart dieser Idee ist die Methode
des unendlichen Abstiegs, mit der man manchmal zeigen kann, dass
Probleme keine Losungen in natiirlichen Zahlen haben.
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Aufgaben

Nehmen Sie eine beliebige natiirliche Zahl grofser als zwei,
ziehen Sie die Quadratwurzel und runden ab, vom Ergebnis ziehen
Sie wieder die Quadratwurzel und runden ab usw. Zeigen Sie, dass
irgendwann 2 oder 3 herauskommt. Was hat Ihre Losung mit dem
Extremalprinzip zu tun?

Das Produkt zweier positiver reeller Zahlen sei 20. Wie grofs
muss ihre Summe mindestens sein? Wie grofs kann sie hochstens
sein?

Ersetzen Sie in Problem 10.2 die Abstandsquadrate durch die
Kehrwerte der Abstinde und l6sen Sie dieses Problem.

Seien 0 < a < b gegeben.

a) Ein Auto fdhrt eine Stunde lang mit der Geschwindigkeit a (Ki-
lometern pro Stunde), dann eine Stunde lang mit der Geschwin-
digkeit b. Was ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit? (Durch-
schnittsgeschwindigkeit = Gesamtstrecke / Gesamtzeit)

b) Ein Auto fahrt 100 km mit der Geschwindigkeit 4, dann weitere
100 km mit der Geschwindigkeit b. Was ist seine Durchschnittsge-
schwindigkeit?

c) Beweisen Sie die Ungleichung vom harmonischen und geometri-

schen Mittel, 1 “erb

und begrunden S1e sie auch ohne Rechnung mit H11fe von a) und
b).

d) Finden Sie einen realen Kontext, in dem das geometrische Mittel
Vv ab eine Rolle spielt.

In Problem 10.4 hatten wir einen Spieler betrachtet, der
am héufigsten gewonnen hat, und dies fiihrte zur Losung. Stattdes-
sen hétten wir auch einen Spieler mit der langsten Liste betrachten
konnen. Kénnen Sie damit das Problem 16sen?

Funktioniert das in der Losung von Problem 10.5 angegebene
Argument auch, wenn Sie G(A) = (der groBte der Abstinde der
Farmen zu ihren Brunnen) statt der Summe der Abstdnde verwenden?
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Eine der grundlegenden Tatsachen der Analysis ist, dass Q
eine dichte Teilmenge von R ist. Das bedeutet: Sind a < b beliebige
reelle Zahlen, so gibt es eine rationale Zahl r mit a < r < b. Beweisen
Sie dies.

Beweisen Sie die Dreiecksungleichung (Seite 217) mittels
Koordinaten in der Ebene, z.B. wie folgt: Wir kénnen annehmen,
dass eine Ecke des Dreiecks der Nullpunkt ist und eine Ecke auf der
positiven x-Achse liegt. Also A = (0,0), B = (b,0) mit b > 0. Die dritte
Ecke sei C = (x,y), y # 0. Die Seitenldngen sind dann ¢(AB) = b,
((AC) = y/x2+y%2 und ¢(BC) = /(x — b)2 + y? (nach Pythagoras).
Beweisen Sie die Ungleichung /(x — b)2 +y2 < \/x2 + 42 +b.

Zeigen Sie, dass jede Triangulierung eines regelméfsigen n-
Ecks (vgl. Problem 2.4) ein Randdreieck besitzt, d.h. ein Dreieck,
dessen Ecken aufeinanderfolgende Ecken des n-Ecks sind.

Kann das Finffache einer Quadratzahl die Summe zweier
Quadratzahlen sein? Wie verhilt es sich mit dem Siebenfachen?

Zeigen Sie, dass es keine vier natiirliche Zahlen a, b, «, B gibt,
fiir die a® + b? = 3(a? + B?) gilt.

Zeigen Sie: Die Gleichung 4x* + 2y* = z* hat keine ganzzah-
lige Losung aufSer x =y = z = 0.

Gibt es eine Quadratzahl, die genau in der Mitte zwischen
zwei anderen Quadratzahlen liegt?

a) An jedem ganzzahligen Punkt n € Z der Zahlengerade stehe
eine beliebige natiirliche Zahl. Angenommen, jede Zahl ist der
Mittelwert ihrer beiden Nachbarn. Was folgt daraus fiir die Zahlen?

b) An jedem Gitterpunkt der Ebene (d. h. an jedem Punkt mit ganz-
zahligen Koordinaten) stehe eine natiirliche Zahl. Angenommen,
jede Zahl ist der Mittelwert ihrer vier Nachbarn. Was folgt daraus
tir die Zahlen?

c) Was lasst sich folgern, wenn man bei a) an jedes 7 eine positive
reelle Zahl statt einer natiirlichen Zahl schreibt?
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Gegeben sei ein Graph. Eine Farbung der Ecken mit den
Farben Weifd und Schwarz heifSe desegregiert, wenn jede weifie Ecke
mindestens genauso viele schwarze Nachbarn hat wie weifle, und
umgekehrt.

Zeigen Sie, dass es eine desegregierte Farbung der Ecken gibt.

In einer Personengruppe kenne jede Person maximal drei
andere Personen. Zeigen Sie, dass es moglich ist, die Gruppe so in
zwei kleinere Gruppen aufzuteilen, dass in jeder dieser Kleingruppen
jede Person maximal eine weitere in ihrer Kleingruppe kennt.

Betrachten Sie ein konvexes Polygon mit einem beliebigen
Punkt P im Inneren. Zeigen Sie, dass es eine Seite des Polygons gibt,
so dass das Lot vom Punkt P auf diese Seite im Inneren der Seite
liegt. Siehe Abbildung 10.10.

Lot liegt nicht im Innern der Seite —

Lot liegt im Innern der Seite

Abb. 10.10 Zu Aufgabe

Entlang einer kreisférmigen Strecke stehen mehrere Benz-
infasser, die unterschiedlich gefiillt sind. Die Gesamtmenge des Ben-
zins in allen Fassern reicht aus, um mit einem Auto einmal die Strecke
zu umrunden.

Sie haben einen leeren Tank und diirfen sich ein Fass aussuchen, wo
Sie Ihre Fahrt beginnen. Kénnen Sie das Fass so aussuchen, dass Sie
einmal die ganze Strecke umrunden konnen, ohne liegenzubleiben?

In einer Gruppe von 100 Personen kenne jede Person min-
destens 50 andere Personen. Zeigen Sie, dass es moglich ist, die 100
Personen so um einen Tisch anzuordnen, dass jeder zwischen zwei
Bekannten sitzt.
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Die allgemeine Ungleichung vom geometrischen, arithmeti-
schen und quadratischen Mittel lautet: Sei n € N und a4, ...,a, > 0.
Dann gilt

2 2

a1+...+a a+...+a

"al ..... an< né 1 1’1’
n n

und fiir beide Ungleichheitszeichen gilt Gleichheit genau dann, wenn
a =+ = a.

Beweisen Sie dies!

Unter allen in einen Halbkreis einbeschriebenen Trapezen,
welches hat die grofste Flache?

Sei n € IN. Wir betrachten Zahlen0 = xg < x1 < - < x, =
1. Fiir welche Werte der x; wird die Summe (x; — x0)? + (x2 — x1)? +
-+ (x4 — x,_1)? am kleinsten?

Zeigen Sie, dass das gleichseitige Dreieck unter allen Dreie-
cken gegebenen Umfangs die grofste Flache hat.

In der Ebene seien endlich viele Punkte gegeben, die nicht
alle auf einer Geraden liegen. Gibt es dann immer eine Gerade, die
durch genau zwei dieser Punkte lauft?

Gegeben sei ein konvexer Billardtisch ohne Ecken, sowie n €
IN, n > 2. Zeigen Sie, dass man n Punkte auf dem Rand des Tisches so
finden kann, dass eine Billardkugelw, die von einem der Punkte zum
ndchsten gestofien wird, den Rand nacheinander in diesen Punkten
trifft und dann immer wieder dieselbe Bahn durchlduft. Abbildung
10.11 zeigt ein Beispiel fiir einen elliptischen Billardtisch.

A

Y,
N—

Abb. 10.11 Eine ewige Billardkugelbahn auf einem elliptischen Tisch, n = 3
(B und C liegen ein wenig unterhalb der Mitte)

16Sie diirfen der Einfachheit halber annehmen, dass die Kugel punktformig ist —
die Aussage stimmt aber auch fiir ,reale” Kugeln, falls deren Radius nicht zu grof3
ist (kleiner als der kleinste Kriimmungsradius des Randes).
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14

,Wo sich Dinge dndern, achte auf das, was gleich bleibt!” Was wie
eine Weltanschauung anmutet, ist eine der fundamentalen Ideen,
die die ganze Mathematik durchziehen, und ein sehr patentes Pro-
blemldsewerkzeug.

Viele komplexe Prozesse setzen sich aus einfachen Schritten zusam-
men: Die Moglichkeiten fiir einen Zug im Schachspiel sind tiberschau-
bar, doch eine ganze Partie ist dufSerst komplex. Gehen Sie in einer
Stadt spazieren, so ist jeder Threr Schritte unproblematisch, nach eini-
ger Zeit konnen Sie sich aber verlaufen. Ein physikalisches System
dndert sich momentan nur wenig, iiber einen lingeren Zeitraum aber
kann es seinen Zustand vollstindig und unvorhersehbar dndern.

Das Invarianzprinzip hilft Ihnen, trotz dieser Komplexitat Infor-
mationen tiber solche Prozesse zu gewinnen. Sie lernen es in diesem
Kapitel anhand zahlreicher Beispiele kennen. Dabei erfahren Sie Inter-
essantes iiber das beriihmte 15er-Puzzle und iiber das Solitaire-Spiel
und lernen nebenbei einiges iiber Permutationen und ihre Signatur,
grundlegende Konzepte der Mathematik.

11.1 Das Invarianzprinzip, Beispiele

Die folgenden Beispiele zeigen Ihnen, was das Invarianzprinzip1 ist
und wie es eingesetzt werden kann.

Problem 11.1

Zwei Jogger A und B laufen auf einer geraden Strecke. B startet einen
Meter vor A. Beide laufen gleich schnell.

Zeigen Sie, dass A niemals B einholen kann.

Losung

Da A und B gleich schnell laufen, bleibt der Abstand von A zu B
konstant. Da er am Anfang positiv war, bleibt er positiv.

Hnvariant = unverinderlich (aus dem Lateinischen)

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
D. Grieser, Mathematisches Problemlosen und Beweisen, Springer Studium Mathematik — Bachelor,
DOI 10.1007/978-3-658-14765-5 12
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4 B : 4 B
Anfangsposition Spitere

Position
Problem 11.2

Auf einem Feld aus 6 x 6 Quadraten liegt eine Miinze in der linken un-
teren Ecke. Ein Zug bestehe darin, sie von einem Feld in eines der schrig
angrenzenden Felder zu verschieben.

Zeigen Sie, dass man die Miinze niemals in die rechte untere Ecke brin-
gen kann, egal wie oft man zieht.

Denkpause

Lésung

Féarbe das Feld wie ein Schachbrett schwarz-weifs. Das linke untere
Feld ist schwarz. Bei jedem Zug bleibt die Farbe des Feldes, auf der
die Miinze liegt, gleich. Also kann die Miinze nie auf ein weifSes Feld
gelangen. Die rechte untere Ecke ist aber weifs. Die Miinze bewegt
sich wie ein (lahmer) Liufer im Schach.

Was haben die beiden Probleme gemeinsam? Etwas bleibt gleich
(in jedem Moment bzw. bei jedem Zug), daher muss es auch nach
beliebig langer Zeit/beliebig vielen Ziigen noch gleich sein. Dies ist
das Invarianzprinzip. Kurz:

Invarianzprinzip
Wo sich etwas mehrfach dndert, beobachte, was gleich bleibt!
Die Beispiele zeigen, dass das Invarianzprinzip dabei hilft, Unmog-

lichkeitsbeweise zu fithren: B kann A nicht einholen, die Miinze
kann nicht in die rechte untere Ecke kommen.
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B C

Abb. 11.1 Figuren fiir Pflasterungen

Problem 11.3

Kann man ein 5 x 5-Quadrat mit Dominosteinen pflastern? Kann man ein
6 x 6-Quadrat mit Dominosteinen pflastern?

Die Quadrate sind in Abbildung 11.1 A und B gezeigt. Ein Domino-
stein ist hierbei ein 2 x 1-Rechteck, und pflastern bedeutet ltickenlos
und tiberschneidungsfrei bedecken, wobei ein Dominostein immer
zwei angrenzende Felder tiberdecken soll.

Denkpause

Losung

Jeder Dominostein bedeckt 2 Felder. Daher muss jede mit Domino-
steinen gepflasterte Fldche eine gerade Zahl an Feldern haben. Das
5 x 5-Quadrat hat 25 Felder, kann also nicht gepflastert werden.

Um zu zeigen, dass das 6 x 6-Quadrat gepflastert werden kann,
geben wir ein Beispiel an, siehe Abbildung 11.2.

Vorsicht: Fiir den Beweis, dass das 6 x 6-Quadrat gepflastert
werden kann, reicht es nicht zu sagen, dass es eine gerade Zahl

an Feldern hat. Zum Beispiel hat die Figur ) eine gerade
Zahl an Feldern, kann aber offenbar nicht mit Dominosteinen
gepflastert werden.
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L[]
L[]
L[]
L L]
L]
L L]

Abb. 11.2 Beispiel einer Domino-Pflasterung

Im Unmoglichkeitsbeweis fiir das 5 x 5 Quadrat steckte wieder
das Invarianzprinzip: Wir stellen uns vor, dass wir die Dominosteine
nach und nach auf das Feld legen, ein Stein pro Zug. Was bei jedem
Zug gleich bleibt, ist die Paritdt der Zahl der bedeckten Felder: Am
Anfang ist diese Zahl 0, also gerade, daher ist sie immer gerade, kann
also nie 25 werden.

Die Paritdt einer ganzen Zahl ist ihre Eigenschaft, gerade oder
ungerade zu sein. Sie ist hdufig ein guter Kandidat fiir eine Invariante,
reicht aber manchmal nicht aus, wie folgendes Beispiel zeigt:

Problem 11.4

Kann die Figur in Abbildung 11.1 C mit Dominosteinen gepflastert wer-
den?

Untersuchung und Lésung

>> Die Figur hat 36 — 2 = 34 Felder, also eine gerade Zahl. Es konnte
also eine Pflasterung geben, sicher sein konnen wir aber nicht.
Jedenfalls konnen wir das Paritdtsargument nicht verwenden, um
die Unmoglichkeit zu zeigen. Versuchen Sie, eine Pflasterung zu
finden!

> Haben Sie keine Pflasterung gefunden? Dann stellen wir die Ver-
mutung auf: Es geht nicht.

> Wie konnten wir die Vermutung beweisen?

Denkpause
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Wir kénnten versuchen, alle Moglichkeiten systematisch durchzu-
probieren — doch das scheint hoffnungslos, zu grofs und uniiber-
sichtlich ist die Menge der moglichen Muster.

> Daher sollten wir eine neue Invariante suchen: Etwas, das beim Da-
zulegen eines Dominosteins gleich bleibt. Damit die Invariante uns
beim Unmoglichkeitsbeweis nutzt, muss sie fiir die leere Figur und
tir die (hypothetisch) vollstindig gepflasterte Figur verschiedene
Werte haben.

Die Paritiat der Anzahl bedeckter Felder ist zwar eine Invariante,
erfiillt aber diese Bedingung nicht, da 0 und 34 beide gerade sind.

> Eine Idee: Erinnern wir uns an das Schachbrettmuster. Farben wir
die Felder wie ein Schachbrett. Ein Dominostein bedeckt immer
ein weifles und ein schwarzes Feld, egal wo er liegt. Daher hat jeder
mit Dominosteinen gepflasterte Bereich gleich viele weifSe wie
schwarze Felder.

> Die beiden Eckquadrate, die entfernt wurden, haben beide dieselbe
Farbe (sagen wir Weif3). Daher hat die Figur mehr schwarze als
weifSe Felder und kann deshalb nicht mit Dominosteinen gepflastert
werden.

Riickschau zu Problem 11.4

Die wesentliche Idee war, das Schachbrettmuster einzufiihren. Dieses
war in der Aufgabenstellung nicht gegeben. Es kann oft niitzlich
sein, eine zusitzliche Struktur einzufiihren. Dies hatte uns bereits
in Problem 11.2 geholfen.

Zusammenfassung zu Pflasterungen: Um zu entscheiden, ob die
Figuren A, B, C in Abbildung 11.1 mit Dominosteinen gepflastert
werden kénnen, haben wir so argumentiert:

Mit Hilfe der Invariante ,Paritdt’ konnten wir beweisen, dass Figur
A keine Pflasterung besitzt.

Fiir die Figuren B und C kénnen wir mit dem Paritdtsargument
nicht die Unmoglichkeit der Pflasterung beweisen. Daher ist wieder
alles offen: Wir wissen nicht, ob eine Pflasterung existiert.
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Fiir Figur B existiert eine Pflasterung. Am einfachsten beweisen
wir das, indem wir eine Pflasterung angeben.

Fiir Figur C existiert keine Pflasterung. Dies konnten wir mit Hilfe
einer weiteren Invariante (Differenz der Anzahlen der weifSen und
schwarzen bedeckten Felder beim Schachbrettmuster) beweisen.

11.2 Schema fiir das Invarianzprinzip

Wir konnen die Anwendung des Invarianzprinzips nun etwas genauer
beschreiben:

Problem: Gegeben sei ein Problem, in dem ein Prozess eine Rol-
le spielt. Der Prozess durchlaufe in einzelnen Schritten mehrere
Zustinde. Siehe Tabelle 11.1. Ziel ist es, zu verstehen, welche Zustidnde
aus einem Anfangszustand erreicht werden konnen. Es ist bekannt,
welche Schritte von jedem Zustand aus moglich sind. Meist ist ein
einzelner Schritt sehr einfach, nach mehreren Schritten wird es aber
uniibersichtlich.?

Eine Invariante des Prozesses ist eine Vorschrift, die jedem mog-
lichen Zustand eine Zahl (oder ein Symbol, eine Farbe, ein Wort o. A)
zuordnet, und deren Wert bei jedem Schritt gleich bleibt.

H Jogger ‘ Miinze auf Quadrat ‘ Dominopflasterungen
Prozess laufen Miinze herumschie- | Figur pflastern
ben
Schritt - Miinze um ein Feld | einen Dominostein hinzu-
verschieben legen
Zustand Positionen | Position der Miinze | Pflasterung einer Teilfi-
der Jogger gur
Invariante | Abstand Farbe des Feldes der | Paritit der Anzahl be-
der Jogger | Miinze deckter Felder bzw. Diffe-
renz weifSe/schwarze be-
deckte Felder

Tab. 11.1 Die Probleme 11.1-11.4

2Der Prozess im Jogger-Problem 11.1 ist kontinuierlich und hat keine einzelnen
Schritte. Die Frage und Vorgehensweise ist aber analog. Siehe auch Abschnitt 11.4.
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Voruberlegung: Nach Vertrautwerden mit dem Problem kommen
wir zu einer Vermutung, welche Zustiande erreicht werden kénnen
und welche nicht.

Existenzbeweis fiir erreichbare Zustande: Um fiir einen Zustand
zu zeigen, dass er erreicht werden kann, geben wir am einfachsten
eine konkrete Folge von Schritten an, die zu diesem Zustand fiihren.

Nichtexistenzbeweis fiir nicht erreichbare Zustiande: Um fiir ei-
nen Zustand zu zeigen, dass er nicht erreicht werden kann, suchen
wir eine Invariante des Prozesses, die fiir den Anfangszustand und
den betrachteten Zustand verschiedene Werte hat.

Wie immer kann es passieren, dass eine erste Vermutung korri-
giert werden muss oder dass eine Invariante, die man anzuwenden
versucht, nicht zum Ziel fithrt. Und wie immer heif$t es dann: Dran
bleiben, nicht aufgeben!

Wie beim Extremalprinzip (siehe das Schema auf Seite 222) gilt
beim Suchen einer Invariante: Erlaubt ist, was funktioniert. Das
Finden einer Invariante kann einige Kreativitit erfordern.

Wir kénnen die Problemstellung und das Invarianzprinzip so for-
malisieren:

Gegeben ist eine Menge M von Zustidnden und eine Menge S C M x M
moglicher Schritte.

(Interpretation: (a4,b) € S bedeutet, dass man in einem Schritt von Zu-
stand a nach Zustand b gelangen kann.)

Wir sagen, dass ein Zustand b € M von einem Zustand a € M erreichbar
ist, wenn es einen Prozessablauf gibt, der mit a startet und mit b endet.
Dabei ist ein Prozessablauf eine Folge 4, x1, xp, ..., x,, b von Elementen
aus M, fur die (a,x1), (x1,x2), ..., (x4, b) € S gilt. Hierbei ist n € IN
beliebig.

3Diese Formalisierung ist fiir das Verstandnis der weiteren Ausfithrungen nicht
notwendig. Sie dient der Prazisierung der Begriffe, ist aber wenig hilfreich dabei,
gute Ideen fiir das Finden geeigneter Invarianten zu bekommen — dafiir ist ein
intuitives Verstdandnis des Invarianzprinzips wichtiger, das Sie am ehesten durch
die Beispiele bekommen. Umgekehrt konnen Sie daraus erkennen, dass Sie hinter
formalen Definitionen, wie Sie sie in vielen Mathematik-Biichern finden, immer den
Sinn suchen sollten.
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Eine Invariante ist eine Abbildung I : M — T in eine beliebige Menge T,
fur die gilt: Fiir alle Schritte (a,b) € S ist I(a) = I(D).

Invarianzprinzip: Ist I eine Invariante und sind a,b € M mit I(a) # I(b),
so ist b von a aus nicht erreichbar.

Beispiel

In Problem 11.2 ist M die Menge der Felder des Bretts, S ist
die Menge der aller Paare (a4,b) mit a,b € M, fir die die Fel-
der a,b schridg (iiber eine Ecke) aneinander angrenzen, T =
{schwarz, weif8} und I(a) ist die Farbe des Feldes a bei der
Schachbrettfirbung, fiir jedes a € M.

11.3 Weitere Beispiele: Zahlenspiele, Permutationen,
Puzzles und Solitaire

Oft formulieren wir Prozesse als Spiele. Die Zustdnde sind dann
die moglichen Spielstiande, die Schritte sind die in einem Spielstand
moglichen Ziige.

Problem 11.5

Sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Wir spielen folgendes Spiel: Wir schrei-
ben die Zahlen 1, 2, ..., 2n hin. In jedem Zug wihlen wir zwei der noch
vorhandenen Zahlen aus und ersetzen sie durch ihre Differenz. Dies wie-
derholen wir so lange, bis nur noch eine Zahl iibrig bleibt.

Kann die iibrig bleibende Zahl Null sein?

Untersuchung

> Sehen wir uns ein Beispiel mit n = 3 an. Die beiden fiir den
ndchsten Zug ausgewdhlten Zahlen sind mit einem Punkt markiert:

123456
23455
2340
140
30
3
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In diesem Fall bleibt 3 {ibrig. Wir hétten auch anders vorgehen
konnen, z. B. hitten wir im ersten Schritt statt 1 und 6 die Zahlen
1 und 2 wéhlen kénnen usw. Spielen Sie weitere Moglichkeiten
durch; Sie werden nie Null herausbekommen. Daher formulieren
wir die Vermutung: Zumindest fiir n = 3 kann die {ibrigbleibende
Zahl niemals Null sein.

> Wie konnten wir das beweisen? Sicherlich nicht, indem wir alle
Moglichkeiten durchprobieren. Dafiir gibt es zu viele.

> Die Aufgabe hat genau die Struktur, bei der wir an das Invari-
anzprinzip denken sollten: Wir haben einen Prozess (das Spiel),
bestehend aus einzelnen Schritten (den Ziigen), und wir wollen
zeigen, dass ein bestimmtes Ergebnis unmaoglich ist. Daher sollten
wir nach einer Invariante suchen.

> Was sind die Zustdnde? Es sind endliche Zahlenfolgen: die Zeilen
im Beispiel oben. Wir suchen also eine Vorschrift, die beliebigen
solchen Zahlenfolgen eine Zahl (oder Farbe oder ...) zuordnet und
die bei jedem Zug gleich bleibt — egal welchen Zug wir machen.

Denkpause

> Eines der einfachsten Dinge, die man mit endlichen Zahlenfolgen
machen kann, ist, alle Zahlen zu addieren. Probieren wir das im
Beispiel oben:

Zahlenfolge | Summe
123456 21
23455 19
2340 9
140 5
30 3
3 3

Was fillt auf? Die Summe ist immer ungerade. Das bringt uns auf
eine Idee:

Vermutung: Die Paritdt der Summe der vorhandenen Zahlen ist
eine Invariante.
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Wenn wir dies zeigen kénnten, wéaren wir im Fall n = 3 fertig,
da die Summe am Anfang 21 ist und daher am Ende nicht Null
sein kann. Danach bleibt noch zu untersuchen, ob die Summe
1+2+ -+ 2n immer ungerade ist, wenn n ungerade ist. Dies ist
unten ausgefiihrt.

Denkpause

Lésung zu Problem 11.5

Die tibrig bleibende Zahl kann nicht Null sein. Um dies zu zeigen,
beweisen wir folgende Aussagen:

1. Die Summe 1+ 2 + - - - + 2n ist ungerade.

2. Die Paritdt der Summe der noch vorhandenen Zahlen bleibt bei
jedem Zug gleich.

Aus 1. und 2. folgt dann, dass die am Ende {iibrig bleibende Zahl
ungerade sein muss, also nicht Null sein kann.

Beweis von 1.: Es ist

2n(2n +1
1+2+-~+2n:n(z+):nQn+1)

Nach Voraussetzung ist n ungerade. Da 21 + 1 ebenfalls ungerade ist,
ist n(2n + 1) ungerade.

Beweis von 2.: Zu einem Zeitpunkt wahrend des Spiels seien noch
die Zahlen ay, ..., ax, x, y librig, wobei mit x, y die Zahlen bezeichnet
sind, die man fiir den ndchsten Zug ausgewdhlt hat. Dabei darf
k € INo auch gleich Null sein. Wir kénnen 0.B.d. A.* annehmen,
dass x > y ist. Dann bleiben nach dem néchsten Zug die Zahlen
ai,...,ag, x —y tbrig.

Es ist also

a4+ ta+x+y=ar+---+a+x—y mod 2

4Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit.
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zu zeigen (diese Kongruenznotation wird in Kapitel 8 erklart). Dies
folgt sofort daraus, dass die Differenz der linken und rechten Seite
2y, also durch 2 teilbar ist.

Riickschau zu Problem 11.5

Die Aufgabenstellung (Ziige etc.) und unsere Vermutung der Unmég-
lichkeit legten nahe, das Invarianzprinzip zu verwenden. Aber es
war nicht offensichtlich, was als Invariante funktionieren wiirde. Die
Idee, die Summe der Zahlen eines Spielstandes zu betrachten, fiihrte
schnell zum Ziel. Paritdt war, wie so oft, von Nutzen.

Die Signatur einer Permutation und ein Problem tiber
Schiebepuzzles

Eine Permutation ist eine Anordnung der Zahlen 1,2, ...,n. Fiirn =3
gibt es zum Beispiel die Permutationen 123,132,213,231,312, 321.
Wir sind Permutationen bereits in Kapitel 5 begegnet, als wir deren
Anzahl n! bestimmt hatten.

Das folgende Problem weist Thnen den Weg zum Begriff der Si-
gnatur einer Permutation, einer der fundamentalen Invarianten der
Mathematik.

Problem 11.6

Schreiben Sie die Zahlen 1,2, ..., n in beliebiger Reihenfolge auf. Ein Zug
bestehe im Vertauschen zweier benachbarter Zahlen. Kann nach einer unge-
raden Anzahl von Ziigen wieder dieselbe Reihenfolge wie am Anfang her-
auskommen?

Untersuchung

> Wir haben es wieder mit einem Prozess zu tun: Die Zustidnde sind
die Permutationen, die Ziige die Vertauschungen benachbarter
Zahlen.

> Probieren Sie ein paar Beispiele. Sie werden bemerken, dass Sie
die Anfangsreihenfolge immer nur nach einer geraden Anzahl
Ziigen erreichen konnen. Wir vermuten, dass dies immer so ist. Wie
konnten wir das allgemein beweisen?
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> Es ist nicht klar, wie hier das Invarianzprinzip helfen sollte. Aber
wenn man jeder Permutation eine Zahl so zuordnen koénnte, dass
diese Zahl bei jedem Zug ihre Paritit dndert, wiirde daraus sofort
unsere Vermutung folgen.

> Was passiert beim Vertauschen zweier benachbarter Zahlen? Zwei
Zahlen, die vorher in der richtigen Reihenfolge standen, stehen
nun in verkehrter Reihenfolge, und umgekehrt.

>> Idee: Dies legt nahe, die Anzahl der Verstellungen einer Permuta-
tion zu betrachten. Wir nennen die Zahlen an den Positionen i < j
verstellt, wenn die linke (an der Position 7) grofser ist als die rechte.

Beispiel: Wie viele Verstellungen hat die Permutation 3412? Wir
betrachten alle Paare zweier Zahlen, am besten systematisch: 34
nicht verstellt, 31 verstellt, 32 verstellt, 41 verstellt, 42 verstellt, 12
nicht verstellt. Also 4 Verstellungen.

> Wie dndert sich die Anzahl an Verstellungen, wenn wir in einer Per-
mutation zwei benachbarte Zahlen vertauschen? Wie schon gesagt,
die beiden vertauschten Zahlen waren entweder nicht verstellt,
dann sind sie es nach dem Tausch, oder sie waren vorher verstellt,
dann sind sie es nach dem Tausch nicht mehr. Die Position jeder
dieser beiden Zahlen zu jeder der iibrigen Zahlen dndert sich nicht,
ebenso die Position von beliebigen zwei der iibrigen Zahlen.

Also dndert sich die Anzahl der Verstellungen um eins, wenn wir
zwei benachbarte Zahlen vertauschen. Insbesondere wechselt diese
Anzahl mit jedem Zug die Paritdt. Hier ein Beispiel. Die Signatur
ist die Paritdt der Anzahl der Verstellungen.

. Anzahl .
Permutation Vi Signatur
erstellungen
213 1 u
231 2 g
321 3 u
312 2 g
132 1 u
123 0 g
213 1 u

Abb. 11.3 Beispiel zu Problem 11.6; u = ungerade, g = gerade
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> Am Anfang und am Ende haben wir dieselbe Anordnung, also
dieselbe Anzahl an Verstellungen. Damit muss die Paritit gerade
oft gewechselt haben, das heifit, es wurde eine gerade Anzahl von
Ziigen ausgefiihrt.

Wir stellen die wichtigsten Definitionen zusammen und schreiben die
Losung geordnet auf.

Eine Anordnung der Zahlen 1,2, ...,n heifst auch Permutation
von 1,...,n. Wir schreiben sie als® (a1,ay,...,a,). Eine Verstel-
lung ist ein Paar von Zahlen i,j € {1,...,n} mit

i<j und a; > aj.

Die Signatur der Permutation (ay,...,a,) ist die Paritidt der An-
zahl ihrer Verstellungen. Man spricht von einer geraden bzw.
ungeraden Permutation, je nachdem, ob die Signatur gerade bzw.
ungerade ist.

Man bezeichnet Permutationen oft mit kleinen griechischen Buchsta-
ben, z.B. 7t (pi) oder o (sigma).

Lésung zu Problem 11.6

Wir beweisen zunéchst folgendes Lemma.

Eine Permutation dndert beim Vertauschen benachbarter Zahlen
ihre Signatur.

Beweis.

Sei eine beliebige Permutation 7w = (ay,...,a,) gegeben. Sei 1 <
k<nund o= (ay,..., a1, 40, ...,a,) die durch Vertauschen von a;
und gy, resultierende Permutation. Wir zeigen, dass die Anzahl der
Verstellungen von ¢ um 1 grofier oder kleiner ist als die Anzahl der
Verstellungen von 7r. Daraus folgt dann die Behauptung des Lemmas.

5Man kann eine Permutation (a1,...,a4) auch als bijektive Abbildung
{1,...,n} = {1,...,n}, n— a, auffassen. Z. B. entspricht die Permutation (2,1,3)
der Abbildung 1+ 2,2+— 1,3 — 3.
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Dazu betrachten wir verschiedene Moglichkeiten fiir eine Verstellung
zwischen Positionen i < j von 7:

Liegen i und j beide nicht in {k, k + 1}, so stehen an den Positionen
i,j in ¢ dieselben Zahlen wie in 7. Also haben ¢ und 7 dieselbe
Anzahl solcher Verstellungen.

Jede Verstellung mit i = k und j > k41 in 7 wird zu einer
Verstellung mit i = k + 1 und demselben j > k + 1 fiir ¢, da a; in
o an der Position k + 1 steht. Analog wird aus jeder Verstellung
miti =k+1und j > k+1in 71 eine Verstellung mit i = k und
j>k+1lino.

Also haben ¢ und 7 dieselbe Anzahl von Verstellungen mit i €
{k,k+1}undj>k+1.

Analog sieht man, dass ¢ und 7t dieselbe Anzahl von Verstellungen
miti < kund j € {k,k+ 1} haben.

Es bleibt noch der Fall i = k, j = k+ 1. Sind die Zahlen an den
Positionen k, k + 1 in 7t verstellt (also ax > ax.1), so sind sie in ¢
nicht mehr verstellt. Sind sie in 71 nicht verstellt, so sind sie in ¢
verstellt.

Insgesamt folgt, dass die Anzahl der Verstellungen von ¢ von der von
7T um 1 abweicht. g.e.d.

Die Losung von Problem 11.6 lautet nun: Da die Signatur bei jedem
Zug wechselt und am Anfang und am Ende der Zugfolge gleich ist
(da dann dieselbe Permutation vorliegt), muss die Anzahl der Ziige
gerade sein.

Bemerkung

Die Signatur ist keine Invariante, sondern eine Halb-Invariante
fiir den Prozess dieses Problems: etwas, das sich in jedem Zug
in einfacher Weise dndert (hier: Hin- und Herwechseln zwischen
gerade und ungerade) und dessen Anderung auch nach vielen
Ziigen noch leicht vorherzusagen ist. Das reichte fiir die Losung
des Problems aus.
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Hier sind zwei weitere wichtige Eigenschaften der Signatur. Der
Beweis sei Thnen als Ubung tiberlassen (Aufgabe ).

Eigenschaften der Signatur

a) Verschiebt man eine Zahl in einer Permutation so nach rechts
oder links, dass k Zahlen tibersprungen werden, so dndert
sich die Signatur, wenn k ungerade ist, sonst dndert sie sich
nicht.

b) Vertauscht man zwei beliebige Zahlen in einer Permutation, so
andert sich ihre Signatur.

Beispiel zu a): 31254 ist ungerade, und schiebt man die 1 um zwei
Positionen nach rechts, erhdlt man 32514, das ist ebenfalls ungerade.
Teil b) verallgemeinert das Lemma auf Seite 259.

Hier ist eine hiibsche Anwendung der Signatur:

Problem 11.7

Betrachten Sie ein Schiebepuzzle mit drei Spalten und drei Zeilen. Darauf
liegen acht quadratische Steine, wobei das rechte untere Feld frei bleibt.
Diese acht Steine sind zeilenweise durchnumeriert. Ein legaler Zug besteht
aus dem Verschieben eines an das freie Feld angrenzenden Steins auf das
freie Feld. Siehe Abbildung 11.4.

Jemand nimmt die Steine | 7| und |8 | aus dem Feld und legt sie vertauscht
wieder zuriick. Kann man von dieser Position mittels legaler Ziige wieder
in den Ursprungszustand gelangen?

Man nennt dieses Puzzle das 8er-Puzzle. Versuchen Sie es!

1 2 3 1 2 3

4 5 6 4 5 6
¥

7 8§ 8 7

Abb. 11.4 Links: Ursprungszustand des 8er-Puzzles mit den beiden in
dieser Position moglichen Ziigen; rechts: Steine 7 und 8 wurden vertauscht
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Denkpause

Lésung

Die Zustdnde sind alle méglichen Stellungen des Puzzles. Indem wir
die Steine Zeile fiir Zeile ablesen und dabei das leere Feld ignorieren,
konnen wir jeder Stellung eine Permutation der Zahlen 1,2,...,8
zuordnen. Der Ausgangsstellung entspricht die Permutation 12345678,
der Stellung rechts in Abbildung 11.4 die Permutation 12345687.

Wird bei einem Zug ein Stein horizontal verschoben, dndert sich die
zugeordnete Permutation nicht. Betrachten wir, was passiert, wenn
ein Stein vertikal verschoben wird: Sei m die Zahl, die auf diesem
Stein steht. Dann iiberspringt in der zugeordneten Permutation die
Zahl m genau zwei Zahlen nach links (Verschiebung nach oben) oder
rechts (Verschiebung nach unten). Nach dem Satz auf Seite 261 dndert
sich dabei die Signatur nicht.

Daher ist die Signatur eine Invariante des Spiels. Da die Permu-
tationen 12345678 und 12345687 unterschiedliche Signaturen haben,
kann man von der einen Stellung nicht in die andere gelangen.

Das analoge Problem fiir ein 4 x 4-Puzzle (das sogenannte 15er-
Puzzle, siehe Aufgabe ) hat eine interessante Geschichte. Es
wird berichtet, dass im Jahr 1880 eine wahre 15er-Puzzle-Epidemie
erst die USA, dann Europa erfasste, nachdem ein Preis von 1000
Dollar fiir das Finden einer Zugkombination von der verstellten in
die Ausgangsposition ausgesetzt worden war.

Kugeln dreier Farben und Solitaire

Problem 11.8

Sie haben eine Kiste mit 4 roten, 5 griinen und 6 blauen Kugeln. In jedem
Zug diirfen Sie zwei verschiedenfarbige Kugeln herausnehmen und durch
eine Kugel der dritten Farbe ersetzen.® Es wird so lange gespielt, bis kein
Zug mehr moglich ist.

%Sie haben ausreichend zusitzliche Kugeln jeder Farbe neben der Kiste liegen.
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Angenommen, es bleibt am Schluss nur eine Kugel iibrig. Kann man
vorhersagen, welche Farbe sie hat?

Kann bei anfangs 4 roten, 6 griinen und 8 blauen am Schluss genau eine
Kugel iibrig bleiben?

Probieren Sie es aus. Verfolgen Sie die Anzahlen an roten, griinen
und blauen Kugeln in einem Spielverlauf. Was beobachten Sie? Was
konnen Sie daraus schliefsen?

Denkpause

Untersuchung und Lésung

> Wir bezeichnen die Anzahlen roter, griiner und blauer Kugeln mit
1,8, b. Beobachten wir, wie sich r, g in einem Zug dndern: Ziehen
wir rot - griin, so werden sie zu r — 1, ¢ — 1; ziehen wir rot - blau, so
werden sie zu r — 1, ¢ + 1; und ziehen wir griin - blau, so werden
sie zu r 4+ 1, g — 1. Finden Sie eine Grofie oder Eigenschaft, die sich
in keinem dieser Fille dndert?

Denkpause

> Falls r, g vor dem Zug dieselbe Paritidt haben, so haben sie auch
nach dem Zug dieselbe Paritdt. Und hatten sie vorher verschiedene
Paritdt, dann auch nachher. Mit anderen Worten, die Paritit ihrer
Differenz bleibt gleich, egal welchen Zug wir ausfiihren.

> Wegen der Symmetrie gilt dasselbe fiir 7, b und fiir b, g: Was gleich
bleibt, ist die Eigenschaft, ob die beiden Zahlen dieselbe oder
verschiedene Paritidt haben.

> Angenommen, es bleibt am Ende nur eine rote Kugel iibrig. Dann
sind r, g, b am Ende gleich 1,0, 0, also hat r andere Paritit als g und
b. Daher muss r auch schon am Anfang andere Paritdt als g und b
gehabt haben.
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Falls am Ende nur eine griine oder blaue Kugel iibrigbleibt, muss
entsprechend ¢ bzw. b am Anfang eine andere Paritdt als die
anderen beiden Zahlen gehabt haben.

> Die die Werte von r,g,b am Anfang 4,5, 6 sind und nur 5 ei-
ne andere Paritidt als die beiden anderen Zahlen hat, muss die
tibrigbleibende Kugel griin sein.

> Im Fall 4, 6, 8 sind anfangs alle Paritdten gleich, also miissen sie es
auch nach beliebig vielen Ziigen sein. Daher kann niemals genau
eine Kugel tiibrig bleiben.

Bemerkungen

Wir haben nicht gezeigt, dass man im Fall 4,5, 6 so ziehen kann,
dass am Schluss nur eine Kugel iibrig bleibt (die dann, wie wir
wissen, automatisch griin wére) — das war auch nicht gefragt.
Dass dies geht, kann man durch Ausprobieren leicht feststellen.
Automatisch ist das nicht: Stellt man sich ungeschickt an,
kann man in eine Sackgasse laufen, z. B. wenn man zuerst
griin - blau zieht — dann bleiben 5,4,5 — und dann fiinfmal
hintereinander rot - blau — dann bleiben 0, 9, 0, und das Spiel
ist zu Ende.

Die Losung ergibt sofort eine notwendige Bedingung dafiir, dass
man so ziehen kann, dass am Schluss eine Kugel tibrig bleibt:
Die Anfangszahlen diirfen nicht alle gerade und nicht alle
ungerade sein. Ist diese Bedingung auch hinreichend? (Nein,
siehe die vorige Bemerkung und Aufgabe )-

Der besondere Reiz dieser Aufgabe liegt darin, dass man
mit ihrer Hilfe tiberraschende Einsichten tiber das bekannte
Solitaire-Spiel erhalten kann, zum Beispiel: Wer es schafft,
einen Stein tibrig zu lassen, wird es auch schaffen, dass dieser
in der Mitte steht. Siehe Aufgabe



11.4 Weiterfithrende Bemerkungen 265

11.4 Weiterflihrende Bemerkungen: Knoten,
ErhaltungsgroBen und der Sinn von
Unmoglichkeitsbeweisen

Invarianten kontinuierlicher Prozesse

Der Prozess im Jogger-Problem 11.1 besteht nicht aus diskreten Schrit-
ten, sondern ist kontinuierlich: Der Zustand dndert sich fortwahrend.
Dies ist am besten mit Mitteln der Analysis zu beschreiben. Das
Invarianzprinzip besteht hier in folgendem Satz der Analysis:

Ist die Ableitung einer Funktion tiberall gleich Null, so ist die
Funktion konstant.

Genauer: Ist die Funktion f : [2,b] — R tiberall differenzierbar und
gilt f'(x) = 0 fur alle x € [a,b], so ist f konstant, insbesondere ist
f(a) = f(b). Anschaulich gesprochen: Andert sich f nirgends ,im
Kleinen” (d.h. der Graph hat tiberall eine horizontale Tangente), so
andert sie sich auch nicht ,im Grofien” (d.h. von a bis b).

Im Jogger-Beispiel ist f(x) = B(x) — A(x) der Abstand der Liufer,
wobei x die Zeit und A(x), B(x) die Orte der beiden Laufer (ge-
messen auf der Zahlengeraden) zum Zeitpunkt x bezeichnen. Die
Geschwindigkeiten der Laufer zum Zeitpunkt x sind die Ableitungen
A’(x), B'(x), und da diese gleich sind, gilt f'(x) = B'(x) — A’(x) =0
fur alle x, also ist f konstant.

Dieses kontinuierliche Invarianzprinzip liegt den Eindeutigkeitsbe-
weisen fiir Losungen von Differentialgleichungen zugrunde.

Beispiele fiir das Invarianzprinzip in verschiedenen Bereichen
der Mathematik

Die Idee der Invariante durchzieht alle Gebiete der Mathematik. Hier
sind einige Beispiele.

Wie schon beim Extremalprinzip in Kapitel 10 gilt: Wenn Sie einige
der im Folgenden erwédhnten Begriffe und Theorien nicht kennen,
lesen Sie trotzdem weiter — Sie werden ihnen begegnen, wenn Sie
sich weiter mit Mathematik befassen, und sie dann in den grofsen
Zusammenhang des Invarianzprinzips einordnen kénnen.

In Abschnitt 4.5 haben Sie bereits die EULER-Charakteristik ken-
nengelernt. Dies ist eine Invariante topologischer Riume (das sind
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z.B. Flachen im Raum, etwa Kugel, Torus etc.). Die Prozesse, unter
denen die EuLErR-Charakteristik invariant ist, sind Deformationen
(Verformungen) dieser Rdume. Dies sind kontinuierliche Prozesse.

Fiir eine ebene Kurve, die geschlossen ist (d.h. deren Anfangs-
und Endpunkt zusammenfallen), sich aber selbst schneiden darf,
und fiir einen Punkt P, der nicht auf der Kurve liegt, kann man
die Windungszahl betrachten. Sie gibt an, wie oft diese Kurve
um P ,herumlduft”. Die Windungszahl ist eine Invariante solcher
Kurven unter Deformationen, wobei die Kurve wihrend einer
Deformation niemals {iber P gezogen werden darf. Es ist nicht
einfach, diese anschauliche Beschreibung der Windungszahl in
eine exakte Definition zu fassen und ihre Invarianz zu zeigen. Sie
lernen sie in der Funktionentheorie oder der Topologie kennen.
Die Windungszahl hat vielfdltige Anwendungen. Zum Beispiel ist
mit ihrer Hilfe ein sehr eleganter Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra (jedes Polynom hat eine komplexe Nullstelle) moglich.

Eine sehr hiibsche und wichtige Anwendung von Invarianten ist
die Untersuchung von Knoten. Das Seil links in Abbildung 11.5
kann offenbar ,entknotet” werden, das zweite (der sogenannte
Kleeblattknoten) nicht (ohne es zu zerschneiden natiirlich) — das
sagt uns jedenfalls unsere Erfahrung. Aber kénnen wir sicher sein,
haben wir alle Méglichkeiten probiert?” Und wie steht’s mit dem
dritten und vierten Seil? Wie kann man allgemein entscheiden,
ob ein vorgelegtes geschlossenes Seil entknotet werden kann oder
nicht?® Kann man beweisen, dass die drei rechten Knoten nicht
entknotet werden konnen, egal wie viele Zwischenschritte man
macht?

All dies ist Thema der Knotentheorie, einer spannenden moder-
nen mathematischen Disziplin, die z. B. in der Untersuchung der
DNA, die unsere genetische Information enthilt, Anwendungen

7Erinnern Sie sich an Problem 4.5!

8Etwas praziser ausgedriickt: Ein Knoten ist eine geschlossene Kurve im Raum,
die sich selbst nicht schneidet. Zwei Knoten heiflen dquivalent, wenn man den
einen in den anderen deformieren kann, wobei auch wihrend der Deformation
keine Selbstschnitte auftreten diirfen. Ein Knoten kann entknotet werden (man sagt
auch, er ist trivial), wenn man ihn in den , Unknoten”, d. h. einen einfachen Kreis,
deformieren kann.
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A &b 3 @

Abb. 11.5 Vier Knoten’

findet. In der Knotentheorie konstruiert man Invarianten, die leicht
zu berechnen sind und mit denen man zum Beispiel beweisen
kann, dass die beiden mittleren Knoten in Abbildung 11.5 nicht
entknotet werden konnen.

Bis heute ist es aber niemandem gelungen, zu beweisen, dass diese
Invarianten ausreichen, fiir jeden beliebigen Knoten zu entscheiden,
ob man ihn entknoten kann oder nicht.

Ein noch ehrgeizigeres Ziel wire, einen vollstindigen Satz von In-
varianten zu finden, d. h. ausreichend viele Invarianten, an denen
man genau ablesen konnte, ob zwei Knoten ineinander tiberfiihrt
werden kénnen oder nicht.’

Zum Erkunden von Knoten eignet sich ein Verldngerungsstromka-
bel (erst verknoten, dann die Enden zusammenstecken).

Ubrigens: Der Knoten rechts in Abbildung 11.5 kann vollstandig
entknotet werden.

Prozesse und deren Langzeitverhalten sind Untersuchungsgegen-
stand der Theorie dynamischer Systeme. Ein wichtiges Hilfsmittel
dieser Theorie sind die invarianten Mannigfaltigkeiten, ein anderes
sind die LyaruNov-Funktionen, die zwar keine Invarianten sind,
aber immerhin Halb-Invarianten (sie sind monoton wahrend eines
Prozessablaufs, haben also kontrolliertes Verhalten).

Auch in der Physik ist das Invarianzprinzip fundamental, z. B. als
Satz von der Energieerhaltung: Die Energie eines abgeschlossenen
Systems bleibt konstant. Statt Invariante sagt man hier meist Erhal-
tungsgrofie. Weitere Beispiele von Erhaltungsgrofien sind Impuls

?Das Buch (Adams, Colin C., 2004) gibt eine etwas informelle Einfiihrung in
die Knotentheorie, mit Anwendungen in Physik, Chemie und Biologie; auf http:
//katlas.org/wiki/Main_Page finden Sie viele Bilder von Knoten.
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und Drehimpuls. Geschicktes Ausnutzen solcher Invarianten kann
manche Berechnung in der Physik erheblich vereinfachen.!” Indem
Albert EINSTEIN konsequent nach einer Theorie suchte, in der die
Naturgesetze LORENTz-invariant beschrieben werden kénnen und
die Lichtgeschwindigkeit konstant ist, entdeckte er die spezielle
Relativitdtstheorie.

Bisher haben wir Invarianz als Unveridnderlichkeit unter Prozessen
charakterisiert. Oft wird der Begriff allgemeiner verstanden. Hier sind
einige Beispiele, die Sie in den ersten Semestern eines Mathematik-
Studiums kennenlernen.

Invarianz unter Abbildungen: Die moderne Mathematik wird
meist in der Sprache der Mengen und Abbildungen formuliert.
Mengen konnen mit zusétzlicher Struktur versehen sein. Beispiele
sind Vektorrdaume, Gruppen und topologische Rdume. Dann sind
die invertierbaren Abbildungen, die die Struktur respektieren, von
besonderem Interesse, die sogenannten Isomorphismen. In den
genannten Beispielen sind dies lineare Isomorphismen, Gruppen-
isomorphismen und Homoéomorphismen. Eine Invariante einer
Struktur ist dann eine Zahl (oder eine andere Art mathematisches
Objekt, z.B. eine Gruppe), die jedem Exemplar dieser Struktur
zugeordnet wird und die fiir zwei Exemplare gleich ist, wenn es
einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Zum Beispiel ist die Dimension eine Invariante von Vektorrdumen,
und die EUuLER-Charakteristik ist eine Invariante topologischer
Riume.!

Invarianz als Unabhéngigkeit eines Ergebnisses von den Details
seiner Herleitung. Zum Beispiel konnen wir die Dimension eines
Vektorraums bestimmen, indem wir eine Basis angeben und ihre
Elemente zdhlen — jede andere Basis liefert dasselbe Ergebnis. De-
terminante und Spur einer linearen Abbildung eines Vektorraums

10Beispiel: Ein Korper falle aus der Hohe /1 herunter. Welche Geschwindigkeit v
hat er, wenn er unten ankommt? Die einfachste Art, dies zu berechnen, ist mittels
Energieerhaltung: verlorene potentielle Energie = gewonnene kinetische Energie, also
mgh = %va, alsov = \/@, wobei g die Erdbeschleunigung ist. Diese Methode
funktioniert auch, wenn der Korper (reibungsfrei) einen Abhang hinunterrutscht —
egal wie steil dieser ist oder ob er sogar variables Gefélle hat, das Ergebnis ist immer
dasselbe!

HDjes impliziert die Invarianz der EULER-Charakteristik unter Deformationen.
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in sich berechnet man, indem man die Determinante bzw. Spur der
Matrix bestimmt, welche die Abbildung in einer Basis beschreibt —
das Ergebnis ist unabhéangig von der Wahl der Basis. Die EULER-
Charakteristik einer Flache ldsst sich berechnen, indem man einen
Graphen auf die Flache zeichnet und dessen Ecken, Kanten und
Léander zahlt (siehe Kapitel 4.5 fiir Details) — dies ist unabhingig
von der Wahl des Graphen. In der Differentialgeometrie kann man
viele Gréflen (z. B. die Kriimmung einer Fldache) mit Hilfe lokaler
Koordinaten definieren und berechnen. Damit die Gréfien geome-
trisch sinnvoll sind, muss man zeigen, dass sie unabhingig von der
Wahl der lokalen Koordinaten sind. Die Liste liefle sich beliebig
verlangern. Halten Sie die Augen offen!

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass Invarianz eines der
fundamentalen Ordnungsprinzipien der Mathematik ist, neben sei-
ner Bedeutung als Problemldsetechnik, die Sie in diesem Kapitel
kennengelernt haben.

Wofiir sind Unmaéglichkeitsbeweise eigentlich gut?

Wenn wir beweisen, dass etwas unmoglich ist, brauchen wir kei-
ne Anstrengungen mehr zu unternehmen, es doch zu realisieren.
Dieses Wissen festigt unser Verstehen von Zusammenhédngen, und
wir kénnen uns auf andere Fragen konzentrieren, die Frage modifi-
zieren, den Forschungsgegenstand aus einem anderen Blickwinkel
betrachten.

Unmoglichkeitsbeweise konnen auch sehr praktische Konsequen-
zen haben. Ein Beispiel dafiir liefert die Kryptographie: Viele Annehm-
lichkeiten unseres tdglichen Lebens beruhen darauf, dass man Infor-
mationen verschliisseln kann: Die Verwendung von ec-Karten am Au-
tomaten, Einkaufen im Internet usw. Viele dieser Verschliisselungen
beruhen auf dem sogenannten RSA-Algorithmus; er ist so lange si-
cher, wie Codebrecher keine schnelle Art gefunden haben, sehr grofie
Zahlen (Groflenordnung von mehreren Hundert Dezimalstellen) in
ihre Primfaktoren zu zerlegen.!?

12 Schnell” ist kein mathematischer, sondern ein praktischer Begriff. Man stelle
sich darunter etwa vor: In weniger als tausend Jahren, auf Computern heutiger
Leistungsfahigkeit.
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Aber bisher konnte noch niemand beweisen, dass dies nicht geht.
Ohne einen solchen Beweis miissen wir mit einer Rest-Unsicherheit
leben. Ein Unmoglichkeitsbeweis wire hier sehr willkommen (und
ein grofser Durchbruch in der Forschung).

11.5 Werkzeugkasten

Das Invarianzprinzip ist ein fundamentales Werkzeug, wenn Sie
beweisen wollen, dass etwas nicht moglich ist oder nicht existiert:
Wenn sich das Problem als Prozess formulieren ladsst, sollten Sie
gezielt nach Invarianten suchen. Eine Invariante zu finden, die einen
gewiinschten Nichtexistenzbeweis liefert, ist manchmal nicht einfach
und erfordert Kreativitit und mehrere Versuche. Sie haben auch die
Signatur einer Permutation kennengelernt, die je nach Problem als
Invariante oder als Halb-Invariante nititzlich sein kann. Sie haben
in Problem 11.4 eine weitere wichtige Strategie kennengelernt: eine
zusitzliche Struktur einfithren (z.B. ein Schachbrettmuster), also
eine Struktur, die im Problem nicht gegeben war, die aber fiir seine
Losung niitzlich ist.

Aufgaben

Wir zerkleinern ein Blatt Papier derart, dass wir in jedem
Schritt einen Fetzen nehmen und ihn in 3 oder 5 Teile zerreifSen.
Konnen dabei genau 100 Teile herauskommen?

Wir hatten die Unmoglichkeit der Pflasterung eines 5 x 5-
Feldes mit Dominosteinen mit Hilfe eines Paritdtsarguments gezeigt.
Lésst sich dies auch mittels der Schachbrettfirbung zeigen?

Wir farben die Figur in Abbildung 11.1 C wie folgt: Das
untere linke 3 x 3-Quadrat und das obere rechte 3 x 3-Quadrat sind
schwarz, alle anderen Felder sind weifs. Kann man diese Farbung
statt der Schachbrettfirbung in dem Argument verwenden, mit dem
bewiesen wurde, dass die Figur nicht mit Dominosteinen gepflastert
werden kann?

Sei n € IN ungerade. Wir schreiben die Zahlen 1,2, ..., n hin.
In jedem Schritt streichen wir drei beliebige Zahlen weg und ersetzen
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sie durch ihre Summe. Zeigen Sie, dass irgendwann nur eine Zahl
tibrig bleibt, und bestimmen Sie diese Zahl.

Wir betrachten noch einmal das Problem 11.6 tiber Permuta-
tionen. Da immer nur Nachbarn vertauscht werden, wiirde es ndher
liegen, statt aller Verstellungen nur die Verstellungen benachbarter
Zahlen einer Permutation zu betrachten, also Zahlenpaare 7,i 4 1 mit
a; > aj11. Lasst sich das Argument auch mit der Paritidt dieser Anzahl
durchfiihren?

Beweisen Sie den Satz tiber die Eigenschaften der Signatur
(Seite 261).

Geben Sie eine Bijektion von der Menge der geraden Permu-
tationen auf die Menge der ungeraden Permutationen von 1, ...,n an
und bestimmen Sie damit deren Anzahl.

Eine Tafel Schokolade mit vier mal sechs Stiicken soll in
einzelne Stiicke entlang der Sollbruchkanten zerbrochen werden. Wie
oft muss man einzelne Schokoladenteiltafeln durchbrechen, bis dies
erreicht ist? Man darf immer nur jeweils eine Teiltafel zerbrechen,
Aufeinanderlegen ist nicht erlaubt.

Losen Sie das Analogon von Problem 11.7 fiir das 4 x 4-Feld
mit 15 Steinen, bei denen am Anfang die Steine 14 und 15 vertauscht
wurden.

Von einem Quadrat mit zwolf mal zwolf quadratischen
Feldern werden drei Ecken entfernt. Ist es moglich, das Brett mit
Steinen der Form [ | | |auszulegen?

Ein Boden ist mit Fliesen der Formate 1 x 4 und 2 x 2
ausgelegt. Eine der 1 x 4 Fliesen geht kaputt und wird durch eine
2 x 2 Fliese ersetzt. Lassen sich die Fliesen so umlegen, dass der
Boden wieder vollstandig gefliest ist?

Betrachten Sie die Spielfelder in Abbildung 11.6.

a) Zeigen Sie, dass es nicht moglich ist, das rechte Spielfeld, aus
dem drei Felder entfernt wurden, mit Steinen der Form [ [ [ ] zu
pflastern.
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b) Zeigen Sie, dass es hingegen moglich ist, das vollstandige Spielfeld
(links) mit Steinen der Form [T T ] zu pflastern.

c) Ist es moglich, das vollstandige Feld (links) mit Steinen der Form
[TTT] =zu pflastern?

Vollstandiges Spielfeld Spielfeld, aus dem drei Quadrate
(schattiert) entfernt wurden

Abb. 11.6 Spielfelder fiir Aufgabe

Wir betrachten einen Streifen aus 2n nebeneinanderliegen-
den Einheitsquadraten. Die Quadrate seien abwechseln schwarz
und weif$ gefdarbt. In einem Zug wihle man eine beliebige zusam-
menhédngende Gruppe von Quadraten (z.B. nur das 3., oder das 2. bis
4.) und drehe samtliche Farben in dieser Gruppe um (d.h. weifs wird
schwarz, schwarz wird weif}). Offenbar kann man mit n Ziigen alles
weifs machen. Geht es auch mit weniger Ziigen?

Ein quadratischer Sessel kann nur so verrtickt werden, dass
man ihn um eine der Ecken seines Grundrisses um 90 Grad dreht.
Kann man ihn durch mehrfaches Verriicken so umstellen, dass er
am Schluss genau neben der urspriinglichen Position steht und die
Riickenlehne in dieselbe Richtung wie am Anfang zeigt?

Die Zahlen 1,0,1,0,0,0 seien in dieser Reihenfolge um einen
Kreis angeordnet. In jedem Zug darf man zu zwei beliebigen Nach-
barn je eine 1 addieren oder von ihnen eine 1 subtrahieren. Kénnen
jemals alle Zahlen Null werden? Fiir welche Anfangspositionen ist
das moglich?

Drei Frosche sitzen in den Punkten der Ebene mit den
Koordinaten (0,0), (0,1) und (1,0). Nun beginnen sie zu hiipfen.
Bei jedem Sprung springt ein Frosch so tiber einen anderen, dass
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der tibersprungene genau in der Mitte zwischen Absprung- und
Landeplatz des springenden Froschs sitzt. Kann jemals ein Frosch auf
Position (1,1) landen? (Dies sind Superfrosche, die auch extrem weite
Spriinge machen konnen.)

Anfangend mit den Zahlen 1,2,... ,4n — 1, ersetze in jedem
Zug zwei beliebige Zahlen durch ihre Differenz. Was lésst sich tiber
die Paritdt der Zahl, die am Ende iibrig bleibt, sagen?

Sei P ein konvexes n-Eck, n gerade. Sei p ein Punkt im
Innern, der auf keiner Diagonalen liegt. Wir wollen untersuchen, in
wie vielen aus Ecken von P gebildeten Dreiecken p liegt. Bestimmen
Sie diese Anzahl fiir einige Beispiele von P und p. Was beobachten
Sie? Beweis?

Betrachten Sie Problem 11.8 mit anfangs r roten, g griinen
und b blauen Kugeln, mit r, g, b € INy. Finden Sie eine notwendige
und hinreichende Bedingung an 7, g, b dafiir, dass man so spielen
kann, dass am Schluss nur eine Kugel tibrig bleibt.

Betrachten Sie ein Spiel mit folgenden Regeln. Das Spiel
startet mit ¢ € IN griinen und r € IN roten Spielsteinen in einem
Gefafs. In jedem Zug werden zwei Steine herausgenommen und
beiseitegelegt. Haben diese die gleiche Farbe, wird ein griiner Stein in
das Gefaf gelegt. Werden zwei unterschiedlich farbige gezogen, wird
ein roter Stein in das Gefdf gelegt. Die Steine, die jeweils in das Gefafs
gelegt werden, kommen aus einem (unendlichen) separaten Vorrat.
Es wird so lange gespielt, bis nur noch ein Stein im Gefaf? verbleibt.

Spielen Sie dieses Spiel mehrere Male fiir die Anfangskonfiguration
g = 3,r = 4 sowie flir g = 3,7 = 3 und beobachten Sie, welche Farbe
der iibrig bleibende Stein hat. Was féllt Ihnen auf? Finden Sie eine
Invariante fiir das Spiel. Kann man anhand von g und r vorhersagen,
welche Farbe der {iibrig bleibende Stein hat?

Stellen Sie sich ein Museum mit einhundert identisch grofien,
quadratischen Rdumen vor, die wie in Abbildung 11.7 angeordnet
und durch Tiiren verbunden sind. Der Eingang befindet sich auf der
Skizze unten links, der Ausgang befindet sich oben rechts.

Ist es moglich, bei einem Durchgang jeden Raum genau einmal zu
besuchen?
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| Ausgang

Eingang i

Abb. 11.7 Das Museum in Aufgabe

Auf einer Insel lebt eine Art von Chamaileons, die nur die
Farben Rot, Griin und Blau annehmen konnen. Immer, wenn sich zwei
verschiedenfarbige Chamaileons treffen, nehmen beide die jeweils
dritte Farbe an. Die Anzahlen roter, griiner und blauer Chamaéleons
am Anfang seien r,g,b € INy. Fiir welche Werte von 7, g, b kann es
passieren, dass es nach einer Weile nur noch Chamaéleons einer Farbe
gibt? Fiir welche Werte ist diese Farbe Rot?

Die Ausgangsstellung des Solitaire-Spiels ist links in Ab-
bildung 11.8 gezeigt (ein besetztes Feld ist durch ® symbolisiert, ein
freies durch O). Ein Spielzug besteht darin, mit einem Spielstein einen
horizontal oder vertikal benachbarten Spielstein zu tiberspringen und
auf dem dahinterliegenden freien Feld zu landen. Der tibersprungene
Stein wird entfernt. Das Spiel endet, wenn ein solcher Zug nicht mehr
moglich ist.

Ziel des Spiels ist es, am Ende nur noch einen Spielstein {ibrig zu
haben.

a) Zeigen Sie, dass der iibrig bleibende Stein eines erfolgreichen
Spiels stets an einer der fiinf Positionen in der mittleren Skizze
steht. Analysieren Sie die Aussage ,Ich habe es schon einmal
geschafft, genau einen Stein tibrig zu behalten. Nur leider war er
nicht in der Mitte!”.

b) Zeigen Sie, dass es nicht moglich ist, am Ende nur einen Spielstein
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uibrig zu behalten, wenn man die Position der rechten Skizze als
Ausgangsstellung nimmt.

Solitaire-Spiel im Mogliche Positionen Skizze zur zweiten
Ausgangszustand des letzten Spielsteins Teilaufgabe

Abb. 11.8 Zu Aufgabe

Unendliches Solitaire wird wie Solitaire gespielt, aber auf
einem unendlich grofsen Spielfeld: Die Felder sind die Gitterpunkte
(n,m), n,m € Z, der Ebene, und am Anfang steht an jedem Gitter-
punkt der unteren Halbebene ein Spielstein, also an jedem Punkt mit
m < 0. Ziel ist es, moglichst weit in die obere Halbebene vorzudrin-
gen, also einen Spielstein auf ein Feld (1, m) mit moglichst grofem
positivem m zu bringen. Was ist das maximal mogliche m?

Bei dieser Aufgabe wird vorausgesetzt, dass Sie den Zau-
berwiirfel (Rubiks Wiirfel) kennen. Wenn Sie ein wenig damit spielen,
merken Sie, dass es nicht moglich ist, aus der geordneten Anfangs-
stellung in eine Stellung zu kommen, in der

a) alle bis auf zwei Steine an der richtigen Position stehen, oder

b) alle Ecken an der richtigen Position stehen und alle bis auf eine
richtig orientiert sind, oder

c) alle Kanten an der richtigen Position stehen und alle bis auf eine
richtig orientiert sind.

Beweisen Sie, dass dies wirklich unméglich ist, ohne den Wiirfel zu
zerlegen.
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Hier finden Sie einen Uberblick {iber die Problemlésestrategien, die
Sie in diesem Buch kennengelernt haben.

Die Hauptschritte beim Losen eines Problems sind:

1. Verstehen des Problems

2. Untersuchung der Problems

3. Geordnetes Aufschreiben der Losung

4. Riickschau

Der schwierigste und zentrale Schritt ist meist die Untersuchung
des Problems. Doch die anderen Schritte sind genauso wichtig: Ein
genaues Verstdndnis des Problems sollte selbstverstandlich sein und
wird auch die Untersuchung erleichtern. Mit dem geordneten Auf-
schreiben teilen Sie Ihre Losung anderen mit, kontrollieren aber auch,
ob Thre Losung vollstandig und richtig ist. Mit der Riickschau kontrol-

lieren Sie sich ebenfalls und machen Ihre Erkenntnisse fiir zukiinftige
Problemldsungen fiir sich nutzbar.

1. Verstehen des Problems

Lesen Sie das Problem genau durch.
Was ist gegeben?
Was ist gesucht?

Was sind die Voraussetzungen?

2. Untersuchung des Problems

Wie gehen Sie damit um, wenn Sie merken: Ich weif8 nicht weiter,
stehe im Dunkeln?

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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Dann holen Sie Ihre Werkzeugkiste hervor. Sie enthélt Allgemeine
Strategien, spezielle Strategien, Techniken und Konzepte.

Allgemein gilt dabei: Bleiben Sie hartnackig, aber auch flexibel:
Wenn eine Strategie nicht weiterhilft, versuchen Sie eine andere. Ar-
beiten Sie sich Schritt fiir Schritt voran.

Allgemeine Strategien

Ein Gefiihl fiir das Problem bekommen, sich mit dem Problem
vertraut machen:

Spezialfille und Beispiele betrachten, Skizzen oder Tabellen anfer-
tigen

Habe ich schon ein dhnliches Problem gesehen?
Kann ich zunichst ein einfacheres Problem betrachten?

Was kann ich mit den Daten/Voraussetzungen machen? —
Vorwirtsarbeiten

Wie kann ich das Ziel erreichen? —
Riickwirtsarbeiten

Kann ich sinnvolle Zwischenziele formulieren?
Notation einfiihren

Vermutungen formulieren

Weitere Fragen, die Sie sich oft stellen kénnen, sind:
Kann ich ein Muster entdecken?

Was ist wesentlich, worauf kommt es an?

Spezielle Strategien

Spezielle Strategien sind jeweils fiir bestimmte Problemtypen niitzlich.
Rekursion, Induktion
Abzéhlen durch Bijektion; doppeltes Abzdhlen

Schubfachprinzip
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Extremalprinzip
Invarianzprinzip

Wenn Sie glauben, dass eines der Prinzipien fiir Ihr Problem niitzlich
sein konnte, planen Sie seinen Einsatz: Was konnten Kugeln und
Schubficher sein, was eine zu maximierende/minimierende Grofde,
was eine geeignete Invariante?

Techniken, Konzepte

Sie haben in diesem Buch folgende Techniken und Konzepte ken-
nengelernt und gesehen, wie sie fiir Problemlosungen niitzlich sein
konnen:

Auflosen von Rekursionen mittels Potenzansatz

Graphen: als Darstellungsmittel fiir komplexe Beziehungsgeflechte;
gerade/ungerade-Argumente bei Graphen, EULERsche Formel

Abzadhlprinzipien
Kongruenzen
Signatur einer Permutation

Dariiber hinaus gibt es viele weitere, die Sie bei Ihrer Beschiftigung
mit Mathematik kennenlernen werden.

Nattirlich wird Thnen bei der Untersuchung von Problemen auch
Erfahrung helfen. Diese bekommen Sie, indem Sie immer wieder
Probleme selbst 16sen und vorgegebene Losungen nachvollziehen.
Damit werden Sie mit der Zeit einen Vorrat an Problemen anlegen,
der Ihnen bei der Strategie ,,Ahnliche Probleme” helfen wird. Oder
gehen Sie einen Mittelweg: Erst nachdenken, dann ein Stiick weit
lesen, dann selbst weiterdenken, dann sich wieder eine Anregung
holen usw. Das kann Sie weit bringen.

Viele Problemlosungen sind in mathematische Theorien geronnen,
die tiber die Jahrhunderte hinweg immer weiter ausgefeilt wurden.
Wenn Sie eine Theorie lernen, lernen Sie weitere Techniken, Konzepte
und Ideen kennen. Fragen Sie sich dabei immer wieder: Welche
Probleme kann ich damit 16sen? Was kann ich jetzt, das ich vorher
noch nicht konnte?
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Und wenn Ihnen keines der Werkzeuge weiterhilft — dann bauen
Sie Ihr eigenes. Das ist die hohe Kunst des Problemldsens und des
mathematischen Forschens.

3. Geordnetes Aufschreiben der Losung

Dabei achten Sie besonders auf Folgendes:
Schliissige Argumentation, richtige Logik
Sinnvolle Anordnung
Verstandlich schreiben (Ideen, Motivationen erwédhnen)

Die mathematische Fachsprache kann dabei helfen, Dinge prazise
auszudriicken. Sie sollte aber durch Erkldrungen ergdnzt werden:
Eine reine Formelansammlung ist meist unverstandlich. Worte sind
wichtig!

4. Ruckschau

Wenn Sie das Problem gelost haben, konnen Sie sich weitere Fragen
stellen, zum Beispiel:

Was haben wir gelernt?

Ist die Losung sinnvoll?

Geht es auch anders, besser?

Wurden alle Voraussetzungen verwendet, wofiir waren sie wichtig?

Ergeben sich interessante Probleme, wenn man die Aufgabenstel-
lung verdndert?



HEUREKA!



B Grundbegriffe zu Mengen und Abbildungen

Die Sprache der Mengen und Abbildungen hat sich als Basissprache
in der modernen Mathematik durchgesetzt. Da sie sehr praktisch ist,
wird sie auch in diesem Buch an vielen Stellen verwendet. Daher
werden hier die wichtigsten Begriffe zusammengetragen.

Mengen und Elemente

Eine Menge ist eine Ansammlung von Objekten, ihrer Elemente,
wobei nur zdhlt, ob ein Element zur Menge gehort oder nicht. Das
heifst, dasselbe Element kann nicht mehrfach zu einer Menge gehéren,
und auf die Reihenfolge kommt es nicht an. Die Elemente werden
zwischen den Klammern { und } aufgelistet.

Zum Beispiel sind {1,2} und {5,8,9} Mengen. Es ist {1,2} = {2,1}
und {1,1,2} = {1,2}. (Vertauschung und Mehrfachnennung sind
erlaubt, 4ndern aber nichts.)

Liegt ein Element in einer Menge, schreiben wir €, sonst ¢. Z.B.
ist 1 € {1,2}, aber 3 ¢ {1,2}. (Sprich: 1 ist Element von {1,2}, 3 ist
nicht Element von {1,2}.)

Eine Teilmenge einer Menge A ist eine Menge B, deren sdamtliche
Elemente auch in A liegen. Man schreibt dann B C A. Z.B.ist {1,2} C
{1,2,5}.

Man kann aus einer Menge eine Teilmenge mit besonderen Ei-
genschaften auswahlen. Dies schreibt man mit einem Doppelpunkt
(manchmal auch mit einem Strich |).

Beispiel: Fiir A = {1,2,3,4,5,6} ist {n € A: nist gerade} = {2,4,6}.
(Sprich: Die Menge aller Elemente n von A, fiir die gilt: n ist gerade)

Zahlbereiche sind Mengen. Die wichtigsten sind:

N=1{1,23,...} Die Menge der natiirlichen Zahlen
Z={...,-2,-1,0,12,...} Die Menge der ganzen Zahlen
Q= {S :pe€Z, g N} Die Menge der rationalen Zahlen
R Die Menge der reellen Zahlen

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017
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In diesem Buch benoétigen wir nicht die genaue Definition von R.
Zusétzlich schreiben wir Ny = {0,1,2, ... }.

Es ist niitzlich, auch ein Symbol fiir eine Menge zu haben, die keine
Elemente enthilt. Sie heifst leere Menge und wird mit @ bezeichnet.
Fiir jede Menge A gilt @ C A.

Die Elemente einer Menge konnen beliebige Objekte sein, zum
Beispiel Zahlen oder Graphen. Da Mengen ebenfalls Objekte sind,
konnen auch sie als Elemente auftreten. Z. B. hat die Menge {{1,2},
{1,3,6}} die beiden Elemente {1,2} und {1,3,6} und die Menge {@}
hat das Element @. Ist A eine Menge, so kann man sdamtliche Teilmen-
gen von A als Elemente einer neuen Menge auffassen, diese nennt
man die Potenzmenge von A und bezeichnet sie mit P(A). Z.B. ist

P({1.2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.

Beachten Sie, dass z.B. {1} ein Element von P ({1,2}) ist. Dagegen ist
1 kein Element von P({1,2}), wohl aber von {1}. Das mag kleinlich
erscheinen, ist aber konsequent, und diese Konsequenz ist auf Dauer
sehr praktisch! Die Potenzmenge P({1,2}) hat damit vier Elemente:
@,{1},{2} und {1,2}.

Ist A eine Menge, so bezeichnen wir mit |A| die Anzahl der Ele-
mente von A. Diese kann auch unendlich sein. Zum Beispiel ist
{3,5}| =2,|9] =0, IN| =ccund |P({1,2})| = 4.

Mengenoperationen

Aus zwei Mengen kann man mit verschiedenen Operationen neue
Mengen machen: Sind A, B Mengen, so definieren wir:

Name ‘ Symbol ‘ Definition
Vereinigung von A, B AUB | {x: x€ Aoderx e B}
Durchschnitt von A, B ANB | {x: x€ Aund x € B}

Differenzmenge von A, B | A\ B | {x: x € A, aber x ¢ B}
Produktmenge von A, B AxB | {(x,y): x€ Aund y € B}

(Sprich: A vereinigt mit B, A geschnitten mit B, A ohne B, A mal B.)
Zum Beispiel ist {1,2} U{2,4,6} = {1,24,6}, {12} N {2,4,6} = {2}
und {1,2} \ {2,4,6} = {1}.

Die Produktmenge wird im ndchsten Abschnitt genauer besprochen.
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Zwei Mengen heifien disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Ele-
mente haben, d.h. wenn AN B = @. Sind A, B disjunkt, so nennt
man A U B manchmal ihre disjunkte Vereinigung.

Hat man mehrere Mengen Aj, Ay, ..., A;, so nennt man diese
disjunkt, falls Ay N A, N ---N A, = @, und paarweise disjunkt, wenn
je zwei von ihnen disjunkt sind: A; N A; = @ fiir alle i # j. Zum
Beispiel sind A1 = {1,2}, A, = {2,3}, A3 = {1,3} disjunkt (es gibt
kein Element, das in allen drei Mengen liegt), aber nicht paarweise
disjunkt.

Tupel

Neben Mengen sind Tupel eine andere Art, mehrere Objekte (Zahlen,
Mengen etc.) zu Gruppen zusammenzufassen.

Aus zwei Objekten 4, b kann man ein Paar (a,b) bilden. Hierbei
kommt es auf die Reihenfolge an, d.h. (a,b) und (b, a) sind verschie-
den, falls a # b ist. Die beiden Objekte diirfen auch gleich sein, das
z&hlt aber immer noch als Paar: (a,a). Sind A, B Mengen, so bezeich-
net man mit A X B die Menge aller Paare (a,b) mita € Aund b € B.
Fiir A = B schreibt man statt A x A auch A2
Z.B.ist {1,2} x {1,2,3} ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }; man
kann die Elemente von A x B in einem Rechteckschema anordnen:

Die Zeilen entsprechen den Elementen von A, die Spalten den Ele-
menten von B. (Es ginge auch andersherum, aber dies ist die fiir das
Produkt A x B iibliche Art der Darstellung, z. B. im Zusammenhang
mit Matrizen.)

Aus drei Objekten a, b, c kann man Tripel (a, b, ¢) bilden. Auch hier
kommt es auf die Reihenfolge an, und die Eintrdge miissen nicht
verschieden sein. Z. B. ist (a,4,b) ein Tripel, das nicht mit dem Paar
(a,b) zu verwechseln ist. Sind A, B, C Mengen, so bezeichnet man
mit A x B x C die Menge aller Tripel (a,b,c) mita € A,b € B, c € C.
Diese konnte man in einem quaderféormigen Schema anordnen. Fiir
A = B = C schreibt man statt A x B x C auch A3.
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Bei vier Objekten spricht man von Quadrupeln, bei fiinf von Quin-
tupeln, allgemein bei k Objekten von k-Tupeln, fiir k € IN. Schreib-
weise: (a1, ...,ax). Ein 2-Tupel ist also dasselbe wie ein Paar etc. Die
Objekte a4, ..., ax heifsen die Komponenten des Tupels.

Der Begriff der Tupel erlaubt eine schmerzlose Beschreibung hoherer
Dimensionen: Reelle Zahlen R kann man sich als Punkte auf der Zah-
lengeraden vorstellen. Paare reeller Zahlen entsprechen Punkten in
der Ebene (das Zahlenpaar gibt die Koordinaten des Punktes bzgl.
eines fest gewidhlten Koordinatensystems an) und Tripel reeller Zah-
len entsprechen Punkten im Raum. In Analogie dazu definiert man
fiir beliebiges n € IN den n-dimensionalen Raum als die Menge der
n-Tupel reeller Zahlen. Dieser wird in diesem Buch nicht benétigt.

Abbildungen

Eine Abbildung ist eine Vorschrift, die jedem Element einer Menge A
ein Element einer Menge B zuordnet. Man schreibt dann f : A — B,
und f(a) fir das Element von B, das dem Element a2 € A zugeordnet
ist. Dabei ist f ein Name fiir die Abbildung.

Z.B. definiert die Vorschrift f(n) = 2n eine Abbildung f : IN — IN.
Jeder Zahl wird ihr Doppeltes zugeordnet.

Statt f : N — IN, f(n) = 2n schreibt man auch f : N — N, n —
2n (beachten Sie die unterschiedlichen Pfeiltypen). Den Variablenna-
men n darf man &ndern: Dieselbe Abbildung hétte man z. B. auch
als f : IN — IN, m — 2m oder als f : N — IN, ¢ — 27 schreiben
konnen.! Wenn man den Namen f nicht benétigt, kann man die
Abbildung auch einfach als IN — IN, n — 2n schreiben.

Als weiteres Beispiel betrachte f : R? — R?, (x,y) — (x, —y). Die
Abbildung f beschreibt eine Spiegelung an der x-Achse, d.h. f(x,y)
ist der Punkt, den man erhilt, wenn man den Punkt (x,y) an der
x-Achse spiegelt.

Eine Abbildung, deren Werte Zahlen sind, nennt man auch Funk-
tion. Eine Abbildung f : A — B heifst

injektiv, falls es zu jedem b € B hichstens eina € A gibt mit f(a) =0
surjektiv, falls es zu jedem b € B mindestens ein a € A gibt mit f(a) =b
bijektiv, falls es zujedem b € B genau eina € A gibt mit f(a) =0

1Es gibt aber niitzliche Konventionen: Zum Beispiel bezeichnet man natiirliche
Zahlen meist mit n, m, k, | und reelle Zahlen mit x, y, z.
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Mit anderen Worten: f ist injektiv, falls es verschiedene Elemente
von A immer auf verschiedene Elemente von B abbildet; f ist surjektiv,
falls jedes Element von B als Wert f(a) auftritt; und f ist bijektiv, falls
es sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Zum Beispiel ist die Abbildung f : N — IN, f(n) = 2n injektiv,
aber nicht surjektiv, da es zu jeder Zahl b € IN zwar hochstens ein
n gibt mit 2n = b, aber zu ungeradem b tiberhaupt kein solches n
existiert.

Bezeichnet G die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, so ist die
Abbildung f : N — G, f(n) = 2n bijektiv. Denn zu jeder geraden
natiirlichen Zahl b € G gibt es genau ein n € IN mit 2n = b.

Eine bijektive Abbildung heifit auch Bijektion. Sie setzt die Ele-
mente von A und B in eineindeutige Beziehung zueinander, d.h.
jedem Element von A entspricht genau ein Element von B und jedem
Element von B entspricht genau ein Element von A.

Eine Abbildung g : B — A heifst Umkehrabbildung der Abbil-
dung f : A — B, wenn ,sich die Vorschriften von f und g gegen-
einander aufheben”, d.h. genauer: Fir alle a € A gilt g(f(a)) = a
(wendet man erst f auf 2 an und dann g auf das Resultat, dann erhilt
man a zuriick) und fiir alle b € B gilt f(g(b)) = b.

Da bijektive Abbildungen in diesem Buch eine wichtige Rolle
spielen, notieren wir Folgendes:

Sei f : A — B eine Abbildung. Dann sind dquivalent (das heifst,
aus jeder dieser Bedingungen folgt jede andere):

a) f ist bijektiv.
b) f ist surjektiv und injektiv.
c) Es gibt eine Umkehrabbildung zu f.

Beweis.

Die Aquivalenz von a) und b) folgt direkt aus der Definition.
Angenommen, es gilt c), d.h. f hat eine Umkehrabbildung g : B — A.
Dann ist f surjektiv, denn zu gegebenem b € B kann man a = g(b)
setzen, dies erfiillt dann die Gleichung f(a) = b, weil f(g(b)) = b ist.



288 B Grundbegriffe zu Mengen und Abbildungen

f ist auch injektiv, denn wenn f(a) = b gilt, so folgt durch Anwen-
den von g auf beide Seiten, dass g(f(a)) = g(b) ist. Nach Vorausset-
zung ist g(f(a)) = a, also folgt a = g(b). Damit haben wir gezeigt,
dass es nur ein a € A geben kann mit f(a) = b.

Damit haben wir gezeigt, dass aus c) die Aussage b) und damit
auch a) folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass aus a) die Aussage c) folgt. Sei dazu f bijektiv.
Dann konnen wir die Umkehrabbildung ¢ : B — A direkt angeben:
Sei b € B. Da f bijektiv ist, gibt es genau ein a € A mit f(a) = b. Wir
setzen dann g(b) = a. Dann ist g offenbar eine Umkehrabbildung
zu f. g.e.d.

Beispiele

Sei G die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Die Umkehrab-
bildung zu f : N — G,n+— 2nistg: G — N, m — 4.2

Sei f : R — R, x — x°. Diese Abbildung ist bijektiv mit Umkehr-
abbildung ¢ : y — /.

Sei f: R — R, x — x° + x. Ist diese Abbildung bijektiv? Dies
wiirde bedeuten, dass es fiir jedes ¥ € R genau ein x € R gibt mit
x° + x = y. Das heifit, es geht hier um das Losen einer Gleichung.
Mit Mitteln der Analysis kann man zeigen, dass es fiir jedes y
genau eine Losung x gibt (vgl. die Diskussion auf S. 164).> Damit
ist f bijektiv. Die Umkehrabbildung ist § : R — R, g(y) = die
eindeutige Losung x der Gleichung x° + x = y. Die Abbildung
g ist ein Beispiel einer Abbildung, deren Vorschrift man nicht
einfach als Formel hinschreiben kann.

Die Abbildung f : {1,2,3} — {1,2,3}, 1+ 2,2 + 3,3 1 ist
bijektiv mit Umkehrabbildung g : {1,2,3} — {1,23},2+— 1,3 —
2,1+ 3.

2Es ist niitzlich und hilft, Verwirrung und Fehler zu vermeiden, wenn man bei
der Umkehrabbildung einen anderen Variablennamen verwendet, also z. B. m statt n.

3Wenn Sie die Begriffe kennen: Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz und
folgenden Eigenschaften von f: f ist stetig und streng monoton wachsend und
f(x) = oo fiir x — oo, f(x) — —o0 fiir x — —o0.
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Die Beispiele zeigen Thnen die wichtigsten Arten, wie man eine Ab-
bildung f : A — B angeben kann: Durch eine Formel oder durch
eine Vorschrift (¢ im dritten Beispiel) oder durch Aufzdhlung (falls
A eine endliche Menge ist, letztes Beispiel). Sie zeigen auch, dass
das Bestimmen einer Umkehrabbildung oft das Auflosen einer Glei-
chung bedeutet: Um die Umkehrabbildung zu f : R — R, x + x3
zu bestimmen, 16se ich die Gleichung y = x* nach x auf. Durch Zie-
hen der dritten Wurzel erhalte ich x = 3/, also ist ¢ : y — Y/ die
Umkehrabbildung.
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, Fur alle”, ,, Es gibt”
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manauch f:a—b
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Fakultit: n! = das Produkt aller Zahlen 1,2, ...,n

n\ nn-1)...(n—k+1)

k) k!

teilt: n|a bedeutet, dass n ein Teiler von a ist

kongruent, modulo: a = b mod n bedeutet, dass b — a
durch 7 teilbar ist

Grad der Ecke E in einem Graphen (Anzahl der
Kantenenden, die in E zusammenstofsen)

Binomialkoeffizient:

Anzahl der Grenzen des Landes L in einem ebenen
Graphen
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Abbildung
Eine Vorschrift, die jedem Element einer Menge A ein Element einer Menge B
zuordnet. Man schreibt f : A — B, wobei f ein Name fiir die Abbildung
ist. 286

Allgemeine binomische Formel
Die Formel (a+b)" =a" + (})a" b+ (3)a" 20 + - - + (,")ab" 1 + b" fiir
reelle Zahlen a, b und n € INj. Sie verallgemeinert die aus der Schule bekannte
Formel (a + b)? = a? + 2ab + b2 127

(logisch) aquivalent
Zwei Aussagen A, B sind (logisch) dquivalent, in Zeichen A <= B, wenn
gilt: Aus A folgt B, und aus B folgt A. Zum Beispiel sind die Aussagen

n+3 = 8 und n = 5 tiber natiirliche Zahlen n dquivalent. 157, 159
Anordnung

Eine Reihenfolge, in der man Objekte, z. B. die Zahlen 1, ..., n, aufschreiben

kann. 105, 259
Aussage

Ein Ausdruck, der wahr oder falsch sein kann. 151
Aussageform

Ein Ausdruck, der Variablen enthilt und bei Einsetzen von Werten fiir die

Variablen zu einer Aussage wird. 152
Axiom

Eine in einem gegebenen Kontext als wahr postulierte Aussage. 163

Beweis ohne Worte
Skizze, die einen Beweis fiir eine arithmetische oder geometrische Aussage
nahelegt. 119

Beweis, direkter
Um A = B zu zeigen, beweist man eine Folge von Implikationen A = A; =
Ay = ---=B. 161

Beweis, indirekter
Um A = B zu zeigen, zeigt man —B = —A. 157,162

Beweis durch vollstéandige Induktion
Eine Beweisform, die hdufig beim Beweis von Aussagen iiber alle natiirlichen
Zahlen nititzlich ist. 61, 164

Widerspruchsbeweis
Um A = B zu zeigen, zeigt man, dass aus , A und —B” eine falsche Aussage
(ein Widerspruch) folgt. 157, 162
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Bijektion, bijektive Abbildung
Eine Abbildung f : A — B ist eine Bijektion, wenn zu jedem b € B genau ein
a € A existiert mit f(a) = b. 107, 286

Binomialkoeffizient
nn—1)...(n—k+1)

Der Binomialkoeffizient <Z) = i gibt die Anzahl der

k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge an. 106
Catalan-Zahlen

Zahlenfolge, die u. a. bei der Anzahl der Triangulierungen auftritt. 55
dicht

Sind A C B C R, so heifst A dicht in B, wenn es zu zwei beliebigen Zahlen

X,y € Bmitx <y ein Elementr € A gibt mitx <r <y. 206, 244
disjunkt

Zwei Mengen heiflen disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente haben;
mehrere Mengen heifien paarweise disjunkt, wenn je zwei von ihnen disjunkt
sind. 285

Division mit Rest
Fir a € Z, n € IN die Darstellung von a als a = gn +r mit q,r € Z und
0 <r < n.Der Rest ist r. 178

Dominoeffekt
Veranschaulichung der vollstindigen Induktion. 61

doppeltes Abzahlen
Verfahren, um Formeln herzuleiten, indem man eine Menge auf zwei Arten
abzihlt. 114, 164

Dreiecksungleichung
In jedem Dreieck ist jede Seite kiirzer als die Summe der beiden anderen
Seitenldngen. 217

EuLERsche Formel
Die Formel ¢ — k + f = 2 fiir ebene Graphen und fiir Polyeder, wobei e die
Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und f die Anzahl der Lander
ist. 74, 90

Existenzbeweis
Ein Beweis, der die Existenz eines Objektes mit bestimmten Eigenschaften
zeigt. 164, 253

Extremalprinzip
Wichtige Beweisidee fiir Existenzbeweise. Grundprinzip der Wissenschaft,
dass extreme Konfigurationen besondere Bedeutung haben. 168, 213

Farbungsprobleme
Eine interessante Klasse von Problemen tiber Graphen. 93
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Fakultat
n Fakultit = n! = das Produkt der Zahlen 1,2,...,n,z.B. 4! =1.2-3.-4 =
24. 13, 105
FERMAT-Zahlen
Die Zahlen F, = 22" +1 mit n € Np. 161, 162, 168

FIBONAcCCI-Zahlen
Die Zahlenfolge 1,1,2,3,5,8, ... definiert durchag =47 =1und a, = 4,1 +

a,_o firn > 2. 42
GAuUss-Trick

Methode zum Berechnen von 1+ - - - + n. 21,115
Gitterpunkt

Ein Punkt der Ebene mit ganzzahligen Koordinaten. 210

Grad einer Ecke
In einem Graphen ist der Grad der Ecke E die Anzahl der Kanten, die E
enthalten (dabei werden Schlingen doppelt gezihlt). Bezeichung: dg. 84, 192
Graph
Eine endliche Struktur, die durch eine Menge von Objekten, genannt Ecken,
und eine Menge von Kanten, die jeweils zwei Objekte verbinden, gegeben
ist. 83
Graph, ebener
Ein Graph, der so in die Ebene gezeichnet ist, dass die Ecken durch Punkte
dargestellt sind und die Kanten als Verbindungen zwischen den Ecken, die
sich nicht tiberschneiden. 73

Halb-Invariante

Etwas, das sich in einem Prozess in kontrollierter Weise dndert. 260
hinreichend

Die Aussage A ist hinreichend fiir die Aussage B, wenn B aus A folgt. 157

Implikation
Aussage der Form ,, Aus A folgt B” (A = B). 156

in allgemeiner Lage
Mehrere Geraden sind in allgemeiner Lage, wenn keine drei durch einen

Punkt gehen und keine zwei parallel sind. 16
injektiv

Eine Abbildung f : A — B ist injektiv, wenn zu jedem b € B hochstens ein

a € A existiert mit f(a) = b. 286
Invariante

Etwas, das sich in einem Prozess nicht dndert. 252

Invarianzprinzip
Wichtige Beweisidee fiir Nichtexistenzbeweise. Grundprinzip der Wissen-
schaft, dass in komplexen Abldufen die gleich bleibenden Gréfien besondere
Bedeutung haben. 171, 247
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irrationale Zahl
Eine Zahl, die sich nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen lasst
170, 197

Kanten-Ecken-Formel
Die Formel 2k = Y dg fir Graphen, wobei k die Anzahl der Kanten
E Ecke von G
des Graphen und dg der Grad der Ecke E ist. 83
Kanten-Léander-Formel
Die Formel 2k = Y g1 fur ebene Graphen, wobei k die Anzahl der
L Land von G
Kanten des Graphen und gr die Anzahl der Grenzen des Landes L ist. 82
Kardinalitat
Die Kardinalitdt einer endlichen Menge X ist die Anzahl der Elemente von X.
Bezeichnung: | X|. Zwei (moglicherweise unendliche) Mengen haben dieselbe
Kardinalitit, falls es eine Bijektion zwischen ihnen gibt. 97,108, 124

kongruent
Fiir ganze Zahlen: Ist n € N und a,b € Z, so heiflen 4, b kongruent modulo
n, wenn a und b bei Teilen durch n denselben Rest lassen; dquivalent: wenn
b — a durch n teilbar ist. In der Geometrie: Zwei Figuren (d.h. Teilmengen der
Ebene oder des Raumes) heifien kongruent, wenn die eine durch eine starre
Bewegung (d.h. eine Verschiebung, Drehung oder Spiegelung) in die andere

uberfiihrt werden kann. 182
Konklusion
Die Aussage B in einer Implikation A = B. 156

Land in einem ebenen Graphen
Eines der zusammenhingenden Teilgebiete, in die ein ebener Graph die Ebene

zerlegt. 74
Lemma
Eine Hilfsaussage, die im Beweis eines Satzes verwendet wird. 176

Mittel: harmonisches, geometrisches, arithmetisches und quadratisches
Fir a,b > 0 heifst f das harmonische, v/ab das geometrische, ”%b das

1
a'b

arithmetische und “z'é'bz das quadratische Mittel. 216, 230, 243
modulo, mod
Der Rest von 2 modulo # ist der Rest beim Teilen von a durch n. 178

Nichtexistenzbeweis
Ein Beweis, der zeigt, dass ein Objekt mit bestimmten Eigenschaften nicht
existieren kann. 169, 253
notwendig
Die Aussage A ist notwendig fiir die Aussage B, wenn A aus B folgt. 157

Paritat
Eigenschaft einer ganzen Zahl, gerade oder ungerade zu sein. 143, 250
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PAscALsches Dreieck
Anordnung der Binomialkoeffizienten in einem Dreieckschema. 70, 111, 118

Permutation
Anderes Wort fiir Anordnung der Elemente einer Menge M, z.B. M =

{1,...,n}; auch als Bijektion M — M interpretierbar. 105, 259
pflastern

Vollstéandig, liickenlos und tiberschneidungsfrei bedecken. 38, 249
Polygon

Eine ebene Figur, die durch endlich viele geradlinige Strecken begrenzt ist,
z.B. Dreieck, Viereck etc. Ein Polygon heifit konvex, wenn die Verbindung

zweier beliebiger Ecken im Polygon verlauft. 49
Potenzmenge P(A)

Menge der Teilmengen der Menge A. 32,108, 284
Pramisse

Die Aussage A in einer Implikation A = B. 156

Primfaktorzerlegung
Die Darstellung einer natiirlichen Zahl n > 1 als Produkt von Primzahlen. 177

Primzahl

Eine natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat. 176
Prinzip des Mehrfachzéhlens

Eine niitzliche Idee beim Abzihlen. 100
Produktregel

Grundregel des Abzdhlens. 98

rationale Zahl
Eine Zahl, die sich als Quotient zweier ganzer Zahlen schreiben lasst

195, 283
Rekursion
Eine Technik ftir Abzédhlprobleme. 29, 134
Rest
Die Zahl r bei der Division mit Rest, d. h. bei der Darstellung a = gn + r einer
Zahl a € Z mittelsn € Nmitg,r € Zund 0 <r < n. 178, 193

Schlinge in einem Graphen
Eine Kante in einem Graphen, deren beide Endpunkte dieselbe Ecke sind. 84

Schubfachprinzip
Beweisidee fiir Existenzbeweise: Werden n 4 1 Kugeln auf n Schubfacher

verteilt, enthdlt mindestens ein Schubfach mehr als eine Kugel. 168, 189
Signatur einer Permutation

Die Paritdt der Anzahl der Verstellungen einer Permutation. 259
Summenregel

Grundregel des Abzédhlens. 97
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Superpositionsprinzip
Prinzip, nach dem bei linearen Problemen (Gleichungen) aus Lésungen durch
Addieren und durch Multiplikation mit Konstanten neue Lésungen konstru-

iert werden konnen. 45
surjektiv

Eine Abbildung f : A — B ist surjektiv, wenn zu jedem b € B mindestens ein

a € A existiert mit f(a) = b. 286
Teiler

Sind a,n € Z, so heifst n ein Teiler von a, wenn a durch n teilbar ist, d.h.

wenn ein g € Z existiert mit a = gn. 175
Topologie

Teilgebiet der Mathematik, das sich mit den Eigenschaften mathematischer

Strukturen befasst, die unter stetigen Veranderungen unveriandert bleiben. 91
Torus

Eine Flache von der Form eines Fahrradschlauchs (ohne Ventil). 91
Trapezzahl

Natiirliche Zahl, die sich als Summe mehrerer aufeinanderfolgender natiirlicher

Zahlen darstellen lasst. 138

Triangulierung
Zerlegung eines Polygons in Dreiecke mittels sich nicht schneidender Diago-
nalen. 49

Umkehrabbildung
¢ : B — A heifit Umkehrabbildung von f : A — B, wenn g(f(a)) = a und
f(g(b)) = b fiir alle a € A bzw. b € B gilt. Eine Abbildung f hat genau dann
eine Umkehrabbildung, wenn sie bijektiv ist. 287

unendlicher Abstieg
Methode, mit der sich manchmal beweisen lésst, dass eine Gleichung keine
Losung in den nattirlichen Zahlen hat: Es wird gezeigt, dass zu jeder solchen
Losung eine weitere, kleinere existieren miisste. 232

Unmdéglichkeitsbeweis
Schliissiger Beweis einer Unmoglichkeit. 89, 169, 248, 251, 269

Verschiebung um eins
Ein typisches Phanomen bei Abzidhlaufgaben, haufige Fehlerquelle, z. B. hat
ein Zug mit 10 Waggons nur 9 Kupplungen, oder von 10 bis 100 gibt es 91
(nicht 100-10=90) Zahlen, da erste und letzte mitgezahlt werden. 12, 99, 142

Vielfaches
Sind a,n € Z, so heifst a ein Vielfaches von 1, wenn a durch n teilbar ist, d. h.
wenn ein g € Z existiert mit a = gn. 175

Wahrheitswert
Wahr (w) oder falsch (f). 152
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Weg in einem Graphen
Eine Folge von Kanten in einem Graphen, wobei jede an die vorangehende
anschlief3t, so dass man sie nacheinander durchlaufen kann. Der Weg heift
geschlossen, wenn Anfangs- und Endecke gleich sind.. 74

zusammenhangend
Eine Menge heifst zusammenhédngend, wenn man von jedem Punkt (d.h.
Element der Menge) zu jedem anderen Punkt entlang einem Weg gelangen
kann, der innerhalb der Menge verlduft. Der Begriff wird zum Beispiel bei
Graphen (zusammenhéngender Graph) oder bei Teilmengen der Ebene oder
des Raums angewendet. 74
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Hinweise zu ausgewahlten Aufgaben

Aufgaben in Kapitel 1

Betrachten Sie zundchst die Zweierpotenzen 4,8,16 etc.; die
Zahlen dazwischen lassen sich dhnlich wie die ndchsthohere Zweier-
potenz behandeln. Fiir die Begriindung, dass die Antwort bestmdglich
ist, tiberlegen Sie, wie stark die Anzahl der Teile mit jedem Schnitt
anwachsen kann. Die kleinste Anzahl Schnitte ist [log, 1], wobei log,
der Logarithmus zur Basis 2 und [x] die ,Aufrundung’ der Zahl x
zur ndchstgrofieren ganzen Zahl ist.

Niitzlich ist hierbei die Gaussklammer, das Symbol fiir das
Abrunden: Per Definition ist | x| = die groite ganze Zahl, die < x
ist. Z. B. ist || = 3, die Anzahl der geraden Zahlen kleiner oder
gleich 7.

Es ist niitzlich, die Werte von n! fiir n = 1,...,5 auswendig
zu kennen, um die Muster zu erkennen. Zum Beweis der daraus
vermuteten Formel ist der Teleskoptrick niitzlich. Z.B. fiir a): Schreibe
1-1'=2-D1t=21—-11,2-2! = (3—1)2! = 3! — 2!, allgemein
n-n!'=-.--=(n+1)!—n!l. Dann

1T-1142-214+--4n-nl=2-1)+ B =20) + -+ ((n+ 1) —n!)
=n+1)!-1U=m+1)-1,

da sich 2! gegen —2! weghebt, analog 3! gegen —3! (im ndchsten

Term), bis zu n! gegen —n!.

Der Teleskoptrick hilft auch bei b) und c).

Die Summe bei ¢) ist n +1 — n%rl

a)ay=n+2Db)a,=3-(n+1)! ¢ (-1)"1
d)a,=a, 1+a, s+a, smita; =a,=az =1
e) a, = n2"

Sie konnten z. B. versuchen, die Rekursion s, = 2s,_1 zu
beweisen.
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Betrachten Sie n = 1,2, ..., aber auch n = 40.

Betrachten Sie die Anzahlen der Geraden in jeder Parallelen-
schar. Sind also z. B. die Geraden g1, g» parallel zueinander und die
Geraden g3, g4, &5 parallel zueinander, aber nicht zu g1, g2, so wéren
diese Anzahlen 2 und 3. Sind keine zwei Geraden parallel, so sind
diese Anzahlen alle 1.

Aufgaben in Kapitel 2

Verwenden Sie |y| < 1.

Fir a, = 2a,_1 — a,—p ist a, = n eine weitere Losung. Allge-
mein: na”.

Unterscheiden Sie die Teilmengen danach, ob sie n enthalten
oder nicht.

Beim Suchen nach einer Rekursion stofst man auf Proble-
me: Reduktion auf dasselbe Problem kleinerer GrofSe scheint nicht
moglich. Daher fiihre ein zweites Problem ein, z. B.: b,, = Anzahl Pflas-
terungen eines 3 x n-Rechtecks, aus dem die Felder (n,2) und (n,3)
entfernt wurden. Leite Rekursionen her, die a, (die gesuchte Anzahl)
und b,, mittels a,,_1, b,_1, a,_2, b,_> ausdriicken. Eliminiere b,,.

Siehe Hinweis zu Problem

Priifen Sie zundchst fir n = 1,2,3,4,5, ob der erste Spieler
sicher gewinnen kann. Wie kann man die Antwort fiir n auf die
Antwort fir kleinere n reduzieren?

Die Tabelle legt die Fibonacci-Rekursion u, = u,_1 + u,—2
nahe. Aus der Aufgabenstellung ldsst sich direkt die Rekursion u,, =
Up—1+ U3+ Uy_5+ ... herleiten (wobei u; := 0 fiir i < 0 gesetzt
sei). Wie? Wie ldsst sich daraus die Fibonacci-Rekursion gewinnen?

Aufgaben in Kapitel 3

Zeigen Sie mit Induktion, dass fiir jedes n gilt: Es passen n
Stecknadeln hinein :-)
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Wie konnte der Induktionsschritt aussehen? Versuchen Sie,
zundchst den Schritt von n = 2 auf n = 3 zu verstehen.

Vergleiche Aufgabe

Die Hauptarbeit steckt darin zu zeigen, dass diese Vorschrift
sinnvoll ist, d. h., dass die so fiir B bestimmte Farbe unabhingig von
der Wahl des Weges ist. Wenn Sie zwei Wege von A nach B haben,
konnen Sie den einen in den anderen deformieren, indem Sie ihn
hintiberziehen’. Was passiert, wenn man dabei eine Ecke iiberstreicht?

Aufgaben in Kapitel 4

Was lésst sich iiber die Zahlen g; in einer hypothetischen
kreuzungsfreien Anordnung sagen?

Verwenden Sie die Graphenformeln.

Schneiden Sie den Torus auf, so dass man ihn in die Ebene
legen kann.

Man konnte z.B. so argumentieren: Die Punkte D, E miissen
beide im inneren oder beide im dufieren Teil liegen. Nehmen wir an,
sie liegen im inneren Teil, der andere Fall geht analog. Betrachte nun
die Verbindungen von D zu A, B, C und iiberlege, wo E liegen kann.

Haben Sie ein dhnliches Problem schon einmal gesehen?
Verwenden Sie die Graphenformeln.

Versuchen Sie Induktion tiber f. Sei L ein Land mit héchstens
5 Grenzen. Wie kann man dieses Land so entfernen, dass man aus
einer 6-Farbung des neuen Graphen eine 6-Farbung des alten Graphen
machen kann?

Verwenden Sie die Darstellung des Torus als Quadrat, bei
dem gegeniiberliegende Seiten verklebt sind, siehe Abbildung 4.12.

Gehen Sie dhnlich vor wie bei der Losung von Aufgabe

Erkennen Sie eine Regelméfiigkeit bzgl. der Eckengrade?
Warum kann man nicht in der Dachspitze des Hauses vom Niko-
laus beginnen?
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Verwenden Sie die Graphenformeln, um die moglichen An-
zahlen fiir die Ecken pro Seitenflache und die Kanten pro Ecke einzu-
grenzen.

Wihlen Sie im Innern jedes kleinen Dreiecks einen Punkt und
betrachten Sie folgenden Graphen: Die Ecken sind diese Punkte. Zwei
Ecken sind durch eine Kante verbunden, wenn die zugehorigen Drei-
ecke eine gemeinsame Kante haben, deren Endpunkte verschiedene
Markierungen tragen.

Aufgaben in Kapitel 5

Anzahl der Héande: (3).
Ein Paar: Wiahle den Wert des Paars, dann die beiden Farben des
Paars, dann die Werte der drei anderen Karten, dann deren Farben,
also 13- (3) . (132) - 4% Hande. Beachtlich: Gut 42% der Hande enthalten
ein Paar. D.h., die Wahrscheinlichkeit fiir ein Paar ist gut 0,42.

Bestimmen Sie einerseits die Anzahl der gesuchten Quadrupel
fiir jedes feste d und andererseits die Anzahl der Quadrupel in jedem
der folgenden Félle: a, b, ¢ sind paarweise verschieden; zwei der drei
Zahlen a, b, ¢ sind gleich; es gilta = b = c.

Ahnlich zu Aufgabe

Fir n ungerade ist g, = u,, fiir n gerade ist g, = u, + 1.
Bijektionsidee z.B. fiir n ungerade: falls a < n, so bilde (a,b) auf
(a+1,b) ab, sonst auf (0,b).

Eine mogliche Verallgemeinerung: Sei k € IN und seien ny,...,n; €
INyp. Betrachte k-Tupel (ay,...,a;r) mit a; € {0,1,...,n;} fiir jedes i.
Sei g die Anzahl solcher k-Tupel mit a; + - - - 4+ a; gerade und u die
Anzahl mit a; + - - - + a5 ungerade. Dann gilt ¢ = u + 1, falls alle n;
gerade sind; sonst gilt ¢ = u.

Unterscheiden Sie danach, ob das Element n + 1 in der Teil-
menge enthalten ist oder nicht.

Wenn Sie (a+b)" = (a+b)(a+Db)--- (a+b) ausmultiplizie-
ren, auf welche Weisen kann dann der Term a"*b* entstehen?
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b) ("IN +5("3") + 52("EY) + ... ist durch 2" teilbar. Frage
zur weiteren Untersuchung: Kénnen Sie einen direkten Beweis der
Formel 2"a, = (") +5("1") +52("t") + ... finden? Etwa indem Sie
eine geeignete Menge doppelt abzihlen?!

Addieren Sie (1 — v/2)" zu a". Verwenden Sie die Idee von
Aufgabe a). Wie grof ungeféhr ist 1 — 1/2?

Z.B. mittels der Identitdt in Aufgabe

Stellen Sie sich n Kugeln vor, die nebeneinander liegen. Ei-
ne Zerlegung von n entspricht dann einer Aufteilung in zusam-
menhdngende Gruppen. Auf welche andere Art konnen Sie eine
solche Aufteilung festlegen?

Finden Sie eine Bijektion von der Menge {(a,b,c) € IN° :
a+0b+c=n} auf die Menge {(x,y) € N?>: x <y < n}.

Die Formel lautet (3) = (") + (";%) + - + (5) fiir n > 3.

Fir n = 2,3,4,5 sind die Anzahlen 2,4,8,16, was die Formel
on-1 nahelegt. Fiir n = 6 erhdlt man aber nur 31 Teile. Zum Finden
einer Formel konnte Aufgabe hilfreich sein.

Aufgaben in Kapitel 6

Problem und Losungsformel sind symmetrisch, der Losungsweg
nicht, wie man deutlich am Losungsschema Abbildung 6.9 sieht. Statt
mit der Bodendiagonale (a, b-Rechteck) hitte man auch mit jeder
der Wanddiagonalen (g, c-Rechteck oder b, c-Rechteck) argumentieren
kénnen.

Eine Idee: In 14 = (—1) + 0+ 1+ 2+ 3 4 4 + 5 kann man etwas
wegstreichen. . .

Eine andere Idee: Z. B. fiir n = 14 = 2 - 7 kdnnte man mit Hilfe von
7=3+4auf 14 = (3+4) + (3+4) kommen und dann die eine drei
verringern, dafiir die eine vier vergrofiern, und auf 14 =2 +3+4 45
kommen.

IBitte schreiben Sie mir, wenn Sie einen solchen Beweis finden.



308 Hinweise zu ausgewdhlten Aufgaben

Bauen Sie auf der Losung von Problem 6.3 auf. Niitzlich ist
hier die Darstellung von n als Produkt von Potenzen verschiedener
Primzahlen, die in Kapitel 8 diskutiert wird.

Verwenden Sie die dritte binomische Formel.

Ruckwirtsarbeiten. Schreiben Sie 11111 als Produkt von Prim-
zahlen.

Riickwirtsarbeiten. Das Ziel kann als a,a1...4a, < VN <
a,aj...a, + 107" mit a € IN geschrieben werden.

Vorwirtsarbeiten: Was kann ich mit den Daten machen? Z. B.
B, C verbinden. Es gibt zwei Losungen!

Wie konnte diese Konfiguration erreicht werden?

Was bedeutet es fiir die Zahl n, dass die Karte an Position n
am Schluss verdeckt ist?

Entweder durch scharfes Hinsehen oder systematisch: Num-
merieren wir die Kunden von hinten mit 1, ..., n (also ist 1 der letzte
Kunde) und nennen wir die Anzahl der Apfel, die nach Kunde i iibrig
bleiben, x;_1,so gilt xo =1 und x; = 2x; 1 +2fliri =1,...,n. Eine
geschickte Art, diese Rekursion aufzulosen, ist, auf beiden Seiten 2
zu addieren und auszuklammern: x; +2 = 2(x;_1 + 2).

?

Riickwértsarbeiten: Schreiben Sie die Gleichung x > 0 hin.
Versuchen Sie, die Wurzeln zu eliminieren (\@ addieren, quadrieren
etc.). Beachten Sie die Vorzeichen.

Aufgaben in Kapitel 7

b), d), e) und f), die anderen nicht.

Alle Aussagen implizieren b). Andere Implikationen gibt es
nicht. Um das zu zeigen, geben Sie fiir jede andere Implikation ein
Gegenbeispiel an.

b) sagt, dass S; eine unendliche Menge ist.
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Wenn eine Zahl n nicht prim ist, so hat sie bereits einen Teiler,
der grofer als eins und hochstens /7 ist. Das ist wahr (und niitzlich,
wenn man im Kopf nachpriifen mochte, ob z. B. 113 eine Primzahl
ist). Negation (dies ist falsch!):

dneN:(3meN:1<m< nundmn) und
(Vm € N :m =1 oder m* > n oder —(m|n))

Zum Beispiel so: Fiir jeden Menschen gibt es etwas, das dieser
Mensch kennt und fiir das es keinen anderen Menschen gibt, der es
kennt.

Stellen Sie zundchst eine notwendige Bedingung auf und
priifen Sie dann, ob diese auch hinreichend ist.

Was lasst sich {iber die Nenner der Zahl (v/2 — 1)" sagen
unter der Annahme, \/2 wire rational? Ausmultiplizieren und zu-
sammenfassen! Was passiert fiir grofie n?

Aufgaben in Kapitel 8

Verwenden Sie 4 = —3 mod 7.

Es ist zu zeigen, dass keine natiirlichen Zahlen p, q existieren
mit 29 = 107.

Wenn n im Dezimalsystem die Zifferndarstellung a,, ...a1a0
hat, so ist n = 10™a,,;, + - - - + 10a; + ag. Um eine Idee zu bekommen,
betrachten Sie zunédchst nur zweistellige Zahlen, also m = 1.

Verwenden Sie 106 = —a mod 11.

Versuchen Sie ein dhnliches Muster wie fiir die 7 in Aufga-
be

e) Untersuchen Sie dies modulo 4.

Verwenden Sie die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
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Zu b): Zum Beispiel im Fall p = 3: Wire 3|2b, so wiirde
wegen 3|3b sofort 3|(3b — 2b), also 3|b folgen. Versuchen Sie, dies zu
verallgemeinern. Z. B. fiir p = 5: Wie kann man aus p|2b mit Hilfe von
p|5b auf p|b schlieBen? Wie kann man dann fiir p|3b argumentieren?
Wenn Sie dies verstanden haben, kann fiir den allgemeinen Fall eine
Induktion tiber a hilfreich sein.

Zu c): Teilen Sie a durch p mit Rest, um auf b) zu reduzieren.

Bemerkung zu den Aufgabe : In den meisten Zahlentheorie-
Biichern werden diese Aussagen aus dem Eukripischen Algorithmus
abgeleitet. Der hier vorgeschlagene Weg wird Gauss zugeschrieben.

Die Negation der Behauptung ist falsch formuliert. Statt
,Wenn 6 # 6 (mod 10) fiir jedes k € IN gilt “ miisste stehen ,Wenn
es ein k € IN gibt mit 6¢ # 6 (mod 10) “.

Ein Induktionsbeweis fithrt zum Ziel.

Finden Sie eine geeignete Bijektion der Menge der Teiler in
sich.

Schreiben Sie [k% | mittels dem Rest 74 von km modulo n. Was
konnen Sie tiber rq,...,7,—1 aussagen?

. n+1)(m+1
Ergebnis: ()2& -1

Aufgaben in Kapitel 9

Natiirlich kann man direkt geometrisch argumentieren (einmal
rein, einmal raus). Es geht aber auch mit dem Schubfachprinzip:
Nehmen Sie die Ecken als Kugeln.

Betrachten Sie die Ecken des Dreiecks.

Betrachten Sie by :=ay + - +ag furk € {1,...,n}.

Losen Sie zuerst Aufgabe und verwenden Sie das Resul-
tat.

Verwenden Sie das Ergebnis von Problem 9.4.
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Seien (a,b) und (c,d) Gitterpunkte. Was bedeutet es fiir
a,b,c,d, dass der Mittelpunkt der Strecke von (a,b) nach (c,d) ein
Gitterpunkt ist?

Betrachten Sie die Reste von 4,24, ..., (b — 1)a modulo b und
verwenden Sie die Aussage von Aufgabe

Betrachten Sie die Paare (Rest von f, modulo 1000, Rest von
fn—1 modulo 1000).

Uberlegen Sie, dass dies bedeutet, dass es m, k gibt mit 999999 -
10k < 2™ < 10k, Nehmen Sie hiervon den dekadischen Logarithmus
und finden Sie eine Verbindung zum Problem mit dem Ménnchen,
das ins Loch fillt, siehe Seite 205.

Hier ist der Primfaktor 2 wichtig.

Untersuchen Sie zundchst das analoge Problem mit 11 ersetzt
durch 2 oder 3. Wie viele Zahlen sind nétig, damit die Aussage
stimmt? Erkennen Sie eine Gesetzmafsigkeit?

Entweder imitieren Sie den Losungsweg von Problem 9.4 (eine
gute Ubung!), oder Sie fithren dies auf die Aussage zuriick, dass die
Antwort auf Problem 9.4 § = ﬁ ist.

Aufgaben in Kapitel 10

Gibt es tiberhaupt einen grofiten Wert fiir die Summe?
Das ist moglich, aber etwas komplizierter.
Betrachten Sie Vielfache von 2 fiir geniigend grofles n.

Durch welche extremale Eigenschaft zeichnet sich ein Rand-
dreieck aus? Die Ecken liegen ,ndchstmdglich beieinander”. Quantifi-
zieren Sie dies.

Finden Sie zunéchst notwendige Bedingungen modulo 2 und
modulo 3 an eine minimale Losung und versuchen Sie dann, eine
Losung zu finden.
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Die Zahlen miissen alle gleich sein. Fiir a) und b) kann dies
mit dem Extremalprinzip bewiesen werden, bei c) brauchen Sie aber
ein anderes Argument, da eine Menge positiver reeller Zahlen nicht
unbedingt ein kleinstes Element haben muss. (Natiirlich folgt a) aus

Q).)
Anmerkung: Dieselbe Folgerung gilt, wenn man an jeden Gitterpunkt

der Ebene eine positive reelle Zahl schreibt. Das ist aber schwieriger
zu zeigen. Versuchen Sie es!

Betrachten Sie fiir jede Farbung die Anzahl der Kanten mit
verschiedenfarbigen Endpunkten.

Betrachten Sie fiir jede Aufteilung der Gruppe in zwei Grup-
pen Gy, G, die Summe der Anzahl der Bekanntschaften in G; und der
Anzahl der Bekanntschaften in Gj.

Stellen Sie sich zunéachst vor, Sie hitten anfangs ausreichend
Benzin im Tank, um die Strecke einmal zu umrunden. Fahren Sie
irgendwo los, leeren Sie alle Fasser beim Vorbeikommen und notieren
Sie zu jedem Zeitpunkt den Pegel in Threm Tank. Betrachten Sie das
Minimum.

Zeigen Sie zundchst Folgendes: Sitzt Person a links neben
einer Person b, die a nicht kennt, so gibt es Personen ¢ und d, so dass
¢ links neben d sitzt und so dass sich 4 und ¢ sowie b und d kennen.

Betrachten Sie dann die Sitzordnung mit den wenigsten ,Fehlern”.

Ein moglicher Zugang: 1. Beweisen Sie dies fiir n = 4, in-
dem Sie b = ”1;”2, by = ”3;”4 setzen und dann mehrfach Satz 10.2
anwenden. 2. Beweisen Sie die Ungleichungen fiir n = 3, indem Sie
zu gegebenen ay, ay, a3 die Zahl ay = W hinzunehmen und den
Fall n = 4 anwenden. 3. Zeigen Sie allgemein, dass die Giiltigkeit
der Aussage fiir einen Wert n die Giiltigkeit fiir 2n und fiir n — 1
impliziert, und folgern Sie die Giiltigkeit fiir alle n mit Induktion.

Setzen Sie a; = x; — x;_1 und verwenden Sie die Ungleichung
aus Aufgabe

Rechnerischer Zugang: Mit der Ungleichung vom geometri-
schen und arithmetischen Mittel und der HErON-Formel Fliache =
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V/3(s—a)(s —b)(s — c), wobei s = “*2*¢ und a4, b, ¢ die Seitenléngen
des Dreiecks sind.
Geometrischer Zugang: Zeigen Sie die dquivalente Aussage, dass

unter allen Dreiecken gegebener Fliche das gleichseitige den kleinsten
Umfang hat, mit Hilfe der Losung von Problem 10.3.

Sei S die Menge der gegebenen Punkte. Betrachten Sie alle
Paare (g, P), wobei g eine Gerade durch mindestens zwei Punkte aus
S und P ein Punkt aus S ist, der nicht auf der Geraden g liegt. Zeigen
Sie, dass es mindestens ein solches Paar gibt. Betrachten Sie fiir jedes
solche Paar den Abstand von P zu g.

Wihlen Sie die n Punkte so, dass das von ihnen gebildete

n-Eck maximalen Umfang hat.

Aufgaben in Kapitel 11

Nein. Warum nicht?
Ja, das ist aber unnétig kompliziert.

Nein. Denn die Anzahl der von einem Dominostein bedeckten
weifsen und schwarzen Felder hingt von der Lage des Dominosteins
ab. Bei der Schachbrettfarbung ist das nicht so, und das ist fiir das
Argument wesentlich.

Nein, z. B. dndert sich diese Zahl beim Zug 1324 — 1342
nicht.

Verwenden Sie das Lemma auf Seite 259.

Lesen Sie die Zahlen in einer anderen Reihenfolge ab, z. B. in
Schlangenlinien.

Betrachten Sie eine geeignete Farbung mit 3 Farben.

Verwenden Sie eine geeignete Farbung mit den ,Farben’
1,2,3,4.

Uberlegen Sie sich, auf welche Arten man den Unterschied
zwischen der Anfangs- und der Endstellung quantifizieren kann.
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Die Position des Sessels ist durch seinen Ort und seine Ori-
entierung (Verdrehung gegeniiber Anfangsposition) festgelegt. Wie
spielen diese zusammen?

Die Ziige erinnern ein wenig an das Addieren und Subtra-
hieren von 11. Daher konnte die Teilbarkeitsregel fiir 11 eine Idee
liefern, vgl. Aufgabe

Betrachten Sie die Paritidt von x- und y-Koordinate.

Die Anzahl ist immer gerade. Was passiert, wenn man P
iiber genau eine Diagonale schiebt?

Die Bemerkungen nach Problem 11.8 zeigen, wann es Pro-
bleme geben kann. Weitere gibt es nicht. Formulieren Sie dies als
Bedingung an r, g, b und zeigen Sie, dass sie hinreichend ist, indem
Sie angeben, wie man aus einer Position, die diese Bedingung erfillt
und aus mehr als zwei Kugeln besteht, in eine andere Position gelangt,
die diese Bedingung erfiillt. Warum reicht das zum Beweis aus?

Ausgehend von den Anzahlen (7, g¢), welche Anzahlen sind
nach einem Zug moglich? Was bleibt bei jedem Zug gleich?

Sehen Sie sich einige Beispiele an. Ausgehend von den Zah-
len (r,g,b), welche Anzahlen sind nach einem Zug moglich? Was
bleibt bei jedem Zug gleich?

Verwenden Sie eine geeignete Farbung des Spielfelds mit
drei Farben und das Ergebnis von Problem 11.8.2

Man kommt maximal bis zur 4. Reihe, also ist m = 4
grofstmoglich. Dass dies geht, sieht man durch Probieren. Hier ei-
ne Idee, um zu zeigen, dass m = 5 nicht geht: Angenommen, man
konnte einen Stein auf Position (0,5) bringen. Platzieren Sie nun an
jedem Gitterpunkt der Ebene eine Zahl derart, dass bei jedem jemals
moglichen Zug die Summe der Zahlen an besetzten Stellen nicht

2Die Aussage a) wird in (A. Bialostocki, An Application of Elementary Group
Theory to Central Solitaire, The College Mathematics Journal, v 29, n 3, Mai 1998,
208-212) mit Hilfe der Gruppentheorie bewiesen. Der hier vorgeschlagene Beweis ist
einfacher.
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grofier wird. Wenn Sie die Zahlen geschickt wéhlen, ist die Gesamt-
anfangssumme der in der hypothetischen Losung involvierten Steine
kleiner als die Zahl, die bei (0,5) steht.

Beim Wéhlen der Zahlen spielt die Gleichung x2 4+ x = 1 eine Rolle.
Weiterhin ist die geometrische Reihe von Nutzen: Fiir |x| < 1 gilt
1+x4+x24+... =1,

1—x

Finden Sie Grofien, die bei Drehung einer beliebigen Seite
um 90 Grad gleich bleiben. Zum Beispiel bei a) betrachten Sie die
Permutationen der Steine und zeigen Sie, dass deren Paritéit gleich
bleibt.
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