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Vorwort

In diesem Buch stellen wir mehr als tausend Definitionen mathematischer Begriffe
vor und erldutern sie anhand von Beispielen und Gegenbeispielen. Wo es ange-
bracht ist, finden sich zusétzlich Abbildungen zur Veranschaulichung der Begriffe.

Die Auswahl der Begriffe orientiert sich in jedem Kapitel an den Vorlesun-
gen zum jeweiligen Thema, die an deutschen Hochschulen gehalten werden. Alle
wesentlichen Begriffe die in Mathematikvorlesungen fiir Bachelor-Studiengiinge
vorkommen, und auch alle grundlegenden Begriffe der Mathematikvorlesungen in
Master-Studiengéingen sind in diesem Buch enthalten. Nur Begriffe, die in Spezi-
alvorlesungen und Seminaren zur Vorbereitung auf eine Master-Arbeit in Mathe-
matik vorkommen, werden hier nicht eingefiihrt.

Dieses Buch ist ein studienbegleitendes Hilfsmittel. Nach der Straffung der
Studiengiinge im Rahmen des Bologna-Prozesses bleibt in manchen Mathema-
tikvorlesungen bedauerlicherweise nicht geniigend Zeit, alle Begriffe anhand von
Beispielen und Bildern zu erldutern. Lehrende mogen sich iiber diesen Missstand
beschweren und tun dies zum Teil auch. Wenn Sie als Student einen Begriff in
einer Vorlesung nicht richtig verstehen oder sich an die Definition eines verwende-
ten Begriffs nicht erinnern, bietet dieses Buch Thnen die Moglichkeit, ihn schnell
nachzuschlagen, um ihn besser zu verstehen bzw. sich an eine Definition zu erin-
nern. Die Lektiire jedes Kapitel dieses Buches bietet Thnen auch die Moglichkeit,
schnell ein fundiertes Verstindnis der Begriffe eines Teilgebiets der Mathematik
zu erreichen. Dies ist sowohl in der Vorbereitung als auch im Laufe einer Lehr-
veranstaltung sinnvoll. Insbesondere in miindlichen Priifungen ist begriffliche
Sicherheit ein entscheidendes Bewertungskriterium. Das Buch hilft Thnen, als Stu-
dent diese Sicherheit auf- und auszubauen. Wenn Sie ein Kapitel dieses Buches in
Vorbereitung einer Priifung durchgearbeitet haben, konnen Sie sich in begrifflicher
Hinsicht sicher fiihlen.

Dieses Buch soll kein Lehrbuch zu einem der behandelten Gebiete ersetzen.
Selbstverstindlich spielen neben den Definitionen die Sdtze und die Beweise in
der Mathematik die entscheidende Rolle. Wir weisen zu Beginn jedes Kapitels
auf Lehrbiicher hin, in denen sich wichtige Sitze und Beweise eines Gebietes fin-
den. In Fillen, bei denen zwei dquivalente Definitionen verwendet werden bzw.
sich der Sinn einer Definition erst im Lichte eines Satzes erschlie8t, erwidhnen wir
das Resultat und verweisen auf einschldgige Lehrbiicher. Genauso gehen wir vor,
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wenn sich interessante Beispiele fiir einen Begriff aus einem mathematischen Satz
ergeben.

Lehrende an Hochschulen sind heute unvermeidlich hoch-spezialisiert. Trotz-
dem wiire es fraglos wiinschenswert, dass Lehrende einen begrifflichen Uberblick
iiber weite Teile ihrer Profession haben. Vielleicht kann dieses Buch auch einen
kleinen Beitrag dazu leisten, dass Professoren und Dozenten der Mathematik ihr
mathematisches Allgemeinwissen auffrischen.

Die Idee fiir ein Buch der Definition in der Mathematik stammt von Andreas
Riidinger vom Verlag Springer Spektrum. Ich mochte ihm dafiir danken, dass er
mir vorgeschlagen hat, ein solches Buch zu schreiben, und dafiir, dass er mir bei
der Erstellung des Buches zur Seite stand. Mein besonderer Dank gilt weiterhin
meiner Frau Katja Hedrich fiir Ihre Unterstiitzung, Geduld und Liebe.

Zur zweiten Auflage

In dieser erweiterten Fassung finden der Leser acht neue Abschnitte, die die Defini-
tion von weiterfithrenden mathematischen Begriffen und deren Erlduterung anhand
von Beispielen und Bildern enthalten. Zumeist handelt es sich hierbei um Begriffe,
denen Studierende eher in Master- als in Bachelor-Studiengéngen begegnen.

Goslar Jorg Neunhéuserer
2019
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In diesem Kapitel werden grundlegende mathematische Begriffe definiert. Wir geben
in den ersten zwei Abschnitten eine Einfiihrung in die Begriffe der Aussagenlogik,
der Pridikatenlogik und der naiven Mengenlehre anhand von Definitionen und Bei-
spielen. Die folgenden zwei Abschnitte sind Relationen und Funktionen gewidmet.
Wir definieren Relationen und Funktionen und deren wesentliche Eigenschaften.
Diese Definitionen werden anhand von paradigmatischen Beispielen erldutert. In
den nichsten Abschnitten beschreiben wir die Konstruktionen der natiirlichen Zah-
len N, der ganzen Zahlen Z, der rationalen Zahlen @, der reellen Zahlen R sowie
der komplexen Zahlen C und der Hamilton’schen Quaternionen H. Im folgenden
Abschnitt definieren wir unendliche Mengen und thematisieren deren Kardinalitit
und im letzten Abschnitt werden wir Kategorien einfiihren.

Zum weiterfiihrenden Studium der Grundlagen der Mathematik mit Sitzen und
Beweisen empfehlen wir Rautenberg (2008) und Deiser (2010) sowie Brandenburg
(2016) zu Kategorientheorie.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020 1
J. Neunhiuserer, Mathematische Begriffe in Beispielen und Bildern,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-60764-0_1
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1 Grundlagen

1.1 Logik

Definition 1.1

Eine Aussage ist durch einen Satz mit einem eindeutigen Wahrheitswert w (wahr)
oder f (falsch) gegeben. Sind p und g Variablen, die fiir Aussagen stehen, so bezeich-
nen:

—p die Negation (nicht p),

p A g die Konjunktion (p und g),

p V q die Disjunktion (p oder ¢q),

p = q die Implikation (aus p folgt g),

p < g die Aquivalenz (p genau dann, wenn ¢),
p @ g die Antivalenz (entweder p oder g).

Die Operationen —, A, V, =, <, @ werden Junktoren genannt, und die Wahrheits-
werte dieser Verkniipfungen sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt: ¢

—P| —q| pANq| pVq| p=q| p=>q pDg
w f

~|<|g|g|=
~|g =g =
CRERENE
SEENEREN
AN
SREARNE=
CRRNENE

w w
w w
f f

Beispiel 1.1
Betrachten wir die Aussagen

p = Sokrates ist ein Hund,
g = Sokrates lebt,

so erhalten wir:

—p = Sokrates ist kein Hund;

—g = Sokrates lebt nicht;

p A g = Sokrates ist ein Hund und lebt;

p V g = Sokrates ist ein Hund, oder er lebt;

p = g = Wenn Sokrates ein Hund ist, so lebt er;

p < g = Sokrates ist genau dann ein Hund; wenn er lebt.
p @ g = Sokrates ist entweder ein Hund, oder er lebt.
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Ist mit Sokrates der Philosoph gemeint, so haben p und ¢ den Wahrheitswert falsch.
Damit haben —¢, —=p, p = ¢q und p < ¢ den Wahrheitswert wahr. Die anderen
Verkniipfungen haben den Wahrheitswert falsch. Ist mit Sokrates ein lebender Hund
gemeint, so sind nur —p, —q und p @ ¢ falsch, und die anderen Verkniipfungen sind
wabhr. |

Gegenbeispiel 1.2
Folgende Sitze sind keine Aussagen:

e Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?
e Es gebe unendlich viele Primzahlzwillinge!
e Gdbe es doch unendlich viele Primzahlzwillinge.

Definition 1.2

Ausdriicke, die durch Anwenden der Junktoren —, A, V, =, <, @ nach bestimmten
syntaktischen Regeln1 auf Variablen fiir Aussagen p, g, r, s, ... gewonnen werden,
nennt man Formeln der Boole’schen Aussagenlogik. Eine Formel « wird erfiillbar
genannt, wenn es eine Belegung der Variablen in o mit den Wahrheitswerten w
oder f gibt, die fiir « den Wert w induziert. Die Formel o wird logisch giiltig oder
Tautologie genannt, wenn sie fiir jede Belegung der Variablen den Wert w hat. Eine
Formel, die fiir keine Belegung den Wert w hat wird unerfiillbar oder Kontradiktion
genannt. ¢

Beispiel 1.3
Wichtige Tautologien der Aussagenlogik sind:

—(a A —a) (Satz des ausgeschlossenen Widerspruchs)
—a V a (Satz des ausgeschlossenen Dritten)

(a A (a = b)) = b (Modus ponendo ponens)

(=b A (a = b)) = —a (Modus tollendo tolens)

(—a A (a v b)) = b (Modus tollendo ponens)

(a = b) & (—b = —a) (Kontraposition)

—(a Vv b) & —a A —b (De Morgan I)

—(a A b) & —a Vv —b (De Morgan II)

((a = b) A (b = ¢)) = (a = ¢) (Transitivitit)

Ist @ eine Tautologie, so ist —« eine Kontradiktion. |
Beispiel 1.4

Die Formel « := —(a Vv b) bedeutet weder a noch b und ist erfiillbar, aber keine
Tautologie. ]

'Wir verzichten hier darauf, die Grammatik einer logischen Sprache einzufiihren, und verweisen
auf Rautenberg (2008).
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Definition 1.3

Ein einstelliges Pridikat ist eine Aussageform A(x), die eine Variable x enthilt,
sodass bei Ersetzung der Variablen durch Elemente aus einem gegebenen Individuen-
bereich U, auch Universum genannt, eine Aussage mit einem eindeutig bestimmten
Wahrheitswert entsteht. Ein n-stelliges Pradikat ist eine Aussageform A(xy, ..., x,)
mit den Variablen x1, ... x,, sodass bei Ersetzung aller Variablen durch Elemente
eines Individuenbereichs eine Aussage entsteht. Der Existenzquantor 3 iiberfiihrt
ein einstelliges Priadikat A (x) in eine Existenzaussage. Das heif3t: 3x : A(x) ist wahr,
genau dann, wenn A(x) fiir mindestens ein Individuum aus U wabhr ist, ansonsten
ist die Aussage falsch. Der Allquantor V iiberfiihrt ein einstelliges Priadikat in eine
Allaussage. Das heifit: Vx : A(x) ist genau dann wahr, wenn A (x) fiir alle Individuen
aus U wahr ist, und ist ansonsten falsch. Ein Quantor bindet in einem n-stelligen
Priadikat A(xy, ..., x,) eine Variable und erzeugt ein (n — 1)-stelliges Pradikat. Wird
durch n Quantoren jede Variable gebunden, dann ergibt sich eine Aussage. ¢

Beispiel 1.5

Wir betrachten das zweistellige Pradikat L (x, y) = x liebt y. Das Universum besteht
aus allen Personen und enthilt insbesondere Alice und Peter. Folgende Ausdriicke
sind einstellige Priadikate, aber keine Aussagen:

F (Peter, y) = Peter liebt y.

F(x,Alice) = x liebt Alice.

Vx: F(x,y) =Jeder liebt y.

dx: F(x, y) = Es gibt mindestens eine Person, die y liebt.
Vy: F(x,y) = x liebt jeden.

dy: F(x, y) = x liebt mindestens eine Person.

Folgende Ausdriicke sind Aussagen

F (Peter,Alice) = Peter liebt Alice.

Vx: F(x,Alice) = Jeder liebt Alice.

dx : F(x, Alice) = Mindestens eine Person liebt Alice.

Vy: F(Peter, y) = Peter liebt jeden.

dy: F(Peter, y) = Peter liebt mindestens eine Person.

VxVy: F(x, y) = Jeder liebt jeden.

dx3y: F(x,y) = Es gibt mindestens eine Person, die mindestens eine Person
liebt.

e Vx3dy: F(x,y) = Jeder liebt mindestens eine Person.

e Vydx:F(x,y) =Jeder wird von mindestens einer Person geliebt. |

Definition 1.4
Ausdriicke, die durch Anwenden von Junktoren und Quantoren nach bestimmten
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syntaktischen Regeln’ auf Aussageformen gewonnen werden, nennt man Formeln
der Pridikatenlogik. Eine solche Formel ist eine Tautologie, wenn sie fiir jedes
Modell, d. h. alle Universen und Aussageformen, wahr ist. Sie ist erfiillbar, wenn sie
fiir mindestens ein Modell wahr ist, und sie ist eine Kontradiktion, wenn dies nicht
der Fall ist. ¢

Beispiel 1.6
Wichtige Tautologien der Priadikatenlogik sind:

—Vx : A(x) & dx : —A(x)

—3dx : A(x) & Vx : —A(x)

@x:Ax))vV(Ex: B(x) < dx: A(x) VvV B(x))
Vx:Ax) A(NVx:Bx) & Vx:Alx) A B(x))
(A(x) © B(x)) = (Vx: A(x) & Vx : B(x))

Ist "% im Universum, so sind folgende Aussage Tautologien:

Vx : A(x) = A(CX)

@x : A(x) V BOX)) & 3x : (A(x) v BOK)
(EFx : A(x) A BOH) © 3x : (A(x) A BOK)
(Vx : A(x) v BOR)) < Vx : (A(x) v BOK))
(Vx : A(x) A BOK)) < Vx : (A(x) A BOK))

Wie im Fall der Aussagenlogik ist die Negation einer Tautologie eine
Kontradiktion. ]

Beispiel 1.7
Vx 1 A(x) = Jx : A(x)

ist erfiillbar, aber keine Tautologie, und das Universum konnte kein Individuum
enthalten, welches die Aussageform A zu einer wahren Aussage macht.

Vx3dy : L(x,y) < Vydx:L(x,y)

ist erfiillbar, aber keine Tautologie. [ ]

2Wir verzichten darauf, die Grammatik der Pradikatenlogik einzufiihren, und verweisen wieder
auf Rautenberg (2008). Es sei nur angemerkt, dass Quantoren grundsitzlich stirker binden als
Junktoren, also nicht geklammert werden miissen.
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1.2 Mengen

Definition 1.5

Eine Menge im Sinne der naiven Mengenlehre? ist eine wohlbestimmte Zusammen-
fassung von wohlunterschiedenen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung zu einem Ganzen. Mengen sind durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Ist A
eine Menge, so bedeutet x € A, dass x ein Element der Menge A ist, und x ¢ A
heiflt, dass x nicht in A ist. Zwei Mengen A und B sind gleich genau dann, wenn sie
die gleichen Elemente haben, d.h. x istin A genau dann, wenn x € B ist:

A=B:& (x€eA & x€B).

Die leere Menge wird mit ¢ bezeichnet; sie enthilt keine Elemente, also ist x ¢ ¢

fiir alle x. ¢
Beispiel 1.8

Eine Menge kann durch die Aufzihlung der Elemente gegeben werden, z.B.: A =
{a,b,c,d} oder B = {1, 2, 3}. |

Beispiel 1.9
Ist A(x) ein Pridikat, dessen Universum U ein Menge darstellt, so ist

A={xeU]|AX)}
eine Menge. Die Definition eines Prédikats findet der Leser in Abschn. 1.1. ]

Beispiel 1.10

Die Menge der rationalen Zahlen, die multipliziert mit einer natiirlichen Zahl 1
ergeben,also A = {r € Q|rn = 1 fiirein n € N}, ist gleich der Menge der Kehrwerte
natiirlicher Zahlen, B = {1/n|n € N}. |

Beispiel 1.11

Die Menge aller natiirlichen Zahlen a, b, ¢ mit a”* + b" = " fiir eine natiirliche
Zahl n groBer als 2 ist gleich der leeren Menge. Dies ist der letzte Satz von Fermat,
bewiesen durch Wiles (1995). |

Gegenbeispiel 1.12
Die Klasse aller Mengen K = {x|x ist eine Menge} ist keine wohldefinierte
Menge, denn sie wiirde sich selbst als Element enthalten. Dies ist die Cantor’sche

3Der Mengenbegriff lisst sich durch das System von Zermelo und Friinkel axiomatisch einfiihren.
Wir verzichten hier darauf und verweisen auf Deiser (2010).
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Antinomie. Die Klasse aller Klassen, die sich nicht selbst als Element enthalten,
K = {x|x ¢ x}, ist keine wohldefinierte Menge, denn sie enthdilt sich selbst als Ele-
ment genau dann, wenn sie dies nicht tut. Dies ist die Russel’sche Antinomie. Man
fiihrt heute den Begriff der Menge axiomatisch ein, um Antinomien zu vermeiden.
Es wiirde hier zu weit fiihren, ein Axiomensystem der Mengenlehre vorzustellen. Wie
verweisen auf Deiser (2010).

Definition 1.6

Eine Menge A ist eine Teilmenge einer Menge B (in Zeichen A C B), wenn alle x
aus A auch in B sind, also x € A = x € B ist. B heifit in diesem Fall Obermenge
von Aj; siehe Abb. 1.1. Die Menge A ist eine echte Teilmenge von B (in Zeichen:
A C B),wenn A C B gilt und es mindestens ein x € A gibt, sodass gilt: x ¢ B,
d.h. A # B. Die Menge aller Teilmengen von B ist dic Potenzmenge

P(B)={A| A C B}.

¢
Beispiel 1.13
Wenn A = B ist, dann gilt trivialerweise A € B und B € A. Auch die Umkehrung
ist offenbar wabhr. [ ]
Beispiel 1.14

Die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, G = {2n|n € N}, und die der ungerade
natiirlichen Zahlen, U = {2n—1|n € N}, sind enthalten in der Menge der natiirlichen
Zahlen, N. Es handelt sich um echte Teilmengen: G, U C N. |

BCcA CcCA CCBCA

Abb. 1.1 Inklusionen
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Beispiel 1.15
Die Potenzmenge der Menge A = {1, 2, 3} ist

P(A) = {0, {1}, {2}, (3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Gegenbeispiel 1.16

Die Menge der rationalen Zahlen, Q, ist enthalten in der Menge der reellen Zahlen,
R. Die Umkehrung gilt allerdings nicht, denn die Menge der reellen Zahlen ist nicht
enthalten in der Menge der rationalen Zahlen, R ;(_ Q, da irrationale Zahlen wie

\/5, e, 7 existieren; sieche Abschn. 6.6 in Neunhauserer (2015).

Definition 1.7

Die Vereinigung von zwei Mengen A und B ist gegeben durch
AUB = {x|x € A oder x € B};

siehe Abb. 1.2. Ist I eine Indexmenge und sind A; fiir i € I Mengen, so ist die
Vereinigung der Mengen A; geben durch

JAi = txlx € 4 fiireini e ).

iel

Beispiel 1.17
Ist A enthalten in B, soist AU B = B. |

ALB

-
w &

Abb. 1.2 Mengenoperationen
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Beispiel 1.18

Die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, vereinigt mit der Menge der ungera-
den natiirlichen Zahlen, ist die Menge der natiirlichen Zahlen, G U U = N. Die
Vereinigung der Mengen der Briiche mit dem Nenner ¢,

Ay =1{p/qlp € Z, p teilerfremd zu ¢},

iiber die Indexmenge der natiirlichen Zahlen, ist die Menge der rationalen Zahlen Q:

Ua, =0

geN

Definition 1.8
Der Schnitt von zwei Mengen A und B ist gegeben durch

ANB={x|x € Aund x € B};

siehe Abb. 1.2. Ist I eine Indexmenge und sind A; fiir i € I Mengen, so ist der
Schnitt der Mengen A; gegeben durch

[ Ai = {xlx € A fiiralle i € I}.

iel
Gilt AN B = @, so heilen die Mengen A und B disjunkt. ¢
Beispiel 1.19
Ist A enthalten in B, soist AN B = A. |
Beispiel 1.20

IstA={neZln>—1}undB={neZn<1}soistANB={—1,0,1}. W

Beispiel 1.21
Sind die Mengen A, wie in Beispiel 1.15 gegeben, so ist

() A, = {0},

geN

Definition 1.9
Die Differenz A ohne B fiir Menge A, B ist

A\B = {x € A|x ¢ B};
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siehe Abb. 1.2. Ist A C B, so ist das Komplement von A in B:

CA = B\A.

¢
Beispiel 1.22
Ist ANB =@,soist A\B = Aund B\A = B. |
Beispiel 1.23
Sind A und B wie in Beispiel 1.17 definiert, so ist A\B = {n € Z|n > 2} und
B\A ={neZln < -2}. |
Beispiel 1.24
Das Komplement der rationalen Zahlen Q in den reellen Zahlen R sind die irratio-
nalen Zahlen R\Q. u
Definition 1.10
Die symmetrische Differenz von zwei Mengen A und B ist

A A B=(AUB)\(ANB),
siche Abb. 1.2. ¢
Beispiel 1.25
Sind A und B wie in Beispiel 1.17 definiert, so ist
AAB={neZ|n<-2odern > 2}.
|

Definition 1.11
Sind A und B Mengen und ist a € A sowie b € B, so ist das geordnete Paar (a, b)
von a und b definiert als

(a,b) = {{a}, {a, b}}.

Man definiert Paare in dieser Weise, um zu gewihrleisten, dass gilt:
(a,b) =(c,d) & a=cund b =d.
Die Menge aller geordneten Paare ist das kartesische Produkt

Ax B={(a,b)|aecA,bec B}
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Abb. 1.3 Das kartesische
Produkt

B Ax B
b (e, b)

siehe Abb. 1.3. Zwei geordnete Paare (ay, b1), (a2, b2) € A x B sind gleich genau
dann, wenn a; = ap und b; = b, ist. Das kartesische Produkt von A und A ist

A=A X A={(a1,a)|al,a € A}.

¢
Beispiel 1.26
Das kartesische Produkt von A = {1, 2} und B = {1, 2, 3} ist
Ax B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3)}.
|
Beispiel 1.27
Die Menge der geordneten Paare natiirlicher Zahlen ist
N? =N x N = {(n1,n2) | n1,nz € N}
={1,1),(,2),(2,1),(1,3),(2,2),3,1)...}.
|

1.3 Relationen

Definition 1.12
Eine Relation R zwischen zwei Mengen A und B ist eine Teilmenge des kartesischen
Produkts von A und B, also R € A x B. Dabei steht a € A in Relation zu b € B,
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symmetrische Relation nicht symmetrische Relation

a 7
A A

Abb. 1.4 Zwei Relationenin A x B

symbolisch geschrieben a Rb, wenn (a, b) € R ist. Eine Relation auf einer Menge

A ist dementsprechend eine Teilmenge von A2; siehe Abb. 1.4. ¢
Beispiel 1.28

R = {(0,1),(1,2),(1,3)} ist eine Relation zwischen den Mengen {0, 1} und
{0,1,2,3} mit OR1, 1R2 und 1R3. |
Beispiel 1.29

Die Identitdt = auf einer Menge A bildet eine Relation auf A mit R = {(a, a)|a €
A} C A2 [ ]
Gegenbeispiel 1.30

Die Mengen {0, (1, 2), (1, 3)} und {(0, 1), (1, 2), (0, 1, 3)} beschreiben keine Rela-
tionen zwischen den Mengen {0, 1} und {0, 1, 2, 3}

Definition 1.13
Eine Relation ~~ auf A ist eine Aquivalenzrelation, wenn fiir alle a, b, ¢ € A gilt:

1. Reflexivitit: a >~ a,
2. Symmetrie:a ~b < b~a,
3. Transitivitit: a ~b und b >~ ¢ = a >~ c.

Die Mengen
a=lal=1{b e Ala >~ b}

heiBen Aquivalenzklassen. Die Menge dieser Klassen wird mit A/ ~ bezeichnet;
siehe Abb. 1.5. ¢
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Abb. 1.5 Partition einer
Menge A durch ein
Aquivalenzrelation ~

ey = h-_:_.

Beispiel 1.31
Die Identitit = ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A mit @ = {a} fiir alle
aaus A. |
Beispiel 1.32

Ist A; fiir i € I eine Partition, d.h. eine disjunkte Zerlegung, einer Menge A, so
definiert der Ausdruck

ax~b:sa,beA;

eine Aquivalenzrelation auf A. Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind die Men-
gen A;. Umgekehrt bilden die Aquivalenzklassen jeder Aquivalenzrelation auf A eine
Partition von A. u

Beispiel 1.33
Die Kongruenz modulo ~ fiir n € N auf den ganzen Zahlen Z, gegeben durch

a=bmodn: & a—b=km firein k € Z

ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind die Rest-
klassen; vergleiche Beispiel 3.5. |

Beispiel 1.34

Ist M eine Menge und ist A, B C M, so definiert A = B genau dann, wenn es eine
Bijektion zwischen A und B gibt, eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge
P(M). Die Aquivalenzklassen dieser Relation werden Kardinalititen oder Kardi-
nalzahlen genannt. ]
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Gegenbeispiel 1.35
Die Relation a teilt b auf den natiirlichen Zahlen, d. h. a|b, wenn ar = b fiira, r, b €
N ist, ist keine Aquivalenzrelation. 2 teilt 4, aber 4 teilt 2 nicht.

Definition 1.14
Eine Relation < auf A ist eine partielle Ordnung, wenn fiir alle a, b, ¢ € A gilt:

1. Reflexivitit: a < a,
2. Antisymmetrie: @ <bundb <a = a=0D>,
3. Transitivitit: a <bundb <c¢ = a <c.

Die Relation < ist eine Ordnung, wenn sie zusétzlich total ist, d.h. wenn a < b
oder b < a fiir alle a, b € A gilt. Eine strenge Ordnung < auf einer Menge A ist
transitiv und erfiillt die Trichotomie — entweder @ < b oder a = b oder a > b — fiir
alle a, b € A. Eine strenge Ordnung induziert eine Ordnung durch

a<b:&sa<b oder a=b;
sieche Abb. 1.6 ¢
Beispiel 1.36
Die Relation a teilt b auf den natiirlichen Zahlen ist nur eine partielle Ordnung, aber

keine Ordnung; 3 teilt nicht 4, und 4 teilt nicht 3. |

Beispiel 1.37
Eine Ordnung auf den ganzen Zahlen ist gegeben durch

a<b:sa=b+k, mit ke Ny.

Der Ausdruck
a<b:sa=b+k, mit keN

definiert eine strenge Ordnung. |

partielle Ordnung von {1,2, 3,4}

2

Ordnung von {1,2,3,4}
1+ 24 3¢ 4 3

Abb. 1.6 Ordnungen
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Beispiel 1.38
Eine Ordnung auf den rationalen Zahlen Q = {p/q | p € Z, q € N} ist gegeben
durch

pi/a1 < p2/q2 : & p1g2 < paqi,

wobei wir die Ordnung auf den ganzen Zahlen aus dem letzten Beispiel verwenden.
Eine strenge Ordnung auf Q ist dementsprechend gegeben durch

P1/q1 < P2/q2 © <& p1g2 < paqi.

Beispiel 1.39

Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist durch die Inklusion C partiell geordnet,
aber nicht geordnet, wenn A mehr als ein Element hat. Eine Ordnung auf P (A) ist
gegeben durch A < B genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung von B nach
A gibt; vergleiche auch Definition 1.19. |

Definition 1.15

Ist A durch < geordnet und ist B € A, so ist B nach oben beschrinkt, wenn ein
a € A existiert, sodass b < a fiir alle b € B ist. Ist zusitzlich a € B, so ist a das
Maximum von B;d.h. esista = max(B). Die Menge B ist nach unten beschrinkt,
wenn ein a € A existiert, sodass a < b fiir alle b € B gilt. Wenn zusitzlicha € B

gilt, so ist a das Minimum von B; d.h. es ist @ = min(B). ¢
Beispiel 1.40
Die natiirlichen Zahlen N mit der Relation < sind nach unten beschrinkt, mit 1 =
min(N). Sie sind mit dieser Relation aber nicht nach oben beschrinkt. |
Beispiel 1.41

SeiA={reQ|0<r <1}und B={r € Q|0 <r < 1}. Beide Mengen
sind durch 1 nach oben und durch 0 nach unten beschrinkt. Die Menge B hat ein
Maximum bei 1 und ein Minimum bei 0: max(B) = 1, min(B) = 0. Die Menge
A hat kein Maximum und kein Minimum, da 1 und O nicht in der Menge enthalten
sind. ]

Beispiel 1.42

Die Menge A = {r € Q | r? < 2} ist durch 3 nach oben und durch —3 nach unten
beschrinkt. Da +/2 ¢ Q hat die Menge aber kein Maximum und kein Minimum in
den rationalen Zahlen Q. |

Definition 1.16
Eine Ordnung der Menge A ist eine Wohlordnung, wenn jede nicht-leere Teilmenge
von A ein Minimum in Bezug auf die Ordnung hat. ¢
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Beispiel 1.43

Nach dem Wohlordnungssatz gibt es fiir jede Menge eine Wohlordnung, allerdings
kann eine solche Ordnung zum Beispiel fiir R nicht explizit konstruiert werden; siche
Abschn. 1.5 in Neunhéuserer (2015). |

Beispiel 1.44
Die natiirlichen Zahlen sind durch < in Beispiel 1.32 wohlgeordnet, aber die ganzen
Zahlen sind mit dieser Relation nicht wohlgeordnet. ]

Beispiel 1.45
Die zwei folgenden strengen Ordnungen der ganzen Zahlen

0<1<-1<2<-2<3<-3<4<-4...

0<1<2<3<4..-<-1<-2<-3<-4...
sind Wohlordnungen. u

Beispiel 1.46
Ist die Abbildung f : N — A eine Bijektion, so ist A durch

a=xb:e fla) < f(b)

wohlgeordnet, vergleiche Definition 1.19. Damit lésst sich zum Beispiel Q wohlord-
nen. ]

Definition 1.17
Eine partiell geordnete Menge A ist induktiv geordnet, wenn jede geordnete Teil-
menge von A ein obere Schranke in A hat. ¢

Beispiel 1.47
Die Potenzmenge P (A) ist durch Inklusion C induktiv geordnet. Die obere Schranke
einer geordneten Teilmenge 7T (A) € P(A) ist

U B € P(A).

BeT(A)

Gegenbeispiel 1.48
Die Menge der natiirlichen Zahlen mit < ist nicht induktiv geordnet, da sie geordnet,
aber nicht nach oben beschriinkt ist.

Beispiel 1.49
Die Menge N U {w} mit w ¢ N ist durch < induktiv geordnet, wenn wir n < w fiir
alle n € N setzen. |
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14 Funktionen

Definition 1.18
Eine Funktion oder Abbildung f : A — B isteine Relation zwischen einer Menge
A und einer Menge B, also f € A x B, fiir die gilt:

1. Fiir alle x € A gibtesein y € B mit (x, y) € f (linkstotal),
2. (x,y1), (x, y2) € f impliziert y; = y; (rechtseindeutig).

Fiir (x, y) € f schreibt man gewohnlich f(x) = y. Ist X C A, so ist das Bild von
X unter f gegeben durch

f(X):={yeB| f(x) =yfireinx € A} C B.

Das Bild von f ist das Bild von A unter f, also f(A).Ist Y C B, so ist das Urbild
von Y unter f gegeben durch

FUY):={x e A| f(x)=yfireiny € Y} C A.

Beispiel 1.50

Sei A = {0, 1} und B = {a, b}. Dann definiert f = {(0, a), (1, @)}. eine Funktion
f:A— Bmit f(0) = a, f(1) = a, f(A) = {a} und f~'({a}) = {0, 1} sowie
[ = 0. L

Gegenbeispiel 1.51

Seien A und B wie im letzten Beispiel gewdhlt. Die drei Relationen f = {(0, a)},
f =1{0,a),(0,b)} und f = A x B definieren keine Funktionen f : A — B. Im
ersten Fall ist die Relation nicht linkstotal, im zweiten und dritten Fall ist sie nicht
rechtseindeutig.

Beispiel 1.52

Eine Funktion f : N — N wird durch f(n) = 2n, also f = {(n,2n} | n € N},
definiert. Es gilt f ({1, 2,3}) = {2,4, 6} und f(N) = {2n | n € N}. Das Bild von f
besteht also aus den geraden Zahlen. Weiterhin gilt f -1({1,2,3,4}) = {1,2} und
7@z =0 u

Gegenbeispiel 1.53
f(n) = n/2 definiert keine Funktion f : N — N da n/2 fiir ungerades n keine
natiirliche Zahl ist. Es handelt sich allerdings um eine Funktion f : N — Q.
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Definition 1.19

Eine Funktion f : A — B ist surjektiv bzw. rechtstotal, wenn f(A) = B gilt.
Die Funktion ist injektiv bzw. linkseindeutig, wenn (xi, y), (x2,y) € f bzw.
f(x1) = f(x2) die Identitit x; = xp impliziert. Ist f injektiv und surjektiv, so
ist die Funktion bijektiv bzw. umkehrbar; siehe Abb. 1.7. Ist f umkehrbar, so ist
die Umkehrfunktion f~! : B — A gegeben durch

fh={0,x) e BxA|(x,y) € f)

Es gilt f~'(y) = x genau dann, wenn f(x) = y ist. ¢

Beispiel 1.54

Jede Funktion f : A — BistsurjektivaufihrBild,d.h. f : A — f(A) istsurjektiv.
Ist die Abbildung auch noch injektiv, so ist sie umkehrbar, mit f : f(A) — A. Dies
gilt fiir die Abbildung in Beispiel 1.45. |

Beispiel 1.55
Die Funktion f : Z — Zmit f(n) = —n istbijektiv mit f~Yn) = f(n).Eshandelt
sich um eine Involution, d. h. die Abbildung ist zu sich selbst invers. |

Beispiel 1.56

Die Abbildung |.]| : Q — Z mit |r| := max{n € Z|n < r} ist surjektiv, aber nicht
injektiv. Das Gleiche gilt fiir [.] : Q — Z mit [r] := min{n € Z|n > r}. |
Gegenbeispiel 1.57

Die Abbildung in Beispiel 1.44 ist weder surjektiv noch injektiv.

nicht injektiv, nicht surjektiv surjektiv, nicht injektiv

bijektiv

Abb. 1.7 Eigenschaften von Funktionen
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Abb. 1.8 Komposition von
Funktionen

Definition 1.20

Die Komposition, oder Hintereinanderausfiihrung, ¢ nach f von zwei Funktionen
f:A—> Bundg: B — Cistdie Abbildung go f: A — Cmit go f(a) =
g(f(a)); siche Abb. 1.8. Fiir eine Funktion f : A — A bezeichnet f" : A — A die
n-fache Komposition. ¢

Beispiel 1.58
Man betrachte f, g : N — N gegeben durch f(n) = 2n und g(n) = n + 1. Fiir f
nach g erhalten wir

fogn) = f(gn) = f(n+1)=2n+2,

und fiir g nach f ergibt sich

gofm)=g(f(n) =g2n)=2n+1.

Beispiel 1.59

Ist f : A — A bijektiv, soist f(f (@) = f~'(f(a)) =aalso fo f'=f"lo
f =id, wobeiid : A — A mitid(a) = a die identische Abbildung bezeichnet. Ist
f eine Involution, so gilt f> = f o f =id. [ |

1.5 Zahlen

Definition 1.21
Die natiirlichen Zahlen einschlieflich der Null sind durch die Peano-Axiome
bestimmt:

. 0 ist eine natiirliche Zahl.

. Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger N (n).

3. Es gibtkeine natiirliche Zahl, deren Nachfolger Oist: N (n) 7 O fiir alle natiirlichen
Zahlen.

4. Zwei verschiedene natiirliche Zahlen n und m haben verschiedene Nachfolger:

n#m = N(n) # N(m).

N =
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5. Sei A(n) eine Aussage iiber eine beliebige natiirliche Zahl n. Es gilt A(0), und
A(n) impliziert A(n + 1); dann gilt A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen 7.

Ein mengentheoretisches Modell der natiirlichen Zahlen einschlielich der Null Ny,
welches die Peano-Axiome erfiillt, erhalten wir durch folgende Definition:

1.0: =0 eN.
2. Firallen € Nist N(n) :=n U {n} € N.

Die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieflich der Null ist N = Np\{0}. Die
Addition natiirlicher Zahlen ist durch

n+1=Nm)undn + N(m) = N(n+ m)
rekursiv definiert. Die Multiplikation natiirlicher Zahlen ist durch
n-0=0undn-N(m)=mn-m)+n
rekursiv definiert ¢

Beispiel 1.60
Beispiele natiirlicher Zahlen sind:

1:=N(0) =0U{0} = {4},

2:=N()=1U{1} ={0, 1} = {4, {9},
3:=N®2)=20{2} ={0, 1,2} = {0, {9}, {0, {O}}},

4:=N3)=3U{3}={0,1,2,3} = {0, {4}, {9, {¥}}, {0, {9}, {&, {F}}}}.

Hier seien noch einige Rechnungen mit natiirlichen Zahlen angegeben:

1+1=N() =2,

1+2=N(1+1)=N(@2) =3,
242=NQ2+1)=N@3) =4,
1-1=(1-00+1=0+1=1,
1-2=1-D+1=1+1=2,

2.2=0Q2-1)+2=2+2=4.
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Definition 1.22
Die Ordinalzahlen lassen sich rekursiv definieren durch:

1. 0 := @ ist eine Ordinalzahl.
2. Fiir alle Ordinalzahlen n ist n + 1 := n U {n} eine Ordinalzahl.
3. Ist A eine abzihlbare Menge von Ordinalzahlen, so ist | J; 4 i eine Ordinalzahl.

¢
Beispiel 1.61
Alle natiirlichen Zahlen 1 = {#}, 2 = 1 U {1}, 3 = 2 U {2} usw. sind
Ordinalzahlen. ]
Beispiel 1.62
w := N ist die kleinste transfinite Ordinalzahl. Des Weiteren sind
w+1:=wU{w}={0,1,2,..., w},
w+2:=w+1HU{w+1}={0,1,2,...w,w + 1}
usw. Ordinalzahlen. Auch
2w = U w+i,
ieN
3w = U 2w+
ieN
usw. sind Ordinalzahlen. [ |

Definition 1.23
Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation auf Ny x Ny, gegeben durch

(n1,my) = (ny,mp) 1 my +ny =my +ny,

definieren die ganzen Zahlen, Z = (Ny x Np)/ ~. Die Addition und die Multipli-
kation auf Z sind gegeben durch

[n1, mi] + [n2, my] = [0y + np, my + my],
[n1,m1] - [ny, ma] = [nimo + mny, niny +mima].
Fiir n € N setzen wir in Z:

0:=10,0] = {(k, k)|k € Np},
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n:=[0,n] = {(k,k+n)lk € Ny, }

—n = [n,0] = {(k +n, k)|k € No}.

¢
Beispiel 1.63
Hier einige Rechnungen mit ganzen Zahlen:
n+ (—n) =[0,n] 4+ [n,0] = [rn,n] =[0,0] =0,
0-n=10,0]-[0,n] =1[0,0] =0,
1-n=1[0,1]-[0,n] =[0,n] =n,
(=n) -m =[n,0]-[0,m] = [nm,0] = —nm,
(=n) - (=m) = [n,0] - [m, 0] = [0, nm] = nm.
]

Definition 1.24
Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation auf Z x (Z\{0}), gegeben durch

(p1,q1) = (P2, q2) =& p1-q2 = p2 - q1,

definieren die rationalen Zahlen: Q = (Z x Z\{0})/ ~. Fiirm € Zund g € Z\{0}
setzen wir wie gewohnt:

g = [p, q] = (rp, rq)Ir € Z\{O}}.

Die Addition und die Multiplikation auf QQ sind gegeben durch

P P2 P12 + p2g1
q 92 q192

’

P P2 Pip2
q1 92 q192

Beispiel 1.64
Firn € Z gilt

"= % = [n, 11 = {(nr, r)||r € Z\{0}
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und speziell

1
I=1=I[L1={Cnlre Z\{0}},

0
0= 1= [0, 1] = {(0, r)|r € Z\{0}}.
Weiterhin gilt fiir g; # 0 und g» # 0:

Pl —p1 0
—+—=—=[0,9192]1 =[0,1]1 =0,
q1 q2 q192

q pq
—=—=[pq,pql=[1,1]=1.
P Pq

Definition 1.25
Ein Dedekind’scher Schnitt ist gegeben durch eine Teilmenge A C Q, die folgende
Bedingungen erfiillt:

1. A4 @und A #Q.
2. A hat kein Maximum.
3. Firaller € Aunds € Q\A giltr <'s.

Die Menge der reellen Zahlen, R, ist die Menge aller Dedekind’schen Schnitte.
Die rationalen Zahlen Q werden mit den Schnitten § = {r € Q|r < s} firs € Q
identifiziert. Sind «, B € R, so ist Summe von « und B gegeben durch

a+ B :={r+slrea,scp}
Die strenge Ordnung der reellen Zahlen ist gegeben durch

a< B alp.
Der Betrag einer reellen Zahl |«| ist definiert als o, wenn @ > 0 ist, und als —«,
wenn o < 0 ist. Die Definition der Multiplikation reeller Zahlen als Dedekind’sche
Schnitte ist etwas aufwendig. Fiir o, 8 > 0 setzen wir
a-B:={peQ|Esgibtr ea,s € Bmitr,s >0, sodassgilt: p <r-s}.

Ferner setzen wir@ - 0 = 0 - « = 0 sowie

(—a)-(—=B) a,B<0
a-pi=3 (=) () a<0,>0
—((@) - (=B) a >0, <0.
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Beispiel 1.65
Die Wurzel aus 2, definiert als

V2= (s €Q|s?<2oders < 0},
ist eine reelle Zahl mit
V2-V2={reQr<2=2inR.
Auf die gleiche Art lisst sich 4/s fiir alle rationalen Zahlen s > 0 einfiihren. ]
Beispiel 1.66
Ist der Sinus sin : Q@ — @ bekannt, ldsst sich die Archimedes-Konstante 7 =

3,14156. .. wie folgt definieren:

m:=2-{s €Q|(sin(s) < lunds < 2) oders < 0}.

Beispiel 1.67
Die Euler’sche Zahl e = 2,71828 ... ldsst sich durch

ei={s €Qls < 14+1/1+1/(1-2)+1/(1-2-3)+- - -+1/(1-2-----k) fiir ein k € N}

in R definieren; siche Abb. 1.9. |

Definition 1.26

Die komplexen Zahlen sind definiert als C = R x R; siche Abb. 1.10. Wir setzen
a+bi := (a, b) € Cund bestimmen die Addition und die Multiplikation komplexer
Zahlen durch

(a1 + b1i) + (a2 + bai) = (a1 + az + (b1 + b2)i),

(a1 + bii) - (a2 + boi) = (a1 - ap — by - bo) + (a1 - by + by - a2)i.

Insbesondere isti> = — 1. Der Realteil der komplexen Zahl z = a+bi istRe(z) = a,
und der Imaginiirteil von z ist Im(z) = b. Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist
Z = a — bi. Den Betrag einer komplexen Zahl bestimmen wir als |z| = +/z - 7. ¢

3
3 -2 5 - 0 1 V2 2 e 3w
| | | | | [ [

Abb. 1.9 Die reelle Zahlengerade mit einigen reellen Zahlen
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I{z}
L] =+ 4
Zo=—3+4i
- .‘;.’
T 2 =2+2i
<+ 1i |:;|| = \/{;
| 3 2 1 1 2 3 4 R{z}
=+ —1i
|$2| =2 T —2i L]
i 7 =2—%
+ —3i
- —-ln’
Zn = -3 -4
Abb.1.10 Die komplexen Zahlen C
Beispiel 1.68
Ist z = 2 + 3i, so erhalten wir z + 7z = 4 + 6i und z — 3z = —4 — 6i sowie
72 = 7.z = =5+ 12i. Weiterhin ist Re(z) = 4, Im(z) = 3 und Z = 2 — 3i sowie
z-z=13und |z] = +~/13. |
Beispiel 1.69

Fiir alle komplexen Zahlen z = a + bi gilt
24+ (=z) =(a+bi)+ (—a —bi) =0,

IzI> = z-7 = (a+ bi)a — bi) = a*> + b>,

b
az—i—bzl):l

a
R bi) - —
z @+bi) (s

ﬁ||!\1|

Definition 1.27
Die Hamilton’schen Quaternionen H sind gegeben durch

H={a+bi+cj+dk|a,b,c,deR},
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wobei die Addition und die Subtraktion auf H koordinatenweise definiert sind und
die Multiplikation durch die Hamilton’schen Regeln

ij=k jk=i ki=j,
ji=—k kj=—i ik=—j

gegebenist. Die konjugierte Quaternion h zu einer Quaternion i = a+bi+cj+dk
isth = a — bi — cj — dk. Der Betrag von # ist gegeben durch

W =Vh-h=ya>+b+c+d.

¢
Beispiel 1.70
Es gilt
(A4+2j)+ Qi +3k)=1+2i +2j + 3k,
(A 4+2j)- Qi +3k) =8i —k,
2i +3k) - (14+2j) =—4i + Tk,
12i +3k| =13 |14 2j| = /5.
|
Beispiel 1.71
Fiir jede Quaternion / gilt
h-(h/\h1*) = (h/IR]*) - h = 1.
Alsoist h=! = h/|h|?. [ ]
1.6  Kardinalitaten
Definition 1.28
Eine Menge A ist unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B gibtund
B eine echte Teilmenge von A ist, A C B. ¢

Beispiel 1.72
Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist offenbar unendlich. Genauso sind die Men-
gen der geraden und der ungeraden natiirlichen Zahlen unendlich. |
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Beispiel 1.73

Ist A unendlich und gibt es eine injektive Abbildung f : A — B, soist B unendlich.
Ist speziell A C B, soist B unendlich, wenn A unendlich ist. Die Menge der ganzen
Zahlen Z, die Menge der rationalen Zahlen @, die Menge der reellen Zahlen R sowie
die Menge der komplexen Zahlen C sind unendlich. ]

Gegenbeispiel 1.74
Gibt es eine bijektive Abbildung f : {1,2,...,n} — A, soist A nicht unendlich.

Definition 1.29
Zwei Mengen A haben die gleiche Kardinalitit, wenn es eine bijektive Abbildung
f : A — B gibt. Man schreibt hierfiir |A| = |B|. Eine Menge A ist abzihlbar

unendlich, wenn |A| = |N] ist. Man sagt in diesem Fall, dass A die Kardinalitit
Aleph Null ®g hat: |A| = Rg ¢
Beispiel 1.75
Es gilt

IN| = |Z]| = |QI| = Ro;
siche Abschn. 1.2 in Neunhiuserer (2015). [ |

Beispiel 1.76

Ist A abzihlbar unendlich, |A| = Rg, so ist die Menge A" aller Abbildungen
f :{l,...n} — A abzihlbar unendlich: |A"| = Ry; siehe Abschn.1.2 in Neun-
hiuserer (2015). |

Definition 1.30
Eine unendliche Menge A ist iiberabzihlbar unendlich, wenn sie nicht abzéhlbar

unendlich ist. ¢
Beispiel 1.77

Die Menge der reellen Zahlen R ist {iberabzidhlbar unendlich; siehe Abschn. 1.3 in
Neunhiuserer (2015). |

Beispiel 1.78

Ist A iiberabzihlbar unendlich und gibt es eine injektive Abbildung f : A — B, so
ist B iiberabzéhlbar unendlich. Ist speziell A C B, so ist B iiberabzihlbar unendlich,
wenn A iiberabzihlbar unendlich ist. [ |

Beispiel 1.79
Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen N ist iiberabzdhlbar unendlich und hat die
Kardinalitit der reellen Zahlen

IR| = |P(N)| =: 2™,

siehe Abschn. 1.5 in Neunhduserer (2015). |
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Beispiel 1.80

Gilt |A| = 2™, 5o hat die Menge AN aller Folgen f : N — A die gleiche Kardi-
nalitit |AN| = 2™ Auch die Menge der stetigen Funktionen f : R — R hat diese
Kardinalitit; siehe Abschn. 1.5 in Neunhéuserer (2015).

Definition 1.31
Gibt es eine injektive Abbildung f : A — B, aber keine bijektive Abbildung, so ist
die Kardinalitit von B groBer als die von A, d.h. es gilt: |A| < |B|. ¢

Beispiel 1.81
Es ist leicht zu sehen, dass die Potenzmenge P(A) einer Menge A eine groflere
Kardinalitit als A hat: |P(A)| > |A|. Es gilt

IN| < [P(N)| = [R] < [P(R)] < [P(PR)| < |P(P(PR))] <...;
siehe Abschn. 1.5 in Neunhduserer (2015). |

Beispiel 1.82

Die Kardinalzahl Aleph Eins R ist definiert als die kleinste Kardinalzahl groBer
als 8. Die Kontinuumshypothese besagt, dass 81 = 2% ist. Diese Hypothese ist
unabhingig von den anderen Axiomen der Mengenlehre; siehe hierzu Godel (1940)
und Cohen (1966). |

1.7 Kategorien

Definition 1.32

Gegeben sei eine Klasse € von Objekten. Eine Kategorie besteht aus den Objekten
zusammen mit Mengen €(A, B) von Morphismen, bzw. Pfeilen f : A — B fiir
Objekte A und B, wobei folgende Bedingungen gelten:

1. €(A, B) N ¢(A, B) # ¢ impliziert A = A und B = B.
2. Fir drei Objekte A, B C und Morphismen f : A — Bund g : B — C existiert
ein zusammengesetzter Morphismus go f : A — C.
. Die Operation o erfiillt das Assoziativgesetz (f o g) oh = f o (g o h).
4. Fiir jedes Objekt A existiert ein identischer Morphismus id4 : A — A, sodass
foidg = fund f =idp o f fiir alle Morphismen f : A — B gilt.

W

Eine Kategorie heift klein, falls die Klasse der Objekte eine Menge bildet.* ¢

4Manche Autoren lassen auch Klassen von Morphismen, die keine Mengen sind, zu und bezeichnen
die hier definierten Kategorien als lokal klein.
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hog foh
Abb.1.11 Zwei Kategorien mit drei Objekten
Beispiel 1.83
Zwei Kategorien mit drei Objekten zeigt Abb. 1.11. ]

Beispiel 1.84

Mengen als Objekte zusammen mit allen Abbildungen zwischen zwei Mengen als
Morphismen bilden eine Kategorie. Der zusammengesetzte Morphismus ist hierbei
die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen. Diese Kategorie ist nicht klein, da
die Klasse aller Mengen keine Menge bildet. Betrachten wir jedoch Teilmengen
einer vorgegebenen Menge M als Objekte, also € = P(M) und alle Abbildun-
gen zwischen A € M und B € M als Morphismen, so erhalten wir eine kleine
Kategorie. |

Beispiel 1.85
Algebraische Strukturen wie Gruppen, Ringe und Korper und auch Vektorrdume als
Objekte zusammen mit den Homomorphismen als Morphismen bilden Kategorien,

siehe hierzu Kap.2 und 3. ]
Beispiel 1.86

Die topologischen Raume zusammen mit den stetigen Abbildungen als Morphismen
bilden eine Kategorie, siehe hierzu Kap. 5. |
Definition 1.33

Seien € und ® Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor besteht aus Abbildungen
F:C—>Dund F = F4p:¢A, B) = D(F(A), F(B)) mit F(id4) = idFpa) fiir
alle Aaus €und F(go f) = F(g) o F(f) fiir alle Morphismen f € €(A, B), g €
¢(B, C) und alle A, B, C aus €. Ein kontravarianter Funktor ist ein kovarianter
Funktor zwischen €* und ©, wobei die Morphismen der dualen Kategorie ¢* durch
¢*(A, B) = €(B, A) gegeben sind. ¢

Beispiel 1.87
Die Abbildungen F(A) = A und F(f) = f definieren den identischen Funktor
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auf einer Kategorie. Fiir ein Objekt C definieren F (A) = C fiir alle Objekte A und
F(f) = idc fiir alle Morphismen f einen konstanten Funktor. |

Beispiel 1.88

Sei (G, o) eine Gruppe, siche Kap. 2. Die Abbildungen F ((G, o)) = Gund F(f) =
f definieren einen Funktor von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der
Mengen. Dieser Funktor eliminiert die Gruppenstruktur und wird Vergissfunktor
genannt. In gleicher Weise lassen sich Funktoren von allen Kategorien, die Mengen
mit einer zusétzlichen Struktur als Objekte enthalten, definieren. |

Beispiel 1.89

Sei € eine Kategorie und A ein Objekt dieser Kategorie. Die Abbildungen F(X) =
€(A, X) und F(f)(g) = f o g definieren den kovarianten Hom-Funktor in die
Kategorie der Mengen. Die Abbildungen F(X) = €(X, A) und F(f)(g) = go f
definieren den kontravarianten Hom-Funktor in die Kategorie der Mengen. W

Definition 1.34

Zwei Kategorien € und © heifien isomorph, wenn es Funktoren F : € — © und
G : ® — Cgibtsodass F oG der identische Funktor auf ® und G o F' der identische
Funktor auf € ist. ¢

Beispiel 1.90

Wir betrachten zwei Kategorien € und ® mit den natiirlichen Zahlen als Objekte.
Die Morphismen von n nach m in € sind die linearen Abbildungen von R"” nach R,
also

C(n,m) ={f : R" — R™|f ist linear}.

Die Morphismen von ® sind die n x m Matrizen, also
D(n,m) ={A|A € R}

mit der Matrixmultiplikation. Die beiden Kategorien sind isomorph. Die Funktoren
sind durch die Identitét auf den Objekten und Abbildungen, die linearen Abbildungen
Matrizen und Matrizen lineare Abbildungen zuordnen, gegeben. Siehe hierzu Kap. 3
zur linearen Algebra.
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In diesem Kapitel stellen wir zentrale Begriffe der diskreten Mathematik vor. Wir fiih-
ren zunéchst mit Permutationen, Kombinationen und Variationen die Grundbegriffe
der elementaren Kombinatorik ein und zeigen Beispiele. Im niachsten Abschnitt defi-
nieren wir wichtige kombinatorische Zahlenfolgen, wie Fibonacci-, Bell-, Stirling-,
Euler- und Catalan-Zahlen. Im Abschn. 2.3 findet der Leser einen Uberblick iiber die
Grundbegriffe der Graphentheorie mit vielen Beispielen und Bildern, insbesondere
definieren wir den Grad von Knoten, Wege in Graphen und den Zusammenhang
von Graphen. Im folgenden Abschn.2.4 fiihren wir einige spezielle Graphen, wie
bipartite Graphen, Biaume, planare Graphen und insbesondere platonische Graphen
ein und zeigen hierbei Beispiele mit Abbildungen. In Abschn. 2.5 wird kurz das wei-
terfithrende Konzept der gewichteten und der gefarbten Graphen besprochen und im
letzten Abschnitt gehen wir auf Matchings ein.

Fiir eine Darstellung der Sétze und Beweise der Kombinatorik empfehlen wir
Jacobs und Jungnickel (2003). Eine schone Einfiihrung in die Methoden der Gra-
phentheorie bietet Aigner (2015).

2.1 Permutationen, Kombinationen und Variationen

Definition 2.1
Eine Permutation von {1, ..., n} ist eine bijektive Abbildung o : {1,...n} —
{1, ...n}. Die Fakultit vonn € N,
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nl:=1-2-3-...-n,

ist die Anzahl dieser Permutationen. Zusitzlich ist 0! = 1 definiert; siche Abb.2.1.

(m, o (m), o%(m), ...,c* 1 (m)) ist ein Zyklus der Linge k einer Permutation
o, wenn 6X(m) = m und o’ (m) firi =0, ...,k — 1 paarweise verschieden sind.
Ein Fixpunkt ist ein Zyklus der Lidnge 1 und eine Transposition ist ein Zyklus der
Linge 2. ¢
Beispiel 2.1
Eine beliebige Permutation von {1, ..., n} ldsst sich folgendermafen darstellen:

1 2 ... n
o(l)c(2)...0n) )"’

1234
2143

eine Permutation der Menge {1, 2, 3, 4}, die zwei Transpositionen (12) und (34)
enthilt. Die Permutation schreiben wir in Kurzform als (12)(34). Die Anzahl aller
Permutationen von 4 Elementen ist 4! = 24. [ |

Zum Beispiel ist

Abb. 2.1 Die 3! = 6 Permutationen von {1, 2, 3}
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Beispiel 2.2

1234
2314

enthilt einen Zyklus der Linge 3 und einen Fixpunkt. Diese Permutation schreibt
man in Kurzform (123)(4). Die Permutation

1234
2134
enthilt eine Transposition und zwei Fixpunkte, man schreibt fiir die Permutation auch

(12)(3)(4). In der Zyklenschreibweise werden Fixpunkte in der Literatur manchmal
auch weggelassen: (12)(3)(4) = (12). | |

Definition 2.2

Eine Permutation, die sich als Hintereinanderausfiihrung einer geraden Anzahl von
Transpositionen schreiben lisst, heilit gerade, sonst heil3t die Permutation ungerade.
Das Signum sgn(o) einer Permutation o ist +1 fiir gerade Permutationen und —1

fiir ungerade Permutationen. ¢

Beispiel 2.3

1234 1234\ (1234
<2143>2(2134>°(1243):(12)(3)(4)0(34)(1)(2)

1234 1234 1234
(2314)=<2134>°(1324>=(12)(23)

sind gerade Permutationen.

und

1234
(2 . 34) = (123

und
1234
(2 34 1) = (12)(23)(34)
sind ungerade Permutationen. |
Beispiel 2.4

Jeder Zyklus gerader Linge ist eine ungerade Permutation, und jeder Zyklus unge-
rader Linge ist eine gerade Permutation. |
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Definition 2.3

Eine Abbildung V : {1,...,k} — {1, ..., n} ist eine Variation der Lange k aus n
Objekten mit Wiederholung. Eine injektive Abbildung V : {1, ..., k} = {1, ..., n}
ist eine Variation der Lénge k aus n Objekten ohne Wiederholung. K (i) wird in
beiden Fillen das i-te aus {1, ..., n} ausgewihlten Objekt genannt. ¢

Beispiel 2.5

Jeder Variation V lisst sich durch ein k-Tupel (V (1), V(2), ..., V(k)) mit V(i) €
{1, ...n} schreiben. (1, 2, 3) ist eine Variation ohne Wiederholung der Linge 3, und
(1, 1, 3) ist eine Variation der Liange 3 mit Wiederholung. |

Beispiel 2.6
Die Variationen der Linge 2 aus 3 Objekten mit Wiederholung sind:

(1,1),(2,2),3,3),(1,2),(1,3), (2, 1), (2,3),3,2), 3, D.
Die Variationen der Lénge 2 aus 3 Objekten ohne Wiederholung sind:

(1,2),(1,3),2,1),(2,3),(3,2), (3, 1).

Definition 2.4

Eine Teilmenge K von {1, ..., n} mit k¥ < n Elementen wird Kombination von k
Elementen aus n Objekten ohne Wiederholung genannt. Die Elemente in K werden
ausgewihlt genannt. Fiir n < g ist eine Abbildung K : {1,...n} — {0, ..., k} mit
Y , K(i) = k eine Kombination von k Elementen aus n Objekten mit Wiederho-
lung. K (i) gibt an, wie oft i € {1, ...n} ausgewihlt wurde. Die Binomialkoeffizi-
enten n iiber k sind definiert als

n\ n! _(n—k+1)'...~n
k) kln—k! 1-2-...-(n—k)
Dies ist die Anzahl der Kombinationen von k Elementen aus n Objekten ohne Wie-

derholung. Angemerkt sei, dass die Anzahl der Kombinationen von k Elementen aus
n Objekten mit Wiederholung durch

()

gegeben ist. ¢

Beispiel 2.7
Die Kombinationen von 2 Elementen aus {1, 2, 3,4} ohne Wiederholung sind
{1,2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}. Dementsprechend ist die Anzahl gleich
4

2) =0 "
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Beispiel 2.8

Eine Kombination von k Elementen aus n Objekten mit Wiederholung kann durch
ein Tupel (K (1), ..., K(n)) mit ) 7, K (i) = k beschrieben werden. So beschrei-
ben (1,0, 1, 1) und (3, 0, 0, 0) Kombinationen von 3 Elementen aus {1, 2, 3, 4} mit
Wiederholung. |

Beispiel 2.9

Die Kombinationen von 2 Elementen aus {1, 2, 3} mit Wiederholung sind durch
(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2),(1,1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1) gegeben. Auch hier ist die
Anzahl gleich (3) = 6. |

2.2 Kombinatorische Zahlenfolgen

Definition 2.5
Die Fibonacci-Zahlen F, sind durch die Rekursion Fj,; = F,41 + F,—1 mit
F1 = 1und F, = 1 gegeben, damit gilt

(Fp)=(,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, ...).

Kombinatorisch ist Fj, 42 die Anzahl der Folgen in {0, 1}", in denen auf eine 1 keine
1 folgt. ¢

Beispiel 2.10
Die Folgen in {0, 1}3, in denen auf eine 1 keine 1 folgt, sind:

(0,0,0), (1,0,0), (1,0, 1), (0,0, 1), (0, 1, 0).
Die Anzahl dieser Folgen ist F5 = 5. ]

Definition 2.6
Die Bell’sche Zahl B, ist die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge.
Aquivalent hierzu ist die Folge der Bell’schen Zahlen durch die Rekursion

n
n
Bn+1 = Z <k) B,
k=0
mit B; = 1, gegeben.! Es gilt

(Bp) = (1, 2,5, 15, 52, 203, 877, 4140, ...).

ISiehe hierzu Kap. 16 in Jacobs und Jungnickel (2003).
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Beispiel 2.11
Die Partitionen von {1, 2, 3} sind

{1, 2,33}, ({13, {2}, (33}, ({1, 2}, {33}, ({1}, {2, 33}, {{1, 3}, {2}}.
Die Anzahl dieser Partitionen ist B3 = 5. |

Definition 2.7

Die Stirling-Zahlen erster Art, s, , sind die Anzahlen der Permutationen von
{1,...,n} mit k£ Zyklen; sieche Abschn.2.1. Aquivalent hierzu sind die Stirling-
Zahlen erster Art durch die Rekursion

Sn+1,k = Sn.k—1 + NSn k,

mits, o = O0fiirn > Ounds, , = 1firallen, gegeben.2 Damit erhalten wir folgende
Tabelle:

Snk n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==~6
k=1 1 1 2 24 120
k=2 1 3 11 50 274
k=3 1 6 35 225
k=4 1 10 85
k=5 1 15
k=6 1

Die Stirling-Zahlen zweiter Art, S, , sind die Anzahlen der Partitionen von
{1, ..., n} mit k-elementigen Mengen. Aquivalent hierzu sind die Stirling-Zahlen
zweiter Art durch die Rekursion

Sn+l,k = Sn,k—l + kSn,k»

mit S,,0 = Ofiirn > Ound S,,, = 1 fiir alle n, gegeben. Damit erhalten wir folgende

Tabelle: ¢
Sn.k n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=6

k=1 1 1 1 1 1 1

k=2 1 3 7 15 31

k=3 1 6 25 90

k=4 1 10 65

k=5 1 15

k=6 1

27u den Stirling-Zahlen erster und zweiter Art siche Kap. 17 in Jacobs und Jungnickel (2003).
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Beispiel 2.12

Die Permutation von {1, 2, 3} mit drei Zyklen ist die Identitit (1)(2)(3). Die Permu-
tationen mit zwei Zyklen sind (12)(3), (13)(2), (23)(1), und die Permutationen mit
einem Zyklus sind (123), (132). Wir verwenden hier die Zyklenschreibweise aus
Definition 2.1. Dieser Aufzéhlung der Permutationen entspricht s33 = 1,532 = 3
und 53,1 = 2. |

Beispiel 2.13

Die Partition von {1, 2, 3} mit drei Elementen ist {{1}, {2}, {3}}. Die Partitionen
mit zwei Elementen sind {{1, 2}, {3}} und {{1}, {2, 3}} sowie {{1, 3}, {2}}, und die
Partition mit einem Element ist {{1, 2, 3}}. Alsogilt S33 =1, S32 =2und S3,1 = 1.
[ |

Definition 2.8

Die Euler-Zahl E, ; ist die Anzahl der Permutationen von {1, ..., n}, in denen
genau k Elemente groBer als das jeweils vorhergehende sind. Aquivalent hierzu sind
die Euler-Zahlen durch die Rekursion

Eyr=m—-KE;—1j—1+ &+ 1DS—14,

mit Ego = 1 und Eg; = O fiir k > 0, gegeben.> Wir erhalten damit folgende
Tabelle:

Enk n=1 n=2 n=73 n=4 n=>5 n==6
k=0 1 1 1 1 1 1

k=1 1 4 11 26 57

k=2 1 11 66 302

k=3 1 26 302

k=4 0 1 57

k=5 0 1

¢

Beispiel 2.14

Die Permutation von {1, 2, 3} ohne Anstieg ist die Identitét, die Permutationen mit
einem Anstieg sind (12)(3), (23)(1), (13)(2), (132), und die Permutation mit zwei
Anstiegen ist (123) in der Zyklenschreibweise aus Definition 2.1. Wir sehen, dass
E3;o=1,E3; =4und E35 = 1 ist [ |

Definition 2.9

Die Catalan-Zahl C,, ist die Anzahl der moglichen Beklammerungen eines Pro-
dukts mit » Multiplikationen. Aquivalent hierzu sind die Catalan-Zahlen durch die
Rekursion

3Siehe hierzu wieder Kap. 16 in Jacobs und Jungnickel (2003).
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n
Cn+1 = Z CrCrpi
k=0

mit C; = Cy = 1 gegeben.* Wir erhalten aus der Rekursion

(Cn) = (1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...).

¢
Beispiel 2.15
Die Beklammerungen von drei Multiplikationen sind
(ab)(cd), (a(be))d, a((be)d), ((ab)e)d, a(b(cd)),
und es gilt C3 = 5. |

2.3  Grundbegriffe der Graphentheorie

Definition 2.10

Ein ungerichteter Graph G ist ein geordnetes Paar (V, E), wobei V eine endliche
oder abzihlbar unendliche Menge von Knoten ist und die Menge der Kanten E eine
Teilmenge aller 2-elementigen Teilmengen von V ist. Bei einem gerichteten Graph
ist V eine Teilmenge aller geordneten Paare V x V. Die Kardinalitét von V ist die
Ordnung des Graphen, und die Kardinalitit von E wird als GroBSe des Graphen

bezeichnet. Ein Graph ist endlich, wenn seine Ordnung endlich ist. ¢
Beispiel 2.16
G = ({1,2,3,4}, {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 4}}) ist ein ungerichteter Graph der Ord-
nung 4 und der GroBie 4; siche Abb.2.2. |
Beispiel 2.17
G =({1,2,3,4},{(3,3),(1,2), (2, 1), (1, 3), (4, 1)}) ist ein gerichteter Graph der
Ordnung 4 und der Grofe 5; siche Abb.2.2. |
Beispiel 2.18

IstV={l,...,n}und E = {{i, j} |1 <i < j <n},soist K, := (V, E), der
ungerichtet vollstindige Graph der Ordnung 7; siche Abb.2.3. Die Grofle dieses
Graphen ist n(n — 1) /2. [ |

4Fiir einen Beweis dieser Aquivalenz verweisen wir auf Jacobs und Jungnickel (2003).
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ungerichteter Graph gerichteter Graph

& x> ».4)

W 9 e "
Abb. 2.2 Die Graphen in Beispiel 2.16 und 2.17

Der Graph Kg

3 .
11 =3 10

Der Graph Kj
1) ) 1 ;
\1 3 : 9

J 9 "

Abb. 2.3 Zwei vollstindige Graphen

Beispiel 2.19
Ein Beispiel eines unendlichen Graphen ist der Strahl § = (N, {{i,i + 1}]i €
N}. |
Beispiel 2.20

Jeder gerichtete Graph G = (V, E) induziert einen ungerichteten Graphen G =
(V,E) vermoge E = {{a, b}|(a, b) € E}. Umgekehrt kann man einen ungerich-
teten Graphen in einen gerichteten Graphen umwandeln, indem man die Kanten
orientiert. |

Definition 2.11

In einem Graphen sind gerichtete parallele Kanten Kanten mit denselben End-
knoten, und Schlingen sind Kanten, deren Endknoten zusammenfallen. Ein Graph
mit parallelen Kanten wird auch Multigraph genannt, ein Graph mit Schlingen
und parallelen Kanten heiflt Pseudograph, und ein Graph ohne solche Kanten wird
schlichter Graph oder einfach nur Graph genannt. ¢
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Beispiel 2.21

Jeder ungerichtete Graph ist schlicht. G = ({1, 2}, {(1, 2)}} ist ein schlichter gerich-
teter Graph. ]
Beispiel 2.22

In Beispiel 2.17 sind die Kanten (1, 2) und (2, 1) parallel, und (3, 3) isteine Schlinge.
Es handelt sich um einen Pseudographen. |
Definition 2.12

Zwei Knoten i und j in einem Graphen heiflen adjazent oder benachbart, wenn die
Knoten durch mindestens eine Kante verbunden sind, in Zeichen: i ~ j. Eine solche
Kante nennt man inzident zu den Knoten i und j. Die Menge aller Knoten, die
adjazent zu i sind, wird als Nachbarschaft des KnotensindexNachbarschaft eines
Knotens i bezeichnet: N(i) = {j € V | j ~ i}. Der Grad eines Knotens d (i) ist die
Anzahl der Kanten, die i mit anderen Knoten verbinden; eine Schlinge wird dabei
doppelt gezihlt. Ein Knoten mit Grad O heift isolierter Knoten, und ein Knoten
mit Grad 1 heillt Endknoten. Ist der Grad aller seiner Knoten konstant, so heift ein
Graph regulir. ¢

Beispiel 2.23

In Beispiel 2.16 ist N(1) = {2,3,4}, NQ2) = {1,4}, N3) = {1}, N4) = {1, 2}
sowied(1) =3,d(2) =2,d(3) = 1und d(4) = 2. Der Knoten 3 ist ein Endknoten.
[ |

Beispiel 2.24
In Beispiel 2.17ist N(1) = {2, 3,4}, N(2) = {1}, N(3) = {3, 1}, N(4) = {1} sowie
d(1)=3,d(2) =1,d3) =2und d(4) = 1. Der Knoten 4 ist ein Endknoten. =~ Wl

Beispiel 2.25

Im vollstindigen Graphen K, aus Definition 2.12 gilt N(i) ={j € {1,...,n} | j #
itundd(i) = n — 1. Fiirn = 1 ist 1 isoliert, fiir » = 2 sind 1 und 2 Endknoten, und
fiir n > 2 gibt es keine Endknoten. Vollstindige Graphen sind reguldr. ]

Definition 2.13

Eine Kantenfolge eines Graphen G = (V, E) ist eine Folge von (nicht notwen-
digerweise verschiedenen) Kanten der Form vgvy, vjva, ..., vy—1v, € E; hierbei
istij = {i, j} im Fall eines ungerichteten Graphen und ij = (i, j) im Fall einer
gerichteten Kantenfolge in einem gerichteten Graphen. Wir bezeichnen solch eine
Kantenfolge mit W = (vg, vy, .. ., vy). vg heiit Anfangsknoten und v, Endknoten
der Kantenfolge. Wenn Anfangsknoten und Endknoten iibereinstimmen, heiit W
geschlossen. Wenn alle Kanten in W verschieden sind, hei3t W Kantenzug. Wenn
alle Knoten (aufler vg und v,), die in W auftreten, verschieden sind, heiit W ein
Weg. r ist die Lange des Weges. Ein geschlossener Weg wird Kreis genannt. Ein
Graph heifit zusammenhiingend, wenn je zwei Knoten durch einen Weg verbunden
sind. Eine Komponente eines Graphen G ist ein maximaler zusammenhéingender
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Teilgraph von G, d.h. wenn man einer Komponente einen Knoten hinzufiigt, ist der
resultierende Graph nicht mehr zusammenhéngend; siehe Abb.2.4. ¢

Beispiel 2.26

Alle Graphen in den obigen Beispielen sind zusammenhéngend. Ein Weg im voll-
stindigen Graphen K, in Beispiel 2.12, der i und j mit i < j verbindet, ist
(i,i+1,...,Jj). Ein Kreis im Graphen K, mitn > 3 istdurch W = (1,2, 3, 1)
gegeben, und in K, gibt es keine Kreise. |

Beispiel 2.27
Als Kreis der Linge p > 3 wird der Graph C, = ({1, ..., p},{12,23..., p1})
bezeichnet. Seine Kanten sind durch den geschlossenen Weg W = (1,2,..., p)

bestimmt. Die Graphen C), sind regulér mit N (i) = 2 fiir jeden Knoten i. ]
Beispiel 2.28

Der Nullgraph N, = ({1, ..., p}, ¥) ohne Kanten ist total unzusammenhingend.
Seine Komponenten bestehen aus den einzelnen Knoten. |
Beispiel 2.29

Der Graph G = ({1, 2, 3, 4}, {12, 34}) hat die zwei Komponenten ({1, 2}, {12}) und
({3, 4}, {34} u
Definition 2.14

Ein Weg in einem Graphen G = (V, E) heiit Euler-Weg, wenn er jede Kante in
E genau einmal enthilt; sind zusétzlich Anfangs- und Endknoten identisch, spricht
man von einem Euler-Kreis. Ein Graph heif3t Euler’sch, wenn er einen Euler-Kreis
aufweist. Ein Weg heif3t Hamilton-Weg, wenn er jeden Knoten in V' genau einmal
enthilt; sind zusitzlich Anfangs- und Endknoten identisch, spricht man von einem
Hamilton’schen Kreis. Ein Graph hei3t Hamilton’sch, wenn er einen Hamilton’-
schen Kreis aufweist. ¢

Ein unzusammenhingender Graph Der Graph Cy

X Y ¥ S

v
o

d d D d

Abb. 2.4 Zwei Graphen auf {1, 2, 3, 4}
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Beispiel 2.30
Der vollstiindige Graph K3 ist, wie jeder Kreis C, mit p > 4, offenbar Hamilton’sch
und Euler’sch. ]
Beispiel 2.31

Der vollstandige Graph K4 ist Hamilton’sch, aber nicht Euler’sch. K5 ist Hamil-
ton’sch und Euler’sch mit dem Euler-Weg W = (1, 2, 3,4, 5, 1, 3, 5, 2, 4, 1).
Allgemein ist der vollstindige Graph K,, Hamilton’sch fiir alle n, aber nur fiir unge-
rade n Euler’sch; siehe Kap.14 in Jacobs und Jungnickel (2003). ]

Gegenbeispiel 2.32
Der Graph ({1, 2, 3, 4, 5}, {12, 23, 13, 34, 35, 45}) ist Euler’sch mit dem Euler-
Weg W = (3, 1, 2, 3, 4, 5, 3), aber nicht Hamilton’sch.

Definition 2.15

Zwei Graphen G| = (V1, E1), G2 = (V», E3) sind isomorph, wenn es eine Bijek-
tion f : Vi — V, gibt, die Adjazenz-erhaltend ist. D.h. es istij € E| genau dann,
wenn f(i) f(j) € E» ist; siche Abb.2.5. ¢

Beispiel 2.33
Die Graphen

G1 = ({1, 2, 3, 4, 5}, {12, 23, 34, 45, 51, 13}}

und
Gy = ({1, 2, 3, 4, 5}, {12, 23, 34, 45, 51, 24}}
sind isomorph, vermittels f(i) =i + 1firi € {1,...,4}und f(5) = 1. |

3 )

1 d

Abb. 2.5 Zwei isomorphe Graphen
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Gegenbeispiel 2.34
Die Graphen

G =1{({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {12, 23, 34, 45, 56, 61, 13}}

und
Gy = ({1, 2, 3,4,5, 6}, {12, 23, 34, 45, 56, 61, 14}}

sind nicht isomorph. Der erste Graph enthdlt Kreise der Lange 3 und 5, der zweite
Graph enthdilt zwei Kreise der Linge 4 und keinen Kreis der Lange 3 oder 5.

24  Spezielle Graphen

Definition 2.16

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist bipartit, wenn die Knotenmenge V in zwei
Mengen A und B zerlegt werden kann, so dass alle Kanten in E einen Knoten aus
A mit einem Knoten aus B verbinden; siche Abb.2.6. ¢

Beispiel 2.35

Fiir n, m > 1 ist der vollstindige bipartite Graph X, ,, gegeben durch K, ,, =
(AU B,{{a,b} | a € A,b € B}), wobei A eine n-elementige und B eine zu A
disjunkte m-elementige Menge ist. Die bipartiten Graphen S,, = K1, mitm > 3
werden Sterne genannt. ]

Gegenbeispiel 2.36
Der volistindige Graph K, ist nicht bipartit fiir n > 3.

Definition 2.17

Ein kreisfreier Graph heif3t Wald. Ein zusammenhingender Wald hei3t Baum; siche
Abb.2.7. Ein Knoten eines Baumes mit Grad 1 wird als Blatt bezeichnet. ¢
Beispiel 2.37

Der Stern S, in Beispiel 2.33 ist ein Baum mit m — 1 Blittern. |

Abb. 2.6 Der vollstindige
bipartite Graph K3 3

)
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Ein unverzweigter Baum mit fiinf Ecken

A Y Y h 3
O ® & 9 9

Der Stern S5

. 2

Ein weiterer Baum mit fiinf Ecken

\4)

9

Abb. 2.7 Die Biume der Ordnung 5

Beispiel 2.38

Bis auf Isomorphie gibt es drei Baume der Ordnung 5: den unverzweigten Baum
({1, 2, 3, 4, 5}, {12, 23, 34, 45}), den Baum ({1, 2, 3, 4, 5}, {12, 23, 34, 25})
und den Stern Ss; siche Abb.2.7. |

Definition 2.18

Ein Komet ist ein Baum mit der Eigenschaft, dass das Entfernen der Blitter einen
Stern ergibt. Eine Raupe ist ein Baum mit der Eigenschaft, dass das Entfernen der
Blitter einen unverzweigten Baum (mit mindestens 2 Knoten) ergibt; siche Abb. 2.8.
Ein Hummer ist ein Baum mit der Eigenschaft, dass das Entfernen der Blitter eine
Raupe ergibt. ¢

Beispiel 2.39
Der Graph G = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {12, 23, 14, 25, 36}) ist eine Raupe. Verlin-
gern der Blitter ergibt den Hummer
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Ein Komet

Eine Raupe

9 O—a—

Abb. 2.8 Raupe und Komet

G=(1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, {12, 13, 37, 14, 48, 25, 59, 36, 610}).
|

Beispiel 2.40
Der Graph G = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {12, 23, 14, 25, 36, 57}) istein Komet. W

Definition 2.19

Ein Graph G ist planar, wenn er sich ohne Uberschneidungen in die Ebene R?
einbetten lisst; d. h. es gibt einen zu G isomorphen Graphen G, dessen Kanten steti ge
Kurven in der Ebene sind, die sich nur in Anfangs- und Endpunkten schneiden. Die

Linder von G sind die Gebiete, die durch die Kanten von G begrenzt sind. ¢
Beispiel 2.41

Bédume und Kreise sind planar. Ebenso ist der vollstindige Graph K4 planar; siche
Abb.2.9. u
Gegenbeispiel 2.42

Der vollstindige Graph K5 und der vollstindige bipartite Graph K3 3 sind nicht pla-
nar. Mehr noch, alle nicht planaren Graphen enthalten einen dieser beiden Graphen;
siehe Diestel (2010).

Definition 2.20

Ein zusammenhingender regulérer planarer Graph ist platonisch, wenn seine Lander
eine konstante Anzahl von Kanten haben. ¢
Beispiel 2.43

Es gibt fiinf platonische Graphen:

e den Tetraeder mit drei Kanten um jedes Gebiet und Knoten vom Grad drei,
e den Wiirfel mit vier Kanten um jedes Gebiet und Knoten vom Grad drei,
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Abb.2.9 Der Graph K ist
planar

e den Oktaeder mit drei Kanten um jedes Gebiet und Knoten vom Grad vier,
e den Dodekaeder mit fiinf Kanten um jedes Gebiet und Knoten vom Grad drei,
e den Ikosaeder mit drei Kanten um jedes Gebiet und Knoten vom Grad fiinf.

Vergleiche hierzu die Abb.2.10 und 3.10 in Neunhiuserer (2015). |

Abb.2.10 Die Graphen der Netze der fiinf platonischen Korper
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2,5 Gefirbte und gewichtete Graphen

Definition 2.21

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit einer surjektiven Abbildung f : V —
C C N heifit knoten-gefirbt. C ist die Menge der verwendeten Farben. Man nennt
eine Knotenfarbung giiltig, wenn benachbarte Knoten nicht dieselbe Farbe haben,
d.h. wenn gilt: {v, w} € E = f(v) # f(w). Ein Graph G heilit k-knoten-farbbar
wenn es eine giiltige Knotenfirbung von G mit k Farben gibt. Die kleinste Anzahl
von Farben einer giiltigen Knotenfiarbung von G heifit chromatische Zahl x (G). ¢

Beispiel 2.44
Die identische Abbildung ergibt eine Fiarbung des vollstindigen Graphen K, mit n
Farben. Diese Farbung ist optimal; also gilt x (K,) = n. |
Beispiel 2.45
Ein bipartiter Graph G mit der Knotenmenge A U B ist 2-farbbar durch f(a) = 1
flra € Aund f(b) =2fiirb € B;es gilt x(G) = 2. |
Beispiel 2.46

Der beriihmte Vier-Farben-Satz besagt, dass jeder planare Graph G 4-firbbar ist,
x(G) < 4; siehe Kap. 14 in Jacobs und Jungnickel (2003) und den Beweis in Appel
und Haken (1989). |

Definition 2.22

Einungerichteter Graph G = (V, E) miteiner surjektiven Abbildung f : E — C C
N heif3t kantengefiirbt; siche Abb. 2.11. Man nennt eine Kantenfirbung giiltig, wenn
Kanten mit einem gemeinsamen Knoten nicht dieselbe Farbe haben, d. h. wenn gilt:

{fva,wa} € E, v #w = f(va) # f(wa).

Ein Graph G heifit k-kanten-farbbar, wenn es eine giiltige Kantenfirbung von G mit
k Farben gibt. Die kleinste Anzahl von Farben einer giiltigen Kantenfiarbung von G

heiBt chromatischer Index, x'(G); siche Abb.2.11. ¢
Beispiel 2.47
Ein Kreis C;,, gerader Linge ist 2-kanten-farbbar; es gilt x'(C2,) = 2. Ein Kreis
ungerader Linge C3,41 ist 3-kanten-firbbar, und es gilt x'(C2p11) = 3. ]
Beispiel 2.48

Der vollstindige Graph K, ist (2n — 1)-kanten-firbbar, x'(K»,) = 2n — 1. Fiir den
vollstindigen Graphen Kj, ] brauchen wir 2n + 1 Farben: x'(K2,4+1) =2n+ 1.1
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giiltige Kantenfarbung Kantengewichtung
Y &L ) 1 [l )
4 1 3 4 3
</ & NS = 197 -
2] k] [x] 7]
1} 1} 2) ) {13} 2)

Abb.2.11 Der Kreis C4 kantengefarbt und kantengewichtet

Definition 2.23

Ein Graph G = (V, E) mit einer Abbildung d : E — R heifit kantengewichtet;
siche Abb.2.11. Liegt eine Abbildung d : V — R vor, dann heiBt der Graph kno-
tengewichtet. d(e) ist das Gewicht der Kante e, und d(v) ist das Gewicht eines
Knotens. ¢

Beispiel 2.49

Gewichtete Graphen werden in der angewandten Mathematik untersucht; siehe
Tittmann (2011). Ein typisches Beispiel fiir einen kantengewichteten Graphen ist
eine Menge von Stddten und die StraBenverbindungen zwischen den Stddten gege-
ben. Die Kantengewichte sind die Langen der verbindenden Straf3en. Wihlt man als
Gewichte die GroBen der Stidte, erhilt man einen knotengewichteten Graphen. W

Beispiel 2.50
Ein elektrisches Netzwerk mit den Widerstinden der Verbindungen ldsst sich durch
einen kantengewichteten Graphen beschreiben. ]

2.6 Matchings

Definition 2.24

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph. M C E ist ein Matching,
manchmal auch Paarung genant, wenn keine zwei Kanten aus E eine gemeinsame
Ecke in V haben. ¢

Beispiel 2.51

Im vollstindigen Graphen K3 bildet jede Kante ein Matching, zwei Kanten bilden
jedoch kein Matching, da sie eine Ecke gemeinsam haben. Siehe hierzu Beispiel
1.18. ]
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Beispiel 2.52

Im vollstindigen Graphen K4, dargestellt als Quadrat, bilden zwei gegeniiberlie-
gende Kanten ein Matching und auch die beiden Diagonalen bilden ein Matching.
Alle anderen Paare von Kanten bilden kein Matching. Siehe hierzu Beispiel 1.18 und
Abb. 1.3. |

Definition 2.25

Ein Matching M eines endlichen ungerichteten Graphen G = (V, E) heilit erweiter-
bar, wenn es eine Kante e € E gibtsodass M U{e} ein Matching ist. Ein Matching M
von G heifit maximal, wenn es unter allen Matchings von G maximale Kardinalitét
hat. Ist M ein solches Matching, so wird dessen Kardinalitdt Matchingzahl von G
genannt und mit v(G) bezeichnet.. Ein Matching M heift perfekt, wenn die Kanten

in M an allen Ecken in V anliegen, also 2|M| = | V| gilt. ¢
Beispiel 2.53
Abb.2.12 zeigt ein Matching, das erweiterbar ist, und ein Matching, das nicht
erweiterbar und trotzdem nicht maximal ist. |
Beispiel 2.54
Abb.2.13 zeigt ein perfektes Matching, und ein maximales Matching, das nicht
perfekt ist. |
Beispiel 2.55

Der vollstindige Graph K3, mit 2n Ecken besitzt offenbar ein perfektes Matching
und seine Matchingzahl ist damit n; v(K»>,) = n. Der vollstindige Graph K1
mit 2n 4 1 Ecken besitzt, wie alle Graphen mit einer ungeraden Anzahl von Ecken,
kein perfektes Matching, aber dieser Graph hat ein Matching der Kardinalitit r; also
v(K3,) = n. Siehe hierzu Beispiel 2.18. |

Ein erweiterbares Matching Ein nicht maximales und nicht erweiterbares Matching

\-.4} ; 3) '\-.4) > -})

N 9 Y 9

Abb.2.12 Nicht maximale Matchings
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Ein perfektes Matching Ein maximales aber nicht perfektes Matching
4 (3 1) 3}

1] \5)

Abb. 2.13 Maximale Matchings

Beispiel 2.56
Der Stern S, mit m > 3 besitzt kein perfektes Matching, jedes Matching besteht
nur aus einer Kante und ist maximal, also v(S,,) = 1. Siehe hierzu Beispiel 2.35. Bl

Beispiel 2.57

Sei M ein Matching eines endlichen ungerichteten Graphen G = (V, E). Ein Weg
in G heifit erweiternd oder augmentierend (in Bezug auf M) wenn der Start- und
der Endknoten des Weges nicht gematcht sind, d.h. diese Knoten liegen an keiner
Kante in M an, und die Kanten des Weges liegen abwechselnd in E\M und M. Ein
erweiternder Weg definiert ein Matching M’, indem die Kanten des Weges, die in
M liegen, entfernt und die Kanten des Weges, die nicht in M liegen, hinzugefiigt
werden. Das resultierende Matching hat eine Kante mehr als das Matching M, also
IM'| = M|+ 1. ]

Beispiel 2.58

Ein erweiternder Weg im linken Matching in Abb.2.12 ist (3,4), (4, 1), (1, 2). Ein
erweiternder Weg im rechten Matching ist (4, 3), (3, 1), (1, 2). Beide Wege definie-
ren ein perfektes Matching. ]

Gegenbeispiel 2.59

Zu einem maximalen Matching gibt es offenbar keinen erweiternden Weg. Auch die
Umkehrung gilt: Zu jedem Matching, das nicht maximal ist, ldsst sich ein erweitern-
der Weg finden. Dies ist der Satz von Berge.
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In diesem Kapitel findet der Leser eine Einfiihrung in die Grundbegriffe der Alge-
bra, die Studierende zum Teil schon in den Grundvorlesungen zur Linearen Algebra
oder in einer Vorlesung zur Algebra kennen lernen. Wir definieren in den ersten
drei Abschnitten die algebraischen Strukturen Gruppe, Ring und Korper und gehen
dann auf strukturerhaltende Abbildungen (Homomorphismen) ein. Im Abschnitt
iiber Gruppen fiihren wir insbesondere die symmetrische Gruppe, die Restklassen-
gruppe und Matrizengruppen ein, definieren Untergruppen, Normalteiler sowie Fak-
torgruppen und entwickeln zum Schluss den Begriff der auflosbaren Gruppe. Im
Abschnitt iiber Ringe definieren wir insbesondere Integrititsbereiche, euklidische
Ringe, Hauptidealringe sowie faktorielle Ringe und geben hierbei sowohl Beispiele
als auch Gegenbeispiele an. Im Abschnitt iiber Korper bestimmen wir Quotientenkor-
per, Zerfallungskorper und Korpererweiterungen und definieren Eigenschaften von
Korpererweiterungen wie Normalitit, Separabilitdt und Auflosbarkeit. Im nichsten
Abschnitt des Kapitels werden Homomorphismen und Isomorphismen zwischen
Gruppen, Ringen und Korpern definiert, und es wird die Automorphismengruppe
einer Korpererweiterung eingefiihrt. Der Leser findet auch hier zahlreiche Beispiel
vor. Im letzten Abschnitt fiihren wir mit Moduln und Algebren noch weiterfithrende
algebraische Strukturen ein und geben Beispiele dieser Strukturen.

Eine ausgezeichnete kurze Einfiihrung in die Hauptresultate der Algebra bietet
Stroth (2012), und eine ausfiihrlichere Darstellung findet der Leser in Bosch (2003).
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3.1 Gruppen

Definition 3.1
Eine Gruppe isteine Menge G mit einer Verkniipfungo : G x G — G, die folgende
Bedingungen fiir alle u, v, w € G erfiillt:

1. Existenz eines neutralen Elements 0 € G mitvoo =0ov = v,
2. Existenz inverser Elemente ¥ € V mitvo0 =t ov = 0,
3. Assoziativgesetz: u o (v o w) = (L o v) o w.

Gilt zusitzlich das Kommutativgesetz u o v = v o u fiir alle u, v € G, so heif3t die
Gruppe Abel’sch. ¢

Beispiel 3.1

Die ganzen Zahlen (Z, +), die rationalen Zahlen (Q, +), die reellen Zahlen (R, +)
und die komplexen Zahlen (C, +) bilden jeweils mit der Addition Abel’sche Grup-
pen. Die rationalen Zahlen (Q\{0}, -), die reellen Zahlen (R\ {0}, -) und die komple-
xen Zahlen (C\{0}, -) bilden ohne die Null mit der Multiplikation ebenfalls Abel’sche
Gruppen. Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist die Eins. ]

Gegenbeispiel 3.2

Die natiirlichen Zahlen mit der Addition (N, +) bilden keine Gruppe; es gibt kein
neutrales Element und keine inversen Elemente. Die ganzen Zahlen ohne die Null
mit der Multiplikation (Z\{0}, -) bilden keine Gruppe, es fehlen inverse Elemente,
das neutrale Element ist vorhanden.

Beispiel 3.3
Es gibt jeweils eine Gruppe mit 2 bzw. mit 3 Elementen und zwei Gruppen mit 4
Elementen, wie aus den folgenden Verkniipfungstafeln zu ersehen ist.

Zs||o[a]b]c|[V|o[a[b]c]
7 |

zallold Y e e e e ook
o |lolalb

0 oaa aboa alb|c|ol|a ||alo|c|b

a |lalo b ||b|c|olal|b ||b|c|o|a
b ||blo|a

c |lc|ola|bl|c ||c|bla|o

Die ersten drei Gruppen hier sind zyklisch, d. h. jedes Element ist von der Form a”.
Diese Gruppen sind Abel’sch. Die letzte Gruppe heifit Klein’sche Vierergruppe
und ist die kleinste nicht-zyklische Gruppe. ]

Beispiel 3.4
Die Menge aller Bijektionen BIJ(X) auf einer Menge X mit der Hintereinanderaus-
fiihrung

foglx) = f(gx))
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bildet eine Gruppe, bei der das neutrale Element die Identitdt id(x) = x und das
inverse Element zu f € BIJ(X) die Umkehrabbildung f~!' € BIJ(X) ist. Speziell
heiflit die Menge der Permutationen S,, = BIJ({1, ...n}), mit der Hintereinander-
ausfiihrung die symmetrische Gruppe. Diese Gruppe ist fiir # > 3 nicht Abel’sch;
siehe Abb. 3.1 und auch die Definitionen 1.19 und 2.1. |

Gegenbeispiel 3.5

Die Menge aller Abbildungen X auf einer Menge X mit mehr als zwei Elementen
bildet keine Gruppe in Bezug auf die Hintereinanderausfiihrung; nicht alle Abbil-
dungen haben Umkehrabbildungen. Die Menge aller injektiven Abbildungen oder
aller surjektiven Abbildungen auf einer unendlichen Menge X bildet mit der Hinter-
einanderausfiihrung aus dem gleichen Grunde keine Gruppe.

Beispiel 3.6
Die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen A € K"*" iiber einem Korper K
bildet mit der Matrizenmultiplikation

n
A B = (aij)i j=1,..n - bij)i j=1,.n = (Zaijbjk)i,kzl,...n
j=1

die allgemeine lineare Gruppe GL(n, K). Die Operation ist fiir n > 2 nicht

(10) (1) =)

2

Abel’sch; zum Beispiel gilt

Abb. 3.1 Wirkung der Gruppe S3 auf das gleichseitige Dreieck
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und

Definition 3.2

Eine Teilmenge U einer Gruppe G ist eine Untergruppe, wenn U mit der Verkniip-
fung o auf G selbst eine Gruppe bildet. Eine Untergruppe N ist ein Normalteiler,
wenn fiir alle g € N gilt:

goN={gonlne N}={noglne N} =Nog.
Die Menge G/N = {g o N|g € G} mit der Verkniipfung
(uoN)o(voN)=uovoN
ist die Faktorgruppe. Das neutrale Element in dieser Gruppe ist N. ¢

Beispiel 3.7
Fir n € N ist die Menge nZ = {nklk € 7Z} ein Normalteiler von (Z, +). Die
Faktorgruppe

T :=7/nZ = {k :=k +nZlk € {0,1,...,n—1}}

ist die Restklassengruppe mit neutralem Element 0 = Z. Diese Gruppe ist Abel’sch;
man vergleiche hiermit auch Beispiel 2.29. Z,\{Z} = Z,\{0} bildet eine Abel’sche
Gruppe mit der Multiplikation

u-v=Ww+72)y-w+72Z)=u-v+72

genau dann, wenn n eine Primzahl ist. Nur dann existieren alle inversen Restklassen
in Bezug auf die Multiplikation. ]

Beispiel 3.8

Die Menge der geraden Permutationen bildet mit der Hintereinanderausfiihrung die
alternierende Gruppe A, ; siche Definition 2.2. Diese Gruppe ist ein Normalteiler der
symmetrischen Gruppe S,,. Die Gruppe S, /A, besteht aus zwei Elementen und ist
isomorph zu Zj;; siehe Definition 3.20. |

Beispiel 3.9
Die Diedergruppe D4, gegeben als

Dy = {id, (1234), (13)(24), (1432), (14)(23), (13)(2)(D), (12)(34), (24)(1) ()},
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ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S4 mit 8 Elementen. Die ersten vier
Permutationen kann man als die Wirkung der Drehungen eines Quadrats auf die
Ecken {1, 2, 3, 4} interpretieren, und die anderen Permutationen lassen sich als die
Wirkung der Spiegelungen dieses Quadrats auf die Ecken verstehen; siche Abb. 3.2.
Die allgemeine Diedergruppe D,, beschreibt die Wirkung der n Drehungen und n
Spiegelungen eines regelméfBigen n-Eck auf die Ecken. Sie ist eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S,,. ]

Beispiel 3.10

Die Menge der Matrizen iiber R mit Determinante 1 bildet die spezielle lineare
Gruppe SL(n, R) = {A € GL(n, R)|det(A) = 1}; diese ist ein Normalteiler der
allgemeinen linearen Gruppe GL(n, R) iiber R beziiglich der Matrizenmultipli-
kation. Der Quotient GL(n, R)/SL(n, R) ist isomorph zur Gruppe (R\{0}, -); siche
Definition 3.20. |

Gegenbeispiel 3.11
Die Untergruppe U = {id, (12)(3)} der symmetrischen Gruppe S3 ist kein Normal-
teiler, wegen

(123) o U = {(123), (13)(2)} # {(123), (1)(23)} = U o (123);
siehe hierzu Definition 2.1.
Definition 3.3
Eine Gruppe G mit neutralem Element o ist auflosbar, wenn es eine Folge von

Untergruppen N;, i =0, ..., n, von G gibt, sodass gilt:

{O}ZNOQNIQ"‘QNn—lgNnZGa

s = (24)(1)(3) s = (13)(2)(4)
3 0% 2

—|(13)(24) :
A dy = (1234)

dy = (1432) 'y Vi 51 = (12)(34)
o = (1)(2)(3)(4
y

2 =|(14)(23)

Abb. 3.2 Wirkung der Diedergruppe D4 auf das Quadrat
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wobei N; ein Normalteiler von N; 1 ist und der Quotient N;41/N; eine Abel’sche

Gruppe darstellt. ¢
Beispiel 3.12
Alle Abel’schen Gruppen sind trivialerweise auflosbar. |
Beispiel 3.13

Die Gruppe S5 ist auflosbar mittels der Folge von Untergruppen
{id} € A3 C S3.
Die Gruppe S ist auflosbar mittels
id} €V ={id, (1,2)(3,4). (1,3)(2,4), (1, H(2,3)} € A4 € &4,
da V Abel’sch ist. ]
Gegenbeispiel 3.14

Die symmetrischen Gruppen S, fiir n > 5 sind nicht auflosbar. Der Beweis dieses
Satzes ist nicht trivial; siehe Kap.5 in Stroth (2012).

3.2 Ringe

Definition 3.4

Eine Abel’sche Gruppe (R, +) mit neutralem Element O ist ein Ring, wenn eine
Verkniipfung - : R — R existiert, die folgende Bedingungen fiir alle u, v, w € G
erfiillt:

1. ExistenzeinerEins 1 €e Rmitv-1=1-v =,
2. Assoziativgesetz: u - (v-w) = (u - v) - w,
3. Distributivgesetz: u - (v+w) =u-v+u-wund v+ w) -u=v-u+w-u.

Gilt zusitzlich das Kommutativgesetz u - v = v - u fiir alle u, v € R, so heifit
ein Ring kommutativ. Ein kommutativer Ringe ist ein Integrititsbereich, wenn er
nullteilerfrei ist, d. h. wenn fiiralle u, v € Rmitu #OQundv O gilt: u-v £ 0. ¢

Beispiel 3.15

Die ganzen Zahlen (Z, +, ), die rationalen Zahlen (Q, +, -), die reellen Zahlen
(R, +, -) und die komplexen Zahlen (C, +, -) jeweils mit der Addition und Multi-
plikation, bilden Integrititsbereiche. ]

Beispiel 3.16

Die Restklassen (Z,,, +, -) in Beispiel 3.5 bilden einen kommutativen Ring, der Rest-
klassenring genannt wird. Dieser hat keine Nullteiler genau dann, wenn n eine
Primzahl ist. In Z4 giltetwa 2 - 2 = 0. [ |
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Beispiel 3.17
Ist R ein Ring, so bilden die (n x n)-Matrizen R"*" mit der eintragsweisen Matri-
xaddition und der Matrixmultiplikation den vollen Matrizenring iiber R. Dieser ist

fiir n > 2 nicht kommutativ, auch wenn R kommutativ ist; siche auch Beispiel 3.4.
[ |

Gegenbeispiel 3.18

Die allgemeine lineare Gruppe GL(R, n) in Beispiel 3.4 bildet fiir n > 2 keinen
Ring mit der Matrixaddition und der Matrixmultiplikation. Die Summe von zwei
invertierbaren Matrizen ist im Allgemeinen nicht invertierbar.

Beispiel 3.19
Die Gaufl’schen Zahlen

Zlil={a+bila,beZ}

bilden mit der Addition und der Multiplikation komplexer Zahlen C aus Definition
2.25 einen Integrititsbereich. |

Definition 3.5
Sei R ein Ring. Die Polynome iiber R

R[x] := {Z arx® | ax # O fiirendlich viele k}
keN

bilden den Polynomring mit der Addition

Zakxk + Zbkxk = Z(Clk + bk

keN keN keN
und der Multiplikation
k
DV SRS 30 ST I
keN keN keN \i=0

Der Grad eines Polynoms ), arx* € R[x] ist Grad(p) = max{k | ar # O).
Wir merken an, dass sich die Polynome iiber R formal beschreiben lassen als Menge
aller Abbildungen R™ von N in den Ring R, die nur fiir endlich viele k € N Werte
ungleich null in R annehmen. ¢

Beispiel 3.20

Die Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten Z[x] bilden einen Integritéitsbereich.
Das Gleiche gilt fiir die Polynome mit Koeffizienten in @Q, R oder C. Es ist nicht
schwer, zu zeigen, dass R[x] ein Integritétsbereich ist, falls R ein solcher ist. |



58 3 Algebraische Strukturen

Definition 3.6

Sei R ein Integritdtsbereich und a, b € R. Dann gilt: a teilt » (auch geschrieben als
alb), wenn es ein r € R gibt, sodass a - r = b ist. a € R ist eine Einheit, wenn es
ein b € R gibt, sodass a - b = 1 ist; die Einheiten sind also die Teiler von 1. Die

multiplikative Gruppe der Einheiten wird mit R* bezeichnet. ¢
Beispiel 3.21
Die Einheiten im Ring der ganzen Zahlen Z sind 1 und —1, also Z* = {1, —1}. Das
Gleiche ist im Polynomring Z[x] der Fall. ]
Beispiel 3.22
Im Ring der Gau3’schen Zahlen Z[i] gilt Z[i]* = {1, —1, i, —i}. |
Beispiel 3.23

Im Polynomring R[x] sind die Einheiten die Polynome vom Grad O aufler dem
Nullpolynom. Damit gilt R[x]* = R\{0}. Die Einheiten aller Polynomringe iiber
einem Korper sind durch die Elemente des Korpers auller der 0 gegeben. |

Definition 3.7

Sei R ein Integrititsbereich, p € R, p # 0, und sei p keine Einheit. Dann ist p ein
irreduzibles Element in R, wenn die Teiler von p ausschlieBlich Einheiten sind. p
ist ein Primelement in R, wenn gilt:

pla-b = pla, mboxoder p|b.

¢
Beispiel 3.24
In Z sind die irreduziblen Elemente und die Primelemente gegeben durch + p, wobei
p eine Primzahl ist. |
Beispiel 3.25

Es ist leicht zu sehen, dass Primelemente irreduzibel sind, aber die Umkehrung gilt
nicht in allen Ringen. Man betrachte hierzu als Beispiel den Ring

z|v=5|=la+bv=siabez].
3 ist irreduzibel in diesem Ring, da
3= (a=bV5) (c - avs)

a = £1 und b = 0 impliziert. Die Teiler von 3 sind also Einheiten. 3 ist aber kein
Primelement, da 3 ein Teiler von

9=(3+5)(3-V5)
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ist, ohne einen der Faktoren zu teilen. |

Definition 3.8
Ein Integrititsbereich R wird euklidischer Ring genannt, wenn es eine Abbildung
¢ : R\{0} — Ny gibt, sodass gilt:

1. Istab # O soist ¢ (ab) > ¢(a);
2. fira,b € Rmita # 0 gibtes g,r € R, mitb = ga + r, wobei r = 0 oder
o) < ¢(a) ist.

b = ga + r kénnen wir als Division von b durch @ mit Rest  verstehen, wobei der
Wert von der Funktion ¢ des Restes r kleiner ist als der Wert von a. ¢

Beispiel 3.26
Z mit ¢ (x) = |x| ist ein euklidischer Ring. Auch Z[i] mit

¢ (2) = 2> = |a + bi|* = a* + b?

bildet einen euklidischen Ring. ]
Beispiel 3.27

Der Polynomring R[x] bildet mit ¢ (p) = Grad(p) einen euklidischen Ring. Dies
gilt fiir alle Polynomringe iiber Korper. ]
Gegenbeispiel 3.28

Die Polynome Z|x] iiber Z bilden keinen euklidischen Ring. Dies ist nicht leicht zu
zeigen, siehe Kap. 1 in Stroth (2012).

Definition 3.9

Sei R ein kommutativer Ring und / € R. Dann ist / ein Ideal, wenn (/, +) eine
Untergruppe von (R, +) ist und al = {ax | x € I} <€ [ fiir alle a € R gilt.
Ein Ideal heifit Hauptideal, wenn es die Form I = aR = {ar | r € R} hat. Ein
Ideal heifit Primideal, wenn ab € I genau dann der Fall ist, wenn a € [ oder
b € I ist. Ein Integrititsbereich R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein
Hauptideal ist. ¢

Beispiel 3.29

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist. Die
obigen Beispiele euklidischer Ringe sind also auch Beispiele fiir Hauptidealringe.
]

Beispiel 3.30
In Z[x] bestimmt I = {(2p + xq | p, g € Z[x]} ein Ideal, das kein Hauptideal ist.
Z[x] ist damit kein Hauptidealring. |
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Beispiel 3.31
Der Ring Z[(1 + +/—19)/2] ist ein Hauptidealring, der nicht euklidisch ist; siche
Kap. 1 in Stroth (2012). [ |
Beispiel 3.32

In Z ist pZ offenbar genau dann ein Primideal, wenn p ein Primelement ist und dies
ist genau dann der Fall, wenn p irreduzibel ist. Dies lisst sich auf alle Hauptidealringe
verallgemeinern. ]

Definition 3.10

Sei R ein Integritdtsbereich. R ist faktoriell, auch Ring mit eindeutiger Primfak-
torzerlegung (EPZ-Ring) genannt, falls sich alle a € R mit a = 0, wobei a keine
Einheit ist, als

a=pi-p2--- Pk

mit irreduziblen Elementen p1, p2, ..., pr € R schreiben lassen und diese Zer-
legung bis auf die Multiplikation mit Einheiten und die Reihenfolge der Faktoren
eindeutig ist. ¢
Beispiel 3.33

Es lasst sich zeigen, dass alle Hauptidealringe faktoriell sind; siehe Stroth (2012).
Wir kennen also schon eine Reihe von faktoriellen Ringen. ]
Beispiel 3.34

Z|[x] ist ein faktorieller Ring, der kein Hauptidealring ist, wir verweisen fiir den
Beweis wieder auf Stroth (2012). Ein Beispiel einer Primfaktorzerlegung in diesem
Ring ist

—l=G-Da+DE*+x+DHEZ—x+1).

Es sei noch angemerkt, dass sich mit einigem Aufwand zeigen lésst, dass der Poly-
nomring R[x] ein faktorieller Ring ist, wenn R faktoriell ist. ]

Gegenbeispiel 3.35
Der Ring Z[\/5) in Beispiel 3.19 ist nicht faktoriell, da in einem faktoriellen Ring
irreduzible Elemente Primelemente sind.

Definition 3.11

Sei R ein Integritétsbereichund a, b € R. Dann heif3it c grofiter gemeinsamer Teiler
(ggT) von a, b, wenn ¢ sowohl a als auch b teilt und jeder Teiler von a und b auch
c teilt. ¢

Beispiel 3.36
In faktoriellen Ringen existiert der ggT und ldsst sich aus der Primfaktorzerlegung
ablesen. So erhilt man etwa
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ggT(xé—1,x3+2x2+2x+1):x2+x+1

in Z[x]. |
Beispiel 3.37

In euklidischen Ringen bestimmt man den ggT effizient mit dem euklidischen Algo-
rithmus; sieche Abschn. 11.1. |
Gegenbeispiel 3.38

Im Ring (/5] haben nicht alle Paare von Elementen einen ggT; siehe hierzu Kap. 1
in Stroth (2012).

3.3 Korper

Definition 3.12
Sei (K, +, -) ein Ring. Ist (K'\ {0}, -) eine Gruppe, soist (K, +, -) ein Schiefkorper;
ist diese Gruppe Abel’sch, soist (K, +, -) ein Korper. Korper sind also kommutative

Ringe, in denen die inversen Elemente der Multiplikation existieren. ¢
Beispiel 3.39
Die rationalen Zahlen (Q, +, -), die reellen Zahlen (R, +, -) und die komplexen
Zahlen (C, +, -) sind Korper. Diese Korper nennt man Zahlenkorper. |
Beispiel 3.40
Die Hamilton’schen Quaternionen (HI, 4+, -) aus Definition 2.27 bilden einen Schief-
korper, aber keinen Korper, da die Multiplikation nicht kommutativ ist. ]
Beispiel 3.41

Der Restklassenring (Z, +, -) in Beispiel 3.12 bildet einen Korper genau dann,
wenn p eine Primzahl ist. In diesem Fallist gg7 (p, r) = 1 firaller mit1 <r < p,
und damit ist 1 = nr + mp mit n,m € Z. Die Restklasse 7 ist also die inverse
Restklasse zu 7. Der Restklassenring Z, wird auch Galois-Korper der Ordnung p
genannt. |

Gegenbeispiel 3.42
Die Polynomringe in Definition 3.5 bilden keinen Korper, denn in ihnen fehlen die
inversen Elemente der Multiplikation.

Definition 3.13
Sei (R, +, -) Integrititsbereich. Der Quotientenkorper von R ist gegeben durch K =
R x (R\{0})/ ~, wobei die Aquivalenzrelation ~ durch

(a,b) ~ (c,d) & ad =cb
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definiert ist. Mit der Festlegung & = (a, b) sind die Addition und die Multiplikation
in K durch

a+c_ad+cb a c¢ ac

b d bd b d bd
festgelegt. ¢
Beispiel 3.43
Der Quotientenkdrper von Z ist QQ, und die hier gegebene allgemeine Konstruktion
stimmt mit der Konstruktion von Q in Definition 2.24 iiberein. |
Beispiel 3.44

Der Quotientenkorper der Polynomringe Z[x] und Q[x] ist der rationale Funktio-
nenkorper

Z(x)=Q)={f/g| f.g€Z g#0={f/g| f.g€Q g#0}

Die Riaume sind identisch, da der Quotientenktrper von Z[x] die rationalen Zahlen
Q und damit ganz Q(x) enthilt. Generell ersetzt man beim Ubergang eines Poly-
nomringes zu einem rationalen Funktionenkorper R[x] durch R(x). |

Definition 3.14

Seien (k, +, ) und (K, +, -) zwei Korper mit k € K, wobei die Verkniipfungen
in k die Einschrinkungen der Verkniipfungen in K sind. k heiflit in diesem Fall
Unterkorper von K, und K wird Korpererweiterung von k genannt. Ein Element
a € K heifit algebraisch iiber k, wenn ein Polynom f € k[x]\{O} mit f(a) =
0 existiert. Ist dies nicht der Fall, nennen wir a transzendent. Sind alle a € K
algebraisch iiber k, so heifit die Korpererweiterung K algebraisch, sonst heif3t sie
transzendent. Der Grad der Korperweiterung [K : k] ist die Dimension von K als
Vektorraum tiber k; siehe Definition 4.5. ¢

Beispiel 3.45

Der Korper Q(ﬁ) ={a+ b2 | a, b € Q} ist eine algebraische Erweiterung von
Q vom Grad 2. Das Gleiche gilt fiir Q(i) = {a + bi | a,b € Q}, wobeii = /—1
die imaginare Einheit ist. ]

Beispiel 3.46
Der Korper der algebraischen Zahlen,

A={zeCl3peQlx]l,p#0 : p(z) =0},

ist eine algebraische Erweiterung von QQ. Der Grad der Erweiterung ist abzdhlbar
unendlich. |
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Beispiel 3.47

Die reellen Zahlen R bilden eine transzendente Erweiterung von @, da es nicht-
algebraische Zahlen gibt. Der Grad der Erweiterung ist {iberabzédhlbar
unendlich. ]

Beispiel 3.48

Der Quotientenkorper Q(x) des Polynomringes (Q[x] ist eine transzendente Erwei-
terung von Q. Der Grad der Erweiterung ist abzihlbar unendlich. Das Gleiche gilt
fiir den Quotientenkorper Q(sr) des Ringes der Polynome Q[x] in 7, da 7 keine
algebraische Zahl ist. Dies ist das berithmte Resultat von Lindemann (1882). |

Definition 3.15

Ist € K, und ist K eine Korpererweiterung von QQ vom Grad 2" fiirein n € N,
so nennen wir « mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Die Motivation fiir diese
Definition ist, dass sich mit Zirkel und Lineal Summe, Differenz, Produkt und Quo-
tienten von zwei Zahlen und die Quadratwurzel einer gegeben Zahl konstruieren
lassen; sieche Neunhiuserer (2015). ¢

Beispiel 3.49

a = cos(2w/5) = W5 -1 /4 ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Dies gilt
auch fiir « = cos(2m/17); diese Zahl ist enthalten in einer Korpererweiterung von
Q vom Grad 8. Geometrisch bedeutet dies, dass die Winkel 27 /5 und 27/17 und
damit das regelmiBige Fiinfeck und das regelmiflige Siebzehneck mit Zirkel und
Lineal konstruierbar sind. ]

Gegenbeispiel 3.50

7, /2 und cos(m/9) sind nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Im ersten Fall
ist der Grad eines Erweiterungskorpers, der die Zahl enthdlt, unendlich, und in den
beiden anderen Fiillen ist der Grad der Erweiterung gleich drei; cos(ir/9) ist die
Losung von x3 = 3x — 1 = 0. Geometrisch bedeutet dies, dass die Quadratur des
Kreises, die Verdopplung des Wiirfelvolumens, und die Dreiteilung eines Winkels mit
Zirkel und Lineal nicht moglich sind.

Definition 3.16

Sei K eine Korpererweiterung von k, und sei a € K algebraisch. Ein Polynom
f € K[x] mit 1 als fiihrendem Koeffizienten heiit Minimalpolynom von a iiber
K, wenn f(a) = 0und f minimal beziiglich des Grades mit dieser Eigenschaft ist.
Man kann zeigen, dass das Minimalpolynom existiert und eindeutig ist; sieche Kap.2
in Stanley (1999). ¢

Beispiel 3.51
Das Minimalpolynom von +/2 € R iiber Q ist f = x> — 2. Das Minimalpolynom
voni € Ciiber Qist f = x>+ 1. |
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Gegenbeispiel 3.52
Die Polynome f = 2x> — 4 oder f = x> — 2x sind keine Minimalpolynome von
N2, obwohl /2 eine ihrer Nullstellen in R ist.

Definition 3.17
Sei k ein Korper, und sei f € k[x] ein Polynom. Ein Erweiterungskorper K von k
heifit Zerfallungskorper von f iiber k, wenn Folgendes zutrifft:

1. fin K zerfillt in Linearfaktoren, d. h. es ist
f=cx—ar) ...-(x —ay)

fircekundaq,...,a, € K;
2. K mit dieser Eigenschaft ist minimal, d.h. K ist der Schnitt aller Korper, die die
Eigenschaft 1. haben.

Wir schreiben in diesem Fall K = k(«y, ..., ®,) und die ¢; werden adjungierte
Nullstellen genannt. Ist F C k[x] eine Menge von Polynomen, die in K in Line-
arfaktoren zerfallen, und ist K minimal mit dieser Eigenschaft, so ist K der Zerfil-
lungskorper von F iiber k. Ist K ein Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen
F € k[x], so heiit K normale Korpererweiterung von k. Schlielich wird ein
Korper K algebraisch abgeschlossen genannt, wenn jedes Polynom in K [x] schon
in K in Linearfaktoren zerfillt. ¢

Beispiel 3.53

Die Korper der algebraischen Zahlen, A, und der komplexen Zahlen, C, sind alge-
braisch abgeschlossen. Die zweite Aussage ist der bekannte Fundamentalsatz der
Algebra; siehe Kap.6 in Neunhiuserer (2015). Der Korper der reellen Zahlen ist
nicht algebraisch abgeschlossen, da f = x>+ 1 € R[x] in R nicht in Linearfaktoren

zerfillt. |
Beispiel 3.54
Sei f=x>—-2€eQx].InCgilt f =(x — V2)(x + +/2). Der Zerfallungskorper
von f iiber Q ist damit Q(¥/2), und diese Erweiterung ist normal. |
Beispiel 3.55

Sei f = x*—x2—2 € Q[x]. In C erhalten wir f = (x —v/2)(x +/2)(x —i) (x +1).
Der Zerfillungskorper von f iiber Q ist also Q(i, +/2) und diese Erweiterung ist
normal. u

Beispiel 3.56
Der Zerfallungskorper von f = x* —1 € Q[x] mitn € N wird n-ter Kreisteilungs-
korper genannt. Die Nullstellen von f in C sind die Einheitswurzeln

g“,]f = cos(2nk/n) + sinRrk/n)i k=0...n—1,
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Abb. 3.3 Die fiinften Einheitswurzeln

und der Kreisteilungskorper entsteht durch Adjunktion von {,} ; sieche Abb.3.3. Man
vergleiche hierzu auch Beispiel 9.27. |

Gegenbeispiel 3.57

Der Korper Q(N/2) ist keine normale Korpererweiterung von Q. Das Minimalpo-
Iynom von /2 ist f = x> — 2 und zerfiillt in Q(~/2) nicht in Linearfaktoren. Der
Zerfdllungskorper K dieses Polynoms ist

Q(V2, w),

wobei w = (~2i — 1)/2 eine dritte Einheitswurzel ist. Die drei Losungen von

f(x) = 0sind /2, V2w, V20* € K.

Definition 3.18

Sei k ein Korper. Ein Polynom f € k[x] heiflt separabel, wenn f in seinem Zerfil-
lungskorper nur einfache Nullstellen hat, also in verschiedene Linearfaktoren zerfillt.
Der Korper k heif3it perfekt, wenn jedes irreduzible Polynom f € k[x] separabel ist.
Ist K ein Erweiterungskorper von k und ist a € K algebraisch iiber k, so heifit a
separabel, wenn das Minimalpoynom von a separabel ist. Sind alle Elemente aus K
separabel iiber k, so wird die Korpererweiterung separabel genannt. ¢
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Beispiel 3.58

Man kann zeigen, dass alle Korper, in denen jede Summe von Einsen 1+- - -+ 1 nicht
null ist, einen perfekten Korper bilden; siehe Stroth (2012). Q, R und C sind damit
perfekt, und alle oben angegebenen Korpererweiterungen sind damit separabel. W

Gegenbeispiel 3.59

Seien p eine Primzahl, Z, der Korper der Restklassen sowie k = Z,(t) der Quo-
tientenkorper der Polynome in Zp(t]. Das Polynom f = xP — t ist irreduzibel in
K[t]. Man betrachte nun den Korper K = k(¥/t). Es gilt

xP —t=x—Ynr.

Das Polynom ist nicht separabel; es zerfdllt nicht in verschiedene Linearfaktoren.
Damit ist die Korpererweiterung K iiber k nicht separabel.

Definition 3.19
Zusammenfassend wird eine algebraische Korpererweiterung Galois’sch genannt,
wenn sie normal und separabel ist. ¢
Definition 3.20

Seien k ein perfekter Korper und f € k[x] ein Polynom mit Zerfillungskorper K.
f heiBt durch Radikale (oder Wurzeln) auflosbar, wenn eine Folge von Korperer-
weiterungen k; existiert, sodass gilt:

k=ky Sk S Cky-1 S K Cky

sowie k;y1 = k;(%/a;) fiir a; € k; und n; € N. Die Erweiterung k; C k; 11 wird
einfache Radikalerweiterung genannt. ¢

Beispiel 3.60
Seien f = x3 —2in Q[x] und K der Zerfillungskorper von f. Dann ist f auflosbar
durch die Korpererweiterungen

Q< QW2 € QW2,0) =K,
wobei w = (v/2i — 1)/2 eine dritte Einheitswurzel ist. |

Beispiel 3.61

Die Losungen aller Gleichungen f(x) = 0 mit f € Q[x] vom Grad kleiner 5 lassen
sich durch verschachtelte Wurzeln angeben; siche Neunhduserer (2015). f ist in
diesem Fall auflosbar im Sinne obiger Definition. ]

Gegenbeispiel 3.62

Das Polynom f = ¥—x+1¢€ QIx] ist nicht auflosbar, d. h. die Losungen von
f(x) = 0 lassen sich nicht durch verschachtelte Wurzeln angeben. Die Galois-
Gruppe von f,die wir im nédchsten Abschnitt definieren, ist die symmetrische Gruppe



3.4 Homomorphismen 67

Abb. 3.4 Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus

Ss5. Diese Gruppe ist im Sinne der Definition 3.3 nicht auflosbar und die Galois-
Theorie folgert, dass f nicht auflosbar ist. Eine Ausarbeitung der Galois-Theorie
findet der Leser in Bosch (2003).

34 Homomorphismen

Definition 3.21

Seien (G, o) und (G3, o) zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G — G3 heilit
Gruppenhomomorphismus, wenn f(a o b) = f(a) o f(b) furalle a, b € G gilt.
Ist f zusitzlich bijektiv, sprechen wir von einem Gruppenisomorphismus; siche
Abb.3.4. Ein Gruppenisomorphismus f : G — G wird auch Gruppenautomor-
phismus genannt. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist

Kern(f) ={g € G1 | f(g) =n},

wobei hier n das neutrale Element in G, bezeichnet. ¢

Beispiel 3.63

Man betrachte die Gruppe (Z, +). Fiir a € Z ist die Abbildung f, : Z — aZ ein
Homomorphismus. Ist a = =1, so handelt es sich sogar um einen Automorphismus.
Fiir a # 0 ist die Abbildung injektiv und damit Kern(f) = 0. Im Fall @ = 0 ist der
Kern ganz Z. ]

Beispiel 3.64

Man betrachte die Gruppe (Z, +) und die Restklassengruppe (Z,, +) fiirn € N. Die
Abbildung f : Z — Z,, gegeben durch f(q) = q + nZ, ist ein Homomorphismus
mit Kern( f) = nZ. |
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Beispiel 3.65

Seien G = {gi, ..., g} eine beliebige endliche Gruppe mit einer Verkniipfung o und
S, die Menge der Bijektionen f : G — G. Die Abbildung 7' : G — §,,, gegeben
durch T (g) = f,, wobei fg(a) = ao g ist, istein Homomorphismus. Die Abbildung
ist sogar injektiv, sodass 7 : G — T (G) einen Isomorphismus darstellt. ]

Definition 3.22
Seien (Ry, +, ) und (R3, 4, -) zwei Ringe. Eine Abbildung f : Ry — R; heifit
Ringhomomorphismus, wenn

fla+b)=f(a)+ f(b) und f(a-b) = f(a)- f(b)

fiir alle @, b € R; und zusitzlich f(1) = 1 gilt. Ist f zusétzlich bijektiv, sprechen
wir von einem Ringisomorphismus. Ein Ringhomomorphismus f : G — G wird
auch Ringautomorphismus genannt. Der Kern eines Ringhomomorphismus ist
Kern(f) = {g € R1 | f(g) = 0}. Sind R; und R, nicht nur Ringe, sondern
Korper, so wird ein Ringhomomorphismus Korperhomomorphismus genannt. Ein
Korperisomorphismus und ein Kérperautomorphismus sind in gleicher Weise
definiert. ¢

Beispiel 3.66

Die Abbildung in Beispiel 3.49 bildet nicht nur einen Gruppen-, sondern auch einen
Ringhomomorphismus. Die Abbildung in Beispiel 3.48 ist kein Ringhomomorphis-
mus. ]

Beispiel 3.67

Seien R[x] ein Polynomring iiber einem Ring R und § ein Ring mit R € S sowie
s € S. Die Abbildung f : R[x] — S, mit

n n
f Zakxk) =D ais’,
k=0 k=0

definiert einen Ringhomomorphismus. Dieser wird Einsetzungshomomorphismus
genannt. ]

Beispiel 3.68
Die Abbildung f : Z[x] — Z[x], gegeben durch

n n
f (Zakxk) => art,
k=0 k=0

ist ein Ringisomorphismus. ]
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Beispiel 3.69
Die Abbildung R[x] — C, gegeben durch

n n
f (Zakxk> = Zakik,
k=0 k=0

ist ein Ringhomomorphismus mit Kern(f) = {(x> + 1)p | p € R[x]}. |

Beispiel 3.70

Die Abbildung f : C — C, gegeben durch f(x + iy) = x — iy, ist ein Kor-
perautomorphismus. Das Gleiche gilt fiir f : Q[v2] — Q[v/2], gegeben durch
[ +V2y) =x—2y. u

Definition 3.23

Die Automorphismengruppe (Aut(K), o) eines Korpers K ist die Menge der Auto-
morphismen von K mit der Hintereinanderausfiihrung o von Abbildungen als Ver-
kniipfung. Sei K eine Korpererweiterung eines Korpers k. Die Galois-Gruppe von
K iiber k ist die Gruppe der Automorphismen von K, die k elementweise festhalten:

Gal(K : k) ={f € Aut(K) | f(x) =x Vx € k}.

Die Galois-Gruppe eines Polynoms f € k[x] ist Gal(f) = Gal(K : k), wobei
K der Zerfillungskorper von f ist. Die Kardinalitit der Galois-Gruppe stimmt in
diesem Fall mit dem Grad der Korpererweiterung tiberein und wird auch mit [K : k]
bezeichnet. ¢

Beispiel 3.71

Es gilt Gal(C : R) = {id, f}und Gal(Q(~/2) : Q) = {id, f}, wobei id die identische
Permutation ist und f jeweils wie in Beispiel 3.55 definiert wird. Diese Galois-
Gruppe ist isomorph zu Z;. ]

Beispiel 3.72

Die Galois-Gruppe von Q[+/2] iiber Q enthiilt nur die Identitit. Die anderen Null-
stellen des Minimalpolynoms x3 — 2 von V2 sind komplex, liegen nicht in Q[V/2]
und induzieren keinen Automorphismus. Damit gilt

IGal(Q[v2] : Q)| = 1 < 3 =[Q[v2] : QI.

Ist K = Q(v/2, w) der Zerfillungskorper von x> — 2, so sind die Elemente der
Galois-Gruppe durch die Permutationen der drei Nullstellen von f(x) = x3 — 2 in
C bestimmt. Damit ist Gal(f) = Gal(K : Q) isomorph zur symmetrischen Gruppe
S3und [K : Q] = 6. [ |



70 3 Algebraische Strukturen

Beispiel 3.73

Das Polynom f = x* — 5 € Q[x] hat in C die vier Nullstellen {++/5, +i~/5}. Der
Zerfillungskorper von £ iiber Q ist Q[i, /5] und die Korpererweiterung hat den
Grad 8. Fiir einen Automorphismus f in der Galois-Gruppe dieser Erweiterungen
gilt

£(i) = +i und f( ) {:l:«/_ :I:zx/_]

dies beschreibt die 8 Elemente der Gruppe Gal(f) = Gal(Q[:, J351: Q)
eindeutig. ]
Beispiel 3.74

Die Galois-Gruppe des Polynoms f = x> — x + 1 € Q[x] iiber Q ist gegeben durch
die Permutationen der fiinf verschiedenen Nullstellen von f in C und ist damit
isomorph zu Ss; vergleiche Gegenbeispiel 3.14. ]

3.5 Moduln und Algebren

Definition 3.24
Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (M, o) eine Abel’sche Gruppe. Ferner sei
eine Abbildung - : R x M — M gegeben. Gilt

L. (r1-r)-m=ry-(r2-m),
2.1-m=m,

3. n+r) -m=(@-m)o(rp -m),
4. r-(mon)=(r-m)o (r-n)

firaller, r;,» € Rundallem,n € M,soheifit (G, o, -) R-Modul oder kurz Modul.
Wenn R nicht kommutativ ist, werden zuweilen Linksmoduln und Rechtsmoduln
betrachtet, bei denen die Multiplikation von Gruppenelementen mit Ringelementen

von rechts bzw. von links durchgefiihrt wird. ¢
Beispiel 3.75
Jeder Vektorraum ist ein K-Modul, wobei K ein Korper ist. Wir gehen in Kap.5
ausfiihrlich auf Vektorrdaume ein. [ |
Beispiel 3.76

Jede Abel’sche Gruppe (M, o) wird ein Z-Modul, wenn wir - : Z x M — M durch
1-m=m,0-m=o0und
k-m=@mo---om)
—
k-mal

(k) -m=@no---om)
—

k-mal
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definieren. o ist hier das neutrale Element in M und m das inverse Element zu

meM. |
Beispiel 3.77
Ein Ideal in einem Ring R ist ein R-Modul, insbesondere ist also R selbst ein R-
Modul. Siehe hierzu Abschn.2.2. |
Beispiel 3.78

Ist (R, +, -) ein kommutativer Ring und n € N, so ist R” ein R-Modul, wenn man
Addition und Multiplikation koordinatenweise definiert. Insbesondere ist Z" ein Z-
Modul. Solche Module werden freie Module genant. Allgemeiner bilden die Abbil-
dungen F (I, R) von I nach R fiir eine beliebige Indexmenge / mit der argument-
weisen Addition (f + g)(i) = f (i) + g(i) und der argumentweisen Multiplikation
(r- f)(@) = r- (@) ein R-Modul. Ist R nicht kommutativ, so bildet R" bzw. F (I, R)
ein Rechtsmodul oder Linksmodul, abhingig davon ob man die Multiplikation mit
Elementen aus R von rechts oder von links definiert. ]

Definition 3.25

Sei R ein kommutativer Ring, (A, 4+, -) ein R-Modul und x : A x A — A eine
bilineare Abbildung, so nennt man (A, +, X, -) eine Algebra iiber R oder eine R-
Algebra. Bilinear bedeutet:

l.(a+b)xc=(axc)+ b xc)
2.ax (b+c)=(axb)+ (axc)
3.r-(axb)y=(r-a)xb=ax(r-b)

fiir alle a, b, c € A und alle r € R. Ist x zusitzlich assoziativ, d.h. a x (b x ¢) =
(a x b) x cfiiralle a, b, c € A, so spricht man von einer assoziativen Algebra. Ist
x zusitzlich kommutativ, d.h.a x b = b x a fiir alle a, b € A, so spricht man von

einer kommutativen Algebra. ¢
Beispiel 3.79
Der Polynomring R[x] iiber einem kommutativen Ring R bildet eine Algebra iiber
R. Siehe hierzu Definition 2.5. Diese ist assoziativ und kommutativ. |
Beispiel 3.80

Der volle Matrizenring R"*" {iber einem kommutativen Ring R bildet eine Algebra
iiber R. Siehe hierzu Beispiel 2.7. Diese ist assoziativ, aber im Allgemeinen nicht
kommutativ. |

Beispiel 3.81
Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (R3, +, -) das R-Modul, das durch die
koordinatenweise Addition und koordinatenweise Multiplikation mit Elementen aus
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R gegeben ist. Wir definieren das Kreuzprodukt x : R® x R3 — R3 durch

aj b axbz — azby
axb= ap X bz = a3b1 — a1b3
a b3 arby — axby
(R3, +, X, -) bildet eine nicht kommutative und nicht assoziative Algebra. |

Definition 3.26
Sei (A, +, X, -) eine Algebra. Wir setzen [a, b] = a x b. Gilt die Antisymmetrie
[a, b] = —[b, a] und die Jakobi-Identitit

la,[b, c]l + b, [c,all + [c, [a, b]] =0

fiir alle a, b, ¢ € A, so nennt man [-, -] die Lie-Klammer und (A, +, x, -) eine

Lie-Algebra. ¢
Beispiel 3.82
(R3, +, x, -) aus Beispiel 3.81 bildet eine Lie-Algebra. ]
Beispiel 3.83

Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring. Das Modul der Matrizen (R"*", 4, -) mit der
Abbildung x : R"*" x R™" — R™" gegeben durch

AXx B=AB— BA,
definiert die allgemeine lineare Lie-Algebra g£(n, R). |

Beispiel 3.84
Jede assoziative Algebra (A, +, X, -) wird zu einer Lie-Algebra (A, +, X, -) indem
man

axb=[a,bl=axb—bxa

setzt. |
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Wir geben in diesem Kapitel einen Uberblick iiber die Begriffe der linearen Algebra,
die tiblicherweise zu Beginn des Mathematikstudiums eingefiihrt werden. Zunéchst
definieren wir Vektorrdume sowie deren Unterrdume und Quotientenrdume. Wir zei-
gen hierbei zahlreiche Beispiele und veranschaulichen die Operationen auf Vektoren
durch Abbildungen. Danach besprechen wir linear unabhiingige und erzeugende Sys-
teme und fiihren damit insbesondere den Begriff der Basis eines Vektorraumes und
den Begriff der Dimension ein. Wir kommen anschlieSend zum zentralen Thema der
linearen Algebra, namlich den linearen Abbildungen zwischen Vektorrdaumen. Neben
der Definition und Beispielen solcher Abbildungen findet der Leser als Anwendung
noch eine Einfithrung der Losung linearer Gleichungssysteme sowie die Definition
von Dualrdumen und dualen Abbildungen. Im vierten Abschnitt werfen wir einen
Blick auf Multilinearformen und Tensoren und definieren als wichtigstes Beispiel
die Determinante. Der fiinfte Abschnitt ist den Mitteln gewidmet, die wir haben,
um lineare Abbildungen zu untersuchen. Wir fithren Eigenwerte, Eigenrdume sowie
Hauptrdume ein und definieren damit die Diagonalisierbarkeit und die Jordan’sche
Normalform einer linearen Abbildung. Den Abschluss des Kapitels bilden die Defi-
nitionen des Skalarprodukts sowie der Norm und des Winkels von Vektoren mit
Beispielen und Bildern.

Es gibt viele gute Lehrbiicher zur Linearen Algebra, wir verweisen hier auf Bosch
(2014) und Fischerl (2013).
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4.1 Vektorraume

Definition 4.1
Seien K ein Korper und V eine Menge. Wir betrachten eine Addition

+:VxV->V
und eine Skalarmultiplikation
S KxV >V,

(V, +, -) bildet einen Vektorraum iiber dem Korper K (kurz K-Vektorraum), wenn
(V, +) eine Abel’sche Gruppe ist und zusitzlich

L (A-w)-v==2a-(u-v),

2. 1-v=mv,
3.A4+wv=rv4+u-v,
4. u-(v+w)y=p-v+pu-w

fiir alle v,w € V und alle A, 0 € K gilt. Die Elemente in V werden Vekto-
ren genannt, und die Elemente im Korper K heiflen in diesem Zusammenhang
Skalare. ¢

Beispiel 4.1

Jeder Korper bildet einen Vektorraum iiber sich, wenn wir die Multiplikation als
Skalarmultiplikation betrachten. Ist K; ein Teilkorper des Korpers K, so bildet K;
einen Vektorraum iiber K, wenn wir wieder die Multiplikation als Skalarmultipli-
kation interpretieren. C ist damit ein R-Vektorraum und auch ein Q- Vektorraum. R
ist ein Vektorraum iiber QQ; siehe auch Abschn.3.3. |

Beispiel 4.2
Seien K ein Korper, n € N und K" das n-fache kartesische Produkt von K. Dann ist

V]
an{ |v,-€K,i=l,...,n}

Un

also die Menge der n-Tupel mit Eintrdgen in K. Definieren wir eine Addition und
Skalarmultiplikation koordinatenweise durch

vy wi v + wq V] AV
=1 | A= ]

Up wy v, + wy, Un AUy
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1.5a = (3,-3,4.5)7

b=(1,1.4)7
ath=A ) a=(2,-2,3)

Abb.4.1 Addition und Skalarmultiplikation im R?

so bildet (K", +, -) einen Vektorraum iiber dem K; siche Abb.4.1. Man nennt diesen
Raum Koordinatenraum. Die Vektoren in diesem Raum werden konventionell wie
oben als Spaltenvektoren geschrieben. Wir konnen v € K" auch als Transponierte
eines Zeilenvektors schreiben:

. T
v=| : | =@1...,v)".

Beispiel 4.3
Sei K ein Korper. Wir betrachten die Menge der (n x m)-Matrizen mit n Zeilen und
m Spalten

KMm = {(aij),_:%,,,,,n lajjeK,i=1,....n, j=1,...,m}
j=1,...m

iiber K. Formal lésst sich eine Matrix A in K" *" als Abbildung A : {1,...,n} x
{1,...,m} — Kmit A(i, j) = a;; auffassen. Definieren wir nun eine Addition und
eine Skalarmultiplikation auf K" * ™ koordinatenweise durch

(A+B)(i,j) =AU, j)+BG j) A-AG j)=1r-AG ),

so ist (K™*™ 4 .) ein Vektorraum iiber K. Dieser wird (n x m)-Matrizenraum
iiber dem Korper K genannt. |
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Beispiel 4.4
Sei K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K und X eine beliebige Menge. Die Menge
der Abbildungen

FX,V)={fIlf:X—=>V}

von X nach V bildet mit der punktweise definierten Addition und Skalarmultiplika-
tion,

(f+ex) =f)+g0), - Hx)=1-f),

fir x € X und A € K einen Vektorraum (F (X, V), +, -) iiber K. Im Fall von Koor-
dinaten und Matrizenrdumen ist X eine endliche Menge. Ist X = N, so wird der Vek-
torraum (F (X, V), +, -) Folgenraum genannt, und ist X {iberabzdhlbar unendlich,
so spricht man von einem Funktionenraum. Spezielle Folgenrdaume und Funktio-
nenrdume spielen in der Funktionalanalysis eine zentrale Rolle; siehe Kap.10. W

Gegenbeispiel 4.5

Die Menge G L(n, R) der invertierbaren (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen in R bildet
mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation keinen Vektorraum
iiber R. Die Summe invertierbar Matrizen ist nicht notwendigerweise invertierbar.

Definition 4.2

Seien (V, +, -) ein Vektorraum iiber Kund U C V.Bildet U mitden Verkniipfungen,
die auf V definiert sind, einen Vektorraum iiber K, so heifit (U, +, -) Untervektor-
raum von (V, +, -). Ist U ein Untervektorraum, und v € V, so wird v + U affiner
Unterraum von V genannt; sieche Abb.4.2. ¢

U+ (0,3)7

1,1)"+U

Abb. 4.2 Untervektorraum und affine Unterrdume im R2
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Beispiel 4.6
Die Menge U = {(x,2A)T | » € R} bildet einen Untervektorraum des R? iiber dem
Korper R. Zudem ist

U+, DT ={+122+ DT |1 e R}
ein affiner Unterraum des RZ. |
Beispiel 4.7

Die Menge U = {(Ai 4+ u,2x + u)T| &, u € R} bildet einen Untervektorraum des
C? iiber dem Korper R. Zudem ist

U+, DT ={i+pn+120+u+D7 | A, ueR)

ein affiner Unterraum des C2. |
Beispiel 4.8
Sei (V, +, -) ein beliebiger Vektorraum iiber einem Korper K, und seien vy, .. ., v,

Vektorenin V. Ein Vektor der Form Z?:l Aiv; mitA; € Kheifit Linearkombination
der Vektoren. Die Menge all dieser Linearkombinationen,

n
<Vl,...,Up >={Zkivi|kieK, i:l,...,n},

i=1

bildet einen Untervektorraum von V. Man spricht auch von dem durch die Vektoren
aufgespannten Unterraum oder dem Erzeugnis der Vektoren. Der Unterraum U
in Beispiel 4.5 lasst sich auch als das Erzeugnis U =< (1, 2)T > schreiben, und der
Unterraum in Beispiel 4.6 hat die Form U =< (i,2)7, (1, DT >. [ ]

Beispiel 4.9

Sei (V, +, -) ein Vektorraum iiber einem Korper K mit zwei Untervektorraumen U
und Uj. Der Schnitt U; N U und auch die Summe

U +U,={vi4+wv2|vy € Vq, vy € Va}
bilden einen Untervektorraum von V. ]
Beispiel 4.10
Man betrachte den Vektorraum der Folgen KN = F (N, K) mit Folgengliedern aus
einem Korper K. Die Menge

K™ = {(xp)nen | xp # O fiir endliche viele n € N}

bildet einen Untervektorraum des Folgenraumes KN mit der koordinatenweisen
Addition und Skalarmultiplikation. ]
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Gegenbeispiel 4.11
Sei (V, +, -) ein Vektorraum iiber einem Korper K, und seien vy, ..., v, Vektoren
in V. Der affine Unterraum

w+ < vl,...,0; >
fiir w € V ist kein Untervektorraum von V, wenn w ¢ < vy, ..., vy > ist. In diesem

Fall ist das neutrale Element O der Addition nicht im Raum enthalten.

Definition 4.3
Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Die Menge der affinen
Unterrdume

V/U={v+U]|veV}
bildet mit der Addition und der Skalarmultiplikation

w4+U)+(wvm+U)=w +vp)+U0undr-(v+U)=A-v4+U
einen Vektorraum iiber K. Dieser wird Quotientenraum genannt. ¢

Beispiel 4.12
Seien K ein Korper und x, y € K sowie y # 0. Man betrachte den Untervektorraum
U =< (x,y)T > des Vektorraumes V = K2 iiber K. Der Quotientenraum ist
gegeben durch

VU ={(a,0" +U |aeK})

sieche Abb.4.2. |

Beispiel 4.13
Man betrachte den Unterraum U =< (1,0,0)7, (0, 1,0)7 > des Vektorraumes
V = R3 iiber R. Der Quotientenraum ist gegeben durch

V/U ={(0,0,a)" +U | a € R}.

|
4.2 Lineare Unabhidngigkeit, Basis und Dimension
Definition 4.4
Seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und B € V. Dann heifit B linear
unabhiingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge {by, ..., b,} C B gilt:

n
Z)»ibizo, rMieK=x=0,i=1,...,n.

i=1
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Das heif3t, eine Linearkombination endlich vieler Vektoren aus B ist nur dann null
in V, wenn die Koeffizienten der Linearkombination null sind. Ist B nicht-linear
unabhéngig, so wird B linear abhéngig genannt. B ist ein erzeugendes System
von V, wenn sich alle v € V als eine lineare Kombination

n
v = Z)\.ibi
i=1

mitn € Nund A; € K sowie b; € B fiiri = 1, ..., n schreiben lassen. Ein linear
unabhingiges erzeugendes System von V ist eine Basis des Vektorraumes V. 4
Beispiel 4.14

Man betrachte den Vektorraum R3 iiber R. Die Menge A = {(1,0,0)7, (0, 1, )7,
(1, 1, )T} ist linear abhéingig. Entfernen wir einen Vektor, so sind die verbleibenden
Vektoren linear unabhingig, aber keine Basis. Fiir das Erzeugnis gilt

0 1 0 1 1 1 n
<|1),]11]>=<1{1],]10]>=<{0],|1]>=<|A] |unreR}
1 1 1 0 0 1 A

Dagegen bildet die Menge B = {(1,0,0), (1,1,0)7, (1, 1, 1)7} eine Basis des
IR3; sieche Abb.4.3. [

< (1,0,0)7,(1,1,1)7 >

Abb. 4.3 Das Erzeugnis der Vektoren in Beispiel 4.14
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Beispiel 4.15

Die Menge B = {(1,0)7, (0, DT, (i,0)7, (0, )T} bildet eine Basis des Vektorrau-
mes C? iiber dem Kérper R. Uber dem Korper C ist B jedoch linear abhingig; schon
zwei Vektoren aus B bilden in diesem Fall eine Basis. |

Beispiel 4.16

Die kanonische Basis des Koordinatenraumes K” iiber einem Korper K ist die
Menge der Einheitsvektoren B = {¢; | i = 1, ..., n}. Die Einheitsvektoren sind
gegeben durch e; = (8;;) j=1,....n, Wobei §;; = 1 fiiri = j istund §;; = O sonst. W

.....

Beispiel 4.17

Die kanonische Basis des Matrizenraumes K" {iber einem Korper K ist die Menge

der Einheitsmatrizen B = {E;; [i = 1,...,n, j = 1,..., m}. Die Einheitsma-

trizen sind gegeben durch E;; = (8;j8x) i=1,...n » Wobei 8;;0; = 1 fiir Paare mit
j=1,..., m

(@i, j) = (k, 1) istund ;6 = O sonst. |

Beispiel 4.18

Die kanonische Basis des Raumes K™ in Beispiel 4.9 ist die Menge der Einheitsfol-
gen B = {¢; | i € N}. Die Einheitsfolgen sind gegeben durch e; = (§;;) jen, wobei
8;j = L fiiri = j istund §;; = O sonst. Die Menge B ist zwar linear unabhéngig im
gesamten Folgenraum KV, bildet aber keine Basis dieses Raumes. ]

Beispiel 4.19

Der Basisexistenzsatz garantiert die Existenz einer Basis fiir jeden Vektorraum; siehe
Bosch (2014). So hat auch der Vektorraum der reellen Zahlen R iiber dem Korper
der rationalen Zahlen QQ eine Basis. Diese Basis wird Hamel-Basis genannt und ldsst
sich nicht explizit angeben. Genauso haben der Folgenraum RY und der Funktionen-
raum F (R, R) tiber dem Korper R Basen, die sich allerdings nicht explizit angeben
lassen. |

Definition 4.5

Die Dimension eines Vektorraumes V iiber einem Korper K ist die Kardinalitit
einer Basis des Vektorraumes. Wir bezeichnen diese Kardinalitdt mit dimg V. Die
GrolBe ist wohldefiniert, da sich zeigen ldsst, dass je zwei Basen eines Vektorraumes

die gleiche Kardinalitiit haben. ¢
Beispiel 4.20
Aus den Beispielen 4.14 bis 4.16 erhalten wir unmittelbar dimg K" = »n und
dimg K™ = n . m sowie dimg K& = 8, d.h. die Basis des letzten Raumes
ist abzdhlbar unendlich. [ |
Beispiel 4.21

Offenbar gilt dimg C = 2, da die Menge {1, i} eine Basis von C iiber R ist. Weiterhin
gilt dimg C" = 2 . n; eine Basis des Raumes ist gegeben durch B = {e; | k =
1,...,n}U{i-ex | k=1,...,n}, wobei ¢, die Einheitsvektoren im R” sind. W
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Beispiel 4.22
Ist die Menge von Vektoren, B = {vy, ..., v,}, eines K-Vektorraumes linear unab-
hingig, so gilt fiir die Dimension des erzeugten Untervektorraums:

dimg < v,...,v, >=n.

Ist die Menge linear abhingig, so ist die Dimension des erzeugten Unterraumes

notwendigerweise kleiner als 7. |
Beispiel 4.23

Fiir die Rdume in Beispiel 4.17 gilt dimp RN = dimg F (R, R) = ¥, und die Basis
dieser Rdume ist liberabzihlbar. |

4.3 Lineare Abbildung

Definition 4.6
Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V. — W heif}t linear,
wenn fiir alle #, v € V und alle 1 € K gilt:

f+w)= f)+ f(w)und f(Av) =1 f(v).

Eine lineare Abbildung wird auch Vektorraumhomorphismus genannt. Ist f
zusitzlich bijektiv, so heiit f Vektorraumisomorphismus. Existiert eine solche
Abbildung, so heilen V und W isomorph. Geschrieben wird dies als V = W. Der
Vektorraum aller linearen Abbildungen zwischen V und W wird mit Homg (V, W)
bezeichnet. Die Addition und die Skalarmultiplikation auf Funktionenrdumen hat-
ten wir in Beispiel 4.4 eingefiihrt, und es ist leicht zu zeigen, dass die Linearitéit von
Abbildungen bei diesen Verkniipfungen erhalten bleibt. ¢

Beispiel 4.24
Die Abbildung f : R? — R?, gegeben durch

x\ _ (2x+y
/ <y> - (x +y ) ’
ist eine lineare Abbildung des R-Vektorraumes R? in sich. Da die Abbildung bijektiv
ist, handelt es sich sogar um einen Isomorphismus; siche Abb.4.4. Die Abbildung

f : C — R?, gegebendurch f(x+iy) = (x, y)T,istein Vektorraumisomorphismus
zwischen den R-Vektorriumen C und R?. |
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Abb. 4.4 Die Wirkung der Abbildung f in Beispiel 4.24 auf die Achsen

Beispiel 4.25
Die Abbildung f : R3 — R2, gegeben durch

f Y _(2x+3y+z
z_ x+y+z )’

ist eine lineare Abbildung vom Vektorraum R3 in den Vektorraum R? iiber dem Kor-
per R. Da die Abbildung nicht injektiv ist, handelt es sich um keinen Isomorphismus.
Die Abbildung f : R? — R3, gegeben durch

. 2x + 3y
f ( ) =l x+y |,
y Yoy
ist eine lineare Abbildung von R3 nach R2. Sie ist nicht surjektiv, also auch kein

Isomorphismus. Eine nicht injektive und nicht surjektive lineare Abbildung des
f : R? — R? ist zum Beispiel gegeben durch

x\ _ [x+2y
f<y>_(3x+6y)'
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Beispiel 4.26

Sei A = (a;j) i=1,...n €ine Matrix aus dem Raum K"*™M Dije Matrix induziert eine
j=1,....m

lineare Abbildung f4 : K™ — K¢ mittels

faw)=A-v:= (Zaijvj)i=1,...,n,

j=1

wobei v = (vq, ..., v,)T ist. Dariiber hinaus lisst sich leicht zeigen, dass die Abbil-
dung T : K" — Homg (K™, K"), gegeben durch T (A) = f4, ein Vektorraumi-
somorphismus ist. Also gilt

K"*™ = Homg (K™, K").

Beispiel 4.27

Seien K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K sowie X eine beliebige Menge
und F (X, V) der K-Vektorraum der Abbildungen von X in V. Die Abbildung
T:F(X,V) —> F(X,V), gegeben durch Tf (x) = Af(x) mit A € K, ist linear.
Eine solche Abbildung wird linearer Operator genannt. Das Studium linearer Ope-
ratoren auf Funktionen- und Folgenrdumen ist ein zentrales Thema der Funktional-
analysis; siche Abschn. 10.4. |

Beispiel 4.28

Sei K ein Korper. Der K-Vektorraum K™ der Folgen mit endlichem Triiger in
Beispiel 4.9 ist isomorph zum Raum der Polynome Kl[x], also KN = K[x]. Ein
Isomorphismus 7 : KN — K[x] ist gegeben durch

T (@) =) arx.

k=0

Gegenbeispiel 4.29
Die Abbildung f : R? — R?, gegeben durch

2
X X+
0)-(2)
y X =y
ist nicht-linear. Reelle nicht-lineare Abbildungen werden in der reellen Analysis
untersucht; siehe Kap.1. Die Abbildung f : C — C, gegeben durch f(z) = 22, ist

nicht-linear. Solche holomorphen Abbildungen sind Thema der Funktionentheorie;
siehe Kap.9.
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Definition 4.7

Seien V ein K-Vektorraum mit einer Basis B = {by,...,b,} und W ein K-
Vektorraum mit einer Basis C = {c1,..., ¢} sowie f: V — W eine lineare
Abbildung. Die Abbildungsmatrix Mg( f) =(aij)i=1,..n von f in Bezug auf die

j=1,..m
Basen B und C ist gegeben durch die Darstellung der Bilder der Basisvektoren aus

B beziiglich C:
m
fbi) = ZaijCj,
j=1
firi =1,...,n. ¢

Beispiel 4.30
Man betrachte die lineare Abbildung f : R? — R2, die durch

Fx, T =@x =3y, x —2y)7

gegeben ist. Beziiglich der kanonischen Basis B des R ist die Abbildungsmatrix

ME() = (f j) .
|

Beziiglich der Basis B = {(2, )T, (1, 1)7} des R? erhalten wir die Abbildungs-

matrix
1-1
ME(f) = (O _1> :
Definition 4.8

Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V — W eine lineare Abbildung. Der
Unterraum Kern(f) = {v € V | f(v) = 0} von V wird Kern von f genannt. Der
Unterraum f(V) = {f(v) | v € V} von W ist das Bild von f. Der Rang Rang( f)
von f ist die Dimension des Bildes, und der Defekt Def( /) von f ist die Dimension
des Kerns. ¢

Beispiel 4.31

Fiir einen Isomorphismus f : V — W zweier Vektorrdume gilt: Kern(f) = {0} und
f(V) = W. Der Defekt der Abbildung ist also null, und der Rang der Abbildung
stimmt mit der Dimension von W iiberein. |

Beispiel 4.32
Sei f : R? — R? durch f((x, y)T) = (x +y, 3x + 3y)T gegeben. Das Bild von f
ist

F@RY) =< (1,3)7) >={(x,30)T | L e R}.
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Der Kern von f ist
Kern(f) =< (1, =7 >={(x, =0T | e R}.

Damit sind der Rang und der Defekt der Abbildung gleich 1; siche Abb.4.5. ]

Beispiel 4.33

Sei f:R3> — R%Zdurch f((x,y,2)T) =@ +y+z,x+ T gegeben. Das Bild
von f ist f(R?) = R2, und der Kern ist Kern(f) =< (1, —1,0)7 >. Damit ist der
Rang der Abbildung gleich 2, und der Defekt ist gleich 1. |

Definition 4.9

Sei f : K" — K™ eine lineare Abbildung. f(x) = O fiir x € K" beschreibt ein
homogenes lineares Gleichungssystem (HLGS) mit m Gleichungen und n Varia-
blen. Der Losungsraum Ly des HLGS ist der Kern von f. Sei b € K™. f(x) = b
ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem (ILGS) mit m Gleichungen und n
Variablen. Das System ist 16sbar, wenn b € f(K"), also b im Bild von f ist. Ist xg
eine Losung, d.h. f(xg) = b, so ist der Losungsraum L, des ILGS gegeben durch
x0 + Kern(f). ¢

Kern(f)
a + Kern(f)

Abb. 4.5 Bild und Kern der Abbildung f in Beispiel 4.32 auf die Achsen
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Beispiel 4.34

Losungen HLGS finden sich in den letzten beiden Beispielen. Ist f wie in Beispiel
4.30 definiert, so hat das ILGS f((x, y)T) = (1,3)T die Losung (1, 0)7, und der
Losungsraum ist

Layr =107+ < 1,37 >.

f((x,y)T) = (1, DT hat keine Losung. Ist f wie in Beispiel 4.33 gegeben, so hat
das ILGS f((x,y,z)T) = (3,2)T die Losung (1, 1, 1)7, und der Losungsraum ist

Layr =0, 1L, D"+ <1, -1,0" > .

Die Losungen linearer Gleichungssysteme werden effizient mit dem Gauf’schen

Algorithmus bestimmt; siehe Abschn. 14.5. |
Definition 4.10

Sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum V* von V ist der Raum aller linearen
Abbildungen f : V — K also ist V* = Homg (V, K). ¢
Beispiel 4.35

Der Dualraum des Vektorraumes K" ist gegeben durch (K*)* = {f, | a € K"},
wobei gilt:

Ja(w) = Zaivi,
i=1

fira = (a1,...,a,)T undv = (v1,...,v,) . DaTa = fa eine lineare Bijektion
zwischen K” und dem Dualraum (K")* beschreibt, sind diese Rdume isomorph. l

Beispiel 4.36

Beispiele von Dualrdumen unendlich-dimensionaler Vektorrdume sind ein Thema
der Funktionalanalysis; siehe Abschn. 10.1. |
Definition 4.11

Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V — W eine lineare Abbildung. Die
duale Abbildung f* : W* — V* ist gegeben durch f*(w*)(v) : = w*(f(v)),
wobei v € V und w* € W* ist. Sei nun V = K”". In diesem Fall identifizieren
wir (V*)* = V* = V. Eine lineare Abbildung f : V — V heilit symmetrisch,

wenn f* = f ist, und schiefsymmetrisch, wenn f* = — f ist. Ist K = C, so ist
f : V. — V Hermite’sch, wenn f* = f ist, wobei f die Komplex-Konjugierte von
f ist. ¢
Beispiel 4.37

Sei fa : K" — K" durch eine Matrix A = (a;;)=1,..,n gegeben, fa = A - v.

j=1,...m

Die duale Abbildung f : K" — K" ist gegeben durch die transponierte Matrix
AT = (@ji)j=1,..m> also f} = far. [ ]

i=l1,..., n
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Beispiel 4.38

Ist f4 : K" — K" durch eine Matrix A = (a;;); j=1,... gegeben, so ist die Abbil-
dung symmetrisch genau dann, wenn die Matrix symmetrisch ist, also AT = A gilt.
Die Abbildung ist schiefsymmetrisch, wenn A schiefsymmetrischist,d.h. AT = —A
gilt. Ist K = C so ist f4 Hermite’sch genau dann, wenn A Hermite’sch ist, also wenn
AT = A gilt. [ |

4.4 Multilinearformen, Tensoren und die Determinante

Definition 4.12
Sei V ein K-Vektorraum. Eine n-Multilinearform (kurz n-Linearform) auf V ist
eine Abbildung o : V" — K, die in jeder Koordinate linear ist, d. h. es gilt:

oW1, ..V AW, V) =0, Ve, Un) F A0V, Wi, V)
fir allei € {1, ..., n}. Eine n-Multilinearform heiflt symmetrisch, wenn
W1,y Vi Ve, V) =0, e, Ve, Ve, Uy)
firalle i, j € {1, ..., n} gilt; sie heif}t alternierend, wenn
0, ..V, V), ., 0) =0
gilt, falls v; = v; ist, fiir ein Paar von Indizes i, j € {1, ...n, } miti # j. ¢
Beispiel 4.39

Seien u = (uy, u2)”, v = (vi, v)T, w = (w1, wy)T drei Vektoren im R2. Dann
definiert

o, v,w) =u; +uy + vy + v+ w4+ wy

eine symmetrische 3-Multilinearform auf R?. Auch
w(u, v, w) =2u; + 3uy +2v; + 3vy +2w; + 3wy
ist eine symmetrische Form. Die 3-Multilinearform
o, v, w) =uy +uy +2v; + 3vr + 2wy + 3wy

ist jedoch nicht symmetrisch. ]
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Beispiel 4.40
Seien u = (uq, uz)T, v = (vyg, vz)T zwei Vektoren aus R2. Dann definiert

w(u, v) = uvy + uzvg

eine symmetrische 2-Multilinearform auf R?. ]
Beispiel 4.41

Das reelle Skalarprodukt auf R” definiert eine symmetrische 2-Multilinearform;
siche Definition 4.20. |
Definition 4.13

Die Determinante einer Matrix A = (g;;); j=1,..,n € R"*" ist gegeben durch

n
det(A) = ) _sgn(r) [ Jaina).
T i=l1

wobei sich die Summe iiber alle Permutationen & von {1, ..., n} erstreckt. sgn(m)
ist das Signum der Permutation

sanr) =[] We{l,—l};

1<k,l<n

siehe auch Definition 2.2. Die Determinante ist die eindeutig bestimmte alternierende
n-Multilinearform auf den Spaltenvektoren der Matrix, die det(,,) = 1 erfiillt. I,
ist hierbei die Matrix der identischen Abbildung; I, = (8;;);,j=1.., mit §;; = 1 fiir
i = j und §;; = 0 sonst. ¢

Beispiel 4.42
Fir A = (a;j)i,j=1,2 € R?*? gilt

det(A) = anaxn — anaz;.
Dies ist eine alternierende 2-Multilinearform auf den Spaltenvektoren der Matrix. B

Beispiel 4.43
Fiir A = (a;j)i, j=1,23 € R3*3 gilt die Formel von Sarrus:

det(A) = aj1axazz +apazzaz) +aizaz1as — a11a23a32 — a13a2a31 — a2a1433.

Dies ist eine alternierende 3-Multilinearform auf den Spaltenvektoren der Matrix. Bl
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Definition 4.14

Seien V ein K-Vektorraum und V* sein Dualraum. Eine (p + ¢)-Multilinearform
auf (V*)? x V4 wird (p, q)-Tensor genannt. Man spricht von einem p-fach kontra-
varianten und g-fach kovarianten Tensor. Der K-Vektorraum der (p, g)-Tensoren
mit der Addition und der Skalarmultiplikation aus V wird Tensorprodukt genannt
und mit

14 q
RV eV
i=1 i=1

bezeichnet. ¢
Beispiel 4.44
Die oben angegebenen Multilinearformen sind kovariante Tensoren. |
Beispiel 4.45
Eine lineare Abbildung f : V* — Kist ein 1-kontravarianter Tensor. ]
Beispiel 4.46
Die Vektorraumder (1, 1)-Tensoren (K”)*®K" istisomorph zum Raum der Matrizen
K}’l Xn . .

4.5 Eigenwerte, Eigenrdaume und Hauptraume

Definition 4.15
Sei V ein K-Vektorraum mit K = Roder K=Cund f : V — V linear. A € Kist
ein Eigenwert von f, wenn gilt:

f) = v,

fiir ein v € V mit v # 0. Ein solcher Vektor V wird Eigenvektor zum Eigenwert A
genannt. Der Unterraum

Ex(f)={veV]fv)=2rv}

von V wird Eigenraum zum Eigenwert A genannt. Die Dimension des Unterraumes
dimg E; (f) ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A. ¢

Beispiel 4.47
Sei f : R? - R? gegeben durch
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Die Abbildung hat den Eigenwert 3; fiir den zugehorigen Eigenraum gilt E3(f) =
R?, und die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes ist 2. |

Beispiel 4.48
Sei f : R? — R? durch

(5)=(25%)

gegeben. Die Abbildung hat die Eigenwerte A; = 1 und Ap = 7. Die zugehorigen
Eigenrdume sind

Ei(f) =< G) > und Eq(f) =< (_41) >,

und die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte ist jeweils 1; siche Abb.4.6. W

Beispiel 4.49
Sei f : R?> - R? durch

r(5)=(a)

2 a = f(a) Eq(f)

G 1
2 1 0 2 3 4 5 6 7 8
b
b 1
f(b) = 7b
2
E~(f)

Abb.4.6 Die Eigenwerte der Abbildung f in Beispiel 4.48
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gegeben. Die Abbildung hat keine reellen Eigenwerte. Betrachten wir die Abbildung
allerdings auf C?, so erhilt man die komplexen Eigenwerte A; = 2 4 3i und A, =
2 — 3i. Die zugehorigen Eigenrdume sind

Ery3i(f) == (1 ! l.) > By si(f) =< (1 _1H> >,

und die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte ist jeweils 1. ]

Definition 4.16
Sei f: K" - K" mit K = R oder K = C linear mit f(x) = Ax fir A € K". Dann
heif3t

Er(A) =det(A — A - Ep),

fiir A € K, charakteristisches Polynom von f. Man kann zeigen, dass die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte von f sind; siehe Bosch
(2014). Die Vielfachheit einer solchen Nullstelle wird algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes A genannt. ¢

Beispiel 4.50
Die charakteristischen Polynome in den drei oben angegebenen Beispielen linearer
Abbildungen sind

Er(0) = 0.—3)%
B =2 =8 +T=0—-DA-1,)

Er(0) =22 —dr4+13=( —2—3i) (A — 2+ 3i).

In diesen Beispielen stimmt die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte jeweils
mit der geometrischen Vielfachheit iiberein. ]

Beispiel 4.51
Man betrachte die lineare Abbildung f : R? — R?2

X\ _ (Y
1()=6)
Das charakteristische Polynom ist E ¢(1) = A2. Es gibt nur den Eigenwert A = 0

mit der algebraischen Vielfachheit 2. Der Eigenraum ist Eo(f) =< (1,0)7 >, und
damit ist die geometrische Vielfachheit gleich 1. |

Definition 4.17

Sei f: K" - K" mit K = R oder K = C linear mit f(x) = Ax fir A € K"*",
Dann heifit f diagonalisierbar, wenn es eine Basis B des K" gibt, die aus Eigen-
vektoren von f besteht. Offenbar bedeutet dies, dass die Abbildungsmatrix M g f)
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Diagonalform hat. In der Diagonalen der Matrix stehen die Eigenwerte von f, und
alle anderen Eintrdge der Matrix sind null. Man zeigt in der linearen Algebra, dass
eine Abbildung genau dann diagonalisierbar ist, wenn das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren zerfillt und die geometrische und die algebraische Vielfachheit der
Eigenwerte iibereinstimmen; siehe hierzu Bosch (2014). ¢

Beispiel 4.52

Die Abbildungen in Beispielen 4.48 ist diagonalisierbar. Die Abbildung in Beispiel
4.49 ist auf C? diagonalisierbar, jedoch nicht als Abbildung des R?. Die Abbildung
in Beispiel 4.47 ist nicht diagonalisierbar. ]

Definition 4.18
Seien f : K" — K" mitK = Roder K = C, linear mit der Darstellung f(x) = Ax,
und A € K ein Eigenwert von f mit algebraischer Vielfachheit r. Der Raum

H,(f)={x e K" | (A—1- E,)"x =0}

hei3t Hauptraum von f zum Eigenwert A. Die Vektoren in einem Hauptraum werden
Hauptvektoren genannt. Der Hauptraum ist ein Unterraum von K" und enthilt den

Eigenraum Ej (f). ¢
Beispiel 4.53
Sei f : R? — R3 durch
X Sx +4y 42z
fly)= y—z
Z —x—y+3z

gegeben. Das charakteristische Polynom ist
Er() =—0—4G— D,

und die Eigenwerte sind 1 = 4, mit algebraischer Vielfachheit 2, sowie A = 1 mit
algebraischer Vielfachheit 1. Wir erhalten

-2 -2 —10
Es(f)=<|-1|> Hi(fH)=<|-1].| | |>
3 3 0
-1
Hi(f)=E(f)=<|1]>
0

sieche Abb.4.7. |
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Abb.4.7 Eigenrdume und Hauptrdume der Abbildung f in Beispiel 4.53

Definition 4.19
Sei f : C* — C” linear. Eine Basis B des C" heifit Jordan-Basis zu f, wenn die
Abbildungsmatrix von f die Jordan’sche Normalform hat, d.h.

Aj 1 0
By 0 Ajol
Mg(f)z - mitB.]z e ecijxjv
0 By, Ajo 1
Aj

wobei die Eintrige von A; die Eigenwerte von f sind und s; deren algebraische
Vielfachheit bezeichnet. Die Jordan-Basis setzt sich aus Basen der Hauptriume von
f zusammen, und jedem Hauptraum entspricht ein Jordan-Block B ;. Das Verfahren,
wie man die Jordan-Basis fiir die Hauptraume bestimmt, findet der Leser in Bosch

(2014). ¢
Beispiel 4.54
Eine Jordan-Basis der Abbildung f in Beispiel 4.50 ist
-1 -2 —10/3
B = { 1|,1-1].| 1/3 } .
0 3 0
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Diese Basis ergibt die Jordan’sche Normalform

100
ME(f)=|041
004

4.6 Skalarprodukt, Norm und Winkel

Definition 4.20

Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper R. Eine positive definite symmetrische
Bilinearform (-, -) : V x V — R heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf
V. Das heif}t, fiir alle x, y, z € V und A € R gilt:

- (xFy,2) = (x,2) + (y, 2) und {x, Ay) = A{x, y),
Sy =1y, )
X

(x,x) > 0und (x, x) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

W=

Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper C. Eine positive definite Hermite’sche Ses-
quilinearform (-, -) : V x V — C heif3it Skalarprodukt oder inneres Produkt auf V.
Das heift, fiir alle x, y,z € V und A € C gilt:

L (x+yz2)={xz2)+(y,z)und (x,y +2) = {x, y) + (x, 2),
2. (Ax,y) = A{x, y) und (x, Ay) = A(x, y),
3. (x, y) =y, x),
4. (x,x) > 0und (x, x) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist
¢
Beispiel 4.55

Des Standardskalarprodukt auf R” ist gegeben durch

n
x,y) = in}’i-
i=1

Des Standardskalarprodukt auf C” ist gegeben durch

n
X,y =Y Xy
i=1
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Identifizieren wir den Matrizenraum K"*™ mit K"" fiir K = R oder K = C,
so erhalten wir in gleicher Weise das Standardskalarprodukt auf den
Matrizenrdumen. ]

Beispiel 4.56
Sei A € R"™" eine symmetrische Matrix. Dann definiert

(x,y)a = (Ax,y)

ein Skalarprodukt auf R”, falls A positiv definit ist, also (Ax, x) > O fiir x # 0 gilt.
Ist A € C"*" eine positive definite Hermite’sche Matrix, so definiert der Ausdruck
ein Skalarprodukt auf C". n

Beispiel 4.57
Man betrachte den Folgenraum in Beispiel 4.9. Auf R®™) definiert

[o)0]
(x,y) = xiyi
i=1
und auf C™NY definiert

o0
(X, ) =Y Xy
i=1

jeweils ein Skalarprodukt. Identifizieren wir den Raum der Polynome K[x] fiir K =
R oder K = C mit K™, so erhalten wir hierdurch auch ein Skalarprodukt auf diesen
Riumen; siehe hierzu Beispiel 4.26. |

Gegenbeispiel 4.58
Auf dem Raum aller Folgen KN definieren die Ausdriicke im letzten Beispiel kein
Skalarprodukt, da die verwendeten Reihen im Allgemeinen nicht konvergieren.

Beispiel 4.59

Beispiele fiir Skalarprodukte auf geeigneten Folgenrdumen und Funktionenriumen
findet der Leser in Abschn. 10.3. ]
Definition 4.21

Sei V ein Vektorraum iiber K, mit K = Roder K = C. Eine Abbildung ||| : V — R
mit

L flx[| = 0,]lx[| =0 & x =0,
2. (|ax]] = |A] - {1x]1,
3ol + Il = Hxll + [yl
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fiiralle A € Kund x, y € V, heilit Norm auf V. Fiir v € V wird ||v|| die Linge des

Vektors v genannt und (V, || - ||) nennt man normierten Raum. ¢

Beispiel 4.60

Jeder Vektorraum mit einem Skalarprodukt (V, (-, -)) wird durch die Definition
lxll = v/{x, x)

zu einem normierten Raum. || - || heif3t die durch das Skalarprodukt induzierte Norm.

Alle Rdume mit Skalarprodukt, die wir oben angegeben haben, sind damit normierte

Réiume. |

Beispiel 4.61

Beispiele normierter Raume, in denen die Norm nicht durch ein Skalarprodukt indu-

ziert wird, finden sich in den Abschn. 10.1 und 10.2. |

Definition 4.22

Sei (V, (-, -)) ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. x, y € V heiflen orthogonal
oder senkrecht (in Zeichen: x L y), wenn (x, y) = 0 gilt. B € V mit 0 ¢ B heilit
Orthogonalsystem, wenn je zwei Vektoren aus B orthogonal sind. Ist die Lange der
Vektoren in B zusitzlich gleich 1, so spricht man von einem Orthonormalsystem.
Ist B eine Basis, so spricht man in diesem Fall von einer Orthogonalbasis bzw. einer
Orthonormalbasis. ¢

Beispiel 4.62
Die kanonischen Basen in den Beispielen 4.14 bis 4.16 sind Orthonormalbasen in
Bezug auf das Standardskalarprodukt. Die Basis der Einheitsvektoren bildet hierbei

im Raum aller Folgen KN ein Orthonormalsystem, aber keine Basis. |
Beispiel 4.63
Weitere Beispiele von Orthonormalsystemen finden sich in den Beispielen 10.28 bis
10.30. ]
Beispiel 4.64

Die Vektoren (1, 1) und (1, —1)7 bilden eine Orthogonalbasis des R2, aber keine
Orthonormalbasis. Die Vektoren (1, 1)T und (1, —0)T bilden zwar eine Basis des
RR?, aber kein Orthogonalsystem. ]

Definition 4.23
Sei (V, (-, -)) ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt. Der Winkel £ :
V x V — [0, w] zwischen zwei Vektoren x, y € V ist dann definiert durch

(x,y)

£(x,y) = arccos .
xl] - 11yl
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Beispiel 4.65

Fiir alle Vektoren x in einem reellen Vektorraum mit Skalarprodukt gilt £(x, x) =
0 und £(x, —x) = m. Sind zwei Vektoren x und y orthogonal, so erhalten wir
Ld(x,y)=m/2. |

Beispiel 4.66
Im R? mit dem Standardskalarprodukt gilt

((6): () =4(()-()) ==

[ |
sieche Abb.4.8.
1.2 9
£=m/4
A
d 08
06
leafl =1 desl
0.4
02 (L)) =v2
0
-0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 Y 12 14 16
e |les|[ =1

Abb. 4.8 Norm und Winkel
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In diesem Kapitel geben wir eine Einfiihrung in die Begriffe ausgewihlter Teilgebiete
der Geometrie. Als Fortsetzung des letzten Kapitels beginnen wir mit der analyti-
schen Geometrie, die zur Beschreibung und Untersuchung geometrischer Objekte
Mittel der linearen Algebra heranzieht. Wir definieren Objekte der elementaren Geo-
metrie und stellen die Bewegungen des R? und des R? vor. Dariiber hinaus fiihren
wir Quadriken und insbesondere Kegelschnitte ein. Im Abschn.5.2 zeigen wir ein
Begriffssystem der synthetischen Geometrie, das im Wesentlichen auf den russischen
Mathematiker Kolmogorov (1903—-1987) zurtickgeht. Wir definieren Inzidenzgeo-
metrien, Anordnungsgeometrien und absolute Geometrien sowie affine, elliptische
und hyperbolische Geometrien. Da die Begrifflichkeit in der synthetischen Geometrie
sehr uneinheitlich ist, sind hier einige Anmerkungen geboten. Wir setzen der Einfach-
heit halber den Mengenbegriff in den Definitionen voraus, was manche Autoren mit
einer axiomatischen Formulierung umgehen. Die Anordnung von Geraden definie-
ren wir mittels einer Metrik und benutzen hierbei die reellen Zahlen. Es ist moglich,
auch dies axiomatisch zu umgehen, wobei gewisse Axiome die Ordnungsvollstindig-
keit der reellen Zahlen widerspiegeln. Wir verweisen zu diesem Vorgehen auf das
System des deutschen Mathematikers Hilbert (1862—-1943); siehe Volkert (2015).
Im Abschn. 5.3 betrachten wir die sphirischen Modelle der elliptischen projektiven
Ebene und des projektiven Raumes sowie das Halbraummodell der hyperbolischen
Ebene und des hyperbolischen Raumes. Es gibt eine Vielzahl weiterer Modelle dieser
Geometrien, die allerdings in geometrischer Hinsicht isomorph sind. Im Abschn. 5.4
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und 5.5. werfen wir einen kurzen Blick auf Grundbegriffe der fraktalen Geometrie
und der algebraischen Geometrie, die aktuelle Teilgebiet der Geometrie darstellen.
Der Leser findet in diesem Kapitel keinen Abschnitt zur Differenzialgeometrie, da
wir diese der Analysis zuordnen und daher in Kap. 7 behandeln.

Eine Einfiihrung in die analytische Geometrie fiir Studienanfanger bietet FischerIl
(2013). Eine Darstellung von Elementen der synthetischen Geometrie und der nicht-
euklidischen Geometrie findet der Leser zum Beispiel in Scheid und Schwarz (2009).
Das lesenswerte Standardwerk zur fraktale Geometrie ist Falconer (1990) und zur
algebraischen Geometrie sei Hulek (2012) empfohlen.

5.1 Analytische Geometrie

Definition 5.1
Eine Gerade g im euklidischen Raum R” mit n > 2 ist ein affiner Unterraum der
Dimension 1:

g=a+ <v>={a+rv|reR}, mit a,velR"
Hierin ist v der so genannte Richtungsvektor der Geraden. Die Gerade durcha, b €
R" mita # bistdurch g, , = b+ < (a —b) > eindeutig bestimmt, und die Strecke
zwischen a und b ist
ab=s(a,b) ={a+rxb—a)|xrel0,1]}.
Die Linge dieser Strecke ist durch die euklidische Norm ||b — a|| bestimmt; siehe
Abschn.4.6. Sind g1 = a;+ < v; > und g» = a»+ < v2 > zwei Geraden, die sich

schneiden, so ist der Schnittwinkel zwischen den Geraden der Winkel zwischen den
Richtungsvektoren, £(g1, g2) = £(v1, v2). ¢

Beispiel 5.1
Die Geradeng; = (1, 1, DT+ < (1,1,0)7 >undg, = (2, 1,007+ < (0,1, DT >
im R3 schneiden sich im Punkt (2,2, 1), und der Schnittwinkel ist gegeben durch

L1, 02) = £ ((1, 1,07, (0,1, 1)T) — arccos (1/2) = 7/3.
Die Strecke vona = (1, 1, DT nach b = (2,2, D7 ist
ab={(1,1,D" +1(1,1,0) | 1 € [0, 11},

und die Linge der Strecke ist |[(1,1,0)7|| = V/2; siehe zu diesem Beispiel auch
Abb.5.1. |
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Abb.5.1 Geraden, Winkel, Ebene und Dreieck in den Beispielen 5.1 und 5.2

Definition 5.2
Eine Ebene ¢ im Vektorraum R” mit n > 2 ist ein affiner Unterraum der Dimen-
sion 2:

C=at+t<v,w>={a+iv+puwl|i,uecRmita,v,w € R",
wobei u, v linear unabhingig sind. In R? ist die einzige Ebene der Raum selbst.
Die Ebene durch drei Punkte a, b, c € R", die nicht auf einer Geraden liegen, ist

eindeutig durch &, . = b+ < a — b, ¢ — b > bestimmt. Das Dreieck D (a, b, ¢)
mit den Eckpunkten a, b, c in dieser Ebene ist

Dape={a+rb—a)+ulc—a)|r,nel0,1], A+pu <1}.

Die Kanten dieses Dreiecks sind die Strecken ab, ac, be, und die Innenwinkel des
Dreiecks sind die Schnittwinkel der zugehorigen Geraden. Ein Parallelogramm
Pa.b.c mit den Eckpunkten a, b, ¢, c + b — a in der Ebene € ist

Bap,e ={a+ib—a)+pulc—a)lr, uel0I1]}.
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Fir 2 < k < n ist eine k-dimensionale Hyperebene ein affiner Unterraum der
Dimension k des R”, d.h.

¢=a+ <v,...,v > mita, v; € R",

wobei die Menge {v1, ..., v} linear unabhéngig ist. Ein k-dimensionales Parallel-
epiped in der Hyperebene € ist gegeben durch

k
a+ Y nvilhiel0 1] i=1,..k
i=1
Die Ecken dieses Parallelepipeds sind ¢ und a + v; firi =1, ..., k. ¢

Beispiel 5.2
Die Ebene durch die drei Punkte a = (1,0,0)", b = (1,1, DT, c = (0,0, 1)7 ist

Cape=(1,00"+ <01, D" (-1,0,D" >,
und das Dreieck mit diesen Eckpunkten ist
Dabe = {(1, 0,0)" +20, 1, DT + pu(—=1,0, DT [ A, € [0, 1], A+ p < 1} :
Die Kante ab des Dreiecks ist gegeben durch
ab = {(1,0, 07 +20,1, DT | 1 € [0, 1]} .

Auch die anderen Kanten wird der Leser leicht bestimmen konnen; siehe
Abb.5.1. [ |

Beispiel 5.3

Der dreidimensionale euklidische Raum, eingebettet in den vierdimensionalen eukli-
dischen Raum, R3 .= {(x,y,2,0) | x, v,z € R}, ist eine dreidimensionale Hyper-
ebene. Der Wiirfel [0, 113 x {0} ist ein dreidimensionales Parallelepiped in dieser

Hyperebene. |
Definition 5.3 .
Eine Menge A C R” ist konvex, wenn fiir alle @, b € A auch die Strecke ab in A
enthalten ist. ¢
Beispiel 5.4

Geraden, Ebenen, Dreiecke und Parallelogramme sind konvex. Die Vereinigung von
jeweils zwei dieser Objekte ist im Allgemeinen nicht konvex. ]
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Definition 5.4
Ein Bewegung des euklidischen Raumes ist eine isometrische Abbildung f : R" —
R”", d.h. es gilt

d(fx), f(y) =d(x.y)

fiir alle x, y € R", wobei d der euklidische Abstand ||x — y|| ist. Zwei Mengen
A, B C R" werden kongruent genannt, wenn es eine Bewegung f : R? — R" mit
f(A) = B gibt. Bewegungen des R? und R? werden auch Kongruenzabbildungen
genannt. ¢

Beispiel 5.5
Bewegungen der Ebene R? sind:

1. Die Verschiebungen:

#()=()+ () vmenmren

2. Die Drehungen um den Ursprung mit Drehwinkel « € [0, 277):

R x\ _ [cos(a) —sin(a)) (x
“\y) ~ \sin(a) cos(a) v/’

3. Die Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung mit Steigungswinkel o €

[0, 27):
s x\ _ [cosa) sin(2a) X
“\y/) ~ \sinQRa) —cosRa) /) \y /)"
Siehe hierzu Abb.5.2. Alle Bewegungen der Ebenen lassen sich durch Kompositio-
nen dieser drei Bewegungen darstellen; sieche Scheid und Schwarz (2009). |

Beispiel 5.6
Bewegungen des R3 sind Verschiebungen und fiir & € [0, 27) die Abbildungen

X 1 0 0 X

fely] =1 0 cos(x) —sin(x) y
z 0 sin(a) cos(a) Z

Fiir den Eintrag 41 in der Matrix handelt es sich hier um eine Drehung um die
erste Koordinatenachse und fiir den Eintrag —1 um eine Drehspiegelung. Diese
Abbildungen reichen aus, um alle Bewegungen des R> darzustellen; siche Scheid
und Schwarz (2009). |
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Abb.5.2 Verschiebung, Spiegelung und Drehung eines Dreiecks im R?

Beispiel 5.7

Alle Bewegungen des R” sind gegeben durch f(x) = Ax + b, wobei b € R”
und A € R™" eine orthogonale Matrix ist: det(A) = =+1. Die orthogonalen
Matrizen bilden die Orthogonale Gruppe O (n) mit der Matrixmultiplikation. Die
Bewegungen mit der Hintereinanderausfiihrung bilden die Bewegungsgruppe B ()
des R". ]

Beispiel 5.8

Je zwei Geraden, Ebenen und k-dimensionalen Hyperebenen sind im R” kongruent.
Zwei Dreiecke im R” sind genau dann kongruent, wenn alle drei Kanten die gleiche
Linge haben. Das Gleiche ist auch der Fall, wenn zwei Kanten und der Winkel zwi-
schen ihnen iibereinstimmen. Kreise und Kugeln sind dann und nur dann kongruent,
wenn sie den gleichen Radius haben. ]

Definition 5.5
Eine Ahnlichkeit des euklidischen Raumes ist eine Abbildung f : R" — R”, fiir
die es eine Konstante ¢ # 0 gibt, sodass

d(f(x), f(y)) =c-d(x,y) firalle x, y € R,

gilt. d ist der euklidische Abstand. Zwei Mengen A, B € R" werden dhnlich
genannt, falls es eine Ahnlichkeit f:R* - R" mit f(A) = B gibt. ¢
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Beispiel 5.9

Alle Ahnlichkeiten des R” sind gegeben durch f(x) = AAx + b, wobei A € R\{0},
b € R" und A € R™" eine orthogonale Matrix ist. Damit sind die Abbildungen in
den Beispielen 5.5 und 5.6 Ahnlichkeiten des R? bzw. R3, wenn wir die Matrizen
mit einer beliebigen Konstanten multiplizieren. ]

Beispiel 5.10

Zwei Dreiecke im R” sind dhnlich genau dann, wenn sie in zwei (und damit in allen)
Winkel iibereinstimmen. Alle Kreise im R? und alle Kugeln im R3 sind einander
dhnlich. ]

Definition 5.6
Eine Quadrik im euklidischen Raum R” ist gegeben durch

n n
Q=1{Gr....x)" €R"| > ajjxixj+2) bixi+c=0
i j=1 i=1

- {xeR” |xTAx+(b,x)+C}.

Hierbei sind A = (a;;);, j=1,..n €ine Matrix in R"*", b ein Vektor in R" und c € R
eine Konstante. ¢

Beispiel 5.11

Ebene Quadriken werden auch Kegelschnitte genannt, da sie sich als Schnitt einer
Ebene mit einem Kegel darstellen lassen; siehe Scheid und Schwarz (2009). Sei im
Folgenden a, b € R und a, b > 0. Beispiel fiir ebene Quadriken sind:

1. Die Ellipsen um den Ursprung mit Halbachsenldngen a, b > 0, gegeben durch
die Gleichung

x2 y2

az b
Ist r = a = b, so handelt es sich hier um einen Kreis mit dem Radius r.
2. Die Hyperbeln, gegeben durch die Gleichung

=1

K22
2 "
3. Die Parabeln, gegeben durch die Gleichung
2
T 2y =1
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4. Zwei Geraden, die sich im Ursprung schneiden, gegeben durch

5. Zwei parallele Geraden gegeben durch x> = a?.

6. Die Gerade x = 0, der Ursprung und die leere Menge.

Siehe hierzu Abb.5.3. Es ldsst sich zeigen, dass jede ebene Quadrik kongruent zu
einer dieser Quadriken ist. Mehr noch, jede ebene Quadrik ist dhnlich zu einer der hier
gelisteten Quadriken mit a = b = 1. Es sei noch angemerkt, dass die letztgenannten

drei Typen von Quadriken als ausgeartet bezeichnet werden.

Beispiel 5.12

Sei im folgenden a, b, c € Rund a, b, ¢ > 0. Beispiele fiir Quadriken im Raum R3

sind:

1. Die Ellipsoide, gegeben durch die Gleichung

[38)
Tl

2
+2 -

+
c2

X
aZ

Ist r = a = b = ¢ so handelt es sich hier um die Kugeloberfléiche mit dem
Radius r.

Abb.5.3 Kreis, Hyperbel und Parabel mita = b =1
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2. Die einschaligen und zweischaligen Hyperboloide gegeben durch die Glei-
chung

2 2 2 2 2 2
L T )
a? b2 a? b2 2
3. Dieelliptischen und hyperbolischen Paraboloide, gegeben durch die Gleichung
2 2 2 2
X
—2z=1 bzw. a_2_zy;_2_2Z=1'

4. Die elliptischen Kegel, gegeben durch die Gleichung

5. Die elliptischen, hyperbolischen und parabolischen Zylinder, der Reihe nach
gegeben durch
2 2 22 %2

e A — +2y=0;
a

Hier ist z € R beliebig.

Siehe hierzu die Abb. 5.4 und 5.5. Abgesehen von flachen Quadriken (Ebenen, Gera-
den, Punkten), die wir hier nicht auflisten, ist jede Quadrik in R3 kongruent zu einer
der Quadriken in der Liste. Betrachten wir Ahnlichkeiten, so geniigen die Quadriken

Abb. 5.4 Kugeloberfliche sowie einschaliges und zweischaliges Hyperboloid mita = b =c =1
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Abb.5.5 Kegel sowie elliptisches und hyperbolisches Paraboloid fiira = b = 1

der Liste mita = b = ¢ = 1, um alle nicht flachen Quadriken zu beschreiben; siche
Meyberg und Vachenauer (2003). Wir merken noch an, dass die gelisteten Quadriken
auch Flidchen zweiter Ordnung genannt werden. Diese Notation ist in der Literatur
jedoch nicht ganz eindeutig. ]

5.2  Synthetische Geometrie

Definition 5.7

Seien P eine nicht-leere Menge sowie G und E zwei nichtleere Mengen von Teil-
mengen von P. Wir nennen die Elemente von P im folgenden Punkte, die Elemente
von G Geraden und die Elemente von E Ebenen. (P, G, E) bildet eine Inzidenz-
geometrie, wenn Folgendes gilt:

1. Zu zwei Punkten aus P gibt es genau eine Gerade aus G, die diese Punkte enthilt.

2. Jede Gerade aus G enthilt mindestens zwei Punkte aus P.

3. Es gibt mindestens drei Punkte aus P, die nicht kollinear sind, d. h., sie sind nicht
in einer Geraden aus G enthalten.

4. Zu je drei nicht kollinearen Punkten aus P gibt es genau eine Ebene aus E, die
diese drei Punkte enthilt. Jede Ebene aus E enthilt mindestens drei Punkte aus
P.
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5. Wenn zwei Punkte einer Geraden aus G in einer Ebene aus E liegen, so liegen
alle Punkte der Geraden in dieser Ebene.

6. Wenn zwei Ebenen aus E einen Punkt aus P gemeinsam haben, so haben sie
noch mindestens einen weiteren Punkt aus P (und damit eine ganze Gerade)
gemeinsam.

Eine Inzidenzgeometrie heiflt eben, wenn die einzige Ebene ganz P ist, also E = { P}
gilt; ansonsten nennt man die Geometrie raumlich. ¢

Beispiel 5.13

P ={a,b,c}, G = {{a, b}, {a,c}, {b,c} und E = {P} definieren eine ebene Inzi-
denzgeometrie. Ist P = {a, b, ¢, d} und besteht G aus allen zweielementigen Teil-
mengen von P und E aus allen dreielementigen Teilmengen von P, soist (P, G, E)
eine rdumliche Inzidenzgeometrie. ]

Beispiel 5.14

Ist P = R" mitn > 2, G die Menge aller eindimensionalen affinen Unterrdume von
P, und ist E die Menge aller zwei-dimensionalen affinen Unterrdume von P, so ist
(P, G, E) eine Inzidenzgeometrie. Diese Geometrie ist die euklidische Inzidenz-
geometrie; sie ist eben genau dann, wenn n = 2 ist; siche hierzu auch den vorigen
Abschnitt zur analytischen Geometrie. ]

Definition 5.8

In einer Inzidenzgeometrie (P, G, E) sind zwei Geraden parallel, wenn sie in einer
Ebene liegen und keine gemeinsamen Punkte haben. Eine Inzidenzgeometrie heifit
affin, wenn es zu jeder Geraden g aus G und zu jedem Punkt p aus P, der nicht auf
der Geraden liegt, eine eindeutig bestimmte Gerade aus G gibt, die P enthilt und
parallel zu g ist. Sie heifit hyperbolisch, wenn es zu jeder Geraden g aus G und
zu jedem Punkt p aus P, der nicht auf der Geraden liegt, mehr als eine Gerade aus
G gibt, die P enthilt und parallel zu g ist. Eine Inzidenzgeometrie heif3t elliptisch,
wenn es zu einer gegebenen Gerade g und zu einem Punkt P, der nicht auf der

Geraden liegt, keine zu g parallele Gerade gibt, die durch p geht. ¢
Beispiel 5.15

Die euklidische Inzidenzgeometrie in Beispiel 5.14 ist affin. Die beiden Geometrien
in Beispiel 5.13 sind elliptisch. ]

Beispiel 5.16

Eine endliche affine Inzidenzgeometrie ist gegeben durch P = {a, b, ¢, d} sowie
G = {{a, b}, {a, ¢}, {c, b}, {a, d}, {b,d}, {c, d}} und E = {P}. Eine endliche hyper-
bolische Inzidenzgeometrie ist gegeben durch eine ebene Geometrie mit fiinf Punk-
ten, wobei die Geraden jeweils zwei Punkte enthalten. |
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Beispiel 5.17

Kontinuierliche elliptische und hyperbolische Geometrien stellen wir erst im néichs-
ten Abschnitt des Kapitels vor. ]
Definition 5.9

Sei (P, G, E) eine Inzidenzgeometrie. Ist auf P eine Metrik d : P x P — ]R(J{
definiert, nennt man (P, G, E, d) metrische Geometrie; siche auch Abschn.6.1.
Die abgeschlossene Strecke zwischen x, y € P mit x # y in einer metrischen
Geometrie ist

(x,y)={z € Pld(x,2)+d(z,y) =d(x, y)}.
Die offene Strecke ist (x, y = [x, y]\{x, y}. Der Strahl von x durch y ist

[x,00)y ={z € P|z€[x,ylodery € (x, 2)}.

Beispiel 5.18

Die euklidische metrische Geometrie ist gegeben durch die euklidische Inzidenz-
geometrie in Beispiel 5.14, zusammen mit der euklidischen Metrik. Sind a, b € R”,
erhalten wir, wie zu erwarten, als Strecke [a, b] = {a + A(b —a) | A € [0, 1]} und

als Strahl [a, c0)p :={a + A(b —a) | A > 0}. |
Beispiel 5.19

Betrachten wir die diskrete Metrik auf einer Inzidenzgeometrie, so sind die Strecke
und die Strahlen gegeben durch (a, b) = [a, b] = [x, 00)y = {a, b}. |
Definition 5.10

Eine metrische Geometrie (P, G, E, d) ist eine metrische Anordnungsgeometrie,
wenn Folgendes gilt:

1. Zu jedem Punkt x aus P und zu jedem Strahl [x, 00), sowie zu jeder Zahl r € R
gibt es auf dem Strahl [x, 00), genau einen Punkt z aus P mitd(x,z) =r.

2. Zu jeder Ebene £ aus E und zu jeder Geraden g aus G in dieser Ebene gibt es
eindeutige disjunkte nicht-leere offene Halbebenen £, & € P mit £ U & =
E\g. Zwei Punkte a, b € H\g liegen genau dann in derselben Halbebene, wenn
[a, b] die Gerade g nicht schneidet.

3. Zu jeder Ebene £ aus E mit £ # P gibt es eindeutige disjunkte nicht-leere offene
Halbriaume H, H; C P mit H U H, = P\&. Zwei Punkte a, b € P\& liegen
genau dann im selben Halbraum, wenn [a, b] die Ebene £ nicht schneidet.

Ist die metrische Anordnungsgeometrie eben, konnen wir auf die dritte Bedingung
verzichten. Eine ebene metrische Anordnungsgeometrie (P, G, E, d) heifit ebene
absolute Geometrie, wenn es fiir Punkte ¢, b € P und a@,b € P mitd(a,b) =
d(a,b) > 0 genau zwei [sometrien ¢1, ¢ : P — P gibt, sodass gilt: ¢; (a) = a,
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¢i(b) = b. Eine Halbebene beziiglich der Geraden durch a und b wird bei jeder
dieser Bewegungen auf eine andere Halbebene beziiglich der Geraden durch ¢ und
d abgebildet. Eine rdaumliche metrische Anordnungsgeometrie (P, G, E, d) heif3t
raumliche absolute Geometrie, wenn es fiir Punkte a, b, ¢ € P und a, b,ceP
mit d(a,b) = d(@a,b) > 0,d(a,c) = d@,¢) > 0und d(b,¢) = d(b,¢) > 0
genau zwei Isometrien ¢, ¢ : P — P gibt, sodass gilt: ¢;(a) = a, ¢;(b) = b
und ¢;(c) = ¢ fir i = 1, 2. Ein Halbraum beziiglich der Ebene durch a, b, ¢ wird
bei jeder dieser Bewegungen auf eine andere Halbebene beziiglich der Ebene durch

a, b, ¢ abgebildet. ¢

Beispiel 5.20

Die Ebene R? mit den eindimensionalen affinen Unterriumen als Geraden und der
euklidischen Metrik bildet eine affine ebene absolute Geometrie und ist durch diese
Beschreibung sogar (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt. Man spricht dabei von
der euklidischen Ebene. Der Raum R3 mit den eindimensionalen affinen Unter-
rdaumen als Geraden und den zweidimensionalen affinen Unterraumen als Ebenen
sowie der euklidischen Metrik bildet eine affine rdumliche absolute Geometrie und
ist durch diese Beschreibung sogar (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt. Man

spricht dabei vom euklidischen Raum. ]
Beispiel 5.21
Elliptische und hyperbolische absolute Geometrien stellen wir im nédchsten Kapitel
vor. |
Beispiel 5.22

Der Raum R” fiir n > 4 mit den eindimensionalen affinen Unterrdumen als Geraden
und den zweidimensionalen affinen Unterrdumen als Ebene sowie der euklidischen
Metrik bildet im Sinne unsere Definition keine raumliche affine absolute Geometrie,
und die dritte Bedingung fiir eine Anordnungsgeometrie gilt nicht. In der Vektor-
raumtheorie und der Topologie werden diese Rdume allerdings trotzdem euklidische
Réume genannt. ]

53 Nicht-euklidische Geometrie

Definition 5.11

Die reelle projektive Ebene (im sphirischen Modell) ist gegeben durch die Ober-
fliche der Einheitskugel (auch 2-Sphire S? genannt), bei der antipodale Punkte
identifiziert werden:

P=P:=5/~={(x.y,0) eR x>+ +2=1}/~,

wobei (x, y, z) ~ (X, y, z)ist, wenn (x, y, z) = (X, y, z) oder (x, y, z) = — (X, y, 2)
gilt. Ein GroBKkreis auf der Kugeloberfliche ist der Schnitt der Kugeloberfldche
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mit einer Ebene durch den Ursprung im euklidischen Raum R3. Die Geraden G in
der projektiven Ebene sind durch die GroBkreise, bei denen antipodale Punkte iden-
tifiziert werden, gegeben. Die Identifikation der Antipoden gewihrleistet, dass zwei
Geraden einen eindeutigen Schnittpunkt haben. (P, G, { P}) bestimmt eine ebene
elliptische Inzidenzgeometrie im Sinne der Definitionen im vorigen Abschnitt. Der
Abstand des kiirzesten Weges zwischen zwei Punkten p; und p; auf der Sphire
S? ist d(p1, p2) = arccos({p1, p2)); er nimmt Werte in [0, 7] an. Auf der pro-
jektiven Ebene P2 definieren wir nun die projektive Metrik durch d(pi, p2) =
arccos(|(p1, p2)|). Die Werte der Metrik liegen in [0, 7] und sind unabhéngig von
den gewihlten Reprisentanten der Punkte in dieser Ebene. (P, G, { P}, d) bildet
eine ebene elliptische absolute Geometrie, im Sinne der synthetischen Geometrie.
Es sei noch angemerkt, dass die Isometrie von P> durch die Matrizen in der projekti-
ven orthogonalen Gruppe P O (3) = O(3)/+ beschrieben werden; hierbei werden
orthogonale Matrizen A und — A identifiziert. ¢

Beispiel 5.23

Zwei Punkte in P? seien durch p1 = {(1,0,0),(—=1,0,0)}, p» = {(0,1,0),
(0, —1,0)} gegeben. Die Gerade durch diese Punkte in der projektiven Ebene ist
ein Kreis im R3, bei dem wir antipodale Punkte identifizieren: g = {{(x, v, 0),
(—x, —y,0)} | x2 + y2 = 1}. Der Abstand der Punkte in der projektiven Ebene ist
d(p1, p2) = /2; siche Abb.5.6. [ |

Abb.5.6 Punkte und Gerade in Beispiel 5.23 auf der Sphire
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Definition 5.12
Der reelle projektive Raum (im sphirischen Modell) ist gegeben durch die 3-Sphére
S3, bei der antipodale Punkte identifiziert werden:

P=IED3=S3/~= {(x,y,u,v)ER4|x2—|—y2+u2+v2=1}/~,

wobei gilt: vi ~ v2 & v; = vy oder v = —uvp fiir v, vy € S3. Die Geraden
G in P3 sind die GroBkreise in S* mit der Identifikation der Antipoden. Dabei ist
solch ein GroBkreis der Schnitt eines eindimensionalen Unterraumes in R* mit S3.
Die Ebenen E in P? sind die 2-Sphiren in S* mit der Identifikation der Antipoden.
Dabei ist solch ein Sphire der Schnitt eines zweidimensionalen Unterraumes in R*
mit S*. (P, G, E) bestimmt eine riumliche elliptische Inzidenzgeometrie im Sinne
der Definitionen im vorigen Abschnitt. Definieren wir eine Metrik genau wie in
Definition 5.11, so ist (P, G, E, aNl) eine raumliche elliptische absolute Geometrie,
deren Isomorphismen durch die projektive orthogonale Gruppe PO (4) = O(4)/+£
gegeben sind, wobei wir die orthogonale Matrizen A und — A identifizieren. ¢

Beispiel 5.24
Drei Punkte in P? seien durch

p1=1{1,0,0,0),(=1,0,0,00},  p2=1{(0,1,0,0), (0, —1,0,0)},

p3 =1{(0,0,1,0), (0,0, —-1,0)}

gegeben. Die Gerade durch p; und p; im projektiven Raum ist ein Kreis im R*, bei
dem wir antipodale Punkte identifizieren:

g = {{(x,,0,0), (—=x, —y,0,0)} | x> + y> = 1}.

Eine Ebene im projektiven Raum, die alle drei Punkte enthilt, ist eine 2-Sphére im
R* mit identifizierten Antipoden:

E= {{(x5yaz70)a(_x7_ya _Z,O)} |X2+y2+22= 1}

Definition 5.13
Die hyperbolische Ebene (im Halbebenenmodell) ist gegeben durch die Menge der
Punkte

P=H"={(x,y eR*|y>0}.

Die Geraden G in der hyperbolischen Ebene sind die Halbkreise in H? mit Mittel-
punkt auf der x-Achse und die Halbgeraden in HZ2, die senkrecht auf der x-Achse
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stehen. (P, G, {P}) bildet im Sinne der Definitionen des vorigen Abschnitts eine
ebene hyperbolische Inzidenzgeometrie. Mit der hyperbolischen Metrik

(x2 — x>+ (2 — y1)2>

h((x1, y1), (x2, y2)) = arcosh (1 +
2y1y2

wobei arcosh die Umkehrfunktion des Cosinus Hyperbolicus cosh(x) = (e* +
e *)/2 ist, bildet (P, E, {P}, h) eine ebene hyperbolische absolute Geometrie.
Die hyperbolischen Geraden sind die kiirzesten Verbindungen zwischen Punkten
in Bezug auf diese Metrik. Die Isometrie von H? sind durch Matrizen A € R?*?
mit Determinante 1 gegeben, wobei allerdings die Matrizen A und —A dieselbe Iso-
metrie beschreiben. Die Isometriegruppe ist also die projektive spezielle lineare
Gruppe PSL(2, R) = SL(2, R)/=, in der wir A und — A identifizieren. ¢

Beispiel 5.25

Die Gerade in H? durch p; = (—1,1) und p» = (1, 1) ist der Halbkreis g =
{(x,y) € H?> | x> + y> = 2}. Der Abstand zwischen den beiden Punkten in der
hyperbolischen Ebene ist

h(p1, p2) = arcosh(3).

Zwei parallele Geraden zu g durch p3 = (2, 2)sind g| = {(x, y) € H? | x*>+y? = 4}
und g» = {(x, y) € H? | x = 2}; siche Abb.5.7. |

Abb. 5.7 Punkte und Geraden in Beispiel 5.25
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Definition 5.14
Der hyperbolische Raum (im Halbraummodell) ist gegeben durch die Menge der
Punkte

P=H={(x,y,2) R} z>0}.

Die Geraden G im hyperbolischen Raum sind die Halbkreise in H> mit Mittelpunkt
auf der xy-Ebene und senkrecht zu dieser sowie die Halbgeraden in H?, die senkrecht
auf der xy-Ebene stehen. Die Ebenen E sind Halbebenen in H?, die senkrecht auf
der xy-Ebene stehen. (P, G, E) bildet im Sinne der synthetischen Geometrie eine
rdumliche hyperbolische Inzidenzgeometrie. Mit der hyperbolischen Metrik

(2 — x>+ (2 —y1)* + (22 — Zl)z)

h((x1, y1,21), (x2, y2, 22)) = arcosh <1 + >
2122

bildet (P, E, { P}, h) eine rdumliche hyperbolische absolute Geometrie. Die Isome-
triegruppe von H? kann durch die projektive spezielle lineare Gruppe PSL(2, C) =
SL(2, C)/+ tiber C beschrieben werden. ¢

Beispiel 5.26

Die Gerade in H3 durch p1 = (—=1,—1,1) und p» = (1, 1, 1) ist der Halbkreis
g=1{(x,y,2) e B3| x2+y2+z2 =3}inderEbene E = {{(x, y,z) € H|x = y}.
Der Abstand zwischen den beiden Punkten im hyperbolischen Raum ist

h(p1, p2) = arcosh(5).

Zwei parallele Geraden zu g durch p3 = (2,2,2) in der Ebene E sind g =
{(x,y,2) e B3 | x2+ 22 =4} und g» = {(x,y,2) € H? | x = y = 2}; siche
Abb.5.8. |

g1

Abb. 5.8 Punkte, Geraden und Ebene in Beispiel 5.26
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54 Fraktale Geometrie

Definition 5.15
Die Hausdorff-Dimension einer Menge A € R” ist gegeben durch

dimy A = sup{d | HY(A) = oo} = inf{d | H*(A) = 0},

wobei H? das d-dimensionale Hausdorff-MaB ist; siehe Beispiel 8.19. Ist dimy A
nicht ganzzahlig, so nennen wir A ein Fraktal. Wir weisen darauf hin, dass auch
manche Mengen mit ganzzahliger Dimension, die eine gewisse Selbstidhnlichkeit
aufweisen, Fraktale genannt werden; siehe Beispiel 5.30. ¢
Beispiel 5.27
Die Cantor-Menge C, gegeben durch

o

C=1> 8375 €{0.2)} R,
i=1

ist ein Fraktal mit dimy C = log(2)/log(3). Die reellen Zahlen, deren Ziffern
in der Dezimalentwicklung gerade sind, bildet ein Fraktal mit dimy C = log(5)/
log(10). [ |

Beispiel 5.28
Der Graph der Weierstra3-Funktionen W = {(x, w(x))|x € [—1, 1]} fiir

o0
wx) = Za‘k cos (2"71)() ,
k=0

mit a € (1,2), ist ein Fraktal; siche Abb.5.9. Es wird vermutet, dass seine
Hausdorff-Dimension durch dimyg W = 2 — log(a)/log(2) gegeben ist. Fiir die
Takahi-Landsberg-Kurven L = {(x, [(x))|x € [—1, 1]} mit

_OO —k k
l(x)—ga s(2 x),

wobei s(x) = 1 —2|x — 1/2] von [0, 1] periodisch auf ganz R fortgesetzt wird, ist

dies bekannt; siehe hierzu Falconer (1990). |
Definition 5.16
Seien T; : A — A fiiri = 1, ..., n Kontraktionen einer abgeschlossenen Menge

A C R” (oder allgemeiner eines vollstindigen metrischen Raumes), d.h. es gibt
Konstanten ¢; € (0, 1) fiir die Abbildungen mit
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Abb.5.9 Eine WeierstraB-Funktion

d(T;(x), T;(y)) = cid(x, y)

fiir alle x, y € A. Man kann in der fraktalen Geometrie zeigen, dass eine eindeutig
bestimmte kompakte Menge K C A mit

K =m0

i=1

existiert; siche Falconer (1990). Eine solche Menge heif3t Attraktor eines iterierten
Funktionensystems und wird manchmal auch selbst-dhnlich genannt. K ist selbst-
dhnlich im eigentlichen Sinne, wenn die Kontraktionen 7; tatsdchlich Ahnlichkeiten
sind. ¢

Beispiel 5.29

Der Attraktor der Kontraktionen 77 (x) = 1/3x und 7>(x) = 1/3x+2/3 auf [0, 1]ist
die Cantor-Menge C in Beispiel 5.27,da C = T1(C) U T>(C) ist. Die Cantor-Menge
ist also selbst-dhnlich. |

Beispiel 5.30
Auf R? betrachten wir die drei Kontraktionen

= (e = () (1)

und Tg(x)z(l(/)2 1(/)2)x+<%j4).
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Abb.5.10 Anniherung des
Sierpinski-Dreiecks

Der Attraktor dieser Abbildungen S ist ein selbst-dhnliches Fraktal mit dimpy S =
log(3)/log(2). Dieses Fraktal wird Sierpinski-Dreieck genannt; siche Abb.5.10. B

Beispiel 5.31
Auf R? betrachten wir die Ahnlichkeiten mit Kontraktionsfaktor ~/2/2, gegeben
durch

1

1 1/—
Tl(x)=5<_li>x und Tz(x)zi(_}_11>x+((1)>.

Der Attraktor D dieses iterierten Funktionensystems ist ein Fraktal mit dimy D =
log(2)/log(+/2) = 2. Der Graph von D wird Drachenkurve genannt; siche
Abb.5.11. |

Abb.5.11 Anngherung der
Drachenkurve

LR i
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Abb.5.12 Konstruktion und Anniherung des Sierpinski-Tetraeders

Beispiel 5.32

Wir betrachten auf einem Tetraeder vier Ahnlichkeiten mit der Kontraktionsrate
1/2, die die Bildtetraeder in die Ecken des urspriinglichen Tetraeders verschieben;
siche Abb.5.11. Der Attraktor dieses iterierten Funktionensystems wird Sierpinski-
Tetraeder & genannt und ist selbst-dhnlich mit dimyg & = log(4)/log(2) = 2;
siehe Abb.5.12. Konstruieren wir in gleicher Weise eine fraktale Pyramide mit-
tels fiinf Ahnlichkeiten, so erhalten wir ein Fraktal mit der Hausdorff-Dimension
log(5)/log(2) > 2. |

5.5 Algebraische Geometrie

Definition 5.17
Sei K ein Korper und n € N. Eine affine Varietiit in K” ist eine Menge der Form

Vin (P) = V(P) = {x € K" | p(x) = Ofiiralle p € P},

wobei P eine Menge von Polynomen mit n Variablen und Koeffizienten in K ist;
P S Klx, ..., x] ¢

Beispiel 5.33

Die Kegelschnitte, die wir in Beispiel 4.11 eingefiihrt haben, sind affine Varietéten in
R?, die durch ein Polynom gegeben sind. Weitere Beispiele sind etwa die Neilsche
Parabel V (y> — x2) oder die Schleifenkurve V (x> — x2 + y2), siche Abb.5.13. W



120 5 Geometrie

Abb. 5.13 Neilsche Parabel und Schleifenkurve

Abb.5.14 Der Affensattel gegeben durch x> — 3xy?> —z =0

Beispiel 5.34

Die Quadriken, die wir in Beispiel 4.12 eingefiihrt haben, sind affine Varietiten in R3,
die durch ein Polynom gegeben sind. Ein weiteres Beispiel ist etwa der Affensattel
V(x? — 3xy% — z), siche Abb.5.14. [ |
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Beispiel 5.35
Ein Beispiel einer affinen Varietit in R?, das durch zwei Polynome erzeugt wird, ist:

V(24— Lx—y) = {(1/@, V2), (=132, —ﬁ)}.

Ein Beispiel einer affinen Varietit in R3, das durch zwei Polynome erzeugt wird, ist:

V242 +2—1Lx—y) ={x 2+ 2 =1},

Beispiel 5.36

Der Schnitt beliebiger vieler und die Vereinigung endlicher affiner Varietéten in K"
isteine affine Varietitin K”. D. h. die affinen Varietéten definieren als abgeschlossene
Menge eine Topologie auf K", die Zariski-Topologie genannt wird. Siehe hierzu
Abschn.5.1. ]

Definition 5.18

Eine affine Varietit V heifit reduzibel, wenn sie sich in der Form V = V; U V, mit
zwei affinen Varietédten Vi, V, ungleich V schreiben ldsst. Wenn eine affine Varietiit
nicht reduzibel ist, heiflt sie irreduzibel. ¢

Beispiel 5.37
Ein Beispiel einer reduziblen affinen Varietit in R? ist

Vixy+x) =Vx)UV(y+1),
die aus zwei Geraden besteht. Ein Beispiel einer reduziblen affinen Varietit in R3 ist
V(x2+y2 —zz,x) =Vy+z,x)UV(y —zx),
die auch aus zwei Geraden besteht. ]
Beispiel 5.38

Ist f € K[x1, ..., x,] irreduzibel, so ist V (f) irreduzibel. Unsere Beispiele in 5.33
und 5.34 sind also irreduzible affine Varietiten. Mehr noch, man kann zeigen, dass

V (P) irreduzibel ist, genau dann wenn P C K[xy, ..., x,] ein Primideal ist, siche
hierzu Definition 2.9 und Hulek (2012). |
Definition 5.19

Sei K ein Korper, n € N und M < K”". Das Verschwindeideal von M in
Klxy, ..., x,] ist gegeben durch

IM) ={f € K[xy,...,x,]| f(x) =0 fiir alle x € M}.
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Es ist leicht nachzurechnen, dass dies ein Ideal im Ring K[x1, ..., x,,] im Sinne von
Definition 2.9 ist. ¢
Beispiel 5.39

Ist f in K[xq, ..., x,] irreduzibel, so ist I (V (f)) das von f erzeugte Ideal. Allge-
mein gilt, I(V(P)) = P, wenn P ein Primideal in K[x1, ..., x,] ist. Wir haben ein
Bijektion zwischen Primidealen in K[x1, ..., x,] und irreduziblen affinen Varietiten
in K", Siehe Hulek (2012). |
Definition 5.20

Sei K ein Korper und n € N. Der projektive Raum KP" iiber dem Korper K
ist der Raum der eindimensionalen Unterrdume von K"*! also KP" = {<v>
lv e K" v £ 0}, wobei < v >= {Av|r € K}. Ist K = R, spricht man von
einem reellen projektiven Raum, ist K = C, so spricht man von einem komplexen
projektiven Raum. ¢

Beispiel 5.40

Die reelle projektive Gerade R P kann mittels f : RP — S!'/ ~, gegeben durch
f(< v >) = v/||v]|, mit dem Kreis in der Form S'/ ~ identifiziert werden, wobei
die Relation ~ die Punkte v = (x, y) und —v = (—x, —y) identifiziert. |

Beispiel 5.41

Der reelle projektive Raum RP? kann mit der projektiven Ebene P? im sphiiri-
schen Modell, das wir in 5.11 definiert haben, identifiziert werden. Die Abbildung
f : RP?2 —» P2 mit f(< v >) = v/||v|| leistet dies. Genauso kann RP3 mit
dem projektiven Raum P3 im sphirischen Modell, das wir in 5.12 definiert haben,
identifiziert werden. n

Beispiel 5.42

Die komplexe projektive Gerade CP kann mit der Riemann’schen Zahlenkugel
C U {oo} identifiziert werden. Eine Bijektion f : CP — CU {oo} ist gegeben durch
f(< (z,1) >) =zund f(< (1,0) >) = oo. Siehe hierzu Definition 9.3 |

Definition 5.21

Sei K ein Korper und n € N. Ein Polynom f € K[xy, ..., x,] heilt homogen vom
Grad d € N, wenn f(Ax) = A% f(x) fiir alle x € K und alle A € K gilt. D.h. die
Summe der Exponenten von xi, ..., x, ist fiir alle Summanden des Polynoms d.
Sei H C Kl[xy, ..., x,] eine Menge von homogenen Polynomen. Eine projektive
Varietiit im projektiven Raum K P” ist eine Menge der Form

Vikpn (H) = V(H) = {< v > KP"|h(v) = Ofiiralle h € H}.

Die Irreduzibilitét von projektiven Varietiten wird genau wie die Irreduzibilitdt von
affinen Varietiten definiert. ¢
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Beispiel 5.43 ~

flx,y)= xy3 — 2yx3 ist ein homogenes Polynom und damit V()cy3 — 2yx3) eine
projektiven Varietiit in K P2. ]
Gegenbeispiel 5.44

f(x,y) = x%y — x ist kein homogenes Polynom und V(x2 y — x) keine projektive
Varietdt, fiir inhomogene Polynome ist V ( f) nicht wohldefiniert.

Beispiel 5.45

Ist f € K[xy, ..., x,] ein irreduzibles homogenes Polynom, so ist \7( f) eine irre-
duzible projektive Varietit in KP". Wie im affinen Fall ist V (H) eine irreduzible
projektive Varietit, wenn H ein homogenes Primideal in K[x1, ..., x;] ist, und man
kann zeigen, dass sich alle irreduziblen projektiven Varietiten in KP” so darstellen
lassen. |
Beispiel 5.46

Der Schnitt beliebiger vieler und die Vereinigung endlicher projektiver Varietiten in
KP" ist eine projektive Varietit in KP". |
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Wir geben in diesem Kapitel eine Einfiihrung in die Begriffe der allgemeinen Topo-
logie. Zunéchst werden metrische und topologische Rdume definiert und das Kon-
zept der offenen und abgeschlossenen Mengen vorgestellt. Die Definitionen sind
so bestimmt, dass wir im Abschn.6.2 stetige Abbildungen und Homdomorphis-
men zwischen topologischen Riaumen und die Konvergenz von Folgen und Filtern
in diesen Raumen definieren konnen. Im Abschn. 6.3 stellen wir mit Produkten,
Quotienten, Summen und Verklebungen zentrale Konstruktionen von topologischen
Réumen vor. Im Abschn. 6.4 wird die Hierarchie der Trennungsqualititen topologi-
scher Raume mit Beispielen und Gegenbeispielen eingefiihrt. Zusétzlich definieren
in diesem Abschnitt topologische Mannigfaltigkeiten sowie die Kategorien topo-
logischer Rdume. Im Abschn. 6.5 finden sich die Definition kompakter Rdume und
zwei Moglichkeiten der Kompaktifizierung beliebiger topologischer Rdume. Zusam-
menhingende, weg-zusammenhédngende und total zusammenhéngende topologische
Réume werden im Abschn. 6.6 beschrieben. Den Abschluss des Kapitels bildet ein
Einstieg in Begriffe der algebraischen Topologie. Wir stellen das Konzept der Homo-
topie von Abbildungen vor und fiihren die Fundamentalgruppe eines topologischen
Raumes ein. Dariiber hinaus werfen wir auch noch kurz einen Blick auf topologi-
sche Knoten und deren Isotopie. Den Abschluss des Kapitels bildet ein Abschnitt zu
Simplizialkomplexen und Homologiegruppen.
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Fiir eine Darstellung der grundlegenden Sitze und Beweise der mengentheore-
tischen Topologie empfehlen wir Querenburg (2013). Eine Vertiefung der algebrai-
schen Topologie bietet Liick (2005).

6.1 Metrische und topologische Raume: Grundbegriffe

Definition 6.1
Sei X eine nicht-leere Menge undd : X x X — R eine Abbildung. (X, d) ist ein
metrischer Raum, wenn gelten:

1. Positivitit: d(x, y) > 0,

2. Definitheit: d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y ist,
3. Symmetrie: d(x, y) = d(y, x),

4. Dreiecksungleichung: d(x, z) <d(x,y) +d(y, 2),

fiir alle x, y, z € X. Die Abbildung d wird Metrik oder Abstand genannt. ¢
Beispiel 6.1
Auf jeder nicht-leeren Menge definiert d(x, y) = O fiir x = y und d(x, y) = 1 fiir
x # y die diskrete Metrik. |
Beispiel 6.2

Auf R" = {(x1, ..., x,) | x; € R} gibt
n
d(x.y) =) |xi = yil
i=1

die Manhattan-Metrik an, und

n

D i —yil?

i=1

da(x,y) =

beschreibt die euklidische Metrik; schlieBlich ist
doo(x,)’) Zmax{|xi _)’z| | i = ]1 ’n}

die Maximumsmetrik. |
Siehe hierzu Abb.6.1.

Beispiel 6.3
Ist (X, || - ||) ein normierter Vektorraum, so definiert

dx,y) =[x = yll
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Abb. 6.1 Die Einheitskugel der euklidischen Metrik d», der Manhattan-Metrik d; und der Maxi-
mumsmetrik dso in R? und in R3

eine Metrik auf X; siehe auch Abschn. 8.1. Viele weitere Beispiele normierter Vek-
torrdume und damit metrischer Réume finden sich in Abschn. 10.1. ]

Definition 6.2
Sind (X, d) ein metrischer Raum sowie x in X und € > 0, so ist

Be(x) ={y € X|d(x, y) <€}
die offene Kugel mit Radius € um x, und
Be(x) ={y € Xld(x, y) <€}
ist die abgeschlossene Kugel mit Radius € um x. ¢
Beispiel 6.4
In der diskreten Metrik ist die offene Kugel gegeben durch B.(x) = {x} fire < 1

und B.(x) = X fiir ¢ > 1. Die abgeschlossene Kugel ist in diesem Fall gegeben
durch B.(x) = {x} fiire < 1 und B.(x) = X fiire > 1. [ |

Beispiel 6.5

Betrachten wir die euklidische Metrik auf R? oder C, so ist die offene Kugel B¢ (x)
eine Kreisscheibe ohne Rand mit Radius € um x. In der Manhattan-Metrik ist B¢ (x)
das Quadrat (x; —e€, x; +€) X (xo —€, x2 +¢€) ohne Rand. In der Maximumsmetrik ist
B¢ (x) das Quadrat ohne Rand mit der Kantenlidnge €/ 2 und den Ecken (x1, xp %¢€),
(x1£e€, x2). Betrachten wir die entsprechenden abgeschlossenen Kugeln, so erhalten
wir dieselben geometrischen Objekte mit Rand. |
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Beispiel 6.6

Betrachten wir die euklidische Metrik auf R3, so ist die offene Kugel Bc(x) die
gewohnliche Kugel ohne Rand mit Radius € um x. In der Manhattan-Metrik ist
B¢ (x) der Wiirfel

(x1 —€,x1+€) X (x2 —€,x2+€) x (x3—€,x3+¢€)

ohne Rand. In der Maximumsmetrik ist B¢(x) der Oktaeder ohne Rand mit der
Kantenlinge €/+/2 und den Ecken

(x1, x2, x3 L €), (x1 £ €, x2, x3), (x1, x2 £ €, x3).

Betrachten wir die entsprechenden abgeschlossenen Kugeln, so erhalten wir diesel-
ben geometrischen Objekte mit Rand. ]

Definition 6.3
Seien X eine nicht-leere Menge und £ eine Menge von Teilmengen von X, O C
P(X). Dann ist (X, ) ein topologischer Raum, wenn gilt:

1. 4,X € O;

2. Wenn Oy, O, € O ist, so gilt 01 N O, € O;

3. Wenn O; € O fiiri € I ist, so gilt | J;; O; € O.
Die Mengen in © werden offene Mengen genannt. Eine Menge A C X heift
abgeschlossene Menge, wenn sie das Komplement einer offenen Menge ist: A =

X\ O fiir O € O. ¢
Beispiel 6.7
Ist X eine Menge, so gibt O = {X, ¢} die triviale Topologie auf X an. ]
Beispiel 6.8
Werden alle Teilmengen einer nicht-leeren Menge X als offen betrachtet, O = P(X),
so spricht man von der diskreten Topologie auf X. |
Beispiel 6.9

Ist X eine nicht-leere Menge und O = {O|X\ O endlich} U {#}, so wird (X, ) als
kofinite Topologie auf X bezeichnet. Falls X endlich ist, so stimmt diese Topologie
mit der diskreten Topologie iiberein. O = {O| X\ O abzihlbar}U{@} gibt die offenen
Mengen der koabziihlbaren Topologie auf einer unendlichen Menge X an. |

Definition 6.4

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind die offenen Mengen der metrischen Topo-
logie O definiert durch: O C X ist offen genau dann, wenn es fiir alle x € O ein
€ > 0 gibt, sodass B¢ (x) C O ist. ¢
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Beispiel 6.10
Die diskrete Metrik in Beispiel 6.4 induziert die diskrete Topologie in Beispiel
6.8. ]
Beispiel 6.11

Alle Metriken in Beispiel 6.2 erzeugen dieselbe metrische Topologie £ auf R”.
Der topologische Raum (R”, ©) ist der euklidische Raum und O wird euklidische
Topologie genannt. Im Fall n = 1 spricht man auch von der euklidischen Geraden
und im Fall n = 2 sprechen wir von der euklidischen Ebene. ]

Gegenbeispiel 6.12

Die kofinite Topologie in Beispiel 6.8 ist fiir unendliche Mengen nicht durch eine
Metrik induziert; genauso wenig ist die triviale Topologie in Beispiel 6.7 metrisch;
vergleiche hierzu auch Beispiel 1.24.

Definition 6.5 N
Sei B eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Der Abschluss B von B ist
der Schnitt aller abgeschlossenen Obermengen von B in X:

B= () A

BC A abgeschl.
x € X ist ein Haufungspunkt von B, wenn x € B\{x} ist. Die Menge aller Hiu-
fungspunkte von B wird mit B’ bezeichnet. Die Punkte in B\ B’ sind die isolierten
Punkte von B.
Das Innere B° einer Teilmenge eines topologischen Raumes ist die Vereinigung
aller offenen Teilmengen von B:

A° = U 0.

ADO offen

Die Punkte in dieser Menge werden innere Punkte genannt. Der Rand von A ist
die Menge A = A\ A°, und die Punkte in dieser Menge heiSen Randpunkte; siche
Abb.6.2. ¢

Abb.6.2 Arten von Punkten
in topologischen Rdumen

[ ]
Innerer Punkt

Isolierter Punkt

Randpunkt
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Beispiel 6.13
Es gilt Q = Q' = R sowie Q° = @ und damit dQ = R in der metrischen Topologie
auf den reellen Zahlen. ]
Beispiel 6.14

Sei A = {0} U (1, 2] € R versehen mit der metrischen Topologie. Der Abschluss
von Aist A = {0} U[1, 2], und die Menge der Haufungspunkte ist A’ = [1, 2]. Null
ist ein isolierter Punkt von A. Das Innere von A ist A° = (1, 2), und der Rand von
A ist damit 0A = {0, 1, 2}. |

Beispiel 6.15

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die offene Kugel B, (x) offen und die abge-
schlossene Kugel B, (x) abgeschlossen in der metrischen Topologie. Der Rand der
Kugel ist B¢ (x) = {y € X | d(x,y) = €}. Betrachten wir etwa die euklidischen
Ebene R2, so ist

IBc(x) = 3B(x) = {(y1, y2)T € R? | (x1 — y1)? + (22 — »2)? = €}

der Kreis um x mit dem Radius €. ]
Beispiel 6.16

In der kofiniten Topologie in Beispiel 6.8 ist der Abschluss jeder unendlichen Menge
die gesamte Menge, und das Innere jeder endlichen Menge ist leer. |
Definition 6.6

Seien (X, O) ein topologischer Raum und B C ©. Dabei heiit 5 Basis der Topo-
logie, wenn jede nicht-leere offene Menge die Vereinigung von Mengen aus ‘B ist.
& C O heiBt Subbasis, wenn {O1 N ---N O, | n € N, O; € G} eine Basis ist. ¢

Beispiel 6.17
B = {{x}|x € X} bildet eine Basis der diskreten Topologie in Beispiel 6.8 auf einer
Menge X. ]
Beispiel 6.18
Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bilden die offenen e-Kugeln B, (x) eine Basis der
metrischen Topologie. ]
Beispiel 6.19

Ist (X, <) eine total geordnete Menge, so bilden die offenen Intervalle (a, b) =
{x € X|a < x < b} zusammen mit den uneigentlichen offenen Intervallen
(a,00) ={x € X | x > a}, (—o0,b) = {x € X | x < b} die Basis der Ordnungs-
topologie auf X. Schon die uneigentlichen offenen Intervalle bilden eine Subbasis
dieser Topologie. |



6.1 Metrische und topologische Raume: Grundbegriffe 131

Beispiel 6.20

Die Sorgenfrey-Gerade S C R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen mit den
halboffenen Intervallen [a, b) als Basis der Topologie. ]
Definition 6.7

Ist (X, ) ein topologischer Raum, so heiit U eine Umgebung von x € X, wenn es
eine Menge O € O mit x € O C U gibt. Die Menge der Umgebungen von x wird
mit ${(x) bezeichnet. {{, C $l(x) ist eine Umgebungsbasis von x, wenn fiir jedes
Ueix)einV € U, mit V C U existiert. {i,|x € X} ist eine Umgebungsbasis

von X, wenn i, fiir alle x € X eine Umgebungsbasis von x ist. ¢
Beispiel 6.21

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bildet {B},,(x) | n € N} eine Umgebungsbasis
der metrischen Topologie auf X. ]
Beispiel 6.22

In der Sorgenfrey-Geraden in Beispiel 6.19 ist {[x, x + 1/n) | n > 1} eine Umge-
bungsbasis von x. ]
Definition 6.8

Ein topologischer Raum (X, O) erfiillt das 1. Abzihlbarkeitsaxiom, wenn jeder
Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis hat, und der Raum erfiillt das 2. Abzihl-
barkeitsaxiom, wenn er sogar eine abzihlbare Basis hat. Eine Teilmenge D eines
topologischen Raumes heiBt dicht, wenn ihr Abschluss der ganze Raum ist: D = X.
Der Raum ist separabel, wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge hat. ¢

Beispiel 6.23
Gemail Beispiel 6.19 erfiillt jeder metrische Raum das 1. Abzihlbarkeitsaxiom. Ist
der Raum zusitzlich separabel, dann erfiillt er auch das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom. H

Beispiel 6.24 .

R™ mit der euklidischen Topologie ist separabel, da @n = R” ist, und erfiillt das 2.
Abzihlbarkeitsaxiom. |
Beispiel 6.25

GemiB Beispiel 6.24 erfiillt die Sorgenfrey-Gerade S das 1. Abzihlbarkeitsaxiom.
Es lasst sich zeigen, dass die Sorgenfrey-Gerade separabel ist aber das 2. Abzéhlbar-
keitsaxiom nicht erfiillt; insbesondere handelt es sich also nicht um eine metrische
Topologie; siehe hierzu Steen (1978). |
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6.2  Stetigkeit und Konvergenz in topologischen Raumen

Definition 6.9

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei topologische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung. f ist stetig auf X, wenn das Urbild jeder in Y offenen Menge offen in
X ist, d.h. wenn gilt: £~1(0) € Oy, fiir alle O € Oy. Die Abbildung ist stetig in
einem Punkt x € X, wenn das Urbild jeder Umgebung von f(x) eine Umgebung
um x ist, d.h. wenn f~1(U) € U(x), fiir alle U € U(f(x)) ist; siche Abb.6.3. ¢

Beispiel 6.26
Jede konstante Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen ist stetig. ]
Beispiel 6.27
Ist X mit der diskreten Topologie versehen, so ist jede Abbildung f : X — Y
stetig — gleichgiiltig, welche Topologie wir auf Y betrachten. |
Beispiel 6.28

Sind (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume, soist f : X — Y stetiginx € X
genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, sodass gilt:

f(Bs(x)) € Be(f (x)).

Vergleiche hierzu Abschn. 7.3. ]

Beispiel 6.29

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdaume und f : X — Y eine Funktion.
Dann heifit f Holder-stetig mit Exponent o € (0, 1], wenn es eine Konstante C > 0
gibt, sodass gilt:

dy(f(x), f(y) = Cldx(x, y)*,

fiir alle x, y € X. Holder-stetige Funktion sind stetig auf ganz X. Im Fall ¢ = 1
nennt man f auch Lipschitz-stetig. |

: \ | i \) h’,{_.r' )

N o R R 3 ™ A

(X,9%) (Y, 9Oy) (X,d;) (Y.d,)

Abb. 6.3 Zur Definition der Stetigkeit in topologischen und metrischen Raumen
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Gegenbeispiel 6.30

Seiid : X — X die identische Abbildung. Ist der Bildraum mit der diskreten
Topologie D4 versehen, aber der Raum der Urbilder mit einer anderen Topologie
9O #£ Oy, so ist id nicht stetig.

Definition 6.10

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei topologische Riume und f : X — Y eine Abbil-
dung. Dann wird f offene Abbildung genannt, wenn das Bild jeder in X offenen
Menge offen in Y ist, d.h. wenn gilt: f(O) € Oy, fiir alle O € Oy. Eine stetige
offene Bijektion ist ein Homdomorphismus. Existiert ein Homéomorphismus zwi-
schen den beiden topologischen Riumen X und Y, so heilen diese homéomorph,
in Zeichen: X = Y. ¢

Beispiel 6.31

Im euklidischen Raum R” sind zwei offene Kugeln B¢, (x1) und B, (x2) hom&o-
morph, und ein Homdomorphismus ist etwa durch

f @ Bo(x1) = Bey(xy) f(x) = Z—f(x—xoﬂz

gegeben. Das Gleiche gilt fiir zwei abgeschlossene Kugeln im R”. ]

Beispiel 6.32
Alle offenen n-dimensionalen Quader (ai, by) X - - - X (a,, b,) sind im euklidischen
Raum R” homéomorph zueinander. Das Gleiche gilt fiir abgeschlossene Quader. B

Beispiel 6.33

Der offene Hyperwiirfel (0, 1)" ist homéomorph zur offenen Kugel B (0) im eukli-
dischen Raum R”. Das Gleiche gilt fiir den Abschluss dieser Objekte. ]
Beispiel 6.34

Weitere Beispiele zu homdomorphen Rdumen finden sich in den Beispielen 6.47 bis
6.49 und 6.74 bis 6.76 ]
Gegenbeispiel 6.35

Eine offene nicht-leere Menge im euklidischen Raum ist nicht homdomorph zu einer
abgeschlossenen Menge in diesem Raum.

Definition 6.11

Ein Folge (x,),en in einem topologischen Raum X konvergiert gegen x € X,
X, — x, wenn fiir alle Umgebungen U um x ein ng existiert, sodass x, € U fiir
alle n > ng ist; siche Abb. 6.4. Ein Punkt x € X heifit Hiufungspunkt der Folge
(xn)nen, falls in jeder Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder liegen. ¢
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Abb. 6.4 Konvergenz von
X, gegen x

., @
l.‘E'.Hu—l

ng = My ( {’v)

Beispiel 6.36

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so konvergiert eine Folge gegen x, x, — x, genau
dann, wenn fiir alle € > 0 ein ng existiert, sodass d(x,, x) < € fiir alle n > ng ist.
Gilt d(xy, x) < € fiir unendlich viele n € N, so ist x ein Haufungspunkt; siehe auch

Abschn.7.1. |
Beispiel 6.37

Ist f : X — Y stetigin x € X, und ist x,, — x, so folgt f(x,) = f(x). ]
Definition 6.12

Seien X eine nicht-leere Menge und § € P(X). Dabei heilit § Filter, wenn gilt:

l'®¢gs
2. i, heF= FINF,eF,
3. FFICFHund Fie§ = F,e3g.

Die Menge der Umgebungen von x, also £{(x), wird Umgebungsfilter von x genannt.
Ein Filter § konvergiert gegen x, wenn er den Umgebungsfilter von x enthilt, d. h.
wenn gilt: $(x) C §. Man schreibt in diesem Fall § — x. ¢

Beispiel 6.38
Sei (x,)nen eine Folge in einem topologischen Raum X. Die Menge aller Obermen-
gen der Mengen F,, = {x,|n > no} bildet einen Filter §§. Konvergiert dieser Filter

gegen x, so konvergiert insbesondere die Folge gegen x. ]
Beispiel 6.39
Die Obermengen der Intervalle (a, oo) fiir a € R bilden den Frechet-Filter auf R.
Dieser ist nicht konvergent. ]
Beispiel 6.40

Sind F : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und § ein Filter
X, so bilden die Obermengen der Mengen f(F), F € §, einen Filter  in Y. Ist f
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stetig in x und § — x, so folgt & — f(x). Diese Bedingung charakterisiert sogar

die Stetigkeit von f. |
Definition 6.13

Ein Filter 4 heif3t Ultrafilter auf X, wenn fiir alle A € X entweder A € { oder
X\A € Uist. ¢
Beispiel 6.41

Ist xg € X, so definiert 4 = {U C X | xo € U} einen Ultrafilter auf X. [ |
Beispiel 6.42

Man kann mithilfe des Zorn’schen Lemmas zeigen, dass jeder Filter in einem Ultra-
filter enthalten ist; sieche Satz 5.12 in Neunhauserer (2015). |

6.3  Topologische Konstruktionen

Definition 6.14
Seien (X, O) ein topologischer Raum und ¥ C X, so bestimmt

Dy :={¥rNoj|o e}
die Unterraumtopologie oder Spurtopologie auf Y. ¢

Beispiel 6.43
Die n-Sphére
n+1
S"={xeR™M | Y =1} R
i=1
kann mit der Unterraumtopologie des euklidischen Raumes R"*! versehen werden.

S! ergibt so die Kreislinie in der euklidischen Ebene mit der Spurtopologie und S?
ist die Kugeloberfliche im euklidischen Raum. |

Definition 6.15
Sei I eine Index-Menge und (X;, ;) fiir i € I eine Familie von topologischen
Rédumen. X sei das Produkt

X:HXi:{x|x:I—>X,~},
iel
und p; : X — X; seien die Projektion p; (x) = x(i). Wir definieren die Basis 8 der
Produkttopologie auf X durch B € ‘B, genau dann, wenn gilt:

B=(p; "0,

iel



136 6 Topologie

mit O; € O; und O; # X;, fiir endlich viele i € I. Beliebige Vereinigungen von
Mengen aus B bestimmen die offenen Mengen der Produkttopologie auf X. 4

Beispiel 6.44
Sei R mit der euklidischen Topologie versehen. R” mit dem Produkt dieser Topologie
ist der euklidische Raum mit der metrischen Topologie. ]
Beispiel 6.45

Sei die Topologie von S!, wie in Beispiel 6.38 bestimmt. Der n-Torus ist die Menge
n
T = 8" ={Gs1.oeev) 51 €S
i=1

mit der Produkttopologie; siche Abb. 6.5. ]

Beispiel 6.46
Sei das Intervall [0, 1] mit der euklidischen Topologie versehen. Die Menge

H=TTi0.1]
i=1

mit der Produkttopologie ist der Hilbert-Wiirfel. Diese Produkttopologie wird durch
die Metrik

o0
d((s), (t) =Y _|si — 1|27
i=1
erzeugt. n
Definition 6.16

Seien (X, O) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Ferner
seien X/ ~= {[x] | x € X} die Menge der Aquivalenzklassenund 7 : X — X/ ~

Abb.6.5 Der Torus T2 in R3
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die natiirliche Projektion. Die Quotiententopologie auf X/ ~ ist gegeben durch
O~ = {7 10) | 0O € O}, also durch die Urbilder der offenen Mengen in X in
Bezug auf die Projektion 7. ¢

Beispiel 6.47

Seien X = [0, 1] € R und ~ die Aquivalenzrelation, die nur die Endpunkte 0 und 1
identifiziert. Mit der Quotiententopologie bildet X/ ~ einen topologischen Raum,
der homdomorph zum Kreis S! mit der euklidischen Unterraumtopologie ist. M

Beispiel 6.48

Seien X = [0, 11> € R? und ~ die Aquivalenzrelation, die alle Randpunkte von
[0, 117 identifiziert. Mit der Quotiententopologie bildet X/ ~ einen topologischen
Raum, der homdomorph zur Kugeloberfliche S> € R3 mit der euklidischen Unter-
raumtopologie ist. ]

Beispiel 6.49
Seien X = [0, 11> € R? und ~ die Aquivalenzrelation auf X, mit (x, 0) ~ (x, 1) fiir
alle x € [0, 1]. Hier bildet X/ ~ einen topologischen Raum, der homdomorph zum

Zylindermantel Z = S' x [0, 1] € R3 mit der euklidischen Unterraumtopologie
ist. |

Beispiel 6.50

Seien X = [0, 1]> € R? und ~ die Aquivalenzrelation auf X, mit (x, 0) ~ (1—x, 1)
fiir alle x € [0, 1]. Mit der Quotiententopologie ist X/ ~ das Mobius-Band; siche
Abb. 6.6. |

Beispiel 6.51

Seien X = [0, 1]2 - R? und ~ die Aquivalenzrelation auf X, mit (x,0) ~ (x,1)
fir alle x € [0, 1], und zusitzlich (0, y) ~ (1, y) fiir alle y € [0, 1]. Mit der
Quotiententopologie ist X/ ~ der Torus T? = S! x S!. ]

Abb.6.6 Das Mobius-Band,
eingebettet in R3
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Abb. 6.7 Projektion der
Klein’schen Flasche in R?

Beispiel 6.52

Seien X = [0, 112> € R? und ~ die Aquivalenzrelation auf X mit (x,0) ~ (x, 1),
fiir alle x € [0, 1] und zusitzlich (0, y) ~ (1,1 — y) fiir alle y € [0, 1]. Mit der
Quotiententopologie ist X/ ~ die Klein’sche Flasche; siche Abb.6.7. ]

Definition 6.17

Seien I eine Index-Menge und (X;, O;) fiiri € I eine Familie von disjunkten topo-
logischen Rdumen sowie X die Vereinigung der Mengen X;. In der topologischen
Summe der Rdume ist O C X offen, genau dann, wenn O N X; offen in X; fiir alle
i elist ¢

Beispiel 6.53

Die letzte Definition ergibt zum Beispiel eine Topologie auf der Vereinigung eines
Intervalls (a, b) in R mit einer Kugel B(x) in der Ebene, jeweils mit der Unter-
raumtopologie. ]

Definition 6.18

Seien X und Y disjunkte topologische Rdume, A C X eine abgeschlossene Teil-
mengeund f : A — Y eine Abbildung. Wir definieren auf der topologischen Summe
X UY eine Aquivalenzrelation ~ durch

v=w, v,weXUY
f)=fwv,weA

v= f(w) veY, weA
w= f(v) veA weY.

VYW S

Die Menge X U Y/ ~ mit der Quotiententopologie ist die Verklebung von X und
Y mittels f. Man schreibt hierfiir auch X Uy Y'; sieche Abb.6.8. ¢
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Vo~ WS f((') — f(w)

Abb. 6.8 Verkleben topologischer Rdume

Beispiel 6.54
Seien X =[0,1],Y =1[2,3], A={0, 1} und f(0) = 2 sowie f(1) = 3. Der Raum
X Uy Y ist hombomorph zu S'. |
Beispiel 6.55

Seien X = [0, 1]* das Quadrat in der euklidischen Ebene und ¥ = {v} ein topolo-
gischer Raum mit einem Punkt. Auf der abgeschlossenen Menge A = {0} x [0, 1]
definieren wir eine Abbildung f durch f(a) = v. Der Raum X U Y ist der Kegel
iiber [0, 1]%, mit der Spitze in {v}. [ ]

6.4 Trennungseigenschaften

Definition 6.19
Sei (X, ©) ein topologischer Raum. Dann gelten folgende Definitionen:

e X heifit To-Raum, falls fiir zwei Punkte in X eine offene Menge in X existiert,
die genau einen der beiden Punkte enthilt.

e X heilit 71-Raum, falls zwei beliebige Punkte offene Umgebung haben, in der
jeweils der andere Punkt nicht liegt.

e X heifit 7>,-Raum oder Hausdorff-Raum, falls zwei beliebige Punkte offene
disjunkte Umgebung haben.

e X heilit regulér, falls jeder Punkt x € X und jede abgeschlossene Menge A € X
mit x ¢ A abgeschlossene disjunkte offene Umgebungen haben.

e X heiflt 73-Raum, falls er reguldr und Hausdorff’sch ist.

e X heifit normal, falls disjunkte abgeschlossene Menge in X disjunkte offene
Umgebungen haben.

e X heiflt 74-Raum, falls er normal und Hausdorff’sch ist.

Siehe hierzu Abb. 6.9. ¢
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Hausdorff-Raum  reguldrer Raum  normaler Raum

DoIO00ING

Abb. 6.9 Trennungseigenschaften topologischer Rdume

Beispiel 6.56

Jeder T1-Raum ist offenbar ein 7p-Raum. Der Sierpinski-Raum X = {0, 1} mit
= {X, {0}, @} ist ein Tp-Raum, aber kein 77-Raum. |

Beispiel 6.57

Jeder T>-Raum ist offenbar ein 7 -Raum. Eine unendliche Menge X mit der kofiniten

Topologie in Beispiel 6.9 ist ein 77-Raum, aber kein 7>-Raum. ]

Beispiel 6.58

Jeder T3-Raum ist gemiB unserer Definition ein 75-Raum. Die Umkehrung gilt aller-
dings nicht. Sei (R, O) die euklidische Gerade. Wir ersetzen die Familie ©(0) der
offenen Mengen um 0 durch O’ (0) = {U\M |U € D(0)},wobei M = {I/n|n € N}
ist, und erhalten so eine Topologie £’ auf R. Der Raum (R, £’) ist ein T>-Raum,
aber nicht regulidr. Der Nullpunkt und M konnen nicht durch offene Umgebungen
getrennt werden. Insbesondere ist der Raum damit kein 73-Raum. |

Beispiel 6.59

Es lisst sich zeigen, dass jeder T3-Raum auch ein 73-Raum ist. Die Umkehrung gilt
nicht. Zum Beispiel ist der Niemytzki-Raum ein 73-Raum, der nicht normal und
daher kein T4-Raum ist. Um diesen Raum zu definieren, bestimmen wir die Basis
einer Topologie auf X = {(x, y) € R? | y > 0} durch

B=OU{{x}UUs(|x eR, e >0}

wobei U, . die offene Kreisscheibe mit dem Radius € in der oberen Halbebene ist,
welche die Achse in x beriihrt. O ist hier die gewohnliche euklidische Topologie auf
X; siehe auch Steen (1978). |

Beispiel 6.60

Sind (X, d) ein metrischer Raum und 9, die von der Metrik erzeugte Topologie, so
bildet (X, O,), wie leicht zu sehen ist, einen Ty-Raum. Umgekehrt ist jeder 7y-Raum,
der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom gemiB Definition 6.8 erfiillt, metrisierbar, d. h.
es gibt eine Metrik, die die Topologie erzeugt; siche auch Querenburg (2013). MW

Definition 6.20
Eine Teilmenge A € X eines topologischen k Raumes (X, D) heift nirgends dicht,
falls das Innere ihres Abschlusses leer ist, X° = ¢. Eine abzihlbare Vereinigung
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nirgends dichter Mengen nennt man mager oder von 1. Kategorie. Falls eine Menge
nicht mager ist, heif3t sie fett oder von 2. Kategorie. Das Komplement einer mageren

Menge heil3t residuell. ¢
Beispiel 6.61
Jeder abzihlbare 71-Raum ohne isolierte Punkte ist mager in sich. ]
Beispiel 6.62
Die rationalen Zahlen und die Cantor-Menge, die wir in Beispiel 6.74 einfiihren,
sind mager in R. Die irrationalen Zahlen sind residuell in R. ]
Beispiel 6.63
Jede dichte offene Menge in einem topologischen Raum ist residuell. ]
Beispiel 6.64

Der Satz von Baire besagt, dass jeder kompakte 7>-Raum und jeder vollstindige
metrische Raum fett in sich ist; siehe auch Abschn.5.7 in Neunhduserer (2015). W

Definition 6.21

Ein 75-Raum M mit einer abzéhlbaren Basis der Topologie heiflt n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit, wenn jeder Punkt x € M eine Umgebung hat, die
homodomorph zu einer offenen Teilmenge des R” ist. Eine 2-dimensionale topologi-
sche Mannigfaltigkeit wird topologische Fliche genannt. ¢

Beispiel 6.65

Die im vorigen Abschnitt konstruierten Rdume S”, T” sind n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeiten. Die Sphire S?, der Torus T2, das Mobius-Band sowie
die Klein’sche Flasche sind topologische Flachen. |

Beispiel 6.66

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind insbesondere topologische Mannig-
faltigkeiten, mit denen sich die Differenzialgeometrie befasst; siehe auch
Abschn. 7.6. |

6.5 Kompaktheit

Definition 6.22

Ein Hausdorff-Raum (X, £) heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiliiberdeckung hat. Eine Teilmenge ¥ € X heiflt kompakt, wenn Y
mit der Unterraumtopologie kompakt ist. ¢
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Beispiel 6.67

Jedes abgeschlossene Intervall [a, 5] € R ist kompakt. Allgemeiner besagt der
Satz von Heine-Borel, dass eine Teilmenge K des euklidischen Raumes genau dann
kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist, d.h. wenn K € B, (0) fiir
ein € > 0 ist; siche auch Abschn. 5.2 in Neunhéuserer (2015). |

Gegenbeispiel 6.68

Eine offene echte Teilmenge des euklidischen Raumes R" ist nicht kompakt, da sie
nicht abgeschlossen ist. Der euklidische Raum R" selbst ist nicht kompakt; er ist
zwar abgeschlossen, aber nicht beschrdnkt.

Definition 6.23

Ein metrischer Raum (X, d) heifit total beschrinkt, wenn die Uberdeckung
{Be(x)|x € X} fiir jedes € > 0 eine endliche Teiliiberdeckung hat. ¢
Beispiel 6.69

Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er total beschrinkt und abge-
schlossen ist; siche wiederum Abschn. 5.2 in Neunhéuserer (2015).

Beispiel 6.70

Der Hilbert-Wiirfel in Beispiel 6.42 ist kompakt. |
Definition 6.24

Ein Hausdorff-Raum (X, O) heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt x € X eine
kompakte Umgebung hat. ¢
Beispiel 6.71

Jeder diskrete topologische Raum ist lokal kompakt. |
Beispiel 6.72

Der euklidische Raum R”" ist lokal kompakt, da abgeschlossene Kugeln in diesem
Raum kompakt sind. u
Definition 6.25

Seien (X, O) ein lokal kompakter Raum und oo ¢ X. Wir definieren eine Topologie
auf X U {oco} durch

Doo = DU {(X U{co)\K | K € X kompakt}.
Der Raum (X U {00}, Do) heift Alexandroff-Kompaktifizierung von X. ¢
Beispiel 6.73

Die Alexandroff-Kompaktifizierung des euklidischen Raumes R” ist die n-Sphire
S". |
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Beispiel 6.74

Die Alexandroff-Kompaktifizierung der natiirlichen Zahlen ist homéomorph zu {0} U
{1/n | n € N} mit der Ordnungstopologie; siche Beispiel 6.18. ]
Definition 6.26

Seien (X, ) ein topologischer Raum und C(X) die Menge aller stetigen Abbildun-
gen f : X — [0, 1]. Sei weiterhin [0, 1]C(X) mit der Produkttopologie versvehen.
Der Unterraum BX = {(f(x)) fec(x) | ¥ € X} € [0, 11 heiBt Stone-Cech-

Kompaktifizierung von X. ¢
Beispiel 6.75
Ist X ein kompakter Hausdorff Raum, so sind X und 8X homdomorph. |
Beispiel 6.76

Ist N mit der diskreten Topologie ausgestattet so kann die Stone-éech—Kompaktiﬁ-
zierung SN mit der Menge der Ultrafilter auf N identifiziert werden. SN wird
Parovicenko-Raum genannt. |

6.6 Zusammenhang

Definition 6.27
Ein topologischer Raum (X, ©) ist zusammenhiingend, wenn die einzigen offenen
und abgeschlossenen Mengen in O die leere Menge und der ganze Raum X sind. 4

Beispiel 6.77

Der euklidische Raum R” ist zusammenhzngend. Auch offene und abgeschlossene
Wiirfel (0, 1)” und [0, 1]" im R” sind mit der Unterraumtopologie zusammenhin-
gend. ]

Gegenbeispiel 6.78
X =[1,2]U[3,4] C R ist mit der Unterraumtopologie der euklidischen Geraden
nicht zusammenhdngend. Beide Intervalle sind offen und abgeschlossen in X.

Definition 6.28

Seien (X, ) ein topologischer Raumund x, y € X. Wir definieren eine Aquivalenz-
relation ~ auf X durch x ~ y genau dann, wenn eine zusammenhédngende Menge
C C X mitx, y € C existiert. Die Aquivalenzklassen C, = {y € X | y ~ x} heiBen
Zusammenhangskomponenten; sie bilden eine Partition von X. ¢

Beispiel 6.79
Die Zusammenhangskomponenten im obigen Beispiel sind [1, 2] und [3, 4]. [ |
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Definition 6.29

Ein topologischer Raum (X, ) heifit total unzusammenhingend, wenn alle
Zusammenhangskomponenten ein-elementig sind. ¢
Beispiel 6.80

Die rationalen Zahlen Q sind total unzusammenhéngend in der euklidischen Geraden
R. |
Beispiel 6.81

Jeder Raum ist mit der diskreten Topologie total unzusammenhéngend. ]
Beispiel 6.82

Die Cantor-Menge, C gegeben durch

o0
C = Zs,s*" | si € {0, 2}} CR,

i=1

ist total unzusammenhingend, kompakt und ohne isolierte Punkte in der euklidischen
Geraden. Mehr noch, sie ist mit diesen Eigenschaften universal; siehe Abb. 6.10 und
Abschn. 5.6. in Neunhéauserer (2015). |

Definition 6.30

Ein topologischer Raum (X, £) ist weg-zusammenhéngend, wenn fiiralle x, y € X
eine stetige Kurve ¢ : [0, 1] — X, mit ¢(0) = x und c¢(1) = y, existiert; siche
Abb.6.11. ¢

Beispiel 6.83

Die Kugeln in R” sind weg-zusammenhingend und damit auch zusammenhingend.
Man kann zeigen, dass weg-zusammenhingende Rdume zusammenhéngend sind;
siehe Querenburg (2013). |

Abb.6.10 Anniherung der
Cantor-Menge durch

Mengen C,, mit 2" Zusam- C1

menhangskomponenten
2 — — — —
C3- - =—-- - --

BB < e
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T
Y
G

Abb.6.11 Eine weg-zusammenhiingende (aber nicht konvexe) Menge in R?

Abb.6.12 Eine zusammenhingende, aber nicht weg-zusammenhingende Menge

Gegenbeispiel 6.84

Sei X = {(0,0)} U {(x,y) | y = sin(1/x), x # 0} € R? mit der Unterraumtopo-
logie versehen. X ist zusammenhdngend, aber nicht weg-zusammenhdngend; siehe
Abb.6.12.

6.7 Homotopie und die Fundamentalgruppe

Definition 6.31

Eine Homotopie von Wegen in einem topologischen Raum (X, ©) ist eine Familie
von stetigen Wegen f; : [0,1] — X, mit f;(0) = xo und f;(1) = x; fiir alle
t € [0,1], sodass F : [0,1]? — X, gegeben durch F(s,t) = f;(s), stetig ist;
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Abb.6.13 Homotopie von f{ )
zwei Wegen :

. €T
o f 1 :

siehe Abb. 6.13. Gibt es zwischen zwei Wegen fo und f; eine Homotopie, so heilen
diese Wege homotop, symbolisch: fy ~ f|. Diese ist eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Wege mit fixiertem Anfangs- und Endpunkt. Die Aquivalenzklassen
dieser Relation werden Homotopieklasse genannt. Wir setzen [f] = {g : [ —

X|f=gl ¢

Beispiel 6.85
Zwei Wege fo und fi in einem euklidischen Raum R” mit gleichen Anfangs- und
Endpunkten x¢ und x; sind homotop durch die Homotopie

fi(s) = (1 —1) fols) +1f1(s).

Die Homotopieklasse eines stetigen Weges zwischen diesen Punkten im R” besteht
aus allen stetigen Wegen zwischen diesen Punkten. Offenbar ist dies in allen konve-
xen Unterrdumen des R” der Fall. |

Definition 6.32

Sei (X, ) ein topologischer Raum. Wir betrachten stetige Schleifen zum Basispunkt
xo € X, d.h. stetige Wege mit Anfangs- und Endpunkt xo. Wir verkniipfen zwei
dieser Schleifen durch

[ f@s),  selo, 4]
Jrg(s) = {g(2s —1), s e[ 11.
Die Nullschleife ist der konstante Weg O(s) = x¢, und die inverse Schleife zu f
ist f mit f(s) = f(1 — s). Wir setzen die Verkniipfung % auf die Homotopie-
klassen der Schleifen mit dem Basispunkt xo durch [ f]x[g] = [f xg] fort. Die
Menge dieser Homotopieklassen mit der Verkniipfung  bildet die Fundamental-
gruppe 71(X, xo) des topologischen Raumes zum Basispunkt x¢. Die Klasse der
nullhomotopen Schleifen [0] ist das neutrale Element in dieser Gruppe, und die
inverse Homotopieklasse zu [ f] ist [ f ]. Fiir weg-zusammenhingende Raume ist
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die Fundamentalgruppe unabhéingig vom Basispunkt. Wir schreiben in diesem Fall
m1(X) = m (X, xo). ¢

Beispiel 6.86

Im euklidischen Raum R” sind alle Schleifen nullhomotop; damit ist die Funda-
mentalgruppe trivial: 71 (R") = {[0]}. Das Gleiche gilt offenbar fiir alle konvexen
Unterrdume des R”. [ |

Beispiel 6.87
Die Fundamentalgruppe des Kreises S' ist isomorph zu (Z, +). Man kann den Iso-
morphismus ¢ : Z — m(Sl, (1, 0)) durch ¢ (k) = [uy] mit ug(s) = (cos(2mwks),

sin(2wks)) angeben. |
Definition 6.33

Ein weg-zusammenhingender Raum topologischer Raum mit trivialer Fundamen-
talgruppe heifit einfach zusammenhéingend. ¢
Beispiel 6.88

Wir haben schon gesehen, dass R" einfach zusammenhéngend ist. Das Gleiche gilt
auch fiir die n-Sphére S” fiir n > 2, da alle Schleifen in diesen Raumen nullhomotop
sind. ]

Gegenbeispiel 6.89
Wir haben in Beispiel 6.87 gesehen, dass S' nicht nullhomotop ist. Das Gleiche gilt
fiir den n-Torus T" = [[}_, S', fiir den = (T") = Z" gilt.

Definition 6.34

Seien (X,9Ox) und (Y,9O,) zwei topologische Ridume. Zwei Abbildungen
f,8 : X — Y heilen homotop, wenn es eine stetige Abbildung ® : X x [0, 1] —
Y, mit ®(x,0) = f(x) und ®(x,1) = g(x), gibt. Die Rdume X und Y heilen
homotopiesquivalent, wenn es stetige Abbildungen f : X — Yundg:Y — X
gibt, deren Kompositionen f o g und g o f homotop zur Identitit sind. Man schreibt
in diesem Fall X >~ Y. ¢

Beispiel 6.90
Homdoomorphe Riume sind offenbar homotopiedquivalent: X =Y = X ~Y. N

Beispiel 6.91

Der Kreis S! und der Annulus A = {(x,y) € R> | 1 < x> + y?> < 4} in der
euklidischen Ebene sind homotopieidquivalent, aber nicht hom&omorph; siehe Steen
(1978). ]
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Gegenbeispiel 6.92
Der euklidische Raum R" und die n-Sphéire S" sind nicht homotopiedquivalent,
obwohl die Rdume fiir n > 2 die gleiche Fundamentalgruppe haben.

Definition 6.35

Ein topologischer Knoten ist eine stetige Abbildung k : [0, 1] — R3, mit k(0) =
k(1), die auf (0, 1) injektiv ist. Zwei Knoten kg und k; sind isotop, wenn es eine
Homotopie F : [0, 11> — R3 gibt, sodass F(r,0) = ko(t), F(t,1) = ki(¢) und
ks(t) = F(t,s) fir alle s € [0, 1] ein Knoten ist. Isotopie von Knoten ist eine
Aquivalenzrelation, und zwei Knoten in der gleichen Aquivalenzklasse sind im Sinne
der Knotentheorie gleich. ¢

Beispiel 6.93

Der triviale Knoten ist zum Beispiel gegeben durch einen Kreis {(x,y,0) €
R3 | x2 4 y% = 1} in R3. Eine Ellipse in R? ist isotop zum trivialen Knoten, also nur
eine andere Darstellung dieses Knotens. ]

Beispiel 6.94
Der einfachste Knoten, der nicht isotop zum trivialen Knoten ist, ist der Kleeblatt-
knoten mit der Darstellung

k() = ((2 4 cos(6mrt)) cos(4rt), (2 4 cos(b6mt)) sin(4rt), sin(67tt))T.

Siehe hierzu Abb. 6.14. |

Abb.6.14 Der
Kleeblattknoten
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6.8 Simplizialkomplexe und Homologiegruppen

Definition 6.36

Sei E = {eg, e1,...,ex} € R” eine affin-unabhiingige, Menge d.h. dass {e] —
e, ..., er — eo} linear unabhingig ist. Das von E aufgespannte k-Simplex ist gege-
ben durch

k k
A=AE)={xeR"|x=> ke, 4 €[0,1], Y 2 =1}
i=0 i=0

Ist E eine echte Teilmenge von E, so wird A (E) eine Facette oder Seite von A (E)
genannt. Die Vereinigung aller Facetten eines Simplex A bildet dessen Rand 9 A. 4

Beispiel 6.95

Die 1-Simplizes sind Strecken, die 2-Simplizes sind Dreiecke und die 3-Simplizes
sind Tetraeder. Der Rand eines 1-Simplex besteht aus den beiden Endpunkten der
Strecke, der Rand eines 2-Simplex besteht aus der Vereinigung der drei Strecken, die
das Dreieck begrenzen und der Rand eines 3-Simplex besteht aus den vier Dreiecken,

die das Tetraeder begrenzen. Siehe hierzu Abb. 6.15. ]
Beispiel 6.96

Die Menge {x € R"|x; > 0, Z?:l x; < 1} ist das Einheitssimplex in R". [ |
Definition 6.37

Ein Simplizialkomplex K ist eine Menge von Simplizes in R” mit den folgenden
Eigenschaften:

1. Jede Facette eines Simplex in /C liegt auch in /.
2. Ist der Schnitt von zwei Simplizes A1, A, nicht leer, so ist der Schnitt A1 N Ap
sowohl eine Facette von A als auch eine Facette von A».

Abb.6.15 Ein 1-,2- und 3-Simplex in R?
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Die Dimension eines Simplizialkomplex K ist die groite Zahl k& > 0, sodass K
ein k-Simplex enthélt. Man spricht in diesem Falle auch von einem k-Simplizial-
komplex. ¢

Beispiel 6.97

Zwei Dreiecke, die genau eine Kante oder genau einen Eckpunkt gemeinsam haben,
konstituieren einen 2-Simplizialkomplex. Genauso konstituieren n Dreiecke, die
wechselseitig genau eine Kante oder genau einen Eckpunkt gemeinsam haben, einen
Simplizialkomplex. ]

Beispiel 6.98

Zwei Tetraeder, die genau eine Seite, eine Kante oder einen Eckpunkt gemeinsam
haben, konstituieren einen 3-Simplizialkomplex. Genauso konstituieren n Tetraeder,
die wechselseitig genau eine Seite, eine Kante oder einen Eckpunkt gemeinsam

haben, einen Simplizialkomplex. |
Definition 6.38

Ein topologischer Raum heif3t triangulierbar, wenn er homdomorph zu einem Sim-
plizialkomplex ist. ¢
Beispiel 6.99

Das abgeschlossene Quadrat [0, 1]2 C RZ? ist offensichtlich unter Verwendung von
zwei Dreiecken triangulierbar. Die abgeschlossene Kreisscheibe ist damit auch tri-
angulierbar, da sie homéomorph zu [0, 172 ist. |

Beispiel 6.100

Eine Triangulation der Sphire S> C R? und des Torus T?> € R3 bis auf Homdomor-
phie durch 2-Simplizes zeigt Abb. 6.16. Hierbei sind die 1-Simplizes mit der gleichen
Bezeichnung und die korrespondierenden Randpunkte in R? zu identifizieren. W

a b c
[
e e
f f
g g
@
a b c

Abb.6.16 Triangulierung der Sphire und des Torus
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Beispiel 6.101

Kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten, die wir in 7.27 definieren, sind tri-
angulierbar. Beispielsweise sind alle Sphiren S” € R”*! und alle Tori T" € R"*!
triangulierbar. Das Gleiche gilt fiir alle topologischen Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sion kleiner 4, siche hierzu Definition 5.21 und Moise (1977). |

Gegenbeispiel 6.102
Nicht kompakte Ridume sind offenbar nicht triangulierbar, da ein Simplizialkomplex
kompakt ist. So ist etwa das offene Quadrat (0, 1)? nicht triangulierbar.

Gegenbeispiel 6.103
Nicht alle kompakten topologischen Mannigfaltigkeiten der Dimension n mit n > 4
sind triangulierbar, siehe Definition 6.21 und Manolescu (2016).

Definition 6.39

Sei I ein n-Simplizialkomplex. Wir ordnen die Ecken des Simplizialkomplexes
(eg, . .., ey) und identifizieren zwei Ordnungen, wenn sich diese durch eine gerade
Permutation ineinander iiberfiihren lassen. Jedes Simplex in X hat damit genau zwei
Ordnungen o; und ¢; und wir definieren —o; = ¢; also das Inverse eines Simplex
durch die Umkehrung seiner Ordnung. Die freie Abel’sche Gruppe iiber den k-
Simplizes in K ist nun gegeben durch

,
Ci(K) = 1) " Xioj | A € Z, oj ist ein k-Simplex

i=1

und die Randabbildung 0 : Cx(K) — C;_1(K) ist gegeben durch

k
d((eg, ..., er)) = Z(—l)i(eo, e, T, k),

i=0

wobei —e; bedeutet, das e; ausgelassen wird. Diese Abbildung ist ein Gruppen-
homomorphismus und wir definieren nun die k-te Homologiegruppe durch den
Quotienten

Hi(K) = Kern(dx)/Im(8+1) = Kern(dx)/9+1(Cr+1(K))
= {0 + O+1(Crs1(K)) | 0 (0) = 0}

Ist ein topologischer Raum X durch /C triangulierbar, so setzen wir Hx (X) = Hy (K).
Zwei Triangulierugen von X ergeben hierbei die gleichen Homologiegruppen, da
diese fiir homdomorphe Riaume gleich sind. Die k-te Bettizahl eines Simplizial-
komplexes B (K), bzw. eines triangulierbaren topologischen Raumes B (X), ist die
Dimension von Hy(X) iiber Z. ¢
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Beispiel 6.104

Sei der Kreisring S! durch die Kanten eines Dreiecks trianguliert. Wir erhalten
Kern(dg) = 73 und Im(3;) = Z2, also Ho(S!) = Z und Bo(S!) = 1. Weiter-
hin gilt Kern(d1) = Z und Im(9;) = {0}, also H; (S = Z und Bi(S") = 1. Da
Kern(d,) = {0}, gilt Ho(S') = {0} und B>(S') = 0. Man kann dieses Ergebnis
anschaulich deuten: S! hat eine Zusammenhangskomponente, ein zweidimensiona-
les Loch, schlie3t aber keine Hohlrdume ein. [ |

Beispiel 6.105

Fiir die Oberfliche der Kugel S? erhilt man Hy(S?) = Hy(S?) = Z und H(S?) =
{0} also Bo(S?) = B(S*) = 1 und B1(S?) = 0. Anschaulich gesprochen hat
S? eine Zusammenhangskomponente, kein zweidimensionales Loch, aber einen
Hohlraum. |

Beispiel 6.106
Fiir den Torus T2 = S! x S! erhalten wir Hy(T?) = H,(T?) = Z und H,(T?) = 72
und damit Bo(T?) = B2(T?) = 1 aber B;(T?) = 2. T? hat eine Zusammenhangs-

komponente, zwei zweidimensionale Locher und einen Hohlraum. |
Beispiel 6.107
Hat X n Zusammenhangskomponenten, so gilt immer Hp(X) = Z" also

Bo(X) = n. u



®

Check for
updates

Analysis: Konvergenz und

Differenziation

Inhaltsverzeichnis

7.1 Folgenund Reithen ........ .o 154
7.2 Potenzreihen und elementare Funktionen .................oiiiiiiiiiiiiinennn.n. 161
7.3 Grenzwerte von Funktionen .......... ... ... 169
7.4  Differenzierbare Funktionen ..............ooiuiiiiiiii i 173
7.5 Gewohnliche Differenzialgleichungen ................... .. ... ool 183
7.6 DifferenzialZeOmetrie .. .. .....o.iuiu it 187
7.7 Differenzialformen . ........ ... . 193

In diesem Kapitel findet der Leser eine Einfiihrung in die Grundbegriffe der Ana-
lysis, die iiblicherweise in einem Vorlesungszyklus zur Analysis behandelt werden.
Wir definieren zunéchst die Konvergenz und die bestimmte Divergenz von Folgen
und Reihen sowie Cauchy-Folgen und fiihren damit den Begriff der Vollstdndigkeit
ein. In Abschn.7.2 betrachten wir Potenzreihen und definieren mit ihrer Hilfe ele-
mentare Funktionen und deren Umkehrfunktionen. Zu diesen Funktionen zeigen wir
einige Abbildungen zur Veranschaulichung. Der recht kurze Abschn.7.3 ist eigent-
lichen und uneigentlichen Grenzwerten von Funktionen gewidmet. Im umfangrei-
chen Abschn. 7.4 kommen wir mit dem Thema der differenzierbaren Funktionen zu
einem Herzstiick der Analysis. Wir definieren partielle und totale Differenzierbarkeit
sowie die einfache und die mehrfache Ableitung einer differenzierbaren Funktion.
Der Leser findet in den Beispielen unter anderem die Ableitungen aller elementaren
Funktionen. Mit Hilfe der Ableitung fithren wir weiterhin die Rotation und Divergenz
von Vektorfeldern und die Taylor-reihe einer glatten Funktion ein. Im Abschn.7.5
bieten wir eine Einfithrung in die Grundbegriffe der Theorie gewohnlicher Diffe-
renzialgleichungen und stellen eine Reihe wichtiger Differenzialgleichungen vor.
Abschn. 7.6 ist der Differenzialgeometrie vorbehalten und kann auch als Ergénzung
zu Kap.5 angesehen werden. Wir definieren Mannigfaltigkeiten, Tangentialrdume
und damit differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten sowie die bei-
den Fundamentalformen auf Mannigfaltigkeiten. Damit konnen wir insbesondere die
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durch die erste Fundamentalform induzierte Metrik und die durch die zweite Fun-
damentalform induzierten Kriimmungen einfiihren. Im letzten Abschnitt des Kapi-
tels fiihren wir Differenzialformen ein und definieren das dulere Differenzial dieser
Formen.

Zu den Sitzen und Beweisen der Analysis empfehlen wir die Lehrbiicher von
Forster (2013) und von Heuser (2009/2012). Eine Vertiefung der Theorie der gewhn-
lichen Differenzialgleichungen bietet Heuser (2009). Zur Differenzialgeometrie mag
der Leser zusitzlich Kiihnel (2013) zu Rate ziehen.

7.1 Folgen und Reihen

Definition 7.1
Eine Folge von reellen Zahlen (x,)yeny = (x,) = (x1, x2, x3, ...) konvergiert
gegen den Grenzwert x € R, wenn es fiir alle € > 0 ein ng > 0 gibt, sodass gilt:

|x, — x| < €
fiir alle n > n¢. Man schreibt hierfiir kurz

lim x, =x oder x, — x.
n—oo

Diese Definition ist ein Spezialfall der Konvergenz in einem metrischen (oder allge-
meiner topologischen) Raum gemiB Definition 6.11; siehe Beispiel 6.32. Die Metrik
auf R ist hierbei gegeben durch d(x, y) = |x — y|, wobei | - | der Betrag einer reellen
Zahl ist. Eine Folge von reellen Zahlen (x,) divergiert gegen oo, wenn es fiir alle
M > 0 ein ng gibt, sodass x,, > M fiir alle n > ny ist; die Folge divergiert gegen
—o00, wenn es fiir alle M < 0 ein ng > 0 gibt, sodass x, < M fiir alle n > ng ist.
Man spricht in diesen Fillen auch von bestimmter Divergenz oder uneigentlicher

Konvergenz. ¢
Beispiel 7.1
Einige wichtige konvergente Folgen reeller Zahlen sind folgende:
0, a<0 00, a > 1
limn*=4{1, a=0; lima" =41, a=1
e 00, a>0 e 0, ae(—1,1);

lim Ya=1, a>0; lim ¥n=1;

n—o0 n—oo

n—oo

n
lim (1 + C—l) =Y lim n(¥a — 1) = In(a), a > 0.
n n—00



7.1 Folgen und Reihen 155

Beispiel 7.2
Ist eine Folge reeller Zahlen (x,) monoton steigend, d.h. ist x,,.; > x,, und nach
oben beschrinkt, so konvergiert die Folge gegen ihr Supremum:

lim x, =sup{x, |n € N};
n—>oo

siche Abb.7.1. Ist eine Folge reeller Zahlen (x,,) monoton fallend, d. h. ist x,+| <
Xn, und nach unten beschrinkt, so konvergiert die Folge gegen ihr Infimum:

lim x, = inf{x, | n € N}.
n—>oo

Gegenbeispiel 7.3
Die Folge (—1)") = (—1, 1, —1, 1, ...) ist nicht konvergent und nicht bestimmt
divergent.

Definition 7.2
x € Rist ein Haufungspunkt einer Folge reeller Zahlen (x,), wenn fiir alle € > 0
gilt:

|xn_x| <€,

0.8 ®

0.6 4

0.4 1

0.2

Abb.7.1 Eine monoton steigende, nach oben beschriinkte Folge
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fiir unendlich viele n € N. Dies ist ein Spezialfall der Definition eines Haufungs-
punkts in Definition 6.11. und Beispiel 6.36 Ist die Folge nach oben (bzw. unten)
unbeschrinkt, nennen wir oo (bzw. —oo) einen uneigentlichen Hiufungspunkt der
Folge. Der Limessuperior der Folge ist ihr grof3ter Haufungspunkt und der Limesin-
ferior ist ihr kleinster Haufungspunkt, wobei wir Haufungspunkte in R U {—o0, oo}
betrachten. Es sei angemerkt, dass der Satz von Bolzano-Weierstrall besagt, dass
fiir beschriinkte Folgen ein grofiter und ein kleinster Haufungspunkt in R existiert;
siche Heuser (2009/2012). Unbeschridnkte Folgen haben geméf3 unserer Definition
mindestens einen der Haufungspunkte oo und —oo. Der Limessuperior bzw. der
Limesinferior einer Folge (x,) wird mit

limsupx, bzw. liminfx,

n— 00 n—00
bezeichnet. ¢
Beispiel 7.4
Es gilt
limsup(—1)" =1 wund liminf (-1)" = —1,
n— oo

n—o00

und dies sind die einzigen Haufungspunkte der Folge ((—1))". Fiira < —1 gilt

limsupa” =00 und liminfa" = —o0,
n— 00 n—o00
und dies sind die einzigen Haufungspunkte der Folge (a™). ]
Beispiel 7.5
Es gilt
limsupsin(n) =1 und liminfsin(n) = —1,
n— 00 n—oo

und jeder Punkt in [—1, 1] ist ein Haufungspunkt der Folge; siehe Heuser
(2009/2012). |

Beispiel 7.6
Sei (py,) die Folge der Primzahlen. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass

lim sup(py4+1 — pn) = 00,
n—0oo

d.h. die Folge der Differenzen von Primzahlpaaren ist unbeschrinkt. Erst vor kurzem
hat Zhang (2014) bewiesen, dass gilt:

lim inf (pp+1 — pn) < 00,
n—oo
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d. h. dass es unendlich viele Primzahlenpaare gibt, deren Differenz beschrinkt bleibt.
Es wird vermutet, dass es unendlich viele Primzahlen mit dem Abstand zwei gibt,
also dass lim inf,,_, oo (P41 — pn) = 2 gilt. |

Definition 7.3
Eine Reihe reeller Zahlen ist eine Folge von Summen reeller Zahlen a; € R der

Form
n
(22).
k=1 neN

Konvergiert diese Folge, so sagt man, dass die Reihe konvergiert, und bezeichnet
den Grenzwert mit

o0
>
k=1

Man sagt, dass die Reihe absolut konvergiert, wenn sogar die Folge der Summe

der Betrige
n
(Z |ak|>
k=1 neN

konvergiert. Wir weisen darauf hin, dass in der Literatur manchmal auch der Grenz-
wert der betrachteten Folge von Summen und nicht die Folge selbst als Reihe bezeich-

net wird. ¢
Beispiel 7.7
Fiir die geometrische Reihe mita € (—1, 1) gilt
o0
1
Zak_l = 1—a
k=1 -4
|
Beispiel 7.8
Die Riemann’sche ¢ -Reihe
ka
k=1 neN
konvergiert fiir a > 1. Der Grenzwert wird mit ¢ (a) bezeichnet. Speziell gilt ¢ (2) =
72/6, £(4) = 7*/90 und ¢ (6) = 7°/945; siche Heuser (2009/2012). [ |

Beispiel 7.9
Die alternierende Reihe

(Z(_ 1)k+1ak>
k=1

neN
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konvergiert, wenn a; > 0 und a; — 0 ist. Die Konvergenz ist im Allgemeinen aber
nicht absolut. Speziell gilt

00 1 00 1 -
§ —1 k-‘rl_:l 27 E -1 k+1—:_.
k=l( : k " k=1( : 2k—1 4

Gegenbeispiel 7.10
Die harmonische Reihe

().,

divergiert. Es handelt sich um eine bestimmte Divergenz mit dem Grenzwert 0o. Die

1 neN

divergiert unbestimmt.
Definition 7.4

Ein unendliches Produkt einer Folge von reellen oder komplexen Zahlen (ax)
ungleich null,

o0
[T a.
k=1
ist der Grenzwert der Folge (I—[Zzl ay), falls dieser existiert und nicht null ist. ¢

Beispiel 7.11
Das wohl bekannteste unendliche Produkt ist das Wallis-Produkt

n_lo—ol 4n? )
2 A -1

siehe Heuser (2009/2012). |
Beispiel 7.12
Fiir || < 1 gilt
o
(1—g") = Y (-1 g™ %"
n=1 nez

Dieses Resultat heifit Pentagonalzahlensatz; siche Neunhzuserer (2015). [ |
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Definition 7.5

Sei (V, || - ||) ein normierter Raum; siehe hierzu Definition 4.21. Eine Folge von
Vektoren in V, (v(n)),cN, konvergiert gegen den Grenzwert v € V, wenn es fiir
alle € > 0 ein ng > 0 gibt, sodass gilt:

[lv(n) —v|| <,

fiir alle n > ng. Eine Reihe in V ist eine Folge in V der Form

(Z v(k)) )
k=1 neN

Konvergiert diese Folge, so wird der Grenzwert wie in R mit
o0
D u
k=1

bezeichnet. Die Reihe konvergiert absolut, wenn die reelle Folge der Normen

(va(km)
k=1 neN

konvergiert. ¢

Beispiel 7.13
Betrachten wir den Vektorraum R¥ mit der euklidischen Norm

k
ol =@ = | Y97
i=1
so lasst sich zeigen, dass eine Folge (v(n)) = ((vi(n), ..., ve(mNT) genau dann

gegen v = (vq, ... )T konvergiert, wenn die reellen Koordinatenfolgen (v; (1))
gegen v;, fiiri = 1, ...k, konvergieren. Auch die Konvergenz von Reihen lésst sich
so auf die Konvergenz der Koordinatenfolgen zuriickfiihren. Es sei noch angemerkt,
dass die absolute Konvergenz einer Reihe im R deren Konvergenz impliziert; siche
hierzu wieder Heuser (2009/2012). |

Beispiel 7.14
Betrachten wir den Vektorraum der komplexen Zahlen C mit der euklidischen Norm

llzll = llx + yill = y/x* + ¥2,
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so konvergiert eine Folge (z,,) = (x,, + y,i) in C gegen z = x + yi € C genau dann,
wenn Realteil und Imaginérteil von z,, gegen den Realteil bzw. den Imaginirteil
von z konvergieren: x, — x und y, — y. Die Konvergenz einer Reihe komplexer
Zahlen lasst sich damit auf die Konvergenz des Realteils und des Imaginérteils der
Reihe zuriickfiihren, und fiir den Grenzwert gilt

Z(xn + yui) = (an) + (ZYn> i
n=1 n=1 n=1

Wie in R¥ Iisst sich die Konvergenz von Folgen im Raum C* mit der euklidischen

Norm auf die Konvergenz der Koordinatenfolgen zuriickfiihren. |
Beispiel 7.15

Konvergenz von Folgen und Reihen in Funktionen- und in Folgenrdumen ist ein
grundlegender Gegenstand der Funktionalanalysis; siche Kap. 10. ]
Definition 7.6

Sei (X, d) ein metrischer Raum, im Sinne von Abschn. 6.1. Eine Folge (x,) in X
heifit Cauchy-Folge, wenn es fiir alle € > 0 ein ng > 0 gibt, sodass gilt:

d(xp, xXm) < €,

fiir alle n, m > ng. Eine Folge in einem normierten Raum (V/, || - ||) ist eine Cauchy-
Folge, wenn sie eine Cauchy-Folge in Bezug auf die durch die Norm induzierte
Metrik d(v, w) = ||lv — w]|| ist. Konvergente Folgen in metrischen Riaumen sind
offenbar Cauchy-Folgen; siehe Beispiel 6.32. Ein metrischer Raum (X, d) heif3t voll-
stindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Ein normierter Raum (V, || - ||)
heif3t vollstindig, wenn (V, d) fiir die durch die Norm induzierte Metrik vollstindig
ist. Aquivalent hierzu ist, dass in (V, || - ||) jede absolut konvergente Reihe auch
konvergiert ist; siche Heuser (2009/2012). ¢

Beispiel 7.16

Ein Dezimalbruch (ZZ=1 aklO_k), mit a; € {0, ..., 9}, bildet eine Cauchy-Folge
im normieren Raum R mit der Betragsnorm. Fiir b € N mit b > 2 ist ein b-adischer
Bruch (Zzzl akb_k), mit a; € {0, ..., b — 1}, auch eine Cauchy-Folge in R in
Bezug auf diese Norm. ]

Beispiel 7.17

Man kann in der Analysis zeigen, dass R und damit C sowie R"” und C" vollstin-
dige normierte Rdume sind; sieche Heuser (2009/2012). Insbesondere sind daher die
Cauchy-Folgen im letzten Beispiel in R konvergent, und man kann zeigen, dass sich
alle irrationalen reellen Zahlen durch unendliche Dezimalbriiche oder unendliche b-
adische Briiche eindeutig darstellen lassen. Fiir rationale Zahlen ist diese Darstellung
offenbar zweideutig. n
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Beispiel 7.18

Viele weitere Beispiele vollstdndiger normierter Rdume zeigen wir in Kap.10. W
Beispiel 7.19

Jeder kompakte metrische Raum ist vollstidndig; hierzu finden sich einige Beispiele
in Kap. 6. |
Gegenbeispiel 7.20

Die rationalen Zahlen Q sind nicht vollstindig. Zum Beispiel definiert x,+1 =
Xn/2+ 1/x,, mit x; = 1, eine Cauchy-Folge, die in Q nicht konvergiert. Der Grenz-
wert der Folge in R ist /2 ¢ Q.

7.2 Potenzreihen und elementare Funktionen

Definition 7.7
Sei (ay) eine Folge reeller Zahlen. Eine reelle Potenzreihe ist eine Reihe der Form
(ZZ:O akxk)neNO, mit x € R. Konvergiert die Reihe fiir x € R, so bezeichnet

fo) =) axt
k=0

den Grenzwert. Wir weisen darauf hin, dass in der Literatur manchmal f (x), also der
Grenzwert der Reihe und nicht die Reihe als Folge reeller Zahlen, als Potenzreihe
bezeichnet wird. Existiert f(x) so existiert f(x) auch fiir alle x € (—|x|, |x]|). Der
Konvergenzradius der Potenzreihen zur Folge (ay) ist die grofite reelle Zahl r > 0,
sodass der Grenzwert f(x) fiir x € (—r,r) existiert, sofern diese Zahl existiert.
Konvergieren die Reihen nur fiir x = 0, dann ist der Konvergenzradius null. Sind
die Reihen fiir alle x € R konvergent, dann ist der Konvergenzradius unendlich. 4

Beispiel 7.21
Der Grenzwert

fy =) x*
k=0

existiert fiir x € (—1, 1); der Konvergenzradius ist also eins.

f(x) =Z%xk

k=0

hat auch den Konvergenzradius eins, aber in diesem Fall existiert f(—1). |
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Beispiel 7.22

[e¢]

foo =) 25"

k=0
konvergiert fiir x € (—1/2, 1/2), und

f) =) kix*
k=0

konvergiert nur fiir x = 0. n
Beispiel 7.23

Viele Beispiele fiir Potenzreihen mit unendlichem Konvergenzradius zeigen wir in
den folgenden Definitionen elementarer Funktionen. ]
Definition 7.8

Sei (ax) eine Folge reeller Zahlen, die nur fiir endlich viele Eintrdge nicht null ist,
so existieren die Potenzreihen f(x) offensichtlich fiir alle x € R. Die zugehorige
Funktion f : R — R wird ganz-rational genannt. Sind p, g : R — R zwei ganz-
rationale Funktionen, dann heifit g : {x € Rlg(x) # 0} — R, gegeben durch
g(x) = p(x)/q(x), gebrochen-rationale Funktion; siche Abb.7.2. ¢

Definition 7.9
Die natiirliche Exponentialfunktion exp : R — R ist gegeben durch

Man kann aus dieser Definition die Funktionalgleichung ¢*t?¥ = ¢*e¥ mit ¥ = 1
und ¢! = e herleiten, und die Potenzreihe ist durch diese Gleichungen eindeutig
bestimmt. e ist die Euler-Konstante, die wir schon in Beispiel 1.58 definiert hatten.
Die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion ist der natiirliche Loga-
rithmus In : RT™ — R, der die Funktionsgleichung In(xy) = In(x) + In(y) mit
In(1) = 0O erfiillt; siehe Abb.7.3. Mit Hilfe dieser Funktion l4sst sich die allgemeine
Exponentialfunktion ¢* : R — RT durch a* = ¢™@~ fiir ¢ > 0 definieren. Als
Umkehrung erhalten wir den allgemeinen Logarithmus log, : R — R. ¢

Definition 7.10
Die trigonometrischen Funktionen Sinus, sin : R — [—1, 1], und Cosinus,
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Abb.7.2 Eine ganz-rationale Funktion f und eine gebrochen-rationale Funktion g

-4 3

Abb. 7.3 Exponentialfunktion und Logarithmus
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s : R — [—1, 1], sind gegeben durch

2k+1

sin(x) = Z( 1)"(2’;“)'

2k

S
cos(x)—,;( 1) 20!

wobei die entsprechenden Reihen fiir alle x € R konvergieren. Aus der Definition
erhilt man — durch eine etwas aufwendige Rechnung — die Gleichung

(sin(x))? + (cos(x))> =1,  mit sin(z/2) =1, cos(n/2) =0,

gemil} der Definition der Archimedes-Konstanten 7 in Beispiel 1.57. Geome-
trisch interpretiert, parametrisieren Sinus und Cosinus den Einheitskreis S' =
{(x, y)|x2 + y2 = 1}. Hierbei sind sin(x) die Ldnge der Gegenkathete und cos(x)
die Léange der Ankathete im rechtwinkligen Dreieck im Einheitskreis, wobei x die
Bogenlinge ist; siche Abb.7.4. Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Arcussi-
nus, arcsin : [—1, 1] — [—7/2, 7 /2], und die Umkehrfunktion des Cosinus ist
der Arcuscosinus, arccos : [—1, 1] — [0, r]; siche Abb.7.5. Weiterhin definieren

-

0.8
06
0.4

02

-0.2 0.6 0.8

“cos()

Abb. 7.4 Sinus und Cosinus am Einheitskreis
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arccos(x)

w2

sin(z)

cos(x)

arcsin(z)

Abb.7.5 Die Funktionen Sinus, Cosinus, Arcussinus und Arcuscosinus

wir die trigonometrischen Funktionen Tangens, tan : R\{kw +7/2 | k € Z} — R,
und Cotangens, cot : R\{kmw | k € Z} — R, durch

sinx) bzw. cot(x) = cos(x)

cos(x) sin(x)

tan(x) =

Geometrisch interpretiert ist der Tangens der Quotient aus der Liange der Gegenka-
thete und der Linge der Ankathete in rechtwinkligen Dreiecken im Einheitskreis.
Der Cotangens ist der Kehrwert des Tangens. Die Umkehrfunktion des Tangens
ist der Arcustangens, arctan : R — (—m/2, 7/2), und die Umkehrfunktion des
Cotangens ist der Arcuscotangens, arccot : R — (0, ); siche Abb.7.6. ¢

Definition 7.11
Die hyperbolischen Funktionen, also Sinus Hyperbolicus, sinh : R — R, und
Cosinus Hyperbolicus, cosh : R — (1, 00), sind gegeben durch

o x2k+1

sinh ()C) = m
k=0 ’

o 2k

cosh(x) = Z ()2Ck)"

k=0
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—_ tan(z)

arctan

£
2
.,

arccot(x)

Abb.7.6 Die Funktionen Tangens und Cotangens

wobei die entsprechenden Reihen fiir alle x € R konvergieren; siche Abb.7.7. Aus
der Definition erhélt man die Funktionalgleichung

(cosh(x))? — (sinh(x))> =1, mit sinh(0) = 0, cosh(0) = 1.

Die hyperbolischen Funktionen parametrisieren damit die Einheitshyperbel, gegeben
durch x? — y? = 1. Die Umkehrfunktion des Sinus Hyperbolicus ist der Areasinus
Hyperbolicus, arsinh : R — R, und die Umkehrfunktion des Cosinus Hyperbolicus
ist der Areacosinus Hyperbolicus, arcosh : [1, co) — [0, 00). Weiterhin definieren
wir die hyperbolischen Funktionen Tangens Hyperbolicus, tanh : R — (-1, 1),
und Cotangens Hyperbolicus, coth : R\{0} — (—o0, —1) U (1, 00), durch

sinh(x) cosh(x)
bzw. coth(x) = — .
cosh(x) sinh(x)

tanh(x) =

Die Umkehrfunktion des Tangens Hyperbolicus ist der Areatangens Hyperbolicus,
artanh : (—1, 1) — R, und die Umkehrfunktion des Cotangens Hyperbolicus ist der
Areacotangens Hyperbolicus, arcoth : (—oo, —1) U (1, 00) — R\{0}. ¢

Definition 7.12

Seien A eine Menge und (X, d) ein metrischer Raum. Seien f, fiirn € Nund f
Funktionen von A nach X, also f, : A — X. Die Funktionsfolge (f,,) konver-
giert punktweise gegen f, wenn gilt: d(f,,(x), f(x)) — 0, fiir alle x € A. Die
Funktionsfolge konvergiert gleichméfig gegen f, wenn

dp = sup{d (fu(x), f(x)) | x € A}
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éifcosh(:r;)

Abb. 7.7 Die Funktionen Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus und ihre Umkehrfunk-
tionen

fiir alle n € N endlich ist und mit n — oo gegen 0 konvergiert. Ist A ein metrischer
(oder allgemeiner: ein topologischer) Raum, so konvergiert (f;,) lokal gleichmi-
Big gegen f, wenn es zu jedem x € A eine offene Umgebung U (x) gibt, sodass
die Funktionenfolge auf U (x) gleichmiBig gegen f konvergiert. (f,) konvergiert
kompakt gegen f, wenn die Funktionsfolge auf jeder kompakten Menge K C A
gleichmiBig gegen f konvergiert. Es sei angemerkt, dass lokal gleichméBige Konver-
genz eine kompakte Konvergenz impliziert. Hat jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung in einem Raum, dann gilt sogar die Umkehrung, und die Begriffe der kom-
pakten und der lokal gleichméBigen Konvergenz fallen zusammen; sieche Heuser
(2009/2012). ¢

Beispiel 7.24

Die Funktionsfolge f, : [0, 1] — [0, 1], gegeben durch f,(x) = x", konvergiert
punktweise gegen f(x) = O fiir x € [0, 1) und gegen f(x) = 1 fiir x = 1. Die
Funktionsfolge konvergiert aber nicht gleichmiBig oder lokal gleichmiBig. Betrach-
ten wir die Funktionsfolge allerdings auf einem Intervall [0, /] mit 0 < b < 1, so
konvergiert sie gleichméBig gegen die Nullfunktion. Auf dem Intervall [0, 1) ist die
Konvergenz zwar nicht gleichméBig, aber lokal gleichmaBig; siehe Abb.7.8. |



168 7 Analysis: Konvergenz und Differenziation

0.8 4
0.6 1
0.4 4
0.2 {

—

Abb.7.8 Die Funktionenfolge f(x) = x"

Beispiel 7.25

Eine auf dem Intervall (—r, r) oder auf ganz R punktweise konvergente Potenzreihe
konvergiert dort lokal gleichméBig und damit kompakt, aber im Allgemeinen nicht
gleichmiBig. So konvergiert etwa die Reihe (3~ _, x¥/k!) auf R nicht gleichmiBig
gegen f(x) = e*. Auf jedem endlichen Intervall ist die Konvergenz dieser Reihe
jedoch gleichmiBig. |

Definition 7.13

Seien X, Y vollstindige metrische Rdume und F eine Menge von stetigen Funktionen
f + X — Y.Dannwird F normal genannt, falls jede Folge von Funktionen in F eine
Teilfolge hat, die kompakt gegen eine stetige Funktion von X nach Y konvergiert. 4

Beispiel 7.26

Normale Mengen werden gewohnlich in der Funktionentheorie betrachtet. Daher
zeigen wir hier ein Beispiel einer normalen Menge von Funktionen auf C; siehe auch
Kap.9. Die Menge F = {f, |a € C, |a| > 1}, mit f, : {z € C| |z|] < 1} - C,
gegeben durch f,(z) = Z%a, ist normal. Wenn wir eine Folge in dieser Menge
betrachten, so konvergiert diese fiir a, — oo kompakt gegen die Nullfunktion, oder
sie hat eine Teilfolge f,,, die kompakt gegen eine Funktion f, konvergiert. ]
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7.3 Grenzwerte von Funktionen

Definition 7.14

Seien X und X, zwei metrische Rdume, ferner D C X sowie f : D — X, eine
Funktion und y € X; ein Hiufungspunkt von D. Wenn fiir jede Folge (x,) in D
mit x, # y, die gegen y konvergiert, die Folge der Werte (f(x,)) gegen b € X»
konvergiert, so nennen wir b den Grenzwert der Funktion f fir x — y und
schreiben

lim f(x) = b;

X—>y

siehe Abb.7.9. ¢

Beispiel 7.27
Eine Funktion f : D — X5 ist stetigin y € D genau dann, wenn gilt:

lim f() = £ );

siehe hierzu Abschn. 6.2. |

-0.54

f

Abb.7.9 Grenzwert einer Funktion
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Beispiel 7.28
Betrachten wir die Funktion §p(x) : R — R, mit §p(0) = 1 und §p(x) = 0 sonst, so
erhalten wir

lim 8o(x) = 0 # 30(0).

Die Funktion ist in x = 0 nicht stetig. |

Beispiel 7.29
Hier zeigen wir noch drei Beispiele von Grenzwerten von Funktionen, die im Hiu-
fungspunkt der untersuchten Folgen nicht definiert sind:

Coet—1 . sin(x)
lim =1, lim =
x—0 X x—>0 X

17

) 1 1 1
Iim|{———— ) ==.
=0 \In(x +1) x 2

Definition 7.15

Seien X ein metrischer Raum ferner D C R sowie f : D — X eine Funktion und
y € X ein Hiaufungspunkt von D. Es gebe mindestens eine Folge (x,) in D, mit
X, < yund x, — y. Wenn fiir jede Folge (x,) in D, mit x, < y, die gegen y
konvergiert, die Folge der Werte (f (x,)) gegen b € X konvergiert, so nennen wir b
den rechtsseitigen Grenzwert der Funktion f fiir x — y+ und schreiben

xlil}h f(x)=b.

Ersetzen wir in der Definition x,, < y durch x, > y, so nennen wir b den linkssei-
tigen Grenzwert der Funktion f fiir x — y— und schreiben

lim f(x)=>a.
x—>y—

Beispiel 7.30
Der Grenzwert einer Funktion f fiir x — y ist gleich b genau dann, wenn der
rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert von f fiir x — y beide gleich b sind. B

Beispiel 7.31
Betrachten wir die Vorzeichenfunktion sgn : R — R mit sgn(x) = 1 fiir x > 0,
sgn(x) = —1 fiir x < 0 und sgn(0) = 0, so erhalten wir:

li =1 d 1 =—1.
x_l)r&r sgn(x) un X_l)rg_ sgn(x)

Der Grenzwert der Funktion im Punkt O existiert nicht. |
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Beispiel 7.32
Wir zeigen hier noch ein Beispiel fiir eine Funktion, bei der nur der rechtsseitige
Grenzwert existiert:

lim xIn(x) =0.
x—0+

Der linksseitige Grenzwert im Punkt O existiert nicht, da die Funktion fiir x < 0
nicht definiert ist. |

Definition 7.16

Seien X ein metrischer Raum, ferner D C X sowie f : D — R eine Funktion
und y € X ein Haufungspunkt von D. Wenn fiir jede Folge (x,) in D, die gegen y
konvergiert, die Folge der Werte ( f (x,)) bestimmt gegen oo divergiert, so divergiert
die Funktion f fiir x — y bestimmt gegen co. und wir schreiben

lim f(x) = oo.
X—>y

In gleicher Weise definieren wir die bestimmte Divergenz von f gegen —oo fiir
X —y:

lim f(x) = —o0;

X—>y
siche Abb.7.10. Die bestimmte linksseitige bzw. bestimmte rechtsseitige Diver-
genz wird genau wie in der letzten Definition eingefiihrt. ¢
Beispiel 7.33
Fiirn € N gilt

1 i 1
My =00 I s =0 IR S =7
]

Beispiel 7.34
Es gilt lim,_, ¢4+ In(x) = —oo. Eine bestimmte rechtsseitige Divergenz im Punkt 0
liegt hier nicht vor. ]
Definition 7.17

Seien X ein metrischer Raum und f : [a, 00) — X eine Funktion. Wenn fiir jede
Folge (x,) in D, die gegen co konvergiert, die Folge der Werte ( f(x,)) gegenb € X
konvergiert, so nennen wir b den uneigentlichen Grenzwert der Funktion f fiir
x — oo und schreiben

im0 =,
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a “— Yn

—00 =

Abb.7.10 Bestimmte Divergenz

In gleicher Weise definieren wir
lim f(x)=5>b
X—>—00

fiir eine Funktion f : (—oco,a] — X. Fiir reellwertige Funktionen wird in glei-
cher Weise die bestimmte uneigentliche Divergenz gegen +oo fiir x — oo

definiert. ¢
Beispiel 7.35
Wie zu erwarten, liefert die Definition:

lim x":{o’ n<0

X—00 oo, n>0
sowie

0, n<0
lim x" =100, n>0, ngerade

X—>—0Q0
—o00, n > 0, n ungerade.
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Beispiel 7.36
Fiir n € N gilt
x" In(x)

lim — =0 sowie lim
x—>00 eX x—o00 xn

7.4 Differenzierbare Funktionen

Definition 7.18
Seien O C R offen sowie f : O — R eine Funktion und x € O. Dann heifit f
differenzierbar in x, wenn der Grenzwert

. &)= fx+h)

m —_—

F e i LD IO

y—>x X—y h—0 h

existiert, und f’(x) heiBt erste Ableitung von f in x. f’(x) ist die Steigung der
Tangente an die Funktion f im Punkt (x, f(x)); die Tangente an f in diesem Punkt
ist also gegeben durch

1) =1 () + (f(x) = xf'(x));

mit A € R siche Abb.7.11. f heiflit differenzierbar auf O, wenn f fiir alle x in O
differenzierbar ist. Die Funktion f’: O — R wird in diesem Fall als Ableitung
bezeichnet. Ist f’ stetig, so heiBt f stetig differenzierbar, man schreibt hierfiir
f e CY0).Ist f': O — R differenzierbar in x € O, so nennen wir f zweimal
differenzierbar, und f”(x) := (f’(x))’ heiBt zweite Ableitung von f in x. Gilt
dies fiir alle x € O, so heifit f zweimal differenzierbar auf O, und die Funktion
f” : O — R wird zweite Ableitung genannt. Ist f” stetig, so heiBt f zweimal
stetig differenzierbar, f € C%(0). In gleicher Weise definieren wir induktiv die n-
fache Differenzierbarkeit sowie die n-te Ableitung " : O — R.Dabei bedeutet
f € C"(0), dass f n-mal stetig differenzierbar auf O ist, und f € C*°(0)
heif3it, dass f beliebig oft differenzierbar ist. Man nennt eine solche Funktion auch
glatt. ¢

Beispiel 7.37
Wir zeigen hier zunéchst die Ableitungen einiger elementarer glatter Funktionen auf
R:

n / n
Zakxk = Zkakxk_l,
k=0 k=1

) = (@) =In(a)a*,a > 0,
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254

() | f(z) — f(y)]

/ﬂ
]

@ T O . . -
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
Yy — H )
Abb.7.11 Ableitung als Tangentensteigung
(sin(x)) = cos(x)  (cos(x)) = —sin(x),

(sinh(x)) = cosh(x)  (cosh(x)) = sinh(x).

Des Weiteren gelten fiir differenzierbare Abbildungen f, g : O — R die folgenden
Ableitungsregeln:

(f(x) £ gx) = f(x) £gx),
(F(x)gx)) = fl(x)gx) + f(x)g' (x),

(f(x))’ _ f)g() — f()g' )
g(x) (8(x))?

fg(x) = f(g(x)g'(x).

Wenden wir die Regel fiir Quotienten an, so erhalten wir:

n / n n 2
(1/ Z akxk) =— Z kakxk_l/ (Z akxk> ,
k=0 k=1 k=0

sin(x) )/

cos(x)

_ 1 (Y — (cos(x)>/ -
O = inm ) T Gin)?

~ (cos(x))?

164(tan(x))" = (
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(tanh(x))’ = (sinh(x)) _ cosh(x)) -1

cosh(x) / = (cosh(x))2 sinh(x) / ~ (sinh(x))2’

jeweils fiir alle x, fiir die die auftretenden Terme definiert sind. Ist f : O — R
injektiv und differenzierbar mit f’(a) # 0 fiira € O, so gilt fiir x € f(0)

coth(x) = <

@) =1/ (7.

Damit erhalten wir

(In(x)) = 1/x, (log,(x)) = 1/(In(a)x), x,a >0,

1
(arcsin(x))’ = (—arccos(x)) = —, x € (0, 1),
V1 —x2
(arctan(x))’ = (—arccot(x))’ = g
(arsinh(x))’ ! (arcosh(x))’ ! > 1
X)) = ——, X)) = ——, x>1,
1+ x2 xz—1
(artanh(x)) = , |xl <1 (arcoth(x)) = . x| > 1.
1 —x2 1 —x2
|
Beispiel 7.38

Die Funktion f(x) = x2 sin(1/x) in x = 0O fortgesetzt durch f(0) = O ist auf ganz
R differenzierbar, mit f'(x) = 2x sin(1/x) — cos(1/x) fiir x % 0 und f/(0) = 0.
Die Ableitung ist aber in x = 0 nicht stetig; die Funktion ist also nicht in C'(R). W

Beispiel 7.39

Die Funktion f(x) = x|x| ist stetig differenzierbar mit f’(x) = 2|x|. Die Funktion
ist allerdings in x = 0 nicht zweimal differenzierbar; sieche Abb.7.12. |
Gegenbeispiel 7.40

Die Funktion f(x) = x sin(1/x) in x = 0 fortgesetzt durch f(0) = 0 ist auf ganz R
stetig, aber in x = 0 nicht differenzierbar; siehe Abb.7.12. Die Weierstraf3-Funktion

21
fo=> o sin(2¥x)
k=1

ist, wie man zeigen kann, auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar; siehe
Abb.7.13.
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L

0.008

x?sin(2/x)

0.006

0.004

Abb.7.12 Die Funktionen in den Beispielen 7.37 und 7.38

Definition 7.19
Seien O C R” offen und f : O — R eine Funktion sowie a = (ay, ...,a,) € O.
Dabei heifit f partiell differenzierbar am Punkt a in Richtung x; fiiri =1, ..., n,
falls die partielle Ableitung

af . fl@— flal,....,ai+h,...,a)

——(a) := lim

0x; h—0 h

existiert. Die Funktion f heif3t partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ablei-
tungen in jedem a € O in allen Richtungen x; fiiri = 1, ..., n existiert. Sind die
partiellen Ableitungen stetig, so spricht man davon, dass f stetig partiell diffe-
renzierbar ist, und schreibt hierfiir f € C!(0). Die ersten partiellen Ableitungen
werden im Gradienten zusammengefasst:
T
grad(f) = (ﬂ 8f> .

ax1’ 7 Axy,

Ist die Funktion 9 f /dx; partiell differenzierbar am Punkt a in Richtung x;, so ist
die zweite partielle Ableitung gegeben durch

2
o0 f (a) = i <£> (a).

3Xj 8x,~ 3)Cj axi

f heilit zweimal partiell differenzierbar, wenn die zweiten partiellen Ableitungen
in jedem a € O in allen Richtungen x; und x; fiir i, j = 1, ..., n existieren. In
diesem Fall werden alle zweiten partiellen Ableitung in der Hesse-Matrix

82
Hf(a)=< f (a)>
ij=1,..n

3)Cj 8)6[

=1,...,
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zusammengefasst. Sind die zweiten partiellen Ableitungen alle stetig, so nennt man
die Funktion zweimal stetig partiell differenzierbar: f € C?(0). Hohere partielle
Ableitungen werden induktiv durch

an—l—l P "
L <8x_ ! )(a)

axim . 3x,'l E)x,ﬂl . 3x,'l

bestimmt, vorausgesetzt, dass alle verwendeten partiellen Ableitungen existieren. In
C"(0O) befinden sich alle n-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : O —
R und in C*°(0) die beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funktionen. 4

Beispiel 7.41
Fiir f(x, y) = sin(x)y erhalten wir grad(f)(x, y) = (cos(x)y, sin(x))? und

_ [ —sin(x)y cos(x)
Hf(x,y)—< cos(x) 0 )

Auch alle hoheren partiellen Ableitungen existieren, f € C*°(R). |

Beispiel 7.42

Die Ableitungsregeln in Beispiel 7.37 gelten auch fiir alle partiellen Ableitungen
d/0x;, wobei alle anderen Variablen auler der i-ten bei der Ableitung als Konstanten
betrachtet werden. So erhilt man etwa:

) 2. ,x :
(y*xe ;—ysm(x)) — 326" + y2xe" + ycos(x),
X

3(y2xe® + ysin(x))

= 2yxe* + sin(x).
dy

Beispiel 7.43
Die Funktion f(x, y) = 2xy/(x* + y?), durch £(0, 0) = 0 fortgesetzt, ist in (0, 0)
nicht stetig, aber auf ganz R partiell differenzierbar, mit

2y3 —2x%y 2x3 —2y%x ’

d 5 = )
und grad( f)(0, 0) = (0, 0). Die partiellen Ableitungen sind in (0, 0) allerdings nicht
stetig, alsoist f ¢ C!(R); siehe Abb.7.13. Nicht jede partiell differenzierbare Funk-
tion ist also stetig, aber es lésst sich zeigen, dass eine stetig partiell differenzierbare
Funktion insbesondere stetig ist; siche Heuser (2009/2012). |
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Abb. 7.13 Eine partiell differenzierbare, aber nicht stetige, und eine stetige, aber nicht partiell
differenzierbare, Funktion

Gegenbeispiel 7.44
Die Funktion f(x,y) = /x% + y% ist in (0, 0) zwar stetig, aber dort nicht partiell
differenzierbar.

Definition 7.20

Seien O CR” offen und f : O — R™ eine Funktion sowie a = (ay, ..., a,) € O.
Dabei heilit f in a total differenzierbar, wenn eine Matrix in Jr(a) € R™*"
existiert, sodass gilt:

I fx) = fl@)—Jrla)x—a) . fx+h)—fx)—Jrl@h
im = lim =

0.
x—>a llx —all h—0 [l

Die Matrix J¢(a) wird Jakobi-Matrix, totale Ableitung oder totales Differenzial
genannt und auch mit Df (a) bezeichnet. Ist f = (f1, ..., fu)! total differenzierbar
in a, so sind die Koordinatenfunktionen f; partiell differenzierbar in a fir i =

1,...,m,und es gilt
a fi
Jr(a) = <—(a)>
axj i=l,...m

ety j=1,n

Fiir m = 1 stimmt die Jakobi-Matrix mit dem transponierten Gradienten iiberein
Jr(a) = (gradf (@))T. Sind die Koordinatenfunktionen fifuri =1,..., m stetig
partiell differenzierbar auf O, so folgt, dass f fiir alle a € O total differenzierbar
ist. Zu diesen grundlegenden Ergebnissen der Analysis verweisen wir auf Heuser
(2009/2012). ¢
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Beispiel 7.45
Die Funktion f(x,y) = (sin(x)y, x2e¥)T ist in beiden Koordinaten stetig partiell
differenzierbar und damit total differenzierbar, mit

@ = (G ).

Beispiel 7.46
Sind f, g : R* — R™ zwei Funktionen, die in a total differenzierbar sind, so sind
f + gund A f mit A € R total differenzierbar in a, mit

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a) und D(1f)(a) = ADf (a).

Sind f : R" — Rlundg : Rl — R"ina total differenzierbar, so ist die Komposition
g o f total differenzierbar in a, mit

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) - Df (a).

Beispiel 7.47
Ist eine Funktion total differenzierbar in a, so miissen die Koordinatenfunktionen
nicht stetig partiell differenzierbar in a sein. Zum Beispiel ist

f(x,y) = (x2 + y?)sin o
xz+y2

durch f(0,0) = O fortgesetzt, total differenzierbar, mit J¢(0,0) = (0, 0). Die
partiellen Ableitungen sind jedoch in (0, 0) nicht stetig; siche Abb.7.14. ]

Gegenbeispiel 7.48

Die Funktion f(x,y) = «/|x||y| ist in (0, 0) partiell differenzierbar, mit J¢(0, 0) =
(0, 0). Die Funktion ist in (0, 0) aber nicht total differenzierbar, insbesondere sind
die partiellen Ableitungen in (0, 0) nicht stetig, sieche Abb.7.14.

Definition 7.21
Eine Funktion f : U — R", mit U € R”, wird auch Vektorfeld genannt; siche
Abb.7.15. Ist f k-mal stetig differenzierbar, so spricht man von einem C¥-Vektorfeld.
Die Divergenz eines C'-Vektorfeldes f ist die stetige Abbildung divf : R” — R,
gegeben durch
n
divf(x) = (V. f)x) =)

i=1

dfi

ax;

(x).
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Abb.7.14 Die Funktionen in Beispiel 7.47 und Gegenbeispiel 7.48
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Abb.7.15 Das Vektorfeld f(x, y) = (y, x) in R?

) wird hierbei Nabla-Operator genannt. Ist f ein C'-Vektorfeld
1= n

8
V= ().,
in R3, so ist die Rotation von f das Vektorfeld rot f : R3 — R3, gegeben durch

0 f3 a2 91 3 f3 df 3 f1
—x) - a—(x) .
x2

rotf(x) = <a_x2(x) - a—x3(x), a—x3(x) - 8_x1(x)’ ox1
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Beispiel 7.49

Fiir f(x1, x2,x3) = (x1,2x2, 3x3) erhalten wir divf(x) = 1 +2+4+3 = 6 und
rotf(x) = 0. Fir f(x1,x2,x3) = (—x2,x1,0) erhalten wir divf(x) = 0 und
rot f(x) = (0, 0, 2x3). |

Definition 7.22
Sei f : (a, b) — R eine Funktion, die fiir alle x € (a, b) unendlich oft differenzier-
bar ist. Die Taylorreihe von f um xg € (a, b) ist gegeben durch

e¢]

Ty f ) =)

n=0

(n)
I ) (,XO) (x — x0)",

wenn die Reihe fiir x € (a, b) konvergiert. Gilt ‘T, f (x) = f(x), so spricht man von
der Taylorentwicklung um xo von f inx. Gilt T, f(x) = f(x) firalle x € (a, b),

so heiflt f analytisch auf (a, ). Man schreibt hierfiir auch f € C®(a, b), ¢
Beispiel 7.50
Die Potenzreihen in Abschn. 7.2, die wir zur Definition elementarer Funktionen ver-
wendet haben, sind die Taylor-Entwicklungen der Funktionen um xo = 0. |
Beispiel 7.51

Betrachten wir die Taylor-Reihe von f(x) = In(x + 1) um x¢ = 0, so erhalten wir
= 1
Tof) =Y (=" —x".
n
n=1

Die Taylor-Reihe konvergiert fiir x € (—1, 1] gegen f(x). |

Beispiel 7.52
Die Taylor-Reihe von f(x) = x/(e* — 1) um xg = 0 ist gegeben durch

o0 xn
Tof() =) B

n=0

Die Reihe konvergiert fiir x € (—2m, 27r) gegen f(x). Die Koeffizienten B, werden
Bernoulli-Zahlen genannt und lassen sich mit der Rekursion

B —_ 1 HX_E n+1Yp
n — n+1k:0 k k>

mit By = 1, berechnen. Man erhalt

(By) = (1, —1/2, 1/6, 0, —1/30, 0, —1/42, ...);
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siehe hierzu Heuser (2009/2012). Fiir die Taylor-Entwicklung von f(x) = tan(x)
um xg = 0 erhélt man mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen:

X 1yn—1 _92n  (H2n _ .
tan()C):Z( 1) 2 (zn()z' 1) anxz"_l,

n=1

firx € (—m/2, /2). |

Beispiel 7.53
Die Taylor-Entwicklungen der Arcus-Funktionen um x¢ = O sind gegeben durch:

00 2% x2k+l
arcsin(x) = Z < r >m, arccos(x) = w/2 — arcsin(x),

k=0
o 2k+1
arctan(x) = Z(—l)k al arccot(x) = m/2 — arccot(x)
pard 2k+1’ ’
die fiir x € (—1, 1) gelten. |

Definition 7.23

Seien U C R*"und V C R offenund F : U x V — R” eine stetig differenzier-
bare Funktion. Man sagt, dass F(x, y) = 0 eine implizite Funktion f : U — V
definiert, wenn F(x, f(x)) = O fiir x € U gilt. Zu dieser Definition sei angemerkt,
dass eine stetig differenzierbare implizite Funktion in einer offenen Umgebung von
(x0, ¥0) € U x V,mit F(xg, yo) = 0, existiert und eindeutig bestimmt ist, wenn die
Matrix %(xo, yo) invertierbar ist; siche Heuser (2009/2012). ¢

Beispiel 7.54

F(x,y) = x>+y*>—1 = Odefiniert fiirjedes y € (0, 1) implizit die Funktion f (x) =
A/1 — x2 und fiir jedes y € (—1,0) implizit die Funktion f(x) = —+/1 —x2. In
y = =1 ist die implizite Funktion allerdings nicht eindeutig definiert. ]

Beispiel 7.55

F(x,y) = e 4+ 3y 4+ x? — 1 = 0 definiert fiir alle (xo, yo) mit F(xg, yo) = 0
lokal eine eindeutige implizite Funktion. Diese lédsst sich allerdings nicht explizit
angeben. Differenzieren wir F, so ergibt sich fiir die implizite Funktion f jedoch
die gewohnliche Differenzialgleichung

f—x _ 9
N 4 X
f (-x) - ef(x)_x _ 3 .
Im nichsten Abschnitt thematisieren wir diesen Gleichungstyps. |

Beispiel 7.56
Implizite Funktionen beschreiben allgemein Mannigfaltigkeiten in R"”. Mit diesen
werden wir uns in Abschn. 7.6 beschiftigen. ]
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7.5 Gewohnliche Differenzialgleichungen

Definition 7.24
Seien Q € R"*2 und f : 2 — R eine stetige Funktion. Dann wird

fey Y,y y™)y =0

als gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung in impliziter Form bezeich-
net. Kann die Gleichung nach y™ aufgeldst werden, so heift

YO = e,y Yy

gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung in expliziter Form. Eine Losung
einer gewohnlichen Differenzialgleichung n-ter Ordnung ist eine n-mal stetig dif-
ferenzierbare Funktion y : I — R auf einem Intervall /7, welche die Gleichung
erfiillt. Eine Losung mit y@ (xo) = y; fiiri = 0, ..., n zu einem vorgegebenen Vek-
tor (xo, Yo, Y1, - - -» Yn) € 2 wird Losung eines Anfangswertproblems genannt. Fiir
m>1,QCRx (R’"‘H)" und eine stetige Funktion f : 2 — R™, erhalten wir in
gleicher Weise ein gewohnliche Differenzialgleichungssystem n-ter Ordnung mit
m Gleichungen. ¢

Beispiel 7.57
Y (x) = y(x) + x?

ist eine Differenzialgleichung erster Ordnung in expliziter Form, und
sin(y'(x)) = y(x) + x*
ist eine Differenzialgleichung erster Ordnung in implizierter Form. Ferner ist
Y' () =y 4+ y(x) + 1
eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung in expliziter Form, und
O =y @) +y(0) +1
ist eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung in implizierter Form. |

Beispiel 7.58
Seien f, g : I — R zwei stetige Funktionen. Dann ist

Y'(x) = g(h(y)

eine gewohnliche Differenzialgleichung erster Ordnung in expliziter Form. Diffe-
renzialgleichungen dieses Typs werden Differenzialgleichungen mit getrennten
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Variablen genannt und lassen sich in manchen Fillen durch Integration explizit
16sen; sieche Heuser (2009). Man erhilt etwa fiir

Y (x) = (x)*+ Dx

die Losungen

2
y(x) = tan (% + c> .

Fiir das Anfangswertproblem y(0) = 1 erhdlt man ¢ = 7 /4. |

Beispiel 7.59
Sei A € R"*" eine Matrix.
y'(x) = Ay(x)

beschreibt ein Differenzialgleichungssystem erster Ordnung mit n Gleichungen, und

y'(x) = Ay'(x) + y(x)

beschreibt ein Differenzialgleichungssystem zweiter Ordnung mit »n
Gleichungen. [ ]

Definition 7.25
Eine lineare Differenzialgleichung r-ter Ordnung hat die Form

Y aix)y? 4+ g(x) =0,

i=0

wobei a;, g : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall 7 sind. Ist g(x) = 0,
dann nennt man die Differenzialgleichung homogen, andernfalls heifit sie inhomo-
gen. Sind die Funktionen a; konstant, so spricht man von einer linearen Differen-
zialgleichung mit konstanten Koeffizienten. ¢

Beispiel 7.60
Seiena,b € Rund s : I — R eine Funktion.

Y (x) 4+ ay' (x) + by (x) = s(x)

beschreibt eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten; sie ist homogen wenn s(x) = 0 ist. Diese Differenzialgleichung wird
Schwingungsgleichung genannt. Im homogenen Fall erhilt man die Losungen

Y(x) = 1" + e,

wenn A1, Ay € R, mit Ay # A, die Losungen von 22 4+ ar + b = 0 sind. Wenn
A1 = Ay € Rist, erhilt man als zweite Losung y(x) = crpxe™ . Im Fall von
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komplexen Losungen A, A € C der quadratischen Gleichung mit Realteil  und
Imaginirteil v erhilt man die Losungen

y(x) = e"**(c1 cos(vx) + ¢ sin(vx)).

Im inhomogenen Fall sind die Losungen durch y(x) = yy(x) + yp(x) gegeben.
vy (x) sind die Losungen der inhomogenen Gleichung, und yp (x) ist eine partikulédre
Losung, abhingig von s(x); sieche Heuser (2009). |

Beispiel 7.61
Wir zeigen hier einige homogene lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung,
deren Koeffizienten nicht konstant sind und deren Losungen bedeutende spezielle
Funktionen darstellen.

Y'(x) —xy=0

istdie Airy’sche Differenzialgleichung, deren Losungen Airy-Funktionen genannt
werden. Es gibt hier zwei linear unabhingige Losungen Ai(x) und Bi(x); sieche
Abb.7.16.

2y (x) + xy' () + (* = 2Hyx) =0,

mitA € R, istdie Bessel’sche Differenzialgleichung. Ihre Losungen werden Bessel-
Funktionen genannt. Wir zeigen vier Beispiele in Abb.7.17.

x(x = DY' () + @+ B+ Dx—y) yx) +afy =0

Abb.7.16 Die Airy-Funktionen Ai(x) und Bi(x)
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3 // /\\

Abb.7.17 Vier Bessel-Funktionen

mit «, B, y € R ist eine hypergeometrische Differenzialgleichung, deren Losun-
gen eine Vielfalt von hypergeometrischen Funktionen beschreiben.

y'(xX) 4+ (A + pcos(x)y(x) =0

mit A, u € R, wird Mathieu’sche Differenzialgleichung genannt und ihre Losun-
gen heiflen Mathieu’sche Funktionen. ]

Definition 7.26

Seien D C R" offen und F : I — R” eine stetig differenzierbare Funktion. Ferner
sei ¢y (x) dieauf dem Intervall I, = (fiin(X), fmax (x) definierte maximale Losung des
Differenzialgleichungssystems y'(¢) = F(y(¢)) mit der Anfangsbedingung y(0) =
X, also d¢; (x) /9t = F(¢:(x)) fiir t € I, und ¢o(x) = x. Hier ist ¢ definiert auf der
Menge Q = {(t,x)|x € D, t € I(x)} und wird der von F erzeugte lokale Fluss
genannt. Gilt sogar Q2 = R x D, so spricht man vom globalen Fluss. Es ist geboten zu
dieser Definition anzumerken, dass man in der Theorie der Differenzialgleichungen
beweist, dass der lokale Fluss existiert und eindeutig ist; siche Heuser (2009). ¢

Beispiel 7.62

Sei F:R?> — R2 gegeben durch F(x,y) = (—x,y + x?)7. Indem man das
entsprechende Anfangswertproblem 16st, erhdlt man den durch F erzeugten Fluss
@i (x, y) = (xe ", (y +x2/3)e’ — x2e~?/3). Dieser ist global definiert, und es gilt
Q=R xR [
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Beispiel 7.63

Ist F : R" — R” eine lineare Abbildung, gegeben durch F (x) = Ax,mitA € R**",
so erzeugt F den globalen Fluss ¢;(x) = e’4x. Die Exponentialabbildung von
Matrizen ist hier definiert durch

tA _ DAk
e’ = Z 7 A
k=0
]
Beispiel 7.64
Die Untersuchung von Fliissen ist ein Thema der Theorie dynamischer Systeme;
siehe Kap. 13. ]

7.6  Differenzialgeometrie

Definition 7.27

Sein,N € Nundn < N sowie k € NU {oo}. M € R heiBt n-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit oder kurz differenzierbare Mannigfaltigkeit, falls es fiir
alle p € M eine offene Umgebung U C M, eine Menge U C R” und einen
Homaomorphismus ¢ : U — U gibt, sodass ¢ als Abbildungen in den R" k-mal
stetig differenzierbar sind und die Jakobi-Matrix D¢ (u) fiir alle u € U invertier-
bar ist. ¢ wird lokale Karte und U Kartenumgebung genannt; sieche Abb.7.18.
Eine C°°-Mannigfaltigkeit heift glatte Mannigfaltigkeit. Eine zweidimensionale

M

Abb.7.18 Karte und Kartenumgebung einer Mannigfaltigkeit
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C*-Mannigfaltigkeit wird auch C*-Fliiche genannt. Eine C*°-Fliche ist eine glatte
Fliiche. 4

Beispiel 7.65

Sei ¢ : (a,b) — R injektiv und k-mal stetig differenzierbar. Die Kurve C =

{¢p(t) | € (a, b)}isteine 1-dimensionale C¥ -Mannigfaltigkeitin R" mit einer Karte.

Se1 nun U € R? offenund ¢ : U — RY injektiv sowie k-mal stetig differenzierbar.
= {¢(u,v) | (u, v) € U} ist eine 2-dimensionale C¥ -Mannigfaltigkeit, also eine

Fléiche im RY mit einer Karte. In gleicher Weise konstruiert man n-dimensionale

Ck-Mannigfaltigkeiten in RV fiirn < N. ]

Beispiel 7.66

Die Sphire S? = {(x,y,2) | x2 + y* 4+ z2 = 1} ist eine glatte Fldche im R3. Wir
wihlen als Kartenumgebungen U; = S?\{(0, 0, 1)} und U, = S?\{(0, 0, —1)} und
als Karten die stereographischen Projektionen

¢1: U = R% ¢1(x,y,2) = (x/(1 —2), /(1 = 2)),

¢r: Uy — R: o(x,y,2) = (x/(1+2),y/(1 +2)).

Auch der Torus T2 und das Mobius-Band in Abschn. 6.3 sowie alle nicht ausgearteten
Quadriken in Abschn. 5.1 sind glatte Flichen in R. ]

Gegenbeispiel 7.67

Die Klein’sche Flasche in Abschn. 6.3 ist eine topologische Fliche. Sie ldsst sich
allerdings nicht mittels eines Homdomorphismus in R einbetten und ist daher im
Sinne obiger Definition keine Fliche in R3. Sie liisst sich aber so in den R* einbetten,
dass man eine glatte Fldche erhdlt.

Beispiel 7.68

Die n-Sphiren S” und der n-Torus T” sind glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
in R+, [ |
Definition 7.28

Eine stetig differenzierbare Kurve y : [a, b] — R”" heifit durch Bogenlinge para-
metrisiert, wenn ||y’ (¢)|| = 1 fiiralle z € [a, b] ist. Ist y durch Bogenlinge parame-
trisiert, so heiBt « (1) = ||y” (¢)|| Kriimmung von y in ¢. ¢
Beispiel 7.69

Jede Gerade im R" hat die Kriimmung 0. Der Einheitskreis St ={(x,y) e R?|x*+
y* = 1} hat konstante Kriimmung 1. Fiir einen Kreis mit einem Radius r > 0 erhilt
man die Kriimmung 1/r. |

Beispiel 7.70
Eine Klothoide ist eine Kurve mit k(¢) = c|¢| fiir ¢ € R; siehe Abb.7.19. |
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)

Abb.7.19 Eine Klothoide

Definition 7.29
Sei M € RY eine C*-Mannigfaltigkeit und p € M Dann heiBt

T,M ={X ¢ RV |es gibt eine differenzierbare Kurve

y 1 (—€,€) > M mit y(0) = p, ¥’ (0) = X}

Tangentialraum an M in p. Es handelt sich um einen n-dimensionalen Unterraum
des RV. Die Elemente des Tangentialraums heiBen Tangentenvektoren, und

TM ={(p.X)|peM,X eT,M}

wird Tangentialbiindel von M genannt; es ist eine 2/N-dimensionale Mannigfaltig-
keit. ¢
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Beispiel 7.71
Ist M € R” eine offene Menge (und damit eine glatte n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit), so erhalten wir T, M = R", fiir alle p € M. |
Beispiel 7.72

Fiir die Sphire M = S? bildet (1,0, —x/z) und (0, 1, —y/z) eine Basis des Tangen-
tialraums 7, y )M fiir alle (x, y, z) € M mitz # 0. Fiir z = 0 kann man (-y, x, 0)
und (0, 0, 1) als Basis wihlen. |

Definition 7.30

Seien My, M, zwei ni- bzw. no-dimensionale C*¥-Mannigfaltigkeiten und i < k.
Dabei ist f: M — N i-mal stetig differenzierbar, wenn fiir alle lokalen Karten
b1 : Ul — U; € M; und ¢; : (,72 — U, C My dieAbbildungf: q’)z_l ofo
b1 : U | — Uz i-mal stetig differenzierbar ist. Das Differenzial von f in p ist die
Abbildung Df (p) : Ty,M; — Typ)M>, gegebendurch Df (p)X = 9(foy)/0dt(0),
mit ¥(0) = p, y'(0) = X und f o y(0) = f(p). Man kann zeigen, dass diese
Definition tatsdchlich unabhingig von der gewihlten Kurve y ist; siehe Kiihnel
(2013). f ist ein C-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch
£~ 1 i-mal stetig differenzierbar sind. Existiert ein Diffeomorphismus, dann werden
M und M diffeomorph genannt. ¢

Beispiel 7.73

Betrachten wir R” und R™ als glatte Mannigfaltigkeiten, so ist das Differenzial
einer Abbildung f : R" — R™ durch die Jakobi-Matrix gegeben: Df(p)X =
Jr(p)X. |

Beispiel 7.74

Seien M| = M, = S* und f : S> — S? eine lineare Abbildung f(p) = Ap, also
zum Beispiel eine Rotation um eine Achse. Man erhélt Df (p)X = A - X fiir alle
peS m

Beispiel 7.75

Zwei Ellipsen und auch zwei Ellipsoide sind diffeomorph. Das Gleiche gilt fiir zwei
Hyperbeln und zwei einschalige Hyperboloide; siehe Abschn.5.1. Es sei angemerkt,
dass man zeigen kann, dass zwei homdomorphe C*-Mannigfaltigkeiten einer Dimen-
sion kleiner als 4 sogar C¥-diffeomorph sind. |

Definition 7.31

Eine C*-Mannigfaltigkeit mit einer differenzierbaren Funktion g, die jedem Punkt
p € M ein Skalarprodukt g, : T, x T, — R zuordnet, heit Riemann’sche Man-
nigfaltigkeit. ¢ wird Riemann’sche Metrik oder erste Fundamentalform genannt.
Fiir differenzierbare Kurven y : [0, 1] — M definiert g ein Lingenfunktional

1
L) = / Joo @,y ).
0
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Mit dessen Hilfe definieren wir den geodéitischen Abstand auf M durch
dg(x,y) =inf{L(y) | y : [0, 1] — M differenzierbar mit y (0) = x, y (1) = y}.
(M, dy) bildet mit dieser Definition einen metrischen Raum. ¢

Beispiel 7.76

Ist M eine n-dimensionale C k-Mannigfaltigkeit in RN und sind {61 (p), ..., bu(p)}
Basen der Unterrdume 7, M in RY, so induziert das Standardskalarprodukt (-, -) auf
R¥ eine Riemann’sche Metrik auf M durch

X, V)= > gij(pXiY),

i,j=1..n

mit g;;(p) = (bi(p), b;j(p)). Speziell erhalten wir so fiir die Einheitssphire S2 CR3
mit der Basis des Tagentialraumes aus Beispiel 7.72 die Riemann’sche Metrik mit

2 2

X y Xy
gn=1+—=, gn=1+=, gi=gn=—=>
z z z

fiir z # 0. Fiir z = 0 erhalten wir

gu=x*+y>=1, gn=1 gi1=gn=0.

Beispiel 7.77
Auf der oberen Halbebene H? = {(x, y) | y > 0} definieren wir eine Riemann’sche
Metrik durch

1
gxy(X, Y) = F(X’ Y)

fir X,Y e R2. Diese induziert die hyperbolische Metrik aus Definition 5.13.
Genauso fiihrt die Riemann’sche Metrik

1
Zxy(X,Y) = Z_2<X’ Y)

fir X, Y € R3 auf dem oberen Halbraum H> = {(x, y, z)|z > 0} zu der hyperboli-
schen Metrik gemaf Definition 5.14. ]

Definition 7.32

Sei M ein C*-Fliche im R3. Nun ist N : M — R3 ein Normalenfeld an M, wenn
N (p) ein Vektor der Linge 1 senkrecht zum Raum T), ist. M heiBit orientierbar,
wenn ein stetiges Normalenfeld auf M existiert. ¢
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Beispiel 7.78
Die Sphire S?, der Torus T? und die Flichen in Abschn. 5.1 sind orientierbar. M

Gegenbeispiel 7.79
Das Mobius-Band in Abschn. 6.3, eingebettet in R3, ist nicht orientierbar.

Definition 7.33
Sei M ein C*-Fliche im R3. Die Weingarten-Abbildung W), : T,M — T,M zu
p € M ist gegeben durch

oN
Wp(X) = %((»,

wobei y : (—¢, €) — M eine differenzierbare Kurve mit ¥ (0) = p und y'(0) = X
ist. Man kann zeigen, dass W,(X) unabhéngig von der gewihlten Kurve ist. Die
zweite Fundamentalform » : T,M x T,M — R von M in p € M ist gegeben
durch

hp(X,Y) = gp(X, Wy(Y)),

wobei g, die erste Fundamentalform ist. Die Kriimmung von M im Punkt p in
Richtung eines Einheitsvektors X € T, (M) ist gegeben durch «,(X) = h,(X, X).
Die Hauptkriimmungen «max (p), kmin(p) von M in p sind der kleinste bzw. der
groBte Wert von £, (X, X) iiber alle Vektoren X € T, M der Linge 1. Die GauB}-
Kriimmung von M in p ist K (p) = kmax (P) kmin(p), und die mittlere Kriimmung
H (p) ist der Mittelwert der beiden Hauptkriimmungen. Wir merken hier noch an,
dass sich diese Definition auf n-dimensionale Mannigfaltigkeiten in R"*! verallge-

meinern ldsst. ¢
Beispiel 7.80
Fiir jede Ebene sind offenbar alle Kriimmungen 0. ]
Beispiel 7.81

Fiir die Einheitsphire S? C R3 erhalten wir Wp(X) = X und damit /2, (X, X) =
[1X||. Alle Kriimmungen der Einheitssphire sind damit 1. Fiir eine Sphére mit einem
Radius r erhilt man h,(X, X) = ||X||/r und damit Kmax (P) = kmin(p) = 1/7,

K(p)=1/r*und H(p) = 1/r. [ ]
Beispiel 7.82
Fiir den Zylinder Z = S! x [0,1] € R3 ist Kmax(p) = 1 und kpmin(p) = 0, also
K(p) =0und H(p) =1/2. |
Beispiel 7.83

Das einschalige Hyperboloid in Abschn. 5.1 hat eine konstante negative Gauf3’sche
Kriimmung. ]
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Abb.7.20 Ein Katenoid und eine Helikoide

Definition 7.34

Eine glatte Fliche M heif3t Minimalfliche, wenn ihre mittlere Kriimmung konstant
0 ist, also H(p) = O fiir alle p € M ist. ¢
Beispiel 7.84

Das Katenoid K = {(x,y,z) | v/x2+ y? = ccosh(z/c)}, mit ¢ > 0, ist eine
Minimalfliche; siehe Abb.7.20. [ |
Beispiel 7.85

Die Helikoide H = {(r cos(¢), r sin(¢), co)|¢, r € R} fiir ¢ > 0 ist eine Minimal-
fliche; siehe Abb.7.20. ]

7.7 Differenzialformen

Definition 7.35

Sei w; eine alternierende k-Linearform und w, eine alternierende [-Linearform R”,
siehe Definition 3.12. Das duflere Produkt oder Dachprodukt w; A w; von w; und
wy ist die alternierende k + [-Linearform die durch

w1 Ay (i, ..., Uggr)

= sgn(m)w1 (Vo (1, - - - » Vo (k)02 (Vo (k1) 5 - - - » Vo (k1))
T weSiu

gegeben ist. ¢
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Beispiel 7.86
Sind w1 und wy zwei alternierende 1-Linearformen, so ist

w1 A w2(v1, v2) = w1 (V) w2(v2) — w1 (v2)w2 (V).
eine alternierende 2-Linearform. |

Beispiel 7.87

Sind wi, w, zwei alternierende 2-Linearformen, so bildet (aw;) A (bw») fiir alle
a, b aus R eine alternierende 4-Linearform, die durch (ab)(w; A w2) gegeben ist.
Selbstverstéindlich 1dsst sich dies auf beliebige alternierende Linearformen verallge-
meinern. |

Beispiel 7.88
Ist w; eine alternierende k-Linearform und w; eine alternierende /-Linearform, so
ist die (k + [)-Linearform wy A w; durch (—l)kl w1 A wy gegeben. |

Definition 7.36

Sei G € R". Eine Differenzialform vom Grad & auf G ist eine Abbildung, die jedem
x € G eine alternierende k-Linearform auf R" zuordnet. Reellwertige Funktionen
auf G werden auch Differenzialformen von Grad 0 genannt. ¢

Beispiel 7.89

Die konstante Abbildung dx;, die x € G die 1-Form dx;(v) = pr;(v) zuordnet,
wobei pr;(v) die j-te Koordinate von v € R”" ist, bildet eine Differenzialform vom
Grad 1. Auch die Linearkombinationen

n

Zaidxj,

i=1

fiir Funktionen a; von G nach R bilden Differenzialformen vom Grad 1 auf G. Ein
konkretes Beispiel ist die Differenzialform

xy?23dx + & dy 4 5dz,
bzw. allgemeiner fdx + gdy + hdz auf R3. |

Beispiel 7.90
Das duBere Produkt dx; A dx; bildet eine Differenzialform vom Grad 2. Genauso
bilden Linearkombinationen

Z a; j(dx; Adxj)

1<i<j<n
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fiir Funktionen ¢; ; von G nach R, Differenzialformen vom Grad 2 auf G. Ein

konkretes Beispieles ist die Differenzialform
xy?23(dx Ady) + eV (dx Adz) + 5(dy Adz)
bzw. allgemein f(dx A dy) + g(dx A dz) + h(dy A dz) auf R3.

Beispiel 7.91
Die Standardform einer Differenzialform w vom Grad k ist durch

w = Z Qiy,...ix (dx,-l VANEIERIVAN dx,'k)

I<ij<--<ix<n

gegeben, wobei g;, .. ;, Funktionen von G nach R sind.

,,,,,

Definition 7.37

Sei w eine Differenzialform vom Grad k in Standardform und seien a;,

i, reellwer-

.....

tige Funktionen, die auf einer offenen Menge G € R" partiell differenzierbar sind,
siche Beispiel 7.91 und Definition 6.19. Die dulere Ableitung, bzw. das duflere
Differential, dw von w ist die Differenzialform vom Grade k + 1, die durch

n
Ba- .
do= Y Z%(dx,- Adxi, A+ Adxgy)

] , : Xi
I<ij<-<iy<ni=l1 !

gegeben ist.

Beispiel 7.92
Fiir o = fdx + gdy + hdz erhalten wir

dw = (a_g - %) (dx/\dy)—i—(% - ﬁ) (dxAdz)—i-(% 9

ox ax 0z ay

Fiir die konkrete Differenzialform aus Beispiel 7.89 ergibt sich

_g> (dy Ndz).
0z

do = (" = 2xy2®)(dx A dy) — y?23(dx A dz) — e (dy A d2).

Siehe hierzu auch die Definition der Rotation in 7.21.

Beispiel 7.93
Firw = f(dx Ady) + g(dx Adz) + h(dy A dz) erhalten wir

a d oh
do = —f+—g+— (dx Ndy Nd2z).
dz  dy Ox
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Fiir die konkrete Differenzialform aus Beispiel 7.90 ergibt sich

do = 3xy’2> + &) (dx Ady A d7).
Siehe hierzu auch die die Definition der Divergenz in 7.21. ]
Definition 7.38

Eine differenzierbare Differenzialform w vom Grad k heifit geschlossen, wenn dw =
0; sie heiB3t exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Differenzialform n vom Grad

k — 1 gibt, sodass w = dn. ¢
Beispiel 7.94
Jede stetig differenzierbare exakte Differenzialform ist auch geschlossen, da
d(dn)) = 0 fir alle zweimal stetig differenzierbaren Differenzialformen »
gilt. ]
Beispiel 7.95

Die Differenzialform @ = xy?dx+x2ydy istexaktund geschlossen, dad (x?y?/2) =
o. Genauso ist = eV dx + e*Vdy exakt und geschlossen, da de* ™Y = w. All-
gemein ist eine auf ganz R? (oder einem offenen Gebiet, das sich zu einem Punkt
zusammenziehen lésst) stetig differenzierbare Differenzialform w = fdx + gdy

exakt und geschlossen, genau dann wenn d f /0y = dg/dx. |
Beispiel 7.96
Die Differenzialform
X Y
w = xz T yzdx — x2 +y2dy
auf R2\{(0, 0)} ist geschlossen aber nicht exakt. |

Beispiel 7.97
Die Differenzialform

w = xdx + ydy + zdz
T (24242232
ist auf R3\{(0, 0, 0)} exakt, da d(x2 + y? + z2)"1/2 = w. ]
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Wir geben in diesem Kapitel eine Einfiihrung in die Begriffe der Mafitheorie und der
Integrationstheorie. Dieser Stoff wird zum Teil in einem Vorlesungszyklus zur Ana-
lysis behandelt, doch manche der Begriffe, die wir hier definieren, bleiben zumeist
einer Spezialvorlesung iiber MaB3- und Integrationstheorie vorbehalten. Wir beginnen
mit der Definition des Riemann-Integrals und des Riemann-Stieltjes-Integrals durch
Ober- und Untersummen sowie der Bestimmung der Stammfunktion zur Berech-
nung von Integralen. Dabei stellen wir eine Vielzahl wichtiger Integrale vor. Im
nichsten Abschnitt finden sich die Beschreibungen grundlegender maBtheoretischer
Konzepte wie o-Algebren, Messrdaumen, Mafiriumen und duflerer sowie signierter
Mafe. Wesentliche Beispiele sind das Dirac-MaB, das Laplace-MaB, das Lebesgue-
MaB, das Lebesgue-Stieltjes-Maf} und das Hausdorff-MaB. Danach beschiftigen wir
uns kurz mit messbaren Abbildungen, Bildmaflen und der maftheoretischen Iso-
morphie von Rdumen, um dann zur Integrationstheorie von Lebesgue iiberzugehen.
AuBer dem Lebesgue-Integral definieren wir absolute stetige Maf3e und deren Dich-
ten sowie singuldre MaBe. Der Leser findet auch hier erlduternde Beispiele. Die
letzten beiden Abschnitte des Kapitels sind Anwendungen der Integrationstheorie
gewidmet. Wir definieren zunéchst Fourier-Reihen und die Fourier-Transformierte
und zeigen Beispiele, die auch in den empirischen Wissenschaften relevant sind. Der
letzte Abschnitt behandelt Kurven- und Oberflachenintegrale, die unter anderem der
Berechnung von Linge und Flicheninhalten dienen.
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Viele der hier dargestellten Begriffe finden sich in Lehrbiichern zur Analysis, wir
empfehlen dazu Forster (2013) und Heuser (2012). Ein klassisches Lehrbuch der
MabB- und Integrationstheorie ist Bauer (1998), und wir empfehlen daneben auch
Elstrodt (2011).

8.1 Das Riemann-Integral

Definition 8.1
Sei f : [a, b] — R eine beschriankte Funktion und Z = {x¢, x1, ..., X,—1, X5} €ine
Zerlegung von [a, b], also

a=Xx) <X| <+ <Xp_1 <Xxp,=h.

Die Obersumme und die Untersumme von f in Bezug auf die Zerlegung Z sind
definiert durch

07(Z) = (0t — xx—1) - sup{ £ (x) | x € (x—1, x0)},
k=1

Up(Z) =) 0k — xx—1) - inf{ £ (¥) | x € (xem1, x0));
k=1
siche Abb.8.1. ¢

08
08
04

0z

02 1] 02 04 [:X:3 08 1.2

o T T T3 T4

Abb.8.1 Obersummen und Untersummen zur Zerlegung [a = xo, x1, X2, X3, X4 = b] der Funktion

f)=1-x2
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Beispiel 8.1
Sei f : [0, 1] — R die identische Abbildung f(x) = x,und sei Z = {k/n | k =
0, ..., n}. Wir erhalten

1
0(2) = Zk/ o
1 & n—1
UpZ)= =3 (k=D/n=——
k=1

Beispiel 8.2
Sei f : [0, 1] — R gegeben durch f(x) = x2, und sei Z = {k/n|k=0,...,n}.
Wir erhalten

04(Z) = Z(k/ ) = w7

1 3n+1
Up(Z) =~ 3 (= /n) = T”
k=1

Definition 8.2
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Das Riemann-Integral von f in
den Grenzen a und b ist

b
/ f(x)dx :=inf{O;(Z)|Z ist Zerlegung von [a, b]}
a
=sup{Uy(Z)|Z ist Zerlegung von [a, b]},

vorausgesetzt, dass das Supremum und das Infimum iibereinstimmen. In diesem Fall
nennt man f Riemann-integrierbar auf [a, b]. ¢

Beispiel 8.3

Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar, und es geniigt in diesem Fall, das
Supremum und das Infimum in der Definition des Integrals iiber dquidistante Zer-
legungen zu verwenden; siche Heuser (2012). Wir erhalten damit fiir die obigen

Beispiele:
! 1 by 1
xdx = - bzw. x“dx = -.
0 2 0 3
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Gegenbeispiel 8.4

Die Dirichlet Funktion f(x) = 1 fiir x € Q und f(x) = 0 sonst ist auf keinem
Intervall Riemann-integrierbar, da O y(Z) = 1und U s (Z) = O fiir alle Zerlegungen
Z gilt.

Beispiel 8.5
Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung erlaubt die Berechnung vieler
Riemann-Integrale. Ist f : [a, b] — R stetig, so gilt:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a),

wobei F eine Stammfunktion von f ist, die wir in der nichsten Definition einfiihren;
siehe auch Lehrbiicher der Analysis, z. B. Heuser (2012). [ |

Definition 8.3

Seien f: O — R eine Funktion und O C R eine offene Menge in Bezug
auf die euklidische Topologie. Eine differenzierbare Funktion F : O — R, mit
F'(x) = f(x) fiir x € O, heiBt reelle Stammfunktion von f auf O. Die Menge
aller Stammfunktionen wird unbestimmtes Integral | f (x)dx genannt. Man zeigt
in der Analysis, dass eine Stammfunktion bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist, dass also gilt:

/ f(x)dx = {F(x) + ¢ | F eine Stammfunktion und ¢ € R};

siche Heuser (2012). Hierfiir schreibt man {iiblicherweise kurz f fx)dx =
F(x)+ec. ¢

Beispiel 8.6
Wie zeigen hier Beispiele von unbestimmten Integralen elementarer Funktionen:

1 1
/x"dx ) #0, /fdx =Inkx)+c, x>0,
n+1 X

1
/exdx:ex+c, /axdx: a*+c,a>0,
In(a)

/ln(x)dx =xlnx)—x+4+c¢, x >0, /loga(x)dx = (xIn(x) —x)+c¢, x >0,

In(a)

/ sin(x)dx = — cos(x) + c, /cos(x)dx = sin(x) + ¢,

/tan(x)dx = —In|cos(x)|+c, x # 2k + 1)x/2,
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/cot(x)dx = —In|sin(x)| + ¢, x # km,
/ arcsin(x)dx = x arcsin(x) + m +c,x e (—1,1),
/arccos(x)dx = x arccos(x) — m +c,xe(—1,1),
farctan(x)dx = x arctan(x) — %ln(l + x2) +c,

1
/arccot(x)dx = xarccot(x) — 5 In(1 + xz) +c.

Gegenbeispiel 8.7

Es gibt elementare Funktionen, die keine elementare Stammfunktion haben. Aller-
dings ist der Begriff der elementaren Funktion in der Literatur nicht eindeutig.
In jedem Fall lassen sich die Stammfunktionen von f(x) = e*/x, f(x) = e‘xz,
f(x) = sin(x?), f(x) = /1 — x* nicht durch die Komposition und arithmetische

Operation der Funktionen ausdriicken, die wir bisher eingefiihrt haben.

Definition 8.4
Sei f : [a, b] — Rfiiralleb > a Riemann-integrierbar. Das uneigentliche Integral
von f auf [a, 00) ist

00 b
/ f(x)dx = lim / fx)dx,
a b—oo J,
vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert. Analog definiert man das uneigentliche

Integral von f auf (—o0, b]. Sei f : [a + €,b] — R Riemann-integrierbar fiir
0 < € < b — a. Das uneigentliche Integral von f auf [a, D] ist

b b
/ fx)dx = lim/ f(x)dx,
a €—>0 J e

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert; siche Abb.8.2. Analog definiert man
uneigentliche Integrale, wenn die untere Grenze oder beide Grenzen kritisch sind. ¢

Beispiel 8.8
Wir zeigen hier drei Beispiele fiir uneigentliche Integrale:

00 y
/ e *dx = lim e ¥dx = lim (1 —eY) =1,
0

y—o00 Jo y—>00



202 8 Analysis:Maf3 und Integration

le

Abb. 8.2 Das Integral von f(x) = /x auf [0, 2] und das uneigentliche Integral von g(x) = 1//x
auf [0, 1]

LS| LS|
—dx = lim / —dx=1mQ2 —-2,/y) =2,
/0 \/; y—0Jy ﬁ y—0 ﬁ

o 2
/ e Vdx =m.
—00

Obwohl f(x) = e_x2 keine elementare Stammfunktion hat, ldsst sich das letzte
uneigentliche Integral mit elementaren Methoden bestimmen; siehe Abschn.8.7 in
Neunhduserer (2015). [ |

Definition 8.5
Das n-dimensionale Volumen eines Quaders Q € R” ist definiert durch

Vol"(Q) = Vol" ([a1, bi] x -+ x [an, by)) = [ [(bi — ).
i=1

Seien f : QO — R eine beschriankte Funktion auf einem Quader Q C R"” und
Z={01,02,..., On—1, O} eine Zerlegung von Q in Quader, die sich nur in den
Réndern der Quader schneiden. Die Obersumme und die Untersumme von f in
Bezug auf die Zerlegung Q sind definiert durch
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07(2) ="y Vol (Qi) - sup{f (x) | x € Qx},

k=1

Ur(2) = ZVoln(Qk) -inf{f(x) [ x € Ok}

k=1

Das mehrdimensionale Riemann-Integral |, 0 f(x)dx und die mehrdimensio-
nale Riemann-Integrierbarkeit von f auf Q sind nun wie im Eindimensionalen

definiert. ¢
Beispiel 8.9
Sei £:[0,1> - R gegeben durch f(x, y) = xy. Wir betrachten die Zerlegung
von [0, 1]? in Quadrate [%, R [%, L], fiiri, j = 1,..., n, und erhalten so
(n+1)? (n—1)>2
0p(2) = ———, Up(Z) = ——5—.
12 4n? 12 4n?

Fiir stetige Funktionen gentigt es, Zerlegungen mit Quadern gleicher Kantenldnge
zu betrachten, und wir erhalten f[_l 112 fx,y)dx,y) =1/4. |

Beispiel 8.10
Man bestimmt mehrdimensionale Integrale iiblicherweise mit dem Satz von Fubini,

b d
/ f,ydx,y) =/ / fx, y)dydx,
la,b1x[c,d] a Je

fiir stetiges f; siche Heuser (2012). Damit erhalten wir folgende Beispiele:

1 pl 1

1 1

/ xyd(x,y) = f f xydydx = / —xdx = -
0,112 0 Jo 0 2 4

1 pl 1 1

2 2

/ xy“d(x,y) = / / xy“dydx :/ —xdx = —.
[0,1]2 0 Jo o 3 6

[ |
Definition 8.6
Seien f : [a, b] — R eine beschriankte Funktion und g : [a, b)] — R eine mono-
ton steigende Funktion. Fiir eine Zerlegung Z = {xo, x1, ..., Xy—1, X5} von [a, b]

definieren wir die Stieltjes’sche Ober- und Untersumme von f in Bezug auf die
Zerlegung Z durch

0f(2) = Z ((g(xx) — g(xx—1)) - sup{f (x) | x € (xx—1, x1)},

k=1
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Up(2) = ((gCa) — g(xk—1)) - inf{ £ (x) | x € (x—1, x0)}-

k=1

Das Riemann-Stieltjes-Integral | ab f(x)dg(x) und die Riemann-Stieltjes-Integri-
erbarkeit sind nun genauso wie das Riemann-Integral bzw. die Riemann-Integrier-

barkeit definiert. ¢
Beispiel 8.11
Ist g konstant, so folgt fab f(x)dg(x) = 0. Ist g die Identitit, stimmt das Riemann-
Stieltjes-Integral mit dem Riemann-Integral iiberein. ]
Beispiel 8.12

Ist g stetig differenzierbar auf [a, b], so zeigt man problemlos, dass gilt:

b b
/ FOdg(x) = / Fg (X)dx:

siehe Heuser (2012). Damit erhalten wir noch folgendes Beispiel:

1 1 2
/ xdx? = / 2x%dx = =.
0 0 3

8.2 o-Algebren und MaBle

Definition 8.7
Sei X eine Menge. Eine o-Algebra G C P(X) ist eine Menge von Teilmengen von
X, mit:

1.9, X € 6;
2.Ae6=X\AeG;
3.Ai€6,ieN= J2, A €6.

(X, 6) wird Messraum genannt. ¢
Beispiel 8.13

G = {0, X} ist die kleinste, und die Potenzmenge P (X) ist die groite o-Algebra
auf der Menge X. [ ]
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Beispiel 8.14
Fiir eine Menge X bildet

G = {A C X | A abzahlbar oder X\ A abzahlbar}
eine o-Algebra. |

Beispiel 8.15

Ist X ein topologischer Raum, so ist die Borel-o -Algebra B (X) die kleinste o -Alge-
bra, die alle in X offenen Mengen enthilt. Sie ist der Schnitt aller o-AlgeAlgebren,
die alle in X offenen Mengen enthalten. Die Mengen in dieser o -Algebra werden
Borel-Mengen genannt. n

Definition 8.8
Sei (X, &) ein Messraum. Ein MaB ist eine Abbildung

w:® — RE = {x € Rlx >0} U {oo},
wobei gilt:

L. u@) =05
2. wenn A; € G fiiri € N disjunkt sind, so gilt:

z (U Ai> = (A

ieN ieN

Die letzte Bedingung wird auch o-Additivitit genannt. Das Maf ist endlich, wenn
w(X) < oo ist, und ein Wahrscheinlichkeitsmal}, wenn u(X) = 1 ist. (X, G, u)
heifit MaBraum. Eine Menge A € & mit ;£(A) = 0 wird Nullmenge genannt. 4

Beispiel 8.16

Seien X eine Menge und x € X. Das Dirac-MalBl von x ist gegeben durch
§: P(X) —» R, mit §(A) = 1, falls x € A ist, und §(A) = O sonst. Es handelt
sich um ein WahrscheinlichkeitsmaB. X\{x} ist eine Nullmenge, wie jede andere
Teilmenge von X, die x nicht enthilt. |

Beispiel 8.17

Sei X eine Menge. Das ZihlmaB auf X ist gegeben durch u : P(X) — R,
mit w(A) = |A|, falls A endlich ist, und ©(A) = oo sonst. Das Maf ist endlich
genau dann, wenn A endlich ist. Die einzige Nullmenge ist die leere Menge; siche
Abb.8.3. ]



206 8 Analysis:MaB und Integration
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Abb.8.3 Die Menge M = {a, b, ¢} mit dem Zdhlmafl und dem Laplace-MaB auf der Potenzmenge
P(M)
Beispiel 8.18

Sei X eine endliche Menge. Das Laplace-MaB auf X ist gegeben durch ¢ : P(X) —
R mit £(A) = |A|/|X|; siche Abb.8.3. Dieses WahrscheinlichkeitsmaB ist in der
endlichen Wahrscheinlichkeitstheorie grundlegend; siehe Kap. 12. ]

Definition 8.9
Sei X eine Menge. Ein duBeres MaB ist eine Abbildung auf der Potenzmenge von
X:p: P(X) = RE, mit:

L. (@) = 0;
2. fir A, B C X, mit A C B, gilt u(A) < u(B);
3. Fir A; C X fiiri € N gilt:

n (U Az-) <) (A,
ieN ieN

Die letzte Bedingung wird auch o-Subadditivitiit genannt. Eine Menge A € X
heiflit messbar in Bezug auf i oder kurz p-messbar, wenn fiir alle T € P(X) gilt:

pu(T) = n(T N A) + u(T N (X\A)).

Man zeigt in der MaBtheorie, dass die Menge G(u) aller p-messbaren Men-
gen eine o-Algebra bildet und dass w auf dieser o-Algebra ein Maf ist; siehe
Bauer (1998) ¢
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Beispiel 8.19
Das n-dimensionale Lebesgue-MaB auf dem R” ist gegeben durch

L"(A) =inf 1Y Vol"(Q:) | A €| J Qi. Qi QuaderinR"

i=1 i=1

wobei Vol” das n-dimensionale Volumen eines Quaders Q C R” ist. Es handelt sich
um ein duleres MaB auf der Potenzmenge P (R") und ein MaB auf der o -Algebra der
Lebesgue-messbaren Mengen. Man kann zeigen, dass alle Borel-Mengen des R”
mit der euklidischen Topologie Lebesgue-messbar sind, die o -Algebra der Lebesgue-
messbaren Mengen enthilt also die Borel o-Algebra des R”. Es sei noch ange-
merkt, dass es Lebesgue-messbare Mengen gibt, die keine Borel-Mengen sind, und
Teilmengen des R”, die nicht Lebesgue-messbar sind; siehe hierzu Bauer (1998).
Das Lebesgue-MaB £" wird in der Literatur manchmal auch als n-dimensionales
Volumen bezeichnet. £' mag man Linge, £> Flicheninhalt und £3 Volumen
nennen. |

Gegenbeispiel 8.20

Betrachten wir in der letzten Definition statt abzéihlbarer nur endliche Uberdeckun-
gen einer Menge A, so erhalten wir den n-dimensionalen Jordan-Inhalt 7" (A).
Dieser Inhalt bildet kein Mafs, da er nicht o -additiv ist.

Beispiel 8.21
Ersetzen wir in Beispiel 8.17 das Volumen eines Quaders Q durch einen Inhalt

Inh"(Q) = Inh([a1, b1] X - -+ X [an, bu]) = l_[(f(bi) — fai))

i=1

fiir eine stetige monoton wachsende Funktion f : R — R, so erhalten wir ein
Lebesgue-Stieltjes-MaB im R”. |

Beispiel 8.22

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Durchmesser von A C X ist definiert durch
diam(A) = sup {d(x, y) | x, y € A}. Fiir s > 0 ist das s-dimensionale Hausdorff-
MaB gegeben durch

o0 o0
S(A) = lim inf diam(A))4 | A c| |A;, A; € X, diam(A4;) <e}.
H*(A) = lim in ;mm( D _L_Jl i C X, diam(A;) < e

Dies ist ein dufleres Maf} auf P (X) und ein Mal, eingeschrinkt auf die o-Algebra
der H*®-messbaren Mengen. |

Definition 8.10
Ein Mafliraum (X, G, ) heiflit o-endlich, wenn es eine Folge von Mengen A; € X
mit u(A;) < oo fiiri € N gibt, die X iiberdecken: X C |72, A;. ¢
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Beispiel 8.23

Das Lebesgue-MaB ist o-endlich, da sich R” durch eine Folge n-dimensionaler
Wiirfel Q,,, = [—m, m]"*, mit m € N, iiberdecken lésst. [ |
Gegenbeispiel 8.24

Das Hausdorff-Mapf ist im Allgemeinen nicht o -endlich. Dies ist insbesondere fiir H®
auf dem euklidischen Raum R" der Fall, wenn s nicht ganzzahlig ist; siehe Falconer
(1990).

Definition 8.11

Sei (X, &) ein Messraum. Lassen wir in der Definition eines Mafles auch negative
Werte zu, i : X — RU {o0}, so spricht man von einem signierten MaB. (X, G, u)
heiflt in diesem Fall signierter MaBiraum. ¢

Beispiel 8.25

Sind © und v zwei endliche Mafie auf einem Messraum, so sind @ — v und
v — u signierte Malle, aber im Allgemeinen keine Mafle. cu ist ein signiertes
MabB fiir alle ¢ € R. Die signierten MafBe bilden also einen Vektorraum; siche auch
Beispiel 10.10. ]

8.3  Messbare Abbildungen

Definition 8.12

Seien (X, ©x) und (Y, &y) zwei Messraume. Eine Abbildung f : X — Y ist
messbar, wenn f 1 (A) € Gy fiiralle A € Gy ist. ¢
Beispiel 8.26

Zwischen allen messbaren Ridumen ist eine konstante Abbildung messbar. ]
Beispiel 8.27

Fiir jeden messbaren Raum (X, &) und jedes A C X ist die Indikatorfunktion
x4 : X — {0, 1}, mit x4 (x) = 1 fiirx € Aund y4(x) = 0 sonst, messbar in Bezug

auf die o-Algebra P ({0, 1}) auf {0, 1}. |
Beispiel 8.28
Sind (X, Ox) und (Y, Oy) zwei topologische Riume, so ist jede stetige Abbildung
f : X — Y messbar in Bezug auf die Borel-o-Algebren auf X und Y. ]
Beispiel 8.29

Sei (X, ©) ein Messraum. Ein Abbildung f : X — R ist messbar in Bezug auf die
Borel-o-Algebra auf R, wenn f -1 ((a, b)) € G fiir alle Intervalle (a, b) € R gilt. &
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Definition 8.13

Seien (X, Gy, u) ein MaBiraum, (Y, Sy) ein messbarer Raum und f: X — Y
messbar. Dann heit v = f(u), definiert durch v(A) = u(f~'(A)), das BildmaB
von p unter f. Dabei ist (Y, Gy, v) ein Mafiraum. ¢

Beispiel 8.30

Ist f : R" — R” eine Translation, d.h. f(x) = x +c¢, mitc € R”, so ist das Bild das
Lebesgue-Mafies £ unter f wieder das Lebesgue-MaB: f (L") = £". Man spricht
von der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes. ]

Beispiel 8.31

Ist f : R" — R” eine invertierbare lineare Abbildung, d.h. f(x) = Ax, mit A €
R™" und det(A) # 0, so ist das Bild des Lebesgue-MaBes £" unter f gegeben
durch

FL(B) = L(B)/|det(A)],

fiir alle Lebesgue-messbaren Mengen B. Betrachten wir dieses Beispiel fiir lineare
Abbildungen mit det(A) = =1 und das letzte Beispiel, so ergibt sich, dass das

Lebesgue-Maf} £" invariant unter Bewegungen des R”" ist. ]
Beispiel 8.32

BildmaBe werden uns auch im Abschn. 13.2 zur Ergodentheorie weiter beschéftigen.
|

Definition 8.14

Zwei MaBraume (X, Gx, n) und (Y, Gy, v) sind maBitheoretisch isomorph, wenn
esMengen M C Xund N C Y, mit u(M) = Ound v(N) = 0, sowie eine messbare
Bijektion f : X\M — Y\N mit messbarer Umkehrung f~! gibt, sodass f (1) = v
ist. Dabei betrachten wir die Abbildung und die MaBle in Bezug auf die o-Algebren
{S\M|S € Gx} und {S\N|S € Sy} ¢

Beispiel 8.33

Sind (X, &, @) ein Mallraumund M C X eine Menge vom MaBl null, soist (X, G, )
isomorph zu (X\N, {S\N | § € &}, n). Daher sind zum Beispiel die Intervalle
(a, b) und [a, b] jeweils in Bezug auf das Lebesgue-Maf} maf3itheoretisch isomorph.
Dasselbe gilt fiir die Rdume R und R\Q mit dem Lebesgue-MaB. ]

Beispiel 8.34

Liegt ein Homdomorphismus f : X — Y zwischen topologischen Riumen X
und Y vor, so sind die Rdume (X, B(X), u) und (Y, B(Y), f(n)) jeweils mit der
Borel-o-Algebra malitheoretisch isomorph. Daher sind zum Beispiel die Mardaume
R, B[R), £)und ((—n /2, /2), B((—m /2, 7/2)), arctan(L)) maBtheoretisch iso-
morph. |
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Gegenbeispiel 8.35
Ein Mafraum mit dem Dirc-Maf3 ist nicht isomorph zu einem Maf3raum mit einem
anderen Mafs.

8.4 DasLebesgue-Integral

Definition 8.15
Seien (X, G, u) ein Mafiraum und Ay, Ay, ..., A, € &. Eine einfache Funktion
f + X — Rist gegeben durch

fO) =) aixa (x),
i=1

wobei a; > 0und x4 die Indikatorfunktion von A ist, also gilt: x4 (x) = 1 firx € A
und x4 (x) = 0 sonst. Das Lebesgue-Integral von f ist definiert durch

/ fdu= /X fFdpe) =Y ain(Ap.
i=1

Beispiel 8.36

Man betrachte das Intervall [0, 1] mit dem Lebesgue-MaB £! und A; = [0, 1/2]
und A; = [1/3, 1]. Ist f die einfache Funktion mit den Werten a; =2 und a; = 1
zu diesen Mengen, so erhalten wir

f FfdL (x) = a LY (A) +ar Ll (Ay) = g
X

Beispiel 8.37

Man betrachte das Intervall [0, 1] mit dem Lebesgue-Maf3 L', Ferner seien A die
rationalen Zahlen in [0, 1] und A, die irrationalen Zahlen. Ist f die einfache Funktion
mit den Werten a; = 2 und a> = 1 zu diesen Mengen, so erhalten wir

/ FEOAL ) = arL (A + @l (A2) = 1.
X
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Definition 8.16
Seien (X, 6, u) ein Maflraum und f : X — R U {oo} eine Abbildung mit f > 0.
Das Lebesgue-Integral von f iiber X beziiglich w ist gegeben durch

f fdu = f FE)dp) = sup { f e)du() |0 <g < f. gisteinfach}.
X X

Fiir eine beliebige Funktion f : X — R U {—o00, oo} betrachten wir den positiven
Teil f*(x) = max{f(x), 0} und den negativen Teil f~(x) = max{— f(x), 0} von
f. Das Lebesgue-Integral von f iiber X beziiglich w ist in diesem Fall

/fd/t:/ Fo)dpu(x) =/ f+(x)dM(X)—/ fr@)dp(x).
X X X

Die Funktion f ist Lebesgue-integrierbar, wenn das Integral {iber den positiven
Teil und das Integral {iber den negativen Teil von f endlich sind. Ist A € &, soist f
Lebesgue-integrierbar iiber A in Bezug auf u, wenn f - x4 Lebesgue-integrierbar
iiber X ist. Das Integral von f iiber A beziiglich p ist

/ fdp = / FOdu(x) = / FOO) - xa@du ).
A A X

Eine Funktion f : X — C, gegeben durch f(x) = g(x) + h(x)i, ist Lebesgue-
integrierbar, wenn der Realteil g und der Imaginérteil 4 von f dies sind, und das
Lebesgue-Integral ist gegeben durch

/fd,u:/gd,u—i—i[hdu.

Auch die Lebesgue-Integrierbarkeit und das Lebesgue-Integral von Funktionen
f : X — R” sind im Wertebereich koordinatenweise definiert. ¢

Beispiel 8.38
Wir erhalten aus der Definition unmittelbar

/XXA(X)dM(x) = 1(A)

und
/ cdpu(x) = cpu(X),
X

fir c € R. u
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Beispiel 8.39

Jede Riemann-integrierbare Funktion auf einem Quader O < R” ist Lebesgue-
integrierbar in Bezug auf das Lebesgue-Mal} des R”, und das Riemann-Integral
stimmt in diesem Fall mit dem Lebesgue-Integral iiberein; siche Heuser (2012):

/f(x)dx:/f(x)dﬁl(x).
0 0

Damit sind die Beispiele zum Riemann-Integral im ersten Abschnitt dieses Kapitels
auch Beispiele zum Lebesgue-Integral. |

Beispiel 8.40
Fiir die Funktion f : [0, 1] — C, gegeben durch f(x) = x + x2i, erhalten wir

1 1 1
/ f(X)ﬁl(x)zf f(x)dx:f xdx~|—i/ xzdx=l+li.
[0,1] 0 0 0 2 3

Beispiel 8.41
Nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion ist Riemann-integrierbar. Zum Bei-
spiel ist die Dirichlet-Funktion f im Gegenbeispiel 8.1 Lebesgue-integrierbar mit

f[o,l] fx)dx = 0. [ |

Definition 8.17

Sei (X, ©) ein messbarer Raum mit zwei Maflen o und v. Dabei heilit . absolut
stetig in Bezug auf v, wenn v(A) = 0 = u(A) = O fiir alle A € & ist. Fir
o-endliche MaBe ist dies dquivalent zur Existenz einer in Bezug auf v Lebesgue-
integrierbaren Funktion f : X — R, mit

Ww(A) :/ fx)dv(x), AeG.
A

du/dv := f hei3it Dichte oder Radon-Nikodym-Ableitung von y in Bezug auf v;
siche Abb. 8.4 und Bauer (1998). Gilt sogar die Aquivalenz V(A)=0< u(A) =0
fiir alle A € G, so nennt man die Mafle v und p dquivalent. Die Mafle © und v
heilen singulir zueinander, wenn es eine Menge A € & mit u(X\A) = 0 und
v(A) = 0 gibt. SchlieBlich heifit eine Zerlegung u = w, + s, wobei ., absolut
stetig und pg singuldr in Bezug auf v ist, Lebesgue-Zerlegung von (. ¢

Beispiel 8.42

Ist 4 = cv, mit ¢ > 0, so sind die Malle © und v offenbar dquivalent. So sind das
Lebesgue-Mall £" und das Hausdorft-Maf3 H" auf dem R” fiir n € N dquivalent,
wegen L" = ¢, H". Man kann zeigen, dass ¢, genau das Volumen der n-dimensio-
nalen Einheitskugel ist; siehe Falconer (1990). |
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Abb.8.4 Ein Mal p auf R, das durch das Lebesgue-Integral einer Dichte f bestimmt ist

Beispiel 8.43
Jedes Dirac-MaB} §, mit x € R” ist singuldr zum Lebesgue-Mal} auf dem R" mit
o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen. Es gilt §(R"\{x}) = £'({x}) = 0. ®

Beispiel 8.44

Die Dichte f(x) = 2 /~/2m induziert ein in Bezug auf das Lebesgue-Maf}
absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf3

w(B) = — % dx

auf den reellen Zahlen. p ist das Mal der Standardnormalverteilung aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie; sieche Kap. 12. Offenbar gilt fiir die Radon-Nikodym-Ablei-

tung dp/d L) = e 2% /2. ]
Beispiel 8.45
Sei p wie letzten Beispiel definiert und §, ein Dirac-Maf auf R. Dann ist
1 . 18
V== =
2Tt

die Lebesgue-Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsmafles v auf den reellen Zahlen mit
der Lebesgue-o-Algebra. Das erste Maf} in der Summe ist absolut stetig, und das
zweite ist singuldr in Bezug auf das Lebesgue-Mab. ]
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8.5  Fourier-Analysis

Definition 8.18

Sei f : R — R eine Lebesgue-integrierbare und 2 -periodische Funktion, wobei
also f(x) = f(x + 2m) fiir alle x € R gilt. Die Fourier-Reihe von f in x € R ist
gegeben durch

(o8]
fo) = 70 + ]; ay cos(kx) + by sin(kx),
mit den Fourier-Koeffizienten
1 [T 1 (7
ay = — f(x)cos(kx), k> 0und by = — f(x)sin(kx), k> 1.
T J_x T J_y

Konvergiert die Reihe gegen f(x), d.h. f(x) = f (x), so spricht man von der
Fourier-Entwicklung von f in x € R. Es ldsst sich zeigen, dass dies fiir stiickweise
glatte periodische Funktionen iiberall und fiir quadratintegrierbare periodische Funk-
tionen bis auf eine Menge vom Lebesgue-Maf null gilt; siche Heuser (2012). ¢

Beispiel 8.46
Man betrachte die Dreiecksschwingung, f(x) = |x| fiir x € (—m, ] periodisch auf
R fortgesetzt. Wir erhalten die Fourier-Reihe

4 i cos((2k — 1)x)
T

_7T
Jo=75- T@k—12

k=1
die fiir alle x € R konvergiert. ]

Beispiel 8.47
Betrachten wir die Signum-Funktion

+1, falls x € (7, 0)
sgn(x) := 0, falls x=—-m,0,7
—1, falls x € (—m,0)

—_

periodisch auf R fortgesetzt, so erhalten wir die Fourier-Reihe

4 Ssin ((2k — Dx)
f(x)—;§ T

die iiberall konvergiert; siche Abb.8.5. |
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Abb. 8.5 Anniherung der Signum-Funktion durch endliche Fourier-Reihen

Beispiel 8.48
Betrachten wir die Ségezahnfunktion

x, falls x € (—m, )
s(x) =
0, falls x=-m,7

periodisch auf R fortgesetzt, so erhalten wir die Fourier-Reihe

11 sm(kx)

[0 —2Z< D=

k=1

die iiberall konvergiert. ]

Definition 8.19
Sei f : R — C absolut-integrabel, d.h. | f (x)| sei Lebesgue-integrierbar auf ganz
R. Die Fourier-Transformierte / : R — C ist dann gegeben durch

foo = / fx)e s,

Die komplexe Exponentialfunktion, die wir hier verwenden, wird in Beispiel 9.3
definiert. ¢

Beispiel 8.49
Ist &[4,p) die Indikatorfunktion eines Intervalls, so erhalten wir die Fourier-
Transformierte

~ 1 . .
é[a,b](x) =—— (e—tax _ e—tbx) )
X
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Abb.8.6 Die Funktion f(x) = ¢! mit ihrer Fourier-Transfomierten f(x) = 2/(x2 + 1)

|
Beispiel 8.50
Die Fourier-Transformierte von f(x) = e~ mit a € R ist gegeben durch
N 2a
T =y
siehe Abb. 8.6. ]
Beispiel 8.51
Die Fourier-Transformierte der Glockenkurve f(x) = ¢~ ist die Glockenkurve
R 1
fx)y=nf 3x )
|

Definition 8.20
Seien X ein topologischer Raum und p ein endliches Maf} auf der Borel-o-Algebra
von X. Die Fourier-Transformierte [ : R — C des MabBes ist dann

fi(x) = / e du(t)

=/cos(xt)d,u(t)+ifsin(xt)du(t).
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Beispiel 8.52
Betrachten wir das Lebesgue-Mal} £ auf [0, 1], so erhalten wir

l(x) = i (—1 + eiix) )

129

Beispiel 8.53
Sei §, das Dirac-Mal auf R fiir a # 0. Die Fourier-Transformierte des Wahrschein-
lichkeitsmaBes u = %80 + %8_,1 auf R ist

1 _. 1 .
ax) = Ee"‘”‘ + Ee‘“" = cos(ax).

8.6  Kurven- und Flichenintegrale

Definition 8.21
Seien f : R"” — R eine stetige Funktion und y : [a, b] — R” ein stiickweise stetig
differenzierbarer Weg. Das Kurvenintegral von f entlang y ist dann definiert durch

b
/ fds = / Foyo) |y ®]| dt,
14 a

wobei || - || die euklidische Norm ist. Man nennt dies Integral ein Kurvenintegral
erster Art. Haben wir es mit einem stetigen Vektorfeld f : R” — R” zu tun, so ist
das Integral von f entlang y gegeben durch
b
/ fdx = / (flr@), y'®)dt,
V4 a

wobei (-, ) das Standardskalarprodukt des R" ist. Man nennt dieses Integral ein

Kurvenintegral zweiter Art. ¢
Beispiel 8.54
Ist f(x) = 1, so ist das Kurvenintegral erster Art fy ds die Linge der Kurve

C < R", die durch die Parametrisierung y gegeben ist. Betrachten wir zum Beispiel
den Einheitskreis y : [0, 2] — RZ, mit y (t) = (sin(), cos(t)), so erhalten wir

2
/ds:/ dt = 2m.
y 0
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Abb. 8.7 Die Kurve y und die Funktion f in Beispiel 8.55

Beispiel 8.55
Sind f(x,y) = x2+y?>und y : [—1,1] - R? gegeben durch y () = (2t,1), so
erhalten wir das Kurvenintegral erster Art

L 10
/fds:/ 5:23/5dt = —/5;
4 -1 3
siehe Abb.8.7. |

Beispiel 8.56
Seien f(x,y,z) = (x2, xy, undy : [0, 1] — R3 gegeben durch y (t) = (r, 2, 1).
Das Kurvenintegral zweiter Art ist dann gegeben durch

1 1 11
ff(x,y,z)d(x,y,z>=/ ((ﬂﬁ,1)T,(1,2t,o>T)dt=/ 2+ 2rtdr =
v 0 0 15

sieche Abb. 8.8. |

Definition 8.22

Seien f : R — R eine stetige Funktion und F C R? eine Fliche mit der Parame-
trisierung ¢ : U — R3, U C R2. Das skalare Oberfliichenintegral von f iiber 7
ist dann definiert als

0 0
// fda=/ff(¢(u,v)>-Ha—¢(u,v>x—"’(u,v)
F B u av

d(u,v),
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Abb. 8.8 Die Kurve y mit Vektoren des Feldes f in Beispiel 8.51

wobei |la x b|| = ||a]|-||b]|-sin Z(a, b) die Fliche des durch a, b € R> aufgespannten
Parallelogramms ist. Ist f : R? — R3 ein stetiges Vektorfeld, so ist das vektorielle
Oberfléichenintegral von f iiber F definiert als

d d
// fdx://<f(¢(u,v)),—a¢(u,v)><—¢(u,v)>d(u,v),
F B u v

mita x b = (axb3 — azby, azsby — a1bs, ajbs — azby)? fiira, b € R3. ¢

Beispiel 8.57
Ist f(x) = 1, so definiert das skalare Oberflachenintegral f #do den Fldcheninhalt

der Fliche F C R3, die durch die Parametrisierung ¢ gegeben ist. Betrachten wir
etwa die Einheitskugel B, parametrisiert durch

¢ (u,v):[0,27] x [0, 7] = R, mit ¢ (u, v) = (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)),

so erhalten wir den Flacheninhalt der Oberflache der Kugel:

2 b4 T
/ do = / / sin(u)dudv = 271/ sin(u)du = 4.
B 0 0 0

Beispiel 8.58
Integrieren wir die Funktion f(x,y,z) = x> + y? iiber die Einheitskugel B im
letzten Beispiel, so erhalten wir:

2 T T
/ fdo = / / (sin(u)) dudv = 27 / (sin(u))3du
B 0 0 0
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T [T . . 8
= —/ (3 sin(u) — sin(3u))du = -m.
2 Jo 3
[ |
Beispiel 8.59
Eine Dreiecksfliche D € R3 sei gegeben durch ¢ : D — R3 mit d(u,v) =

(u, v, %(4 —u —2v)) sowie D = {(u,v) |0 < v <2 —u/2,u € [0,4]}. Das
Integral des Vektorfeldes f(x, y,z) = (2z,x + y, 0) iiber D ist

4 2-u/2 /o )
/ f(x,y,z)d(x,y,z)zf / <f(4—u—2v)+f(u+v))dvdu: 176/27.
B 0 Jo 9 3
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In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Grundbegriffe der Funk-
tionentheorie, die Funktionen auf Mengen komplexer Zahlen untersucht. Zunéchst
zeigen wir holomorphe und harmonische Funktionen ein und geben deren charakte-
ristische Differenzialgleichungen. Rationale Funktionen, die Exponentialfunktionen
sowie trigonometrische und hyperbolische Funktionen auf C stellen grundlegende
Beispiele dar. Im Abschn. 9.2 definieren wir konforme, d. h. winkeltreue Abbildun-
gen sowie biholomorphe Abbildungen auf C und veranschaulichen diese Begriffe
anhand von Beispielen. Im Abschn. 9.3 definieren wir Integrationswege und das Inte-
gral entlang solcher Wege und thematisieren die Wegunabhéngigkeit des Integrals
anhand von Beispielen und Gegenbeispielen. Der Abschn. 9.4 ist der Umkehrung ele-
mentarer Funktionen gewidmet; insbesondere fithren wir Logarithmen, allgemeine
Potenzen und die Arcus-Funktionen auf Gebieten in C ein. Im Abschn. 9.5 definieren
wir Pole sowie hebbare und wesentliche Singularititen von Funktionen und stellen
das Konzept der meromorphen Funktionen mit Beispielen vor. Dariiber hinaus fithren
wir die Laurent-Entwicklung und das Residuum fiir Funktionen mit Singularititen
ein. Im letzten Abschnitt des Kapitels findet der Leser die Beschreibung spezieller
Funktionen, wie der Gamma-Funktion, Zeta-Funktionen, elliptischen Funktionen
und Modulformen mit wesentlichen Beispielen.
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Als Einfiihrung in die Hauptergebnisse und Beweisverfahren der Funktionen-
theorie empfehlen wir Janich (2011); ausfiihrlicher ist Remmert und Schumacher
(2002/2007).

9.1 Holomorphe Funktionen

Definition 9.1
Sei U C C eine offene Menge und f : U — C eine Abbildung. f ist komplex
differenzierbar in 7y € U, wenn der Grenzwert

Flo) = lim 1@ =SG)

20,2720 Z2—20

in C existiert. f'(z) heiBt komplexe Ableitung von f in zg. Die Funktion f heiBt
holomorph auf U, wenn sie fiir alle zo € U komplex differenzierbar ist. Eine auf
ganz C holomorphe Funktion nennt man ganze Funktion. ¢

Beispiel 9.1
Ganzrationale Funktionen p : C — C, bestimmt durch

n
p(2) =Za,~zi, ae€C i=1,...,n,
i=0
sind ganze Funktionen mit
n
p'@)= Zaiiz’_l;

i=1

siche Abb.9.1. ]

Abb.9.1 Realteil, Imaginirteil und Betrag von f(z) = 22 fiir Re(z), Im(z) € [—2, 2]
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Beispiel 9.2
Gebrochen-rationale Funktionen, g(z) = p(z)/q(z), fiir ganzrationale Funktionen
p,q : C — C, sind auf ihrem Definitionsbereich U = {z € C | ¢(z) # 0} holo-
morph, mit

_ P (2)q(2) — p(2)q'(2)

[4¢a)

q(2)?
[ |
Beispiel 9.3
Die natiirliche Exponentialfunktion, exp : C — C, bestimmt durch
e 2 e
exp(z) :==e* = Z nE
i=0
ist ganz, mit exp’(z) = exp(z); sieche Abb.9.2. |

Beispiel 9.4
Die trigonometrischen Funktionen Sinus sin : C — C und Cosinus cos : C — C,
bestimmt durch

iz 2i

iz - 0 )

eiz _ e—iz < ) Z21'—}-1
1 B —1 l—’
sinz) 2i Zl_zo( UNGTEY
sind ganz, mit sin’(z) = cos(z) und cos’(z) = — sin(z); siehe Abb.9.3. ]

Abb.9.2 Realteil, Imaginirteil und Betrag von f(z) = e* fiirRe(z) € [—2, 2], Im(z) € [—27, 27]
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i
"ﬂ!!,ﬂ!,’fﬂ.ﬂt.’!!ﬁ"”“’

iy
it
’“I'HHIH;I{

i

Abb.9.3 Realteil, Imaginirteil und Betrag von f(z) = sin(z) fiir Re(z), Im(z) € [—2, 2]

Beispiel 9.5
Die trigonometrischen Funktionen Tangens, tan : C\{(k + 1/2)7 | k € Z} — C,
und Cotangens, cot : C\{kxw | k € Z} — C, bestimmt durch

sin(z) et —e7iz
tan(z) := =—]—
cos(z) et +eiz
cos(z) . (e'*+e')
cot(z) :=— =i— —
sin(z) ez — ez
sind ganz, mit tan’(z) = 1 + tan?(z) und cot’(z) = —(1 + cot?(z)). [ |

Beispiel 9.6
Die hyperbolischen Funktionen Sinus Hyperbolicus, sinh : C — C, und Cosinus
Hyperbolicus, cosh : C — C, bestimmt durch

% 4 e7% o ZZi
h(z) := =
cosh(z) 3 ; ann
T2 0 2i+1
inh(z) := =
sinh(z) 2 ; Qi+ D’
sind ganz, mit sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z). [ ]

Gegenbeispiel 9.7
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Funktion f(z) =7 =x — iy fiirz = x +1iy
nirgends komplex differenzierbar ist.

Definition 9.2
Seien O C R offen und f : O — R eine analytische Funktion mit

o
fx) =Zaixi, a; € R;
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vergleiche Abschn.7.2. Konvergiert diese Potenzreihe auf einer offenen Teilmenge
U € Cmit O C U gleichmiBig, so heift f : U — C holomorphe Fortsetzung. ¢

Beispiel 9.8

Die holomorphen Funktionen in den obigen Beispielen sind die holomorphen Fort-
setzungen der reellen Funktionen in Abschn. 7.2. |
Definition 9.3

Die Riemann’sche Zahlenkugel C=cu {oo} ist die Alexandroff-Kompaktifizie-
rung von C; siehe hierzu Abschn. 6.5. Sei U € C offen mit oo € U. Eine Abbildung
f : U — Cist holomorph in oo, wenn die Abbildung g(z) = f(1/z) holomorph in

0 ist. ¢
Beispiel 9.9 . .
Seien a, b, ¢, d € Cund ¢ # 0. Die Mobius-Transformation / : C — C, mit
az+b
F@ = cz+d

und f(0co0) = a/c, ist holomorph in oo, weil

a+ bz
c+dz

g(2) = f(l/z) =

holomorph in 0 ist; siche Abb.9.4. |

Abb. 9.4 Realteil, Imaginirteil und Betrag der Mobius-Transformation f(z) = 1/z fiir
Re(z), Im(z) € [-5, 5]
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Definition 9.4
Seien U € C offen und f : U — Cin zg = xo + iyo reell total differenzierbar;
siche Abschn. 7.4. Die komplexen Zahlen

0 1 /0 d
—f(Zo) = (a—f(Zo) - i—f(Zo)> ,
X ay

2
ﬂ(zo) % (%(Zo) + i%(Zo))
heiBen Wirtinger-Ableitungen von f in zg. ¢
Beispiel 9.10
Fiir f(z) = z = x + iy erhalten wir
af aof

2z (20) un PE (z0)

Fiir f(z) =z = x — iy ergibt sich

E(ZO) =0 und %(Zo) =1
0z 0z

Beispiel 9.11
Es ist nicht aufwendig, zu zelgen dass eine total differenzierbare Funktlon enau
dann holomorph in z ist, wenn 2L (zO) = 0 ist. In diesem Fall ist f/(z¢) = dz (zo).

af =(z0) = Owird Cauchy-Rlemann sche Differenzialgleichung genannt. Ist f(x +
i y) = u(x, y) + v(x, y)i, dann lautet die Differenzialgleichung ausgeschrieben:

8u( ) Bv( ) d 8v( ) 8u( )
— = — und — = —— .
ox <0 ay <0 ax <0 ay <0

Definition 9.5
Seien U C C eine offene Menge und f : U — C zweimal stetig reell differenzier-
bar. f wird harmonische Funktion genannt, wenn A f = 0 ist, wobei

82 82

der Laplace-Operator ist. ¢
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Beispiel 9.12
Es gilt folgender Zusammenhang zwischen partiellen und Wirtinger-Ableitungen:
a*f  0? 3?
T )

ax2  9y2 9297

Also sind holomorphe Funktionen harmonisch. |
Beispiel 9.13

Ist f(x +iy) =u(x,y)+ v(x,y)i und f ist holomorph auf U, so sind der Realteil
u und der Imaginirteil v von f harmonische Funktionen auf U. |
Beispiel 9.14

Die Abbildung f(z) = x? — y? mit z = x + yi, ist offensichtlich harmonisch. Wie
der Leser iiberpriifen mag, ist diese Funktion aber nur in z = 0 holomorph. ]

9.2 Konforme und biholomorphe Abbildungen

Definition 9.6

Seien yi, y2 : [0, 1] — C zwei stetig differenzierbare Wege mit dem Schnittpunkt
¥1(0) = ¥2(0) = zo und y;{(0) = y,(0) # 0. Der orientierte Winkel zwischen den
Wegen yi, y» in zg ist

7,(0)
Ly, y2) = arg ( ;

71(0)
wobei das Argument arg(z) = ¢ der Winkel in der Polarkoordinaten-Darstellung
7z = |z|(cos ¢ + i sin @) ist. ¢
Beispiel 9.15
Ist y1(¢t) =t und y»(t) = it, so erhalten wir Z(y1, y») = arg(i) = 7 /2. |
Definition 9.7

Sei U C C. Eine Abbildung f : U — C heifit konform, wenn sie stetig differen-
zierbare Kurven in stetig differenzierbare Kurve iiberfiihrt und wenn die Abbildung
orientierte Winkel erhilt, also

Ly, y2) = Z(f (), f(2)

fiir je zwei Kurven y1, y» in U, die sich im Sinne der letzten Definition schneiden;
sieche Abb.9.5. ¢
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Abb.9.5 Konforme Abbildung

Beispiel 9.16
Es ist leicht zu zeigen, dass jede holomorphe Abbildung f : U — C mit f/(z) # 0
fiir z € U konform ist. Allgemein sind biholomorphe Abbildungen, die wir nachfol-

gend definieren, konform. |
Definition 9.8

Seien U C C. Eine holomorphe Abbildung f : U — C heifit biholomorph, wenn
sie injektiv mit holomorpher Umkehrung f~! : f(U) — U ist. ¢
Beispiel 9.17

Seien B1(0) = {z € C | |z|] < 1} und z9o € B;(0). Die Mobius-Transformation
f : B1(0) — B1(0), gegeben durch

f2) = ewﬂ’
1— 20z

mit ¢ € (—m, ], ist biholomorph. Man kann sogar zeigen, dass dies die einzigen
biholomorphen Abbildungen auf Bj(0) sind; siehe hierzu Remmert und Schumacher

(2002/2007). u
Beispiel 9.18
Die Abbildung f : H = {z € Z | Im(z) > 0} — B;(0), gegeben durch
z—1
)= —7»
F@ z+1

ist biholomorph. Es ldsst sich sogar zeigen, dass sich jede offen einfach-zusammen-
héngende echte Teilmenge von C biholomorph, also konform auf Bj(0) abbilden
ldsst; siche Remmert und Schumacher (2002/2007). |
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9.3  Wegintegrale

Definition 9.9

Ein Integrationsweg ist eine stiickweise stetig differenzierbare Abbildung y :
[a, b] — C. Der Weg ist geschlossen, wenn y (a) = y () ist, und einfach geschlos-
sen, wenn y zusitzlich injektiv auf (a, b) ist. Die Menge Spy = {y(¢) | t € [a, b]}

heiflit Spur von y. ¢
Beispiel 9.19
Ist zg € C und r > 0, so beschreibt « : [0,27] — C, gegeben durch «(t) =
70 + ré'!, einen einfach geschlossenen Weg. Dessen Spur k(z9) := Spk ist die
positiv orientierte Kreislinie mit Radius » um zg. |
Beispiel 9.20

Fiir zg, 71 € Cergibt y : [0, 1] - C mit

y(t) =z0 +t(z1 — 20)

einen Integrationsweg, dessen Spur [z0z1] := Sp y die Verbindungsstrecke zwischen
zo und z ist, an. Sind n Punkte zg, . .., z, € C gegeben, so bestimmty : [0, n] — C
mit

y(®) =z +  — k) (1 — zi)

fiir t € [k, k + 1] den Streckenzug [z9, 21, - . -, z2n] := Sp y. Sind speziell zg, z1, 22
die Ecken eines Dreiecks, so bildet [zo, z1, 22, zo] den Rand des Dreiecks. Dies ist
ein einfach geschlossener Integrationsweg. |
Definition 9.10

Seien U C Coffenund y : [a, b] — U ein Integrationsweg sowie f : U — C eine
auf Sp y stetige Abbildung. Das Wegintegral von f entlang des Weges y ist dann
definiert als

b
ff(z)d2=f fly@)y'(ndr.
Y a

Beispiel 9.21
Das Integral der Funktion f(z) = 1/z entlang des Kreises «;(0) ist

1 2 ieit
/ —dZ = / le = 27Ti,
kq(0) < 0 e

unabhingig vom Radius des Kreises. |
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Beispiel 9.22
Integrieren wir f(z) = |z| entlang der Strecke [—1, 1], so erhalten wir

1
f |z|ldz =/ |t|dt = 1.
[—1,1] —1

Integrieren wir f jedoch entlang des Halbkreises y : [0, 7] — C, mit y(t) =
@ der die Punkte —1 und 1 in C verbindet, dann ergibt sich

/ |zldz =f Yy @)dt =2.
y 0

Das Wegintegral hingt im Allgemeinen also nicht nur vom Anfangspunkt und End-
punkt des Wegs ab. |

Definition 9.11

Seien U € Coffenund f : U — C stetig. Eine holomorphe Funktionen F : U —
C heiBt komplexe Stammfunktion von f auf U, wenn F’(z) = f(z) fiiralle z € U
gilt. Die Funktion hat lokal eine Stammfunktion, wenn jeder Punkt z € U eine offene
Umgebung U(z) € U hat, auf der f eine Stammfunktion hat. ¢

Beispiel 9.23

Fiir die ganzen Funktionen, die in den Beispielen im vorigen Abschnitt eingefiihrt
wurden, lassen sich die komplexen Stammfunktionen unmittelbar angeben, etwa hat
f(2) = 2" die Stammfunktion f(z) = 472" . [ |
Beispiel 9.24

Allgemein zeigt man in der Funktionentheorie, dass eine Funktion genau dann holo-
morph auf einer offenen Menge ist, wenn sie dort lokal eine Stammfunktion hat. Wir
empfehlen dem Leser hierzu die Lektiire von Jénich (2011). |

Definition 9.12
Seien U C C offen und f : U — C stetig. f heilt wegunabhéingig integrierbar,
wenn fiir je zwei Wege y, y in U mit gleichem Anfangspunkt und Endpunkt

/f(z)dz=/_f(z)dz
14 Y

gilt. Aquivalent hierzu kénnen wir auch fordern, dass das Wegintegral iiber jeden
geschlossenen Weg in U verschwindet. Die Funktion f heif3t lokal wegunabhéngig
integrierbar, wenn jeder Punkt z € U eine offene Umgebung U(z) € U hat, auf
der f wegunabhingig integrierbar ist. ¢
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Beispiel 9.25
Hat f : U — C eine Stammfunktion auf U, so gilt fiir alle Integrationswege von zg
nach z; offenbar

/ f(@)dz = F(z1) — F(z0).
Y

Die Funktion ist also wegunabhingig integrierbar. Fiir jeden geschlossenen Integra-
tionsweg y in U gilt in diesem Fall

/ f(z)dz =0.
%

Beispiel 9.26

Allgemein zeigt man in der Funktionentheorie, dass eine Funktion genau dann holo-
morph auf einer offenen Menge ist, wenn sie dort lokal wegunabhingig integrierbar
ist. Wir empfehlen hierzu wieder Janich (2011). |

Gegenbeispiel 9.27
In den Beispielen 9.13 und 9.14 wurden Funktionen angegeben, die nicht wegunab-
héiingig integrierbar sind.

9.4 Die Umkehrung elementarer Funktionen in C

Definition 9.13
Sei U eine offene einfach-zusammenhingende Menge; siehe hierzu Definition 6.32.
Eine stetige Funktion f : U — C mit e/ @ = z, fiir alle z € U, heiBt Zweig des

natiirlichen Logarithmus in C. ¢
Beispiel 9.28
Sei G = C\{z € R | z < 0} die geschlitzte Ebene. Diec Funktion f : G — C,
definiert durch
1
f@) = / —d§,
.z §

ist der Hauptzweig des Logarithmus. Wir bezeichnen diesen Hauptzweig mit
f(2) = Log(z); siche Abb.9.6. Es sei angemerkt, dass das Integral auf der geschlitz-
ten Ebene wegunabhéngig ist. ]
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Abb. 9.6 Realteil, Imaginirteil und Betrag des Hauptzweiges von f(z) = Log(z) fiir
Re(z),Im(z) € [-5, 5]

Definition 9.14
Seien U eine offene einfach-zusammenhingende Menge, auf der ein Zweig des
Logarithmus log erklirt ist, und » € C. Dann nennt man

f(Z) — eb log(z)

einen Zweig der b-ten Potenz auf U. ¢
Beispiel 9.29

Ist 5 = 1/n und log ein Zweig des Logarithmus, so ist f(z) = €°2@/" ein Zweig
der n-ten Wurzel /z. Firk = 1, ..., n — 1 sind weitere Zweige gegeben durch

e(2nk+log(z))/n — {rllc elog(z)/n mit o = eZm’/n‘

Die komplexen Zahlen {,f werden als n-te komplexe Einheitswurzeln bezeichnet;
siehe auch Beispiel 3.44. ]

Definition 9.15 B

SeienU = {z € C| —7/2 <Re(z) < 7/2}und U = C\{z € R | [z| > 1}. Die
Umkehrung des Sinus sin : U — U ist der Arcussinus arcsin : U — U, gegeben
durch

1
arcsin(z) = —Log(iz + v 1 — z2).
l

SeienU = {z € C|0 < Re(z) < 7} und U=C\{z eR| |z| > 1}. Die Umkehrung
des Cosinus cos : U — U ist der Arcuscosinus arccos : U — U, gegeben durch

1
arcsin(z) = —Log(z +iv' 1 — 72).
l
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SeienU ={z € C| — /2 < Re(z) <n_/2}undU=C\{z=ti|teR|_t| > 1}
Die Umkehrung des Tangens tan : U — U istder Arcustangens arctan : U — U,

gegeben durch
1 1+
arctan(z) = —Log + I,Z .
2i 1—iz
Seien U = {z € C|0 < Re(z) < wyund U = C\{z =ti |t € R, |t| > 1}. Die
Umkehrung des Cotangens cot : U — U istder Arcuscotangens arccot : U — U,
gegeben durch

arccot(z) = /2 — arctan(z).

In allen Fillen bezeichnet Log den Hauptzweig des Logarithmus in Beispiel 9.28. 4

9.5 Singularitaten und meromorphe Funktionen

Definition 9.16

Ist £ : U\{z0} € C — C holomorph, so heifit z¢ isolierte Singularitit von f. z¢
ist eine hebbare Singularitit, wenn der Grenzwert lim_, ;, f(z) in C existiert. Die
Singularitit zg ist ein Pol, wenn gilt:

lim |f(2)] = oo.
Z—>20

Ist die Singularitit weder hebbar noch ein Pol, so spricht man von einer wesentlichen

Singularit:it. ¢
Beispiel 9.30
Die Funktion f(z) = sin(z)/z hat in 0 eine hebbare Singularitit, wegen

lim S0 _

=0 z

Wir kénnen diese Singularitit durch die Definition f(0) = 1 autheben und erhalten
eine Fortsetzung von f zu einer ganzen Funktion. ]

Beispiel 9.31
Die Funktion
f@ =1/~
hat bei 0 und bei i je einen Pol. ]
Beispiel 9.32

Die Funktion f(z) = cot(wrz) = cos(rrz)/ sin(rz) hat Pole in allen ganzen Zahlen
z € Z; siehe Abb.9.7. [ ]
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Abb.9.7 Realteil, Imaginirteil und Betrag von f(z) = cot(z) fiir Re(z), Im(z) € [—4, 4]

Beispiel 9.33

Die Funktionen f(z) = ¢!/? und g(z) = sin(1/z) haben bei z = 0 eine wesentliche
Singularitt. |
Definition 9.17

Eine Singularitit zo € C einer holomorphen Funktion f : U\{zo} — C heif}t ein
Pol der Ordnung n € N, wenn es Konstanten ¢, C > 0 gibt, sodass gilt:

clz—zol™" < |1f ()| < Clz —z0l™",

fiir alle z aus einer Umgebung um z. ¢
Beispiel 9.34

In Beispiel 9.31 liegt bei 0 ein Pol erster Ordnung und bei i ein Pol zweiter Ordnung
vor. |
Beispiel 9.35

Die Pole des Cotangens in Beispiel 9.32 haben alle die Ordnung 1. ]
Definition 9.18

Ist eine komplexwertige Funktion f auf der punktierten offenen Keisscheibe
B, (z0)\{zo} holomorph, so heift die Darstellung

o]

f@ =) az—2z)",

n=—0oo

_ /@)
270 J(z9) (2 — 70)"H!
Laurent-Entwicklung von f um zo. Der Ausdruck

an dz,

1
Res; (f) :=a_1 = i f(2)dz
Tl kr(20)
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wird Residuum von f in zo genannt. Einen Beweis der gleichméBigen Konvergenz
der Laurent-Entwicklung gegen f findet der Leser zum Beispiel in Remmert und
Schumacher (2002/2007). ¢

Beispiel 9.36

Die Laurent-Entwicklung von f(z) = sin(z)/z um zg = 0 lautet geméal der Defini-
tion des Sinus:

2i

o0 i Z
) = ;(—1) T

Hier liegt eine hebbare Singularitit vor, und man erhélt dahera_,, = 0inder Laurent-
Entwicklung fiir alle n € N. ]

Beispiel 9.37
Die Laurent-Entwicklung von f(z) = eVZum zg = 0 lautet gemil der Definition
der Exponentialfunktion:

— 1
fx) = i
i=0 "%
Hier liegt eine eigentliche Singularitét vor, und man erhilt damit a_,, # O fiir unend-
lich viele n € N in der Laurent-Entwicklung. ]
Beispiel 9.38

Die Bestimmung der Laurent-Entwicklung des Cotangens f(x) = cot(x) umzo = 0
ist nicht trivial; siehe Janich (2011). Man erhilt

- nzanZ’? n—1
f(z)—g(—l) Gt

wobei By die Bernoulli-Zahlen in Beispiel 7.52 sind. Bei einer einfachen Singula-
ritdt wie hier ist das Residuum a_j nicht null, aber alle anderen Koeffizienten a_,

verschwinden. ]
Definition 9.19

Sei U € Coffen und f : U\P(f) — C holomorph. f heiit meromorph auf U,
wenn P (f) eine Menge von Polen ist, die keine Haufungspunkte hat. ¢
Beispiel 9.39

In den Beispielen 9.29 und 9.30 haben wir schon Funktionen angegeben, die mero-
morph auf C sind. |
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Beispiel 9.40
Sei (a;) eine Folge komplexer Zahlen mit 0 = ay < |aj| < |az|, ..., die keinen
Hiaufungspunkt hat. Ferner sei f : C\{ao, a1, ...} gegeben durch

00 N
fo=24y (i) ,

Z—ay \ay
v=1

mitc; € C. Wirnehmen weiter an, dass N so gewhltist, dass > | ¢, /a+! absolut

konvergiert. Dies gewihrleistet die Konvergenz der angegebenen Reihe. f ist eine
meromorphe Funktion mit Polen in g;, die jeweils das Residuum ¢; haben. Man
spricht bei dieser Darstellung einer Funktion auch von der Partialbruchdarstellung;
siche Remmert und Schumacher (2002/2007). Ist (a;) etwa eine Abzidhlung der
ganzen Zahlen, und ist ¢; = 1, so erhalten wir

f@) = —+ > (Z_l )

ieZ\ (0}
Dies ist die Partialbruchdarstellung von f(x) = 7 cot(wz). [ |
Beispiel 9.41
Weitere meromorphe Funktionen findet der Leser im nichsten Abschnitt. ]

9.6 Spezielle Funktionen

Definition 9.20
Die I'-Funktion, I' : C\{0, —1, =2, ...} — C, ist gegeben durch

n'n®
A, 2z+1)...(z+n)’

I'(z) =

Es handelt sich um eine meromorphe Funktion mit Polen erster Ordnung vom Resi-
duum (—1)"/n!firn = {0, —1, —2, ...}. Den Nachweis findet der Leser in Remmert
und Schumacher (2002/2007); sieche Abb.9.8. ¢

Definition 9.21
Fiirg € CmitRe(g) > 1 definieren wir die Hurwitz’sche Zeta-Funktion, ¢, : {z €
C| Re(z) > 1} — C, durch

e¢]

1
Lg(2) =) ———.
! = (n+q)
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Abb. 9.8 Realteil, Imaginirteil und Betrag von I'(z) fiir Re(z), Im(z) € [—3, 3]

Die Funktion lédsst sich zu einer meromorphen Funktion auf C mit einem einfa-
chen Pol in z = 1 mit Residuum 1 fortsetzen; sieche Remmert und Schumacher
(2002/2007). ¢

Beispiel 9.42
Die bekannteste Hurwitz’sche Zeta-Funktion ist die Riemann’sche Zeta-Funktion

21 1
;<z>=;1(z)=2n—z:1"[l_p_z,
n=1 p

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p lduft; siche Abb.9.9. Mit der Festlegung
n(z) = (1 — 2'7%)¢(z) erhilt man die Dirichlet-n-Funktion aus der Riemann’schen
Zeta-Funktion

s —nn-!
n() = Z%
n=1

fiir z € C mit Re(z) > 0. [ |

l
i

I

i

Ui
i

Abb.9.9 Realteil, Imaginirteil und Betrag von ¢ (z) fiir Re(z) € [—1, 1] und Im(z) € [—40, 40]
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Definition 9.22
Seien wi, wy € C\{0} linear unabhéngig. Ein Gitter in C ist gegeben durch

Q={kiz1 + kozo | k1, ko € Z}.

Eine meromorphe Funktion f heifit elliptische Funktion, wenn f(z) = f(z + w)
fiir alle w € Q gilt. ¢

Beispiel 9.43
Die Weierstraf}’sche o-Funktion, gegeben durch

1 1 1
vo-z+ T (ewew)

weR,w#(0,0)

ist eine gerade elliptische Funktion: ¢ (z) = g (—z). Ihre Ableitung g’ (z) ist eine
ungerade elliptische Funktion: ©'(z) = —g’(—z). [ ]

Definition 9.23

SeiH = {z € C| Im(z) > 0} die obere Halbebene. Eine holomorphe oder meromor-
phe Funktion f : H — H heifit holomorphe bzw. meromorphe Modulform vom
Gewicht k € N, wenn gilt:

az+b\ x
f(cz+d) =(cz+d) f(2),

firallea, b,c,d € Cmitad — bc = 1. ¢

Beispiel 9.44
Die holomorphe Eisenstein-Reihe Ey; : H — H zum Gewicht 2k, gegeben durch

1
Ey(z) = Z m,
(m,n)eZ?, (m,n)#(0,0)

ist eine Modulform vom Gewicht 2k. |
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In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in die Grundbegriffe der Funktio-
nalanalysis, in der unendlich-dimensionale Vektorraume und die Abbildung auf
diesen Rdumen untersucht werden. Zu Beginn fiihren wir Banach-Ridume ein und
zeigen als Beispiele Folgenrdume, Funktionenrdume und Raume von MaBen. Des
Weiteren definieren wir Dualrdume, d.h. Rdume von Funktionalen auf Banach-
Réumen. und zeigen die Dualrdume von Folgen und Funktionenrdumen als Bei-
spiele. Im Abschn. 10.2 fithren wir die schwache Ableitung ein und definieren mit
Hilfe dieses Konzepts Sobolev-Riaume, die eine weitere wichtige Klasse von Banach-
Riumen darstellen. Danach werden Hilbert-Rdume, Hilbert-Basen und die Entwick-
lung einer Funktion in Bezug auf eine Hilbert-Basis definiert. Die />-Folgenriume
und L2-Funktionenriume sind hier die wichtigsten Beispiele. Im Abschn. 10.4 stel-
len wir die grundlegenden Begriffe der Theorie linearer Operatoren auf Banach- und
Hilbert-Rdumen vor und definieren insbesondere invertierbare, kompakte und nukleare
Operatoren sowie die adjungierten Operatoren auf Dualrdumen. Als Beispiele dienen
uns unter anderem Differenzial- und Integraloperatoren. Der letzte Abschn. 10.5, ist
den zentralen Begriffen der Spektraltheorie gewidmet. Wir definieren das Punktspek-
trum, das stetige Spektrum und das Residualspektrum sowie das essentielle und das
diskrete Spektrum eines Operators und erldutern die Begriffe anhand von Beispielen.

Der Nachweis, dass die in diesem Kapitel vorgestellten Beispiele die gewliinsch-
ten Eigenschaften haben, ist in einigen Fillen nicht trivial. Diese Beweise werden
iblicherweise in einer Vorlesung zur Funktionalanalysis ausgefiihrt. Wir verweisen
hierzu auf Lehrbiicher wie Werner (2011) oder GroBmann (2014).
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10.1 Banach-Raume

Definition 10.1

Ein vollstidndiger normierter Vektorraum (X, || - ||) tiber dem Korper K = R oder
K = C ist ein Banach-Raum; siehe hierzu Abschn.4.6 und 7.1. ¢
Beispiel 10.1

Die euklidischen Rdume K", normiert durch

lxll2 =

sind Banach-Rdume. Auch mit den p-Normen

lxllp ="

n
PNk
i=1

fiir p > 1 sowie mit der Maximumsnorm

lIX]loo = max |x;]

i=1,...,n

bildet K” einen Banach-Raum. |
Beispiel 10.2
Die im Folgenden angegebenen Folgenriume mit Elementen in K sind Banach-
Réume:
e Der Raum der in p-ter Potenz betragsweise summierbaren Folgen /7 =

{x | |lx]|, < oo} mit der Norm

lxllp ="

o0
> il
i=1

e Der Raum der beschrinkten Folgen [*° = {x | ||x]||c0 < 00}, mit
l[xlloo = sup{lx;| | i € N}.
e Der Raum der konvergenten Folgen
c={x| lim x; existiert},
i—00

mit der Norm || - ||so.



10.1 Banach-Raume 241

e Der Raum der Nullfolgen
co = {(x;) | lim x; =0},
1—> 00

mit der Norm || - ||so-
e Der Raum der Folgen mit beschrinkter Variation bv = {x | ||x]||py, < 00}, mit
der Norm

o
lxllpy = 1] + Y Ixig1 — xil.
i=1

Beispiel 10.3

Seien X ein metrischer Raum und B(X) der Vektorraum der beschrinkten Funktio-
nen f : X — K. Ferner sei C (X) der Vektorraum der stetigen Funktionen f : X —
K. Beide Rdume bilden mit der Supremumsnorm || f||ec = sup{|f(x)| | x € X}
Banach-Rdume. |

Beispiel 10.4
Seien X ein metrischer Raum und p ein Borel’sches Mal} auf X sowie

LP (X, n) = {f : X = K| f messbar mit /|f(x)|”d,u(x) < oo}

der Vektorraum der zur p-ten Potenz Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X.
Wir identifizieren zwei Funktionen in diesem Raum durch eine Aquivalenzrelation
~, wenn diese sich nur auf einer Menge vom Maf} null unterscheiden. Der Lebesgue-
Raum L7” (X, n) = £P(X, u)/ ~ mit der Norm

IAllp = ”/If(X)IPdM(X)

ist ein Banach-Raum. Der Raum £°°(X, 1) enthilt die Funktionen, die bis auf eine
Nullmenge beschrinkt sind. Der Raum L*°(X, ) = £°°(X, u)/ ~ bildet mit der
essentiellen Supremumsnorm

1 flleo = inf{l| flloo | f = f auf X\N mit w(N) = 0}

einen Banach-Raum. L”[a, b] bezeichnet speziell den L”-Raum fiir das Lebesgue-
Integral auf dem Intervall [a, b] in R. |

Gegenbeispiel 10.5
LP(X, p) bildet mit|| - ||, keinen Banach-Raum, da die Abbildung keine Norm ist.
Es gibt Funktionen f # 0in £2(X, w), mit || f||, = 0.
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Beispiel 10.6
Fir n € N sei C"[a, b] der Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
f : [a, b] — C. Mit der Norm

I fllen =Y sup{| £ P )| | x € [a, b])

i=0
ist dieser Raum ein Banach-Raum. [ |

Gegenbeispiel 10.7
ok [a, b] mit der Supremumsnorm ist nicht vollstindig, also kein Banach-Raum. Zum
Beispiel konvergiert die Folge von Funktionen f,(x) = /x? + % in der Supremums-

norm gegen f(x) = |x|, aber diese Funktion ist nicht differenzierbar in x = 0; siehe
Abb. 10.1.

Beispiel 10.8
Sei U < C offen. Der Raum H°(U) der holomorphen Funktionen f : U — C mit

der Supremumsnorm ist ein Banach-Raum. |
Beispiel 10.9
Seien U C R” offen und beschrinkt sowie f : U — K n-mal stetig differenzierbar.
Fiir einen Multiindex a = (a1, ..., o) € Nj existieren die partiellen Ableitungen
%l ... 9%
DYf = —f ,
0% xy ...0%Xx,

25

0

-1 -0.5 0 0.5

Abb.10.1 Die Funktionen f7, fi0, f100, f1000 aus der Folge in Gegenbeispiel 10.7



10.1 Banach-Raume 243

wenn || = a1+ - -+op < nist. Wir betr_achten den Raum C"(U) aller auf U n-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f : U — K, die sich stetig auf den Abschluss
U von U fortsetzen lassen. Mit

W llengy = D IID* flloo

lee|<n
ist dies ein Banach-Raum. |

Beispiel 10.10
Seien X ein metrischer Raum und 9t(X) der Vektorraum aller endlichen signierten
Borel-Male auf X. Mit

|| = supf Z [ (E)| | P eine endliche Partition von X durch messbare Mengen}
BeP

ist dies ein Banach-Raum; siehe auch Abschn. 8.2. |

Definition 10.2

Sei (X, ||-||) ein normierter K-Vektorraum. Ein Funktional auf X ist eine Abbildung
f : X — K.Ist f linear, so heilit f lineares Funktional. Der Dualraum von X*
von X ist der Vektorraum aller linearen Funktionale. Mit der Funktionalnorm

L1 = sup{|fCOl [ lIx]] = 1}

ist X* ein Banach-Raum. Der Dualraum von X* heif3t Bidualraum X** = (X*)*.
Die kanonische Einbettung ¢ : X — X** ist gegeben durch ¢(x) = ¢, mit
&5 (f) = f(x). Ist ¢ ein Isomorphismus, so heifit der Raum X reflexiv, d. h. es gilt
X=X, ¢

Beispiel 10.11
Ein Funktional auf K" hat die Form

n
F(x) =) xii
i=1

mit y = (y;) € K”. Damit erhalten wir (K")* = K”. Es lésst sich sogar zeigen, dass
diese Bedingung endlich-dimensionale Vektorrdume charakterisiert; siche Werner
(2011). ]

Beispiel 10.12
Ein Funktional auf einem Folgenraum, der in KN enthalten ist, hat die allgemeine
Form

o0
F(x) = inyi,
i=1
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wobeiy = (y;) € KY so0 zu wihlen ist, dass die Summe konvergiert. Man erhilt mit
dieser Bedingung: (I7)* = [9, wobei 1/p + 1/g = 1 und (I')* = [*® ist. Die [7-
Réume fiir p # 1 sind also reflexiv. Weiterhin gilt ¢* = ¢} = "und (bv)* = I +K.
Diese Raume sind nicht reflexiv. ]

Beispiel 10.13
Ist X kompakt, so hat ein Funktional auf C(X) die Form

F(f)=[fdu,

wobei f ein endliches signiertes Borel-Maf} auf X ist. Dies ist der Riesz’sche Dar-
stellungssatz, aus dem man C(X)* = (X)) erhilt; siche Werner (2011). |

Beispiel 10.14
Ein Funktional auf L? (X, 1) hat die Form

F(f) = /f(X)g(X)dM(X),

wobei die Funktion g so zu wihlen ist, dass das Integral existiert. Man zeigt mit
dieser Bedingung (L? (X, u))* = L9(X, ) mit 1/p 4+ 1/g = 1 fiir p # 1; die
Riume sind also reflexiv. Weiterhin erhilt man (L' (X, p))* = L>®(X, n); dieser
Raum ist nicht reflexiv. ]

Beispiel 10.15

Sei C1([0, 1], R?) = {c : [0, 1] — R? | ¢ stetig differenzierbar} der Raum der stetig
differenzierbaren Kurven im R%. Das Kurvenlingenfunktional

1
F(C)=fO I’ (0)]1d?

ist ein nicht-lineares Funktional. |

10.2 Schwache Ableitung und Sobolev-Raume

Definition 10.3

Sei 2 € R” eine offene Menge. Eine Testfunktion ist eine unendlich oft diffe-
renzierbare Funktion f : R” — R mit kompakten Triger. Das bedeutet, dass der
Abschluss der Menge {x € Q| f(x) # 0} kompakt ist. Der Vektorraum der Test-
funktionen wird mit C2°(2) bezeichnet; siche Abb. 10.2. ¢

Beispiel 10.16
Firb € Rist ¢p : R — R, mit ¢p(x) = ebz/("z_bz), fiir |x| < b und ¢p(x) = 0
sonst, eine Testfunktion mit dem Tréager [—b, b]. |
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ok
-1 -0.5 0 0.5

Abb. 10.2 Eine Testfunktion auf [—1, 1]

Beispiel 10.17
Firb = (by,...,b,) € R"ist ¢ : R* — R, mit

Y () = [ ] s (x),
i=1

eine Testfunktion mit dem Trager ]_[;‘zl [—b;, b;i]. |

Definition 10.4

Seien 2 C R” offen und f € LP(R), mit 1 < p < oo, reellwertig sowie o =
(a1, ..., ar) € Nj ein Multiindex und |o| = >7_,. Eine Funktion g € L” heift
a-te schwache Ableitung von f, wenn

/ g(Hp)dt = (=) / F(D*¢(t)dt
Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢ € C2°(L2) gilt. D* ist der Differenzialoperator, den wir in
Beispiel 10.9 definiert hatten. f heifit «-schwach differenzierbar auf 2, wenn eine
schwache Ableitung auf €2 existiert. ¢

Beispiel 10.18

Ist f € LP([0, 1]) gewohnlich differenzierbar, mit f' = g, so ist die erste schwache
Ableitung von f die Funktion g, wie man mit partieller Integration leicht zeigt. Auch
fiir hohere Ableitungen verallgemeinert der Begriff der schwachen Ableitung den
der gewohnlichen Ableitung. |
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Beispiel 10.19
Die Betragsfunktion f(x) = |x| auf R ist schwach differenzierbar. Die schwache
Ableitung ist die Vorzeichenfunktion

—1 firx <O
ff)=0cx)=1{0 firx=0
+1 firx > 0.

Gegenbeispiel 10.20
Die Vorzeichenfunktion o aus dem letzten Beispiel ist nicht schwach differenzierbar.

Definition 10.5

Der Sobolev-Raum W7 () fiir p > 1 und k € N ist der Raum aller reellwertigen
Funktionen in L?(2), die fiir alle Multiindizes «, mit |o| = a; + -+ < k
a-schwach differenzierbar sind. Mit der Sobolev-Norm

Wflkp = o D 1102 fIIF,
lle|<k

bildet jeder Sobolev-Raum einen Banach-Raum; siehe Werner (2011). ¢

Beispiel 10.21

Der einfachste Sobolev-Raum ist W”’((O, 1)), der Banach-Raum der reellwertige
einmal schwach differenzierbaren Funktionen in L ((0, 1)) mitder Norm || f||1,, =
WA e + 1 e u

Beispiel 10.22

Ein Sobolev-Raum W*2(Q) wird auch Hardy-Raum genannt und mit HK(Q)
bezeichnet. In diesem Fall handelt es sich bei dem Raum sogar um einen Hilbert-
Raum, da die Norm durch das Skalarprodukt

(f.g= Y (0%f,0%)

lo| <k

induziert wird, lese hierzu die ersten Definitionen im niachsten Abschnitt. |

10.3 Hilbert-Raume

Definition 10.6
Ein Pri-Hilbert-Raum, auch unitirer Raum genannt, (X, (-, -)) istein Vektorraum
mit einem Skalarprodukt tiber dem Korper K = R oder K = C. Ein Hilbert-Raum
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(X, (-, -)) ist ein Pra-Hilbert-Raum, wenn X mit der vom Skalarprodukt induzierten
Norm [|x|| = 4/(x, x) vollstdndig ist; siche auch die Abschn.4.6. und 7.1. ¢

Beispiel 10.23
K" bildet mit dem euklidischen Skalarprodukt

n
(x,y) =Y xi¥i
i=1

einen Hilbert-Raum. y ist die zu y € C konjugiert komplexe Zahl; ist y € R, so gilt
y=y. ]

Beispiel 10.24
Der Raum /? in Beispiel 10.2 mit dem Skalarprodukt

o
(X, ) =Y xiyi
i=1
ist ein Hilbert-Raum. |

Beispiel 10.25
Der Raum L?(X, 1) in Beispiel 10.4, mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / Fg)du ),

ist ein Hilbert-Raum. |
Gegenbeispiel 10.26

Die Banach-Rdume [P in Beispiel 10.2 und L? (X, p) in Beispiel 10.4 sind fiir p # 2
keine Hilbert-Riume. Man kann zeigen, dass eine Norm || - || genau dann durch ein

Skalarprodukt induziert wird, wenn die Parallelogrammgleichung
[l Y117+ 1 = yI2 = 201x1 + 11y117)
gilt. Dies ist in keinem Beispiel aufer 1> und L*(X, i) im vorigen Abschnitt der Fall.

Definition 10.7

Sei (X, || - ||) ein Pri-Hilbert-Raum. O = {x; | x; € X,i € I} mit0 ¢ O ist
ein Orthogonalsystem, wenn die Vektoren in O senkrecht aufeinander stehen, also
(xi,x;) =0fiiralle i, j € I miti # j gilt. O ist ein Orthonormalsystem, wenn
die Vektoren zusitzlich die Ldnge 1 haben, also ||x;|| = 1 fiir alle i € I gilt. Ein
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Orthogonalsystem O heif3it vollstiindig, wenn die Menge der Linearkombinationen
der x; dicht in X liegt:

> hixi | € K, J S Iendlich{ = X.

ieJ

Falls O ein Orthonormalsystem ist, spricht man in diesem Fall von einem vollstéin-
digen Orthonormalsystem oder einer Hilbert-Basis. Dieser Begriff ist nicht zu
verwechseln mit dem Begriff der Basis in der linearen Algebra in Abschn. 4.5. Jede
Orthonormalbasis ist eine Hilbert-Basis, aber die Umkehrung gilt nicht. ¢

Beispiel 10.27
Sei by = 1fiirk =/ und §y =0 fiirk # [.

O ={Gk=1,..n 11 =1,...,n}

bildet eine Orthonormalbasis des euklidischen Raumes K”. |

Beispiel 10.28

O = {(kren | 1 € N}

bildet eine Orthonormalbasis des Folgenraumes /2. ]

Beispiel 10.29

O = {x" | n € Ny} istein vollstindiges Orthogonalsystem im Hilbert-Raum L2[0, 1]
in Bezug auf das Lebesgue-MaB. Die Menge der normierten Legendre-Polynome
O ={2n+ 1)P,(x)/2 | n € Np}, mit

n

2
Py(x) = 21 > (Z) (= D" F e+ DF

k=0

bildet eine Hilbert-Basis dieses Raumes; siche Abb. 10.3. |

Beispiel 10.30

Das trigonometrische System O = {e?7"* | n € 7} bildet eine Hilbert-Basis
des Hilbert-Raumes L?[0, 1] iiber dem Korper C. Uber dem Korper R bildet O =
{co} U{cp, sy | n € N}, mit

c0(0) = —, clx) = % sin(nx), s,(x) = % cos(nx),

NGz

eine Hilbert-Basis des Hilbert-Raumes Lz([O, 2m]); siehe Abb.10.4 und auch
Abschn. 8.5 zur Fourier-Analysis. ]
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Abb. 10.3 Die Legendre-Polynome firn =1, 2, 3, 4
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Abb. 10.4 Die Funktionen co, ci, 51, 2, 52 des trigonometrischen Systems

Definition 10.8
Ist (X, ]| - ||) ein Hilbert-Raum mit einem abzéhlbaren unendlichen vollstindigen
Orthogonalsystem O = {x; | x; € X, i € N}, dann heif3t
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Entwicklung von x € X nach O. Ist O sogar eine Hilbert-Basis, dann vereinfacht
sich die Entwicklung zu

o0
X = Z(x,xi)xi~
i=1

Wenn O = {x; | x; € X, i € I} eine liberabzidhlbare Hilbert-Basis ist, so ldsst sich
die Reihendarstellung auch definieren, da hochstens abzéhlbar viele Koeffizienten

der Form (x, x;) nicht null sind. ¢
Beispiel 10.31
Entwickeln wir eine analytische Funktion auf R nach der Hilbert-Basis O = {x" |n €
Np}, so erhalten wir die Taylor-Entwicklung um x = 0; siche Abschn.7.4. |
Beispiel 10.32

Entwickeln wir eine Funktion aus dem komplexen Vektorraum L2[0, 277 ] beziiglich
der Basis in Beispiel 10.20, dann erhalten wir jeweils eine Fourier-Entwicklung;
siehe Abschn. 8.5. u

10.4 Operatoren

Definition 10.9

Seien (X, || - [|x) und (Y, || - |ly) zwei normierte Vektorrdaume. Ein Operator ist
eine Abbildung 7 : X — Y, und ein linearer Operator ist eine lineare Abbildung.
L(X,Y) bezeichnet den Vektorraum aller linearen Operatoren von X nach Y. Die
Norm eines Operators 7 € L(X, Y) ist

U =ITllLx,y) :=sup{|ITx]ly | x € X, [Ix]|[x =1},

und L(X,Y) ist durch || - ||1(x,y) normiert. Ist ¥ ein Banach-Raum, so ist auch
L(X,Y) ein Banach-Raum. Fiir den Raum L (X, X) schreiben wir kurz L(X). Den
identischen Operator in L (X) bezeichnen wir mit Id.

Ein Operator T heifit beschrinkt, wenn ||T'|| < oo gilt. Es sei hier angemerkt,
dass lineare Operatoren genau dann beschréinkt sind, wenn sie stetig sind; siehe
Werner (2011). ¢

Beispiel 10.33

Die gewohnlichen Differenzialoperatoren D* : C"a,b] — Cla,b], mit
DFf(x) = f®(x) fiir k < n, sind lineare und stetige Operatoren, wobei wir die
Norm aus Beispiel 10.9 auf C"[a, b] zugrunde legen. ]
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Beispiel 10.34

Seien U C R”" offen und beschrinkt sowie f : U — K n-mal stetig differenzierbar.
a = (ap,...,ar) € Njseiein Multiindex mita = a1 +- - - +a,; vergleiche Beispiel
10.7. Die partiellen Differenzialoperatoren D : C"(U) — C!(U), gegeben durch

D= Z ca DY,

loe|<m

mit m < n und ¢, € C(U), sind lineare und stetige Operatoren. Ein wichtiges
Beispiel eines Differenzialoperators auf CZ(U ), mit U C R” offen, ist der Laplace-
Operator

nog2
A= E —.
2
Pt dxj,

Beispiel 10.35
Sei k € L%[a, b]. Der Integraloperator I : L*[a,b] — L*[a, b], mit Kem &,
gegeben durch

b
Lf(x) = / ke, ) £ ()dy,

ist ein stetiger linearer Operator. Der Integraloperator ldsst sich fiir einen stetigen

Kern k € C([a, b1?) auch auf Cla, b] definieren. |
Definition 10.10

Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Rdume und D ein Unterraum von X
sowie T : D — Y ein linearer Operator. 7 heifit abgeschlossen, wenn der Graph
{(x, f(x)) | x € D} ein abgeschlossener Untervektorraum von X x Y ist. ¢
Beispiel 10.36

Ist T : X — Y stetig, so ist T abgeschlossen. Sind X und Y Banach-Réume, dann
gilt sogar die Umkehrung; sieche Werner (2011). ]

Beispiel 10.37
Man betrachte den Folgenraum /> und

o0
D= {x el2| 2:}12|)c,,|2 <o0f.
n=1

Der Operator T : D — 2, gegeben durch T (x,) = (nx,), ist abgeschlossen, aber
nicht stetig. ]
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Definition 10.11

Ein stetiger linearer Operator 7 : X — Y heil3t stetig invertierbar, wenn 7 injektiv
ist und eine stetige Umkehrfunktion 7~! : T'(X) — X hat. Gilt zusitzlich || Tx|| =
||x|| fiir alle x € X, so spricht man von einem isometrischen Isomorphismus. ¢

Beispiel 10.38
Man betrachte die Folgenrdume c, c¢ in Beispiel 10.2. Der Operator T : ¢ — cy,
gegeben durch

T((xp))neN = (x5 — nlinéoxn)neN’

ist stetig invertierbar mit 7'c = cy. ]
Beispiel 10.39

Die isomorphen Ridume in den Beispielen 10.10 bis 10.12 sind sogar isometrisch
isomorph. ]

Definition 10.12
Seien X ein Banach-Raum und 7 € L(X) mit ||T|| < 1. Die Reihe

o0
G:=) T"
n=0

heilit Neumann’sche Reihe. Aus der Voraussetzung ||7|| < 1 folgt, dass die Reihe
in L(X) konvergiert, und fiir den Grenzwert G = (Id — ! gilt, d. h. der Operator
Id — T istin L(X) stetig invertierbar, mit inversem Operator G. ¢

Beispiel 10.40
Wir betrachten den Integraloperator I auf C[O, 1]:

1
() = fo k(x. ) f )y,

mit stetigem Kern k. Gilt

1
Tkl = SUP{/O lk(x, y)ldy [ x €[0,1]} < 1,

so hat die Integralgleichung

dd-7)f=g
fiir g € C[0, 1] genau eine Losung

f=Y IfgecClo1].

n=0
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Definition 10.13

Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) Banach-Rdume. Ein linearer Operator K : X —
Y heifit kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel B1(0) in X unter K rela-
tiv kompakt in Y ist, d.h. dass der Abschluss K B;(0) eine kompakte Menge
in Y ist. Der Vektorraum der linearen kompakten Operatoren wird mit £(X,Y)
bezeichnet. ¢

Beispiel 10.41

Ist das Bild eines Operators K : X — Y endlich-dimensional, so ist der Operator
kompakt. K B1(0) ist in diesem Fall beschrinkt, und eine beschrinkte Teilmenge
eines endlich-dimensionalen Raumes ist relativ kompakt. Insbesondere sind daher
Funktionale kompakte Operatoren, vergleiche hierzu die Beispiele in

Abschn. 10.1. |
Beispiel 10.42
Seien (H, || - ||) ein Hilbert-Raum mit der Orthonormalbasis {e; | i € I} und

K : H — H ein linearer Operator mit

K2 == [YIIKeill* < oc.
iel

Dann ist der Operator kompakt. Man spricht in diesem Fall von einem Hilbert-
Schmidt-Operator. Insbesondere sind die Integraloperatoren in Beispiel 10.25
Hilbert-Schmidt-Operatoren auf dem Hilbert-Raum Lz[a, b], und sie sind
kompakt. ]

Gegenbeispiel 10.43
Der Hardy-Operator

1 X
Hf@ = /0 F(di

auf dem Banach-Raum LP[0, 1] ist linear und stetig, aber nicht kompakt.

Definition 10.14

Seien (X, ||-||x) und (Y, || - ||y) Banach-Rdume. Ein linearer Operator N : X — Y
hei3t nuklear, wenn es eine Folge (a,) in Y und eine Folge von Funktionalen f,, im
Dualraum X™ gibt, sodass der Operator in der Spurnorm

o
INI = Hanlly |l full < 00

n=1

beschrinkt ist und weiterhin

NF@) =" anfu(x)
n=1
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fiir alle x € X gilt. Sind X und Y Hilbert-Rdume, so werden nukleare Operatoren
auch Spurklasse-Operatoren genannt ¢

Beispiel 10.44
Fiir eine Folge (ay) € 1! ist der Operator N (xx) = (arxy) auf dem Folgenraum 2
nuklear, mit

o0
INIL <) la] < oo.
k=1

Beispiel 10.45
Seien k € C([0, 1])? und der Integraloperator Iy : L*®[0, 1] — L[0, 1] wie in
Beispiel 10.28 definiert. Es gilt

1
5l < fo sup([k(x. y)| | y € [0, 1]}dx < oo,

und 7y ist ein nuklearer Operator. ]

Gegenbeispiel 10.46
Der Operator N (x;) = (xi /k) aufl2 ist nicht nuklear, da Z,fil 1/k = oo ist. Dieser
Operator ist trotzdem kompakt.

Definition 10.15

Seien X und Y Banach-Riume sowie X* und Y* deren Dualrdume. Zu einem ste-
tigen linearen Operator 7 : X — Y definiert man den adjungierten Operator der
Banach-Raum-Theorie 7* : Y* — X* durch

T f(x) := f(Tx).

Beispiel 10.47

Man betrachte den Shift-Operator S(xi, x2,x3...) = (x2,x3,...) auf einem
Folgenraum [/”. Man beachte, dass (/?)* = [9, mit 1/p + 1/g = 1, fiir den
Dualraum gilt. Der adjungierte Operator S* : [9 — [9 zu § ist der Rechts-Shift
S*(xl,xz,...):(O,xl,xz,...). |

Beispiel 10.48
Sei 1 eine Funktion in L>°[0, 1]. Man betrachte den Multiplikationsoperator T}, : L”
[0, 1] — LP[0, 1], gegebendurch T, f (x) = f(x)-h(x). Manbeachte (L?[0, 1])* =
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L1[0, 1], mit 1/p + 1/q = 1. Der adjungierte Operator T; . L1[0, 1] — L4[0, 1]
ist gegeben durch

(Tp)*8(f) = (T4) ().

Definition 10.16

Seien (Hy, (-, -)1) und (H>, (-, -)») Hilbert-Rdume und 7 : H; — H) ein linearer
stetiger Operator. Der zu T adjungierte Operator in der Hilbert-Raum-Theorie
ist T* : Hy — Hj, gegeben durch

(Tx,y)2=(x, Ty

Den Zusammenhang mit der Definition der adjungierten Operatoren in Banach-
Réumen stellt der Darstellungssatz von Frechet-Riesz fiir Funktionale auf Hilbert-
Réaumen her; siche Werner (2011).

Ein bijektiver linearer Operator T : H; — H> heil3t unitér, wenn

(Tx,Ty)2 = {x,yn

fiir alle x, y € Hp gilt. Das bedeutet, T ist ein isometrischer Isomorphismus, und
es gilt 7~! = T*. Ein Operator T : H — H auf einem Hilbert-Raum H heift
selbst-adjungiert oder Hermite’sch, wenn

(Tx,y)=(x,Ty)

fiir alle x, y € H gilt, also wenn T* = T gilt. Der Operator 7' heiflit normal, wenn
nur

(Tx,Ty) =(T"x,T"y)
fiir alle x, y € H der Fall ist. ¢

Beispiel 10.49

Betrachten wir eine lineare Abbildung auf einem euklidischen Raum L : K" — K”
mit Lx = Ax und A € K"*", so ist der adjungierte Operator L* : K" — K”
durch L*x = (A)T x gegeben. Die hier definierten funktionalanalytischen Begriffe
stimmen mit den Begriffen der linearen Algebra in Kap. 4 iiberein. |

Beispiel 10.50

Sei Ty, : Lz[a, b] — Lz[a, b] der Integraloperator mit Kern k in Beispiel 10.25.
Dann ist der adjungierte Operator 7;" : L%[a,b] — L?*[a, b] gegeben durch den
Integraloperator Ty= mit Kern k*(x, y) = k(y, x). Der Operator ist genau dann
selbst-adjungiert, wenn k(x, y) = k(y, x) gilt. |
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Beispiel 10.51
Die Fourier-Transformierte §( ), gegeben durch

Ff0) = f) = / Fe =N,

ist auf dem Raum L' (R") N L?(R") ein unitirer Operator. (x, ) bezeichnet hier das
Standard-Skalarprodukt auf R”; siche auch Abschn.8.5. |

Gegenbeispiel 10.52
Der Shift-Operator in Beispiel 10.33 ist nicht normal. SS* ist die identische Abbil-
dung, aber S* S ist nicht die Identitdit.

10.5 Spektraltheorie

Definition 10.17
Seien X ein Banach-Raum iiber dem Korper K und 7' : X — X ein stetiger linearer
Operator.

e ) € KheiBtreguldr, wenn 7 — Ald ein bijektiver Operatorist. R(A) = (T — )le)_1
heift in diesem Fall Resolvente.

e R(T) := {} € K| A ist reguldr} heillt Resolventenmenge.

e o(T) =K\R(T) heilit Spektrum des Operators 7. Die Elemente in o (T') wer-
den Spektralwerte genannt.

e Der Spektralradius von T ist gegeben durch p(7T) = sup{|A| | A € o(T)}.

e Giltker(T —Ald) = {x € X | Tx = Ax} # {0}, so heifit A € K Eigenwert von
K. E) = ker(T — AId) ist der Eigenraum zum Eigenwert A.

¢
Beispiel 10.53
Die Spektralwerte einer linearen Abbildung 7' : K" — K” sind genau deren Eigen-
werte. Die Resolventenmenge 93(T") ist das Komplement dieser Menge. ]

Beispiel 10.54

Betrachten wir den Multiplikationsoperator T f(x) = xf(x) auf dem Raum der
beschriankten Funktionen B[0, 1] tiber R, so ist die Resolventenmenge R(T) = {A €
R | X < O0oder A > 1}. Die Resolvente fiir diese Werte ist R(A)g(x) = g(x)/(x —A).
Folglich ist das Spektrum o (T") = [0, 1]. Der Spektralradius des Operators ist 1. H

Beispiel 10.55
Das Spektrum des Shift-Operators S : [>—[? in Beispiel 10.35 iiber C ist die Keis-
scheibe o (S) = {A € C | |A| < 1}. Die inneren Punkte der Keisscheibe A mit A < 1
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sind Eigenwerte von S zu Eigenvektoren (1, X, A2 .. .), und die Randpunkte sind
keine Eigenwerte. Der Spektralradius des Shift-Operators ist 1. ]

Beispiel 10.56

SeiT : 12— 2 gegeben durch 7' (xx) = (0, x1, x2/2, x3/3, ...). Dann hat T keine
Eigenwerte und nur den Spektralwert 0, also gilt o (T) = {0}. Operatoren mit dieser
Eigenschaft werden auch Volterra-Operatoren genannt. Der Spektralradius von T'
ist null. ]

Beispiel 10.57

Man betrachte den nuklearen Operator N : [> — [? in Beispiel 10.33. Das Spektrum
des Operatorsist o (N) = {a, | n € N}, und (a,) ist eine Folge von Eigenwerten zur
Orthonormalbasis des /2. Der Spektralradius ist p(N) = sup{a, | n € N}. |

Beispiel 10.58

Sei K : X — X ein kompakter Operator auf einem unendlich-dimensionalen
Banach-Raum. Dann ist O ein Spektralwert, und jeder andere Spektralwert ist ein
Eigenwert A zu einem endlich-dimensionalen Eigenraum E . Dabei hat o (T') weiter-
hin keinen von 0 verschiedenen Haufungspunkt. Dieses Beispiel ist ein bedeutendes
Resultat der Spektraltheorie; siehe Werner (2011). Es ldsst sich insbesondere auf die
Beispiele kompakter Operatoren im vorigen Abschnitt anwenden. |

Beispiel 10.59

Sei T : H — H ein kompakter selbst-adjungierter Operator auf einem separablen
Hilbert-Raum H. Dann besteht das Spektrum aus O und einer Folge von reellen
Eigenwerten (A;) mit A; — 0 zu orthogonalen Eigenrdumen Ej, . ]

Definition 10.18

Seien X ein Banach-Raum iiber dem Korper K und 7 : X — X ein stetiger linea-
rer Operator. Die Menge der Eigenwerte von T' wird auch Punktspektrum o, (T')
genannt. Ist 7 — Ald injektiv, aber nicht surjektiv mit dichtem Bild in X, so gehort
A € Kzum stetigen Spektrum o, (7). Ist der Operator injektiv, hat aber kein dichtes
Bild, so ist A € K im Residualspektrum o, (7T'). ¢

Beispiel 10.60

Sei T f (x) = xf (x) fiir Funktionen f : [0, 1] — R. Betrachten wir den Operator T
auf dem Raum der beschrinkten Funktionen B[O, 1] so gilto (T') = 0,(T) = [0, 1].
Betrachten wir den Operator jedoch auf dem Hilbert-Raum L?[0, 1], so ergibt sich
o(T) = o.(T) = [0,1]. Ist T auf dem Banach-Raum der stetigen Funktionen
C[0, 1] definiert, dann erhalten wir o (T') = o, (T) = [0, 1]. |

Beispiel 10.61
Fiir den Shift S : 12— in Beispiel 10.35 iiber dem Korper C gilt o, (S) = {z | |z| <
1}, 0.(8) = {z | |z| = 1} sowie 0, (S) = ¥. u
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Definition 10.19

Seien X und Y Banach-Rédume. Ein linearer Operator f : X — Y heilit Fredholm-
Operator, wenn der Kern von F und der Quotientenraum Y /F(X) endlich-
dimensional sind. Die ganze Zahl

ind(F) = dim kern(F) — dim Y /F(X)

heiflit Index des Fredholm-Operators. Das essentielle Spektrum o, (T), auch
wesentliches Spektrum genannt, eines Operators 7 : X — X ist die Menge der
A € K, sodass T — Ald kein Fredholm-Operator ist. Das diskrete Spektrum ist das
Komplement des essentiellen Spektrums: ogjsir (T) = 0 (T)\Oess. (T). ¢

Beispiel 10.62

Betrachten wir den Multiplikationsoperator in Beispiel 10.46 auf L2[0, 1], so ist
Oess.(T) = [0, 1] und damit oy;srr (T) = (. Betrachten wir den Operator jedoch
auf dem Raum der beschrinkten Funktionen B[O, 1], so gilt o5k (T) = 0p(T) =
[0, 1], also 055 (T) = 0. [ |

Beispiel 10.63

Der Shift § : /> — [? in Beispiel 10.35 ist ein Fredholm-Operator mit dem Index 1.
Der k-fache Shift S¥ hat den Index k, und der Rechts-Shift S* : /> — 2 hat den
Index —1. |

Beispiel 10.64

Ist K : X — X kompakt, so ist K — Ald fiir A # 0 ein Fredholm-Operator mit
dem Index 0; vergleiche Beispiel 10.43. Die Eigenwerte gehoren zum diskreten
Spektrum. |
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kreten Logarithmus vor. Im Abschn. 11.3 fithren wir die wichtigsten elementaren
zahlentheoretischen Funktionen ein, definieren deren Dirichlet-Reihe und erhalten
als Beispiel insbesondere die L-Reihen zu Dirichlet-Charakteren. Der Abschn. 11.4
ist den diophantischen Gleichungen der algebraischen Zahlentheorie gewidmet. Wir
zeigen zahlreiche Beispiele und definieren diophantische Mengen. Im Abschn. 11.5
fiihren wir Kettenbriiche ein und beschéftigen uns mit der Approximation von reellen
durch rationale Zahlen. Wir definieren in diesem Zusammenhang den Exponenten
einer diophantischen Approximation, das Irrationalitdtsmal3 einer reellen Zahl und
das Lagrange-Spektrum. Im letzten Abschnitt des Kapitels zeigen wir mit Beispielen
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An dieser Stelle sei auf drei Biicher zur Zahlentheorie hingewiesen: Oswald und
Steuding (2014) zur elementaren Zahlentheorie, Schmidt (2009) zur algebraischen
Zahlentheorie sowie Briidern (2013) zur analytischen Zahlentheorie.

11.1 Teiler und Primzahlen

Definition 11.1

Seien a und b natiirliche Zahlen, mit a, b € N. Dann ist b ein Teiler von a, wenn
es ein ¢ € N gibt, sodass a = cb. Gilt a # b, so ist b ein echter Teiler von a. Wir
bezeichnen den groften gemeinsame Teiler von a und b mit ggT(a, b). Dieser ist
ein Teiler von @ und b und maximal mit dieser Eigenschaft. Gilt ggT(a, b) = 1, so
nennt man a und b teilerfremd. Der euklidische Algorithmus zu a und » mita > b
ist gegeben durch die Rekursion

Tk—1 = Qk+1Tk + Tk+1

mit den Anfangswerten rop = a, und r; = b sowie ¢x € N. Man kann zeigen, dass
esein N mit ry = 0 und ry_1 = ggT(a, b) gibt; siche Neunhduserer (2015). ¢

Beispiel 11.1

Die echten Teiler von 30 sind 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15. [ |
Beispiel 11.2
Die Zahlen a = 77 und b = 30 sind teilerfremd. Der euklidische Algorithmus lautet
77 =2-30417,
30=1-17+13,
17=1-13+4,
13=3-4+1,
4=4-1+0.

Beispiel 11.3
Der euklidische Algorithmus zu a = 642 und b = 120 lautet

642 =5-120 442,

120 =2 - 42 + 36,
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42=1-36+6,

36=6-6+40.
Damit gilt ggT (642, 120) = 6. ]

Definition 11.2

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p > 2, die keine echten Teiler auB8er 1 hat;
sie hat also nur die Teiler 1 und p. Der Fundamentalsatz der Arithmetik besagt, dass
sich jede natiirliche Zahl n > 2 eindeutig (bis auf die Umordnung von Faktoren)
als Produkt von Primzahlen schreiben lédsst. Eine solche Darstellung nennt man
Primfaktorzerlegung; siche Neunhéuserer (2015). ¢

Beispiel 11.4
Die Primzahlen bis zur Zahl 100 sind:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97.
]

Beispiel 11.5

Man erhilt die Primfaktorzerlegungen 30 = 2 -3 -5 und 77 = 7 - 11. Man sieht
unmittelbar, dass 30 und 77 teilerfremd sind. Fiir die Zahlen in Beispiel 11.3 gilt
642 =2-3-107und 120 = 2-2-2-3-5. Man erhilt hieraus auch ggT(642, 120) =
6, wobei die Berechnung des ggT mit dem euklidischen Algorithmus allerdings
wesentlich effizienter als die Primfaktorzerlegung ist. ]

Definition 11.3

Eine Primzahl der Form M (n) = 2" — 1 mitn € N heiflt Mersenne-Primzahl. Man
zeigt leicht, dass fiir eine Mersenne-Primzahl M (n) der Exponent n eine Primzahl
ist. Primzahlen der Form F (n) = 2" 4+ 1 werden Fermat-Primzahlen genannt. Man
zeigt, dass fiir eine Fermat-Primzahl F (n) der Exponent n eine Potenz von 2 ist. ¢

Beispiel 11.6

Die ersten sechs Mersenne-Primzahlen sind M (p) = 3,7, 31, 127, 8191, 131071
fir p =2, 3, 5,7, 13, 17. Die grofte bekannte Mersenne-Primzahl ist 274207281 _ 1,
sie ist auch die groBte bekannte Primzahl (Stand 2016). |

Gegenbeispiel 11.7
Nicht alle Zahlen M (p) sind Primzahlen, wenn p eine Primzahl ist. Das kleinste
Gegenbeispiel ist

M(11) =2 —1=2047 =23 - 89.
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Beispiel 11.8
Die einzigen bekannten Fermat-Primzahlen sind durch 22k +1firk=0,1,2, 3,4
gegeben, also 3, 5, 17, 257, 65537. [ |

Definition 11.4

Sei n eine natiirliche Zahl. Ferner seien o (n) die Summe aller Teiler und 6 (n) =
o(n) — n die Summe aller echten Teiler von n. Dabei heilit n vollkommen, wenn
6 (n) = n (oder dquivalent o (n) = 2n) ist. n heillit abundant, wenn ¢ (n) > n ist,
und defizient, wenn & (n) < n ist. ¢

Beispiel 11.9
Die ersten sechs vollkommenen Zahlen sind

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056

Es ist bekannt, dass alle geraden vollkommenen Zahlen die Form 2"~ ' M (n) fiir
eine Mersenne-Primzahl M (n) haben; siche Neunhiuserer (2015). Ob es ungerade
vollkommene Zahlen gibt, ist unbekannt. ]

Beispiel 11.10
Die kleinste abundante Zahl ist 12, mit 6 (n) = 16. Alle abundanten Zahlen bis 100
sind:

12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 66, 70, 72,78, 80, 84, 88, 90, 96, 100

]
Beispiel 11.11
Die Zahlen
1,2,3,4,5,7,8,9,10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 31
sind defizient. u

Definition 11.5

Zwei natiirliche Zahlen m,n € N sind miteinander bekannt, wenn o (n)/n =
o (m)/m ist, wobei o die Summe der Teiler bezeichnet.! Natiirliche Zahlen n ohne
Bekannte werden einsam genannt. ¢

'In der englischsprachigen Literatur wir hierfiir auch der Begriff ,,friendly numbers* verwendet. Den
Begrift der befreundeten Zahlen definieren wir aber weiter unten in der Bedeutung der ,,amicable
numbers” in der englischsprachigen Literatur.



11.1  Teiler und Primzahlen 263

Beispiel 11.12
Alle vollkommenen Zahlen sind miteinander bekannt, da fiir diese o (n)/n = 2 gilt.
Die Zahlen bis 100, von denen wir wissen, dass sie Bekannte haben, sind:

6,12, 24,28, 30, 40, 42, 56, 60, 66, 78, 80, 84, 96.

Dabei konnen auch schon fiir kleine Zahlen die kleinsten Bekannten recht grof3 sein.
So ist zum Beispiel die kleinste Bekannte der Zahl 24 die Zahl 91 963 648. ]

Beispiel 11.13

Sind n und o (n) teilerfremd, so folgt, dass »n einsam ist. Daher sind Primzahlen und
ihre Potenzen einsam. Neben diesen Zahlen wissen wir auch noch, dass 18, 45, 48
und 52 einsam sind; siehe hierzu Anderson und Hickerson (1977). |

Definition 11.6
Zwei natiirliche Zahlen m, n € N heiflen befreundet, wenn jede der beiden Zahlen
gleich der Summe der echten Teiler der anderen Zahlist,z.B. 6 (n) = mund 6 (m) =

n. ¢

Beispiel 11.14
Das kleinste befreundete Zahlenpaar wird von den Zahlen 220 und 284 gebildet,
wobei gilt:

1+24+4+54+10+11+204+22+44+55+ 110 =284
und

14+24+4+714 142 = 220.

Die nichsten Paare sind
(1184, 1210), (2620, 2924), (5020, 5564), (6232, 6368).

Weiterhin sind Millionen anderer befreundeter Paare bekannt; siche hierzu Gucken-
heimer und Holmes (2002). |

Definition 11.7

Eine natiirliche Zahl n, die keine Primzahl ist, hei3t Fermat’sche Pseudoprimzahl
(oft auch nur Pseudoprimzahl) zur Basis a € N, mit a > 2, wenn n ein Teiler von
a"~! — 1 ist. Pseudoprimzahlen zur Basis 2 werden auch Poulet-Zahlen genannt.
Ist 1 ein Teiler von "1 — 1 fiir alle a < n, die zu n teilerfremd sind, dann spricht
man von einer Carmichael-Zahl. ¢
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Beispiel 11.15

Die Poulet-Zahlen bis 1000 sind 341, 561, 645. Die Pseudoprimzahlen zur Basis 3
bis 1000 sind 91, 121, 286, 671, 703, 949, und die Pseudoprimzahlen zur Basis 5 bis
1000 sind 4, 124, 217, 561, 781. |

Beispiel 11.16
Die Carmichael-Zahlen bis 10 000 sind 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911. &

Definition 11.8

Zwei Primzahlen mit dem Abstand 2 werden Primzahlzwillinge genannt, zwei
Primzahlen mit dem Abstand vier heilen Primzahlcousins und zwei Primzahlen
mit dem Abstand sechs heiflen sexy Primzahlen. Tripel von Primzahlen der Form
(p,p+2,p+6)und (p, p+ 4, p + 6) heiBen Primzahldrillinge. ¢

Beispiel 11.17
Die Primzahlzwillinge bis 100 sind

3, 5), (5,7, (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73).

]
Beispiel 11.18
Die Primzahlcousins bis 100 sind
3,7, (7,11),(13,17), (19, 23), (37,41), (43, 47), (67, 71), (79, 83).
]

Beispiel 11.19
Die sexy Primzahlen bis 100 sind

(5, 11), (7, 13), (11, 17), (13, 19), (17, 23), (23, 29), (31, 37), (37, 43), (41, 47),
47, 53), (53, 59), (61, 67), (67, 73), (73, 79), (83, 89).

Beispiel 11.20
Die Primzahldrillinge bis 100 sind

5,7,11), (7,11, 13), (11, 13, 17), (13, 17, 19), (17, 19, 23), (37, 41, 43),
(41, 43, 47), (67,71, 73).
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11.2 Modulare Arithmetik

Definition 11.9

Modulare Arithmetik ist definiert als die Arithmetik der Restklassenringe Z, =
{0,1,...,n — 1}; siche die Beispiele 3.5 und 3.12 fiir n > 2. Man sagt, dass zwei
Zahlen m1, my € Z modulo n gleich sind, wenn sie sich in einer Restklasse in Z,
befinden, d.h. wenn

mip =my + kn

fiir ein k € Z gilt. Man schreibt hierfiir m| = my mod m oder m| = m3 in Z,. Eine
Zahl m| € Z\{0}, die n nicht als Teiler hat, heif3t invertierbar modulo n, wenn es
ein my € Z mit

mumy =1+kn

fir ein k € Z gibt. In diesem Fall ist m die inverse Restklasse my in Z,, also
my-my =1in7Z,. ¢

Beispiel 11.21
Die Zahlen 2, 15 und —11 sind modulo 13 gleich; sie befinden sich in der Restklasse

2={13k+2|k €Z} € Z;3.
Die Zahlen 2 und 14 sind modulo 13 nicht gleich. ]

Beispiel 11.22

m ist invertierbar modulo n, wenn der grof3te gemeinsame Teiler von m und n gleich
1 ist. Man bestimmt die inverse Restklasse in diesem Fall mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus. Zum Beispiel ist 3 invertierbar modulo 13. Es gilt 13 =4 -3 41, also
3. (—4) = 1 — 13. Die inverse Restklasse zu 3 ist damit —4 = 9 in Z13. |
Beispiel 11.23

Ist p eine Primzahl, so ist jede Restklasse in Z, invertierbar; siche hierzu auch
Beispiel 3.33. ]

Definition 11.10
Sein € Nund n > 2. a € Z heilit quadratischer Rest modulo n, wenn a und n
teilerfremd sind und es Zahlen x € N und k € Z gibt, sodass gilt:

a=x? + kn.
Aquivalent hierzu kann man fordern, dass es ein x € N gibt, sodass x% = a modulo
n ist. Existiert keine Losung x dieser Gleichung, so nennt man a quadratischen
Nichtrest. ¢
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Beispiel 11.24
1,3 und 4 sind quadratische Reste modulo 6,da 1 = 52,3 = 32und 4 = 42 modulo 6
ist. 2 und 5 sind quadratische Nichtreste modulo 6. ]

Definition 11.11
Fiir a € Z und eine Primzahl p ist das Legendre-Symbol gegeben durch:

1 wenn a quadratischer Rest modulo p ist,
a
(—) = 1 —1 wenn a quadratischer Nichtrest modulo p ist,

P 0  wenn a ein Vielfaches von p ist.

Das Legendre-Symbol lédsst sich ausdriicken als

a p—1
(—) —a'T mod p
p

fiir ungerade Primzahlen; sieche Schmidt (2009). Fiir p = 2 gibt es offenbar keinen
Nichtrest. Das Jakobi-Symbol wird fiir Primzahlen p genauso wie das Legendre-
Symbol definiert. Fiir n = pj pp, mit Primzahlen p1, p;, ist das Symbol durch

(=G G)

n p1 D2

bestimmt. Wenn das so definierte Jakobi-Symbol gleich —1 ist, handelt es sich bei
a um keinen quadratischen Rest, aber die Umkehrung gilt nicht. ¢

Beispiel 11.25
Die Zahl 2 ist quadratischer Rest modulo 7, wegen

2 7-1 3
7 =272 =2>=1mod?7.

Dies folgt auch aus 2 = 3% modulo 7, und die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest

modulo 7, wegen
5 _
<5> =57 =53 =6=—1mod7.

Die Zahl 14 ist offenbar weder Rest noch Nichtrest modulo 7; in diesem Fall gilt

14 7-1 3
= =147 =14°=0mod 7.
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Beispiel 11.26
Es gilt

(©)-()()-r-co--

Die Zahl 5 ist also kein quadratischer Rest modulo 6. Wegen

DRCGREES

ist auch 2 kein quadratischer Rest modulo 6. ]

Definition 11.12 3
Seien p eine Primzahl und b € Z, ein erzeugendes Element der Gruppe Z,\{0},
also

ZNOYy =" |i=1,...,p—1)

Der diskrete Logarithmus vona € Z ,,\{(_)} zur Basis b ist die eindeutig bestimmte
Restklasse 7, mit

b' = a mod p.
Wir schreiben hierfiir i = log;, @ modulo p. ¢
Beispiel 11.27
In Zs ist 2 ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe. Wir erhalten
log, (1) =4, log,(2) = 1, 1log,(3) = 3 und log,(4) = 2, jeweils modulo 5. ]

11.3 Arithmetische Funktionen

Definition 11.13

Eine arithmetische Funktion, auch zahlentheoretische Funktion genannt, ist eine
Abbildung f : N — C. Sie ist multiplikativ, wenn f(1) = 1 und f(ab) =
f(a)f(b) fir alle teilerfremden a,b € N gilt. Wenn dies auch fiir nicht teiler-
fremde natiirliche Zahlen gilt, nennt man die Funktion vollstiindig multiplikativ.
Eine arithmetische Funktion ist additiv, wenn f (1) = 1 und f(ab) = f(a)+ f(b)
fiir alle teilerfremden a, b € N gilt. Wenn dies auch fiir nicht teilerfremde natiirliche
Zahlen gilt, nennt man die Funktion vollstéindig additiv. ¢

Beispiel 11.28

Sei d(n) die Anzahl der Teiler von n. Die Funktion d ist multiplikativ, aber nicht
vollstindig multiplikativ; zum Beispiel gilt d(2) = 2, d(3) = 2, d(4) = 3 und
d(6) = 4. |
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Beispiel 11.29
Die Teilerfunktion o, die die Summe der Teiler einer natiirlichen Zahl angibt, und
auch die Summe der k-ten Potenzen aller Teiler

or(n) = Z d*

dteiltn

sind multiplikative, aber nicht vollstindig multiplikative Funktionen; zum Beispiel
gilto(2) =3,03) =4,0(4) =7und o(6) = 12; siche Abb. 11.1. |

Beispiel 11.30

Sei ¢ (n) die Anzahl der zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner n. Dann
wird ¢ wird Euler-¢-Funktion genannt; sie ist multiplikativ, aber nicht vollstindig
multiplikativ. Zum Beispiel gilt ¢ (2) = 1, ¢ (3) = 2, ¢(4) = 2 und ¢ (6) = 2; siehe
Abb. 11.2. |

Beispiel 11.31

Sei x ein Gruppenhomomorphismus von der multiplikativen Gruppe der invertier-
baren Elemente in Z,, in die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen C; siche
Abschn. 3.1. Wir definieren nun eine arithmetische Funktion x durch x(n) = O,
wenn n und m nicht teilerfremd sind, und durch x (n) = x (n), wenn n und m teiler-
fremd sind. nZ,, ist hier die Restklasse zu der natiirlichen Zahl n, welche unter der
genannten Bedingung invertierbar ist. x wird Dirichlet-Charakter genannt und ist

vollstandig multiplikativ. |
o1(n)
800 T -
700 —
600 — -
500
400
300
200 -
100 -
0 | 1 | 1
o 50 100 150 200 250
n

Abb. 11.1 Die Teilerfunktion o (n) = o (n)
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Abb. 11.2 Die Euler-¢-Funktion

Beispiel 11.32

Die Anzahl o (n) der unterschiedlichen Primfaktoren in der Primfaktorzerlegung
von # ist eine additive, aber nicht vollstindig additive arithmetische Funktion; zum
Beispiel gilt w(2) = 1, w(3) = 1, (4) = 1 und w(6) = 2. Die Mdobius-Funktion
un) = (=D?®™ wenn n quadratfrei ist, und O sonst, ist damit eine multiplikative
Funktion. Die Anzahl 2 (n) der Primfaktoren in n, mit Vielfachheit gezihlt, ist eine
vollstindig additive Funktion. Damit ist die Liouville-Funktion A(n) = (—1)%®
vollstindig multiplikativ. ]

Beispiel 11.33

Seien p eine Primzahl und v, (n) die Haufigkeit des Faktors p in der Primfaktor-
zerlegung von n. v, wird p-Bewertung genannt und ist eine vollstindig additive
arithmetische Funktion. ]

Beispiel 11.34
Wenn f eine (vollstindig) multiplikativ arithmetische Funktion ist und stets f(n) #
0 gilt, so definiert log(| f (n)]) eine (vollstindig) additive arithmetische Funktion. l

Beispiel 11.35

Die Primzahlfunktion 7 (n), die die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich n
angibt, ist eine arithmetische Funktion, die weder additiv noch multiplikativ ist; siche
Abb. 11.3. Das Gleiche gilt fiir die Mangold-Funktion A, die durch A (n) = log(p),
falls n = p* eine Primzahlpotenz ist, und A(n) = 0 sonst gegeben ist. ]
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Abb. 11.3 Die Primzahlfunktion 7

Definition 11.14
Die Dirichlet-Reihe einer arithmetischen Funktion f : N — C ist gegeben durch

D@ =Y frff),
n=1

mit z € C. Die Frage, fiir welche z € C die Reihe konvergiert, d.h. D (z) existiert,
und welche Eigenschaften die Funktion © y hat, sind ein Thema der analytischen
Zahlentheorie; siehe Briidern (2013). ¢

Beispiel 11.36

Die Dirichlet-Reihe der konstanten arithmetischen Funktion 1(n) = 1 ist die Rie-
mann’sche ¢ -Funktion in Abschn. 9.6. Die Dirichlet-Reihe der Teileranzahlfunktion
d in Beispiel 11.28 ist durch ¢ gegeben. Die Dirichlet-Reihe der Mobius-Funktion y
in Beispiel 11.32ist 1/¢, und die Dirichlet-Reihe der Mangold-Funktion in Beispiel
11.35 ist durch —¢’/¢ bestimmit. [ |

Beispiel 11.37
Fiir die Dirichlet-Reihe der Euler-Funktion ¢ in Beispiel 11.29 erhilt man

—p(n) 1—p%  tz—1
; w11 @

_ pl—z
ppﬁnll p




11.3  Arithmetische Funktionen 271

und fiir die Dirichlet-Reihe der Funktion oy in Beispiel 11.28 ergibt sich

o 0k (1) 1
- = — k).

Beispiel 11.38
Die Dirichlet-Reihe

n

Lz x) = Z X(’Z?)
n=1

eines Dirichlet-Charakters wird Dirichlet-L-Reihe genannt; siehe Beispiel
11.31. |

Definition 11.15
Seien f und g zwei arithmetische Funktionen. Die Faltung fxg ist durch

frem =Y f(3)s@

d teilt n

gegeben. Aquivalent hierzu lisst sich die Faltung fxg auch als arithmetische Reihe
der (formalen) Dirichlet-Produktreihe

Sfxg(n)

n

D) D)=y

n=1
definieren. ¢

Beispiel 11.39
Sei 1 konstante Funktion mit Wert 1. Es gilt

fram= Y f(3)

dteiltn

Diese Funktion wird auch summatorische Funktion von f genannt. ]

Beispiel 11.40

Fiir die Mobius-Funktion p in Beispiel 11.32 erhalten wir u*x1(1) = 1 und
ux1(n) = 0 fiir n > 1. Weiterhin gilt ¢ x1(n) = n fiir die Euler-Funktion ¢
in Beispiel 11.30 und 1 x1(n) = d(n) fiir die Teileranzahlfunktion d in Beispiel
11.27. |
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11.4 Diophantische Gleichungen

Definition 11.16

Sei F ein Polynom in n Variablen mit Koeffizienten in Z, also F € Z[x1, ..., x,].
Die Gleichung

Fxg,...,x,) =0

heilit diophantische Gleichung, wenn wir Losungen (x1,...,x,) € Z" oder
(x1,...,x,) € Q" zulassen. Gelegentlich werden auch Gleichungen dieses Typs
mit Koeffizienten und Losungen aus einem endlichen Korper zu den diophantischen
Gleichungen gezihlt. ¢
Beispiel 11.41

Seien a, b, ¢ € Z. Dann beschreibt

ax+by=c
eine lineare diophantische Gleichung. Und genau dann, wenn der grofite gemein-
same Teiler von a und b die Zahl c teilt, hat die Gleichung ganzzahlige Losungen,

und zwar unendliche viele; siehe Neunhduserer (2015). |

Beispiel 11.42
Die diophantische Gleichung des Einheitskreises

hat offenbar nur die ganzzahligen Losungen (1, 0), (0, 1), (—1,0), (0, —1). Die
rationalen Losungen aufler (—1, 0) sind durch

5. y) = 1—2 2
P02 12

fiir t € Q gegeben; siehe Oswald und Steuding (2014). |

Beispiel 11.43
Die ganzzahligen Losungen der quadratischen diophantischen Gleichung

x2+y2=z2

sind bis auf die Vertauschung von x und y durch die Pythagoriischen Tripel

u2 — v2 u2 + v2
n , nuv, n s
2 2
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gegeben, wobein € Ngiltund u > v teilerfremde natiirliche Zahlen sind, von denen
eine ungerade und eine gerade ist; siehe Neunhiuserer (2015). Unlédngst hat Wiles
(1995) bewiesen, dass die diophantischen Gleichungen

xn + yrl — Zn
fiir kein n > 2 ganzzahlige Losungen haben. ]

Beispiel 11.44
Quadratische diophantische Gleichungen der Form

X2 —dy? =1

werden Pell’sche Gleichungen genannt. Es gibt unendlich viele Losungen einer
solchen Gleichung, wenn d keine Quadratzahl ist. Fiir d = 13 erhélt man z.B. die
minimale Losung (x, y) = (649, 180) und kann aus dieser Losung unendlich viele
weitere Losungen konstruieren; siehe Schmidt (2009). |

Definition 11.17
Eine elliptische Kurve iiber einem Korper K (in Normalform) ist gegeben durch

C={(x,y)eK2|y2=x3+ax+b},

wobei a, b € K und 4a® 4+ 27b* # 0 ist. Fiir K = R handelt es sich um eine glatte
1-dimensionale Mannigfaltigkeit, die zusammenhingend ist, falls 4a> + 27b> < 0
ist, und zwei Zusammenhangskomponenten hat, falls 4a® + 27b%* > 0 ist; siehe
Abb. 11.4. Dies ist ein geometrisches Objekt. Betrachten wir hingegen K = Q und
a,b € Z, so sind die Kurven C Losungen diophantischer Gleichungen, die in der
Zahlentheorie intensiv untersucht werden. Weiterhin werden elliptische Kurven in
der Zahlentheorie auch iiber endlichen Korpern K studiert; sieche Schmidt (2009). ¢

Beispiel 11.45
Die diophantische Gleichung y*> = x3 — 2 iiber Q hat offenbar die Losung (x, y) =
(3, 5). Man erhilt unendlich viele weitere rationale Losungen durch

o x* 160 —xO +40x3 + 32
(-x k] )’) - 3 ’ 3 ’
4y 8y
und man kann zeigen, dass man so alle rationalen Losungen erhilt; siehe Schmidt

(2009). (]

Beispiel 11.46
Man kann zeigen, dass die diophantische Gleichung y*> = x3 —x nur die drei trivialen
rationalen Losungen (x, y) = (0, 0), (1, 0), (—1, 0) hat. |
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Abb. 11.4 Eine zusammenhingende und eine unzusammenhingende elliptische Kurve

Definition 11.18
Eine Menge D C N ist eine diophantische Menge, wenn ein Polynom F &
Z[x1, x2, ..., X,] mit einem n > m existiert, sodass gilt:

D ={(x1,...,xn) | Bs gibt x;y41, ..., xm € N: F(x1,...,x,) =0}

Beispiel 11.47
Die Menge {(x, y) € N? |x < y}istdiophantisch durch die diophantische Gleichung

y—x—z=0.

Beispiel 11.48
Die Menge {(x, y) € N2 | x teilt y} ist diophantisch durch die diophantische Glei-
chung

y—xz=0.

Beispiel 11.49

Man kann zeigen, dass die Menge der Primzahlen diophantisch ist. Es gibt ein Poly-
nom in 26 Variablen, dessen positive Werte fiir Argumente in den natiirlichen Zahlen
alle Primzahlen durchlauft. u
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11.5 Kettenbriiche und diophantische Approximation

Definition 11.19
Seien (a;) und (b;) zwei Folgen natiirlicher Zahlen und by € Z. Ein endlicher
Kettenbruch ist durch

ai
by + =by+Tio--0T,(0)

ax
by +

bn—2 +

an
b, _ .
n1+bn

mit 7; (x) = a; /(b; + x) gegeben. Ein unendlicher Kettenbruch ist durch

a
b0+—l:b0+ lim T]O"'OTH(O)
ar n—oo
b+ ——

as
by + —

gegeben, vorausgesetzt der Grenzwert existiert. Sind die Zihler a; eines Kettenbruchs
eins, so nennt man ihn reguliir und bezeichnet den Kettenbruch mit [bg; b1, . . ., by]
im endlichen Fallund mit [bg; b1, b», ... ]imunendlichen Fall. Die Konvergenz eines
reguldren unendlichen Kettenbruchs ist leicht zu zeigen, aber nicht alle irregulédren
unendliche Kettenbriiche konvergieren. ¢

Beispiel 11.50

Jeder endliche Kettenbruch ist eine rationale Zahl, und jede rationale Zahl hat
eine Darstellung als regulidrer Kettenbruch, dessen Eintrége durch die Quotienten
im euklidischen Algorithmus bestimmt sind. Aus Beispiel 11.3 erhélt man etwa
642/120 = [5; 2, 1, 6]. |

Beispiel 11.51

Man kann zeigen, dass sich jede irrationale Zahl eindeutig durch einen regulidren
unendlichen Kettenbruch darstellen ldsst; siehe Schmidt (2009). Die Eintridge des
Kettenbruchs x = [0, by, ba, ... ]berechnet man effizient durch den Kettenbruchal-
gorithmus

x1=1/x, a; = |x1] und x4 = —— Gyl = Xnt1],

n n
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wobei |x; | den ganzzahligen Anteil von x; bezeichnet. So erhilt man etwa

J2=101;3,1,51,1,4,1,1,8,1, 14, ...]

n=|[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2, 1, ...]

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...].

In den ersten beiden Fillen ist keine geschlossene Formel fiir a,, bekannt, und im
dritten Fall ldsst sich die naheliegende geschlossene Formel tatséchlich beweisen. B

Beispiel 11.52

Die unendlichen Kettenbriiche mit periodischem Ende sind genau die quadratischen
Irrationalzahlen (a + \/E)/c, wobei a,b,c € Zmita > 0,b > 0,c # O istund b
keine Quadratzahl ist; sieche Schmidt (2009). Zum Beispiel gilt 541) /2 =[1;1],
V2=11;21, V3 =11;12],V/3+1/2 = [2;43]. u

Beispiel 11.53
Eine bekannte irregulire Kettenbruchdarstellung von 7 ist

1
12
32
52

I+
2+
2+

b4
4

24
Siehe hierzu Briidern (2013). |

Definition 11.20

Die rationale Zahl K, = p,, /g, = [bo; b1, b2, . . ., b,] heilit n-te Konvergente des
unendlichen Kettenbruchs [bg; by, b>, ...] = x. Die Konvergenten berechnet man
effizient mit der Rekursion

Pn+1 = An+1Pn + Pn—1, gn+1 = An+14n + qn—1,

mit den Anfangswerten p_» =0, p_1 = 1,q—2 = 1, g—1 = 0. Eine Folge von ratio-
nalen Zahlen, die eine irrationale Zahl approximiert, wird diophantische Approxi-
mation genannt, und man kann zeigen, dass die Folge der n-ten Konvergenten (K,)
eine optimale diophantische Approximation fiir x bildet; siche Briidern (2013). ¢

Beispiel 11.54
Fiir die Euler’sche Zahl e erhalten wir durch Berechnung der Konvergenten die
diophantische Approximation

&) = (2.3 8 11 19 87 106
n) — 5 735 47 7932, 39,... .
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Fiir den letzten Bruch gilt

1
e — —06 < 0,00034.
39

Beispiel 11.55
Fiir die Archimedes-Konstante 7 erhalten wir durch Berechnung der Konvergenten
die diophantische Approximation

22 333 355
(Kn) =3, :

771067 11377
Fiir den letzten Bruch gilt

355
7 — ——| < 0,0000003.
113

Definition 11.21
Ein reelle Zahl x € R heiflt diophantisch approximierbar mit Exponent ¢ > 1,
wenn

D
xX—=|<—
a1 4q°
fiir unendlich viele p, g € Z, mit g # 0, gilt. Das Irrationalitiits-Mal von x ist
gegeben durch

w(x) = inf{c > 1| x ist mit Exponent ¢ nicht diophantisch approximierbar}.

Beispiel 11.56

Fiir jede rationale Zahl x gilt u(x) = 1. Jede irrationale Zahl ist mit Exponent 2
diophantisch approximierbar. Dies ist ein Resultat vom Dirichlet; siche Neunhéuserer
(2015). Damit gilt ;(x) > 2 fiir alle irrationalen Zahlen x. |

Beispiel 11.57

Fiir alle nicht-rationalen algebraischen Zahlen x erhilt man w(x) = 2; siehe auch
Definition 11.23. Das Theorem von Thue-Siegel-Roth besagt, dass fiir nicht-rationale
algebraische Zahlen x die Ungleichung
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nur endlich viele Losungen p,q € Z hat; siehe Briidern (2013). u(x) = 2 gilt
aber auch fiir manche transzendenten Zahlen. Man erhilt zum Beispiel mit Hilfe der
Kettenbruchdarstellung der Euler’schen Zahl: p(e) = 2. |

Beispiel 11.58

Die Menge der reellen Zahlen, die mit einem Exponenten ¢ > 2 diophantisch
approximierbar sind, bilden ein Fraktal mit der Hausdorff-Dimension 2/c; siehe
Abschn. 5.4 und Falconer (1990). |

Definition 11.22
Fiir eine irrationale Zahl x € (0, 1) sei C(x) > 0 die grofte Zahl, sodass

fiir unendlich viele p, g € Z mit g # 0 gilt. Das Lagrange-Spektrum ist gegeben
durch

L ={C(x)|x € (0, 1) irrational}.

Beispiel 11.59
Fiir x = (\/5 4+ 1)/2 erhédlt man C(x) = /5. Dies ist die kleinste Zahl in L. Dies ist
der Satz von Hurwitz; siehe Briidern (2013). Die néchst grof3eren Zahlen in I sind

V8 und +/221/5. [ |

Beispiel 11.60

L N [v/3, 3] ist eine abzihlbare Menge, die explizit bekannt ist. L enthilt auf der
anderen Seite aber das ganze Intervall (u, oo) fiir u ~ 4,527829566. Dazwischen
hat das Lagrange-Spektrum eine fraktale Struktur; siehe Briidern (2013). |

11.6 Spezielle Klassen irrationaler Zahlen

Definition 11.23

Eine reelle Zahl ist algebraisch, wenn sie die Nullstelle eines Polynoms vom Grad
groBer als 0 mit rationalen Koeffizienten ist; siehe auch Abschn. 3.3. ¢
Beispiel 11.61

Rationale Zahlen sind gemif der Definition algebraisch. ]
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Beispiel 11.62
Fir ¢ € R mit a > 0 ist die n-te Wurzel /a offenbar eine algebraische reelle
Zahl. ]

Definition 11.24

Eine Pisot-Zabhl ist eine algebraische Zahl « = «; > 1, welche die reelle Null-
stelle eines Polynoms P(x) mit ganzzahligen Koeffizienten und dem hochsten
Koeffizienten 1 vom Grad d > 2 ist, wobei die anderen Nullstellen von P, also

a, a3, ...,aq € C, einen Betrag echt kleiner als 1 haben. Man spricht von einer
Salem-Zahl, wenn mindestens eine Nullstelle ; Betrag 1 hat. ¢
Beispiel 11.63

Beispiele von Pisot-Zahlen sind die positiven reellen Losungen von
Xt —x"l o —x—1=0,

fiir n > 2. Speziell ist die Goldene Zahl ¢ = («/5 + 1)/2 eine Pisot-Zahl; siehe
Bertin et al. (1992). |

Beispiel 11.64

Die beiden kleinsten Pisot-Zahlen sind die positiven reellen Losungen von x3 —
x —1 = 0und von x* — x3 — 1 = 0 mit den numerischen Werten 1,32471 ...
bzw. 1,38027.... Die erste der beiden Zahlen wird Plastikzahl genannt; siche auch
hierzu Bertin et al. (1992). |

Beispiel 11.65
Die kleinste bekannte Salem-Zahl ist die groB3te reelle Nullstelle des Lehmer’schen
Polynoms

Px)=x04x?—xT xS -3 —x* -3+ x+1,

mit dem numerischen Wert x = 1,17628.... Eine weitere Salem-Zahl ist grofite
reelle Nullstelle von

P(x):x“—xlo—x7+x4+x—l=O,
mit dem numerischen Wert x = 1,216391 . ... |

Definition 11.25
Eine reelle Zahl heift transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist. ¢

Beispiel 11.66

Die Euler’sche Zahl e und die Archimedes-Konstante 7 sind transzendent. Dariiber
hinaus ist bekannt, dass ¢“ fiir algebraische Zahlen ¢ # 0 und In(a) fiir positive
rationale Zahlen a # 1 transzendent sind; siehe hierzu Baker (1990). |
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Definition 11.26
Eine Zahl o € R ist eine Liouville-Zahl, wenn es fiir alle n € N Zahlen p,q € Z
mit

p ‘ 1
o——| < —
q q"
gibt. Aus dem Satz von Liouville folgt, dass diese Zahlen transzendent sind; siehe
Neunhiuserer (2015). ¢

Beispiel 11.67
Die Liouville-Konstante

o
1
A= Z —— = 011000 10000 00000 00000 00010 ..
= 10/°

ist eine Liouville-Zahl; siche Neunhiuserer (2015). [ |

Definition 11.27
Sei b > 2 eine natiirliche Zahl. Eine reelle Zahl x mit b-adischer Darstellung

o
X =x0+ Zxkb_k
k=1

ist normal zur Basis b, wenn gilt:

. Nkl =i, k=1,....,n}] 1
lim = -,
n— 00 n b

fir allei = 0,...,b — 1. Es sei angemerkt, dass fast alle Zahlen im Sinne des
Lebesgue-Malles normal zu allen Basen sind, aber nur von wenigen Zahlen bekannt
ist, dass diese normal sind; siche Neunhiuserer (2015). ¢

Beispiel 11.68
Ein Beispiel einer normalen Zahl zur Basis zehn ist die Champernowne-Zahl

Ci0 = 0,12345678910111213141516. .. .,

die durch Aneinanderreihen der natiirlichen Zahlen in Dezimaldarstellung entsteht.
In gleicher Weise konstruiert man normale Zahlen Cj zu jeder Basis b > 2. ]



11.6 Spezielle Klassen irrationaler Zahlen 281

Beispiel 11.69
Die Zahl

P =0,23571113171923293137....,
die durch Aneinanderreihen der Primzahlen in Dezimaldarstellung entsteht, ist nor-

mal zur Basis zehn; siehe Copeland und Erdor (1946). |

Gegenbeispiel 11.70
Eine Zahl in der klassischen Cantor-Menge in Abschn. 6.6 ist nicht normal zur Basis
drei.
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12.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 12.1

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Maf3raum (€2, X, P),dessen Mal3 P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB ist, d.h. es ist P(2) = 1; sieche Abschn.8.2. Die Mengen X in
der o-Algebra werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie Ereignisse genannt, und
P(A) ist fiir A € ¥ die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt. Ist
endlich oder abzéhlbar unendlich und ist ¥ die Potenzmenge von €2, so spricht man
von einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. ¢

Beispiel 12.1
Fiir eine endliche Menge 2 = {1, ..., n} sind alle diskreten Wahrscheinlichkeits-
raume durch ein Maf3

P(A)=) pi

icA
auf der Potenzmenge P (£2) gegeben, wobei (p1, ..., py) € [0, 1]" ein Wahrschein-
lichkeitsvektor ist,d.h. esist > ;_; p; = 1. Man nennt diese Riume auch Bernoul-
li-Ridume. Wenn p; = 1/n gilt, so ist P das Laplace-MaB in Beispiel 8.16, und man
nennt den korrespondierenden Wahrscheinlichkeitsraum Laplace-Raum. ]

Definition 12.2
Eine diskrete Verteilung ist eine Abbildung P : N — [0, 1], mit

ZP(i) =1.
i=1

Sie induziert einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum durch das Wahrscheinlich-
keitsmaly

P(A) = Z P(i)
i€A
auf der Potenzmenge von N. ¢
Beispiel 12.2
Die Abbildung P(i) = 1/n fiiri € {1, ..., n} beschreibt die diskrete Gleichver-
teilung. Sie induziert das Laplace-MaB. ]
Beispiel 12.3

Fiir p € (0, 1) beschreibt die Abbildung
. n . -
Pp(i) = <i)P’(1 -p)"

die Binomialverteilung auf {1, ..., n}; siche Abb. 12.1 und auch Beispiel 12.21. &
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Abb.12.1 Balkendiagramm der Binomialverteilung fiir n = 8§ und p = 0,4

Beispiel 12.4
Firn, N,M € Nmit N > n, M ergibt

NG
Py m (i) = l(T)
n
die hypergeometrische Verteilung auf {1, ..., n}; siche Abb. 12.2. |
Beispiel 12.5

Fiir p € (0, 1) ist die geometrische Verteilung P, : N — [0, 1] gegeben durch

Py(i)=(1—p)p'~".

Diese induziert ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Potenzmenge von N und einen
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. |

Beispiel 12.6
Fiir A > 0 ist die Poisson-Verteilung P, : N — [0, 1] gegeben durch
i—1 N
P(i)=——e";
WO = G

siehe Abb. 12.3. Diese induziert das Poisson-Maf auf der Potenzmenge von N. W
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Abb. 12.2 Balkendiagramm der hypergeometrischen Verteilung fir N = 16 und n = m = 8

Abb. 12.3 Balkendiagramm der Poisson-Verteilung fiir A = 3
Beispiel 12.7

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf den reellen Zahlen ist eine Lebesgue-
integrierbare Funktion f : R — [0, c0), mit

foo f(x)dx = 1.
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Man spricht auch von einer kontinuierlichen Verteilung. Eine solche Funktion
induziert ein Wahrscheinlichkeitsmalf} auf den reellen Zahlen mit der o-Algebra ¥
der Lebesgue-messbaren Mengen durch

P(A) = fA F)dx,

fir A € X. Damit ist (R, X, P) ein (kontinuierlicher) Wahrscheinlichkeitsraum.
Diese Definition lédsst sich auf Lebesgue-integrierbare Funktion f : 2 — [0, 00),
mit

/ FEOdVe) = 1,
Q

auf beliebigen MaBrdumen (€2, ¥, v) verallgemeinern; siehe hierzu Definition
8.16. [ |

Beispiel 12.8

Die kontinuierliche Gleichverteilung auf einem Intervall [a, b] C R ist durch die
Dichte f(x) = 1/(b—a),fiirx € [a, b],und f(x) = 0sonst gegeben. Offensichtlich
gilt fiir das induzierte WahrscheinlichkeitsmaB3: P((c,d)) = (d — ¢)/(b — a), falls
das Intervall (c, d) in (a, b) enthalten ist. [ |

Beispiel 12.9
Die Exponentialverteilung fiir 1 > 0 ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeits-
dichte f), : R — [0, 00):
1
fule) =~k
"

fiir x > Ound f,(x) = O fiir x < 0. Fiir das induzierte Wahrscheinlichkeitsmal gilt
insbesondere

b
1
P((a,b)) = / —e gy = eI — b1,
a M

Beispiel 12.10
Sei u, 0 € Rund o > 0. Die Funktion f, , : R — [0, 00), gegeben durch

,7H2
Fuo ) = — 1 ()

o2

ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese kontinuierliche Verteilung wird
Normalverteilung genannt. Im Fall 4 = 0 und 0 = 1 sprechen wir von der
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\ fia

Abb. 12.4 Die Standardnormalverteilung fp 1 und zwei weitere Normalverteilungen

Standardnormalverteilung; siche Abb. 12.4. Der korrespondierende Wahrschein-
lichkeitsraum (R, X, P) ist durch das Mal}

—n 2
Pus(A) = ! fé’_;< ”‘) dx
A

o+/2m
auf der o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen bestimmt. |
Beispiel 12.11
Fiir n € N ist die Chi-Quadrat-Verteilung auf den reellen Zahlen durch die Dichte
n_] _x
x2 te”2
fn(X) =
2T (3)
gegeben, wobei I' die Gamma-Funktion in Abschn. 9.6 ist. n wird Anzahl der Frei-
heitsgrade genannt; sieche Abb. 12.5. ]
Beispiel 12.12

Fiir k € Nist die Student’sche 7-Verteilung auf den reellen Zahlen durch die Dichte

r () 2\
T e—— . 1 —
Je(x) - ,%) s < + k)

gegeben; I ist wieder die Gamma-Funktion aus Abschn. 9.6. Hier wird k auch Anzahl
der Freiheitsgrade genannt; siche Abb. 12.6. ]
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\

03

02

01

=01

Abb.12.5 Die Chi-Quadrat-Verteilung mit 1, 2 bzw. 3 Freiheitsgeraden

k=100

Abb. 12.6 Die Student’sche ¢-Verteilung mit 2, 10 bzw. 100 Freiheitsgraden

Beispiel 12.13
Eine Dichte auf dem Raum R” mit dem n-dimensionalen Lebesgue-Mal ist gegeben
durch

1 1P 2
=—_’Zi:1xi,
f(xls'-"xn) (27[)"6 2

Diese Verteilung heif3it n-dimensionale Standardnormalverteilung. ]
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12.2 Zufallsvariablen, Unabhidngigkeit und bedingte
Wahrscheinlichkeit

Definition 12.3
Seien (2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (', ¥’) ein messbarer Raum.
Eine messbare Abbildung X : Q — ' heiBt Zufallsvariable. Der Ausdruck

P(X €A :=PlweQ|Xw) e A}

fiir eine Menge A € Q' ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der Zufallsvariablen
X in A liegt. Speziell definiert P(X = a) := P(X € {a}) die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable X den Wert a annimmt, vorausgesetzt dass {a} € Q' ist.
Das WahrscheinlichkeitsmaB Py (A) = P(X € A) auf Q' ist das BildmaB von P
unter X. Ist dieses MaB3 durch eine Verteilung beschrieben, nennt man dies eine
Verteilung der Zufallsvariablen X. Ist Q' = N und X’ = P(N), so handelt es
sich bei X um eine diskrete Zufallsvariable. Ist ' = R und ¥’ die Algebra der
Lebesgue-messbaren Menge, so spricht von einer reellen Zufallsvariablen. ¢

Beispiel 12.14

Die Identitdt beschreibt eine Zufallsvariable X auf jedem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, X, P). Das Bildmal} stimmt mit P iiberein. Ist 2 = N, und ist P durch eine
diskrete Verteilung P : N — [0, 1] gegeben, so gilt fiir diese Zufallsvariable:

P(X=i)=P@G) und P(XecA)= Z P(i).
ieA

Ist 2 = R, und ist P durch eine kontinuierliche Verteilung f : R — [0, 1] gegeben,
so gilt fiir X:

P(X € A) =/ f(x)dx
A

und P(X = a) = 0. Alle Verteilungen im vorigen Abschnitt bestimmen so Zufalls-
variablen. u

Beispiel 12.15

Seien 2 = {1, ..., 6}2 und P das Laplace-Maf} auf der Potenzmenge von 2. Der
Leser mag dies als Modell fiir das zweimalige Wiirfeln eines fairen Wiirfels ver-
stehen. S : @ — N, gegeben durch S(x, y) = x + y, ist eine Zufallsvariable, die
sich als die Summe der gewiirfelten Augen interpretieren lidsst. X (x,y) = x ist
eine Zufallsvariable, die das Ergebnis des ersten Wurfs beschreibt, und die Variable
Y (x, y) = y beschreibt das Ergebnis des zweiten Wurfs. |
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Beispiel 12.16
Seien 2 = {0, 1}"* und P das Laplace-Maf} auf der Potenzmenge von 2. Dann ist
X((x1,...,x,)) = Z?:l x; eine Zufallsvariable, mit

P(X =k) = (Z)z”.

Der Leser mag dies als Modell fiir das n-malige Werfen einer fairen Miinze
verstehen. u

Beispiel 12.17
Sei (0, 1) mit der Gleichverteilung versehen, und es sei eine reelle Zufallsvariable
X :(0,1) — R gegeben durch X(w) = 1/w. Dann erhilt man

P(X € (c,d)) =

3

| =
QU=

firl <c<d. |

Definition 12.4
Sei (€2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A und B heif3en unab-
héngig, wenn gilt:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Eine Familie von Ereignissen A; fiir i € I ist unabhéngig, wenn fiir jede nicht-leere
endliche Teilmenge J C [ gilt:

P((Ap =] P@).

jeJ jeJ

Sei nun (©’, ¥’) ein messbarer Raum und X, Y : Q — Q' zwei Zufallsvariablen.
Die Zufallsvariablen heiBen unabhingig, wenn fiir alle A’, B’ € ¥’ die Ereignisse
A={weQ|X(w) e A}und B = {w € Q| Y(w) € B’} unabhingig sind. Fiir
eine Familie von Zufallsvariablen X; fiir i € I wird die Unabhingigkeit in gleicher
Weise auf die Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen zuriickgefiihrt.

Zwei diskrete Zufallsvariablen sind gemil obiger Definition unabhéngig, wenn
gilt:

PX=x,Y=y)=P(loecQ|Xw =x,Y(w) =y}

=P(X=x)-P(Y = y),
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fiir alle x € X(R2) und y € Y (R2). Zwei reelle Zufallsvariablen sind unabhingig,
wenn gilt:

P(X <x,Y =y):=P({weQX(w) <x,Y(w) <y}

=P({w e QX(w) < x})- P({w € QY (0) < y}) = P(X <x)- P(Y < y).
¢

Beispiel 12.18
Sei 2 = {1, ..., 4} mit dem Laplace-Maf versehen. Die Ereignisse A = {1, 2} und
B = {2, 3} sind unabhiingig, wegen

1 11
P(ANB) =7 =2 > =P(A) P(B).

Die Ereignisse A = {1, 2} und B = {2, 3, 4} sind nicht unabhiingig, wegen

1 1 3
P(ANB)=-#—--—=P(A)- P(B).
( )=71#5"7 (A)- P(B)
|
Beispiel 12.19
Die Zufallsvariablen X und Y in Beispiel 12.15 sind unabhingig, weil
PX=i Y=k =—=2. opx=iy.pvr=0
TP T T e T -
firallei, k € {1, ..., 6} ist. Die Zufallsvariablen S und X aus diesem Beispiel sind
aber nicht unabhingig, wegen
PS=4X=1)= ! # ! 1—P(S—4) P(X=1)
ST T 367 12 60 N e
|

Definition 12.5

Seien (2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€', £) ein messbarer Raum und
X,Y : Q — Q' zwei Zufallsvariablen. Man sagt, dass diese Zufallsvariablen iden-
tisch verteilt sind, wenn die induzierten Mafle Px und Py iibereinstimmen. ¢

Beispiel 12.20
Die Zufallsvariablen X und Y in Beispiel 12.15 sind identisch verteilt. ]
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Beispiel 12.21

Sind X; : Q — {0, 1} fiiri = 1, ..., n identisch verteilte und unabhéingige Zufalls-
variablen, mit P(X; = 1) = pund P(X; = 0) = 1 — p fiir p € (0, 1), so ist die
Zufallsvariable X = X| + - - - + X,, binominal-verteilt, so dass gilt:

P(X =k) = (Z)pk(l —py ks

siche Beispiel 12.3. Man nennt die Folge (X;) auch Bernoulli-Kette. ]

Definition 12.6
Seien (€2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B zwei Ereignisse, mit
P(B) # 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B ist

P(AN B)

P(A|B) = P(B)

Seien X, Y zwei diskrete Zufallsvariablen. Die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses X = x unter der Bedingung Y = y fiir x, y € N ist gegeben durch

P(X=xY=
PX=x|Y=y)= (P(szy) y)’

sofern P(Y = y) # 0O ist. Sind X, Y reelle Zufallsvariablen, so ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X < x unter der Bedingung ¥ < y fiirx,y e R
gegeben durch
P(X <x,Y <y)
PY <)
sofern P(Y < y) # O ist. ¢

P(X <x|Y <y)=

Beispiel 12.22
Sind zwei Ereignisse A und B unabhingig, so gilt P(A|B) = P(A). Sind zwei
Zufallsvariablen X und Y unabhingig, so gilt: P(X = x|Y = y) = P(X = x) bzw.

P(X <x|Y =y)=P(X <x). |
Beispiel 12.23

Fiir die Ereignisse A = {1,2} und B = {2, 3,4} in Beispiel 12.18 erhilt man
P(A|B) =1/3 < P(A)und P(B|A) =1/2 < P(B). |

Beispiel 12.24
Fiir die Zufallsvariablen X und Y in Beispiel 12.15 gilt P(S =4|X =1) =1/6 >
PS=4)ud P(X=1S=4)=1/3>P(X=1). ]
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12.3 Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung und
Kovarianz

Definition 12.7
Seien (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraumund X : 2 — Neine diskrete Zufalls-
variable. Der Erwartungswert von X ist

E(XX) =) iP(X=1i).
i=1

Falls diese Reihe nicht konvergiert, setzt man E(X) = oco. Ist E(X) < 00, so definiert
man die Varianz von X durch

Var(X) = Y (i —E(X)?P(X =),
i=l1

falls diese Reihe nicht konvergiert, setzt man Var(X) = oo. Ist Var(X) < oo, so
definiert man die Standardabweichung durch o (X) = +/Var(X), sonst setzt man
o(X) = o0. ¢

Beispiel 12.25
Wir geben hier den Erfahrungswert und die Varianz von diskreten Zufallsvariablen
an, die eine der diskreten Verteilungen haben, die wir im Abschn. 12.1 eingefiihrt
haben. Ist X auf {1, ..., n} gleichverteilt, so gilt

EX)=m+1)/2, Var(X) = (n2 — /12,
Hat X, eine Binomialverteilung auf {1, ..., n} mit p € (0, 1), dann erhilt man

E(x) =np, Var(X) = np(1 — p).

Hat X i, die hypergeometrische Verteilung auf {1, ..., n} mitn, M < N, so ergibt
sich

e =™ Vet < M (1 M) N
=n—, ar =—(1-= .
NM) =1y NM)= Ty N)N-1

Ist X, mit p € (0, 1) geometrisch auf N verteilt, so gilt:

E(Xp) =1/p,  Var(X) = (1 - p)/p*.
Fiir eine Zufallsvariable X, mit einer Poisson-Verteilung auf N, dann gilt

E(X;)=A, Var(X;) = A.
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Definition 12.8

Seien (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q2 — R eine reelle Zufalls-
variable, die in Bezug auf P integrierbar ist, so definiert man den Erwartungswert
von X durch

E(X):/ X(w)d P (w).
Q

Ist f : R — [0, co) eine Verteilung der Zufallsvariablen X, d.h. die Wahrschein-
lichkeitsdichte des BildmaBes Py = P o X!, so gilt:

E(X):/xf(X)dx,
R

wobei wir voraussetzen, dass dieses Integral existiert, also xf(x) Lebesgue-
integrierbar ist. Die Varianz einer in Bezug auf P integrierbaren reellen Zufalls-
variablen X ist

Var(X) = E((X — E(X))*) = / (X (@) — B(X))*d P ().
Q

Der Wert ist endlich, wenn X? in Bezug auf P integrierbar ist. Ist f : R — [0, 00)
eine Verteilung der Zufallsvariablen X, so gilt:

Var(X) = f (x —E(x))? f (x)dx.
R

Ist die Funktion x2 f(x) Lebesgue-integrierbar, so ist der Wert endlich. ¢
Beispiel 12.26
Wir geben hier den Erfahrungswert und die Varianz von reellen Zufallsvariablen an,
die eine Verteilung haben, welche wir im Abschn. 12.1 eingefiihrt haben. Ist X auf
[a, b] gleichverteilt, so gilt:
E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b —a)*/12.
Hat X, eine Exponentialverteilung fiir u > 0, so gilt:
E(X,)=p,  Var(X,) = p’.
Ist X, & fiir 0, 0 € R normalverteilt, so gilt:
EXpo) =, Var(Xyo) =0

Hat X,, die Chi-Quadrat-Verteilung mit n € N, so erhélt man:

E(X,) =n, Var(X,) = 2n.
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Hat X}, die Student’sche ¢-Verteilung fiir k € N mit £ > 3, so ergibt sich:
E(Xx) =0, Var(Xy) =k/(k —2).

Fiir k = 1 existiert der Erwartungswert nicht, und fiir k = 2 existiert die Varianz
nicht. u

Definition 12.9
Seien X, Y zwei reelle Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, X, P). Die Kovarianz der beiden Variablen ist

Cov(X,Y) =E(X —EX))(Y —E())) = E(XY) - E(X)E(Y),

wobei wir annehmen, dass E(X), E(Y) und E (X -Y) existieren; dies ist insbesondere
der Fall, wenn X2 und Y2 integrierbar in Bezug auf P sind. Gilt Cov(X, Y) =0, so
heilen X und Y unkorreliert. Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist gegeben
durch

Cov(X,Y)
Kor(X,Y) = ————,
+/Var(X)Var(Y)
vorausgesetzt dass Var(X), Var(Y) < oo ist. ¢

Beispiel 12.27
Sind zwei Zufallsvariablen X und Y unabhiingig, so gilt: E(XY) = E(X)E(Y); damit
sind die Variablen unkorreliert. |

Beispiel 12.28

Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} und P(X =0) = 1/2
sowie P(Y = 0) = 1/2. Die Zufallsvariablen X + Y und X — Y sind unkorreliert
aber nicht unabhingig, wegen

PX4+Y=0X-Y=1)=0#£1/16=P(X+Y=0)-PX—-Y =1).
[

Beispiel 12.29

Seien X, Y Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} und P(X = 0) = 2/5 sowie
P(Y = 0) = 3/10. Man erhélt zunichst E(X) = E(X?%) = 3/5Sund E(Y) =
E(Y?) = 7/10 sowie E(XY) = 2/5. Damit ergibt sich Cov(X,Y) = —1/50.
Bestimmt man noch die Varianz Var(X) = 6/25, Var(Y) = 21/100, so erhilt man
Kor(X, Y) = —0,089. |
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12.4 Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition 12.10

Seien (€2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X)) eine Folge von Zufallsva-
riablen auf 2. Dann sagt man: (X,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine
Zufallsvariable X, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt:

lim P(|X, — X| <¢)= lim P(we Q| |Xq (@) — X(w)| < c}) = 0.
n—0oo n—>oo

Man schreibt hierfiir P — lim,,, o X, = X. ¢

Beispiel 12.30

Sei ()?n) eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen, mit
P(X, = 1) = 1/2 und P(X, = 0) = 1/2. Die Folge (X,) der Mittel
X, = % > X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 1/2. Dies ist ein Spe-
zialfall des schwachen Gesetzes der grofSen Zahlen: Fiir jede Folge von paarweise
unabhiéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X,) mit endlichem Erwar-
tungswert konvergiert das Mittel X, gegen den Erwartungswert; siehe

Bauer (2002). |

Definition 12.11

Seien (€2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen auf 2. Dann konvergiert (X, ) fast-sicher gegen eine Zufallsvariable
X, wenn gilt:

Pl e Q] lim X,(w) = X(@)}) = L.

Mit der Abkiirzung f.s. fiir fast-sicher schreibt man also: f.s. — lim,_,» X, = X.
Diese Definition ldsst sich auf den Fall verallgemeinern, dass es sich bei dem
Bildraum der Zufallsvariablen um einen metrischen oder um einen topologischen
Raum handelt. Es sei noch erwihnt, dass eine fast-sichere Konvergenz eine Konver-
genz in Wahrscheinlichkeit impliziert; sieche Bauer (2002). ¢

Beispiel 12.31

Die Folge (X,) aus dem letzten Beispiel konvergiert auch fast-sicher gegen 1/2.
Dies ist ein Spezialfall des starken Gesetzes der grolen Zahlen: Fiir jede Folge von
paarweise unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen ()~( ») mit endlichem
Erwartungswert konvergiert das Mittel X,, gegen den Erwartungswert; siche Bauer
(2002). ]

Gegenbeispiel 12.32

Man betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum [0, 1] mit dem Lebesgue-Maf;. Eine
natiirliche Zahl n schreiben wir in der Formn = 2™ + k, mit 0 < k < 2m~1,
und definieren eine Folge von Ereignissen durch A, = (K27, (k 4+ 1)27™) sowie
eine Folge von Zufallsvariablen durch X,(w) = 1, fiir o € A,, und 0 sonst. Die
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Folge (X,,(w)) hat unendlich viele Eintrdge, die null sind, und unendlich viele Ein-
trige, die 1 sind. Daher konvergiert die Folge nicht fast-sicher. In Wahrscheinlichkeit
konvergiert die Folge jedoch gegen null.

Definition 12.12
Seien (L2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen auf Q2. (X,) konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvaria-
ble X, wenn gilt:

Jlim P({w € Q] Xy(w) = x}) = P({o € 2] Xy (@) = x}),

fiir alle x € R. Man kann diese Definition auf Zufallsvariablen mit Werten in belie-
bigen metrischen Rdumen ' verallgemeinern, indem man fordert, dass die Folge
der BildmaBe Py, schwach gegen das Bildmall Py konvergiert, d.h. dass gilt:

lim / F@dP(x) = Tim. / FEAP),

fiir alle stetigen beschrinkten Funktionen f : " — R. Es sei noch erwihnt, dass
eine Konvergenz in Wahrscheinlichkeit eine Konvergenz in Verteilung impliziert;
siehe Bauer (2002). ¢

Beispiel 12.33

Seien (2, T, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) eine Folge von unabhingi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen mit PX,=1=1 /2 und P(X,=-1)=
1/2. Die Folge der Zufallsvariablen (X,), gegeben durch

Z?:l Xi
NG

konvergiert in Verteilung gegen die standardnormalverteilte Zufallsvariable X auf
2, d.h. die Verteilung von X,, konvergiert punktweise gegen die Standardnormal-
verteilung. Dies ist ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes: Fiir jede Folge
unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert p
und endlicher Varianz o konvergiert die standardisierte Zufallsvariable

Xn =

_ Z?:l Xi —np

J/no

in Verteilung gegen die standardnormalverteilte Zufallsvariable; siehe

Xn

Bauer (2002). |
Beispiel 12.34
Seien X eine Zufallsvariable mit Standardnormalverteilung und (X,) = —X. Aus

der Symmetrie der Standardnormalverteilung folgt, dass (X,) in Verteilung gegen
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X konvergiert. Die Folge konvergiert jedoch in Wahrscheinlichkeit nicht gegen X,
wegen

P(X, —X|>¢€)=P(X| > €/2).

Definition 12.13

Seien (L2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen auf 2. Dann sagt man: (X,) konvergiert im p-ten Mittel gegen
eine Zufallsvariable X auf 2 fiir p > 1, wenn gilt:

lim E(|X, — X|?) =0,
n—0oo

wobei wir voraussetzen, dass X2 und X? in Bezug auf P integrierbar sind. Es sei
angemerkt, dass eine Konvergenz im p-ten Mittel eine Konvergenz im g-ten Mittel
fiir ¢ < p und eine Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert. ¢

Beispiel 12.35

Definieren wir eine Folge (X,,) identisch verteilter unabhingiger Zufallsvariablen
durch P(X, =0) = 1/nund P(X,, = 1) = 1 — 1/n, so gilt E(|X,|”) = 0. Die
Folge konvergiert also im p-ten Mittel gegen 0, aber die Folge ist nicht fast-sicher
konvergent. ]

Beispiel 12.36

Man betrachte [0, 1] mit dem Lebesgue-Mal} und die Zufallsvariablen X, (w) = n
fiir v € (0, 1/n) und O sonst. X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0, aber es
gilt E(| X, |?) = n? —1 und die Folge konvergiert nicht im p-ten Mittel fiir p > 1.l

12.5 Stochastische Prozesse

Definition 12.14

Seien (2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (', ¥’) ein messbarer Raum.
Eine Familie von messbaren Abbildungen X; : Q — Q' fiir t € T heiBt stochasti-
scher Prozess. Ist 7' abzihlbar unendlich, so spricht man von einem zeitdiskreten
stochastischen Prozess; ansonsten nennt man den Prozess zeitstetig. Ist Q’ endlich
oder abzihlbar, nennt man den Prozess wertediskret. Ist ' = R, so handelt es sich
um einen reellwertigen Prozess. ¢

Beispiel 12.37
Seien Z; fiir + € N unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

P(Zi=1)=p, PlZ=-1)=q, PZ=0=1-p-—gq,
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fiir p,q, p + g € (0, 1). Weiterhin sei Xg = 0. Dann beschreibt
n
Xy =Xo+ ) Z
i=1

einen zeitdiskreten und wertediskreten stochastischen Prozess. Dieser wird Random
Walk oder Zufallsbewegung auf 7 genannt. |

Beispiel 12.38
Ein zeitdiskreter und reellwertiger stochastischer Prozess ist der autoregressive Pro-
zess p-ter Ordnung, gegeben durch

Xr=pXi—1+--+ prtfp + Z;,

wobei die Zufallsvariablen Z; fiir ¢t € RS‘ normalverteilt mit dem Erwartungswert O
und konstanter Varianz sind; siche Abb. 12.7. |

Definition 12.15

Sei X; fiir + € T ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, X, P) mit dem Bildraum (2, ¥’). Ein Pfad, auch Realisierung des Prozesses
genannt, ist eine Abbildung ¢,, : T — Q' mit ¢, (1) = X;(w) fiir ein festes w € Q.
Seinun T = R(J)r und ' = R™ oder allgemeiner ein metrischer Raum. Man spricht
von einem Pfad-stetigen stochastischen Prozess, wenn fast alle Pfade des Prozesses
stetig sind, d. h. wenn es eine Menge A C 2, mit P(A) = 1, gibt, sodass ¢,, fiir alle

U S —————

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Abb.12.7 Der Prozess X; = 0,75X,_1 + Z;, mit standard-normalverteiltem Z(z)
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w € A eine stetige Abbildung ist. Ein Prozess heif3t fast-sicher stetig, wenn fiir alle
te Rg‘ fast alle Pfade stetig in ¢ sind, d.h. wenn gilt:

P({w € 2| limgu(s) = ¢u®) = 1.

Die Pfad-Stetigkeit eines Prozesses impliziert seine fast-sichere Stetigkeit. ¢

Beispiel 12.39
Wir beschreiben einen reellwertigen, zeitstetigen Prozess Wy, mit r € R*, durch
folgende Eigenschaften:

Wy = 0.
e Fiir reelle Zahlen 0 < 1y < #1 < tp < --- < ty sind die Zuwichse W; —
Wiy, Wi, = Wiy, ..., Wy, — W, | unabhiingige Zufallsvariablen.

e Fiir alle 0 < s < t sind die Zufallsvariablen W; — W, normalverteilt, mit dem
Erwartungswert O und der Varianz ¢t — s.

In der Theorie stochastischer Prozesse werden die Existenz und die Eindeutigkeit
(in einem gewissen stochastischen Sinne) eines Pfad-stetigen Prozesses mit diesen
Eigenschaften bewiesen; siche Bauer (2002). Man nennt den Prozess Wiener-Pro-

zess oder Brown’sche Bewegung; siche Abb. 12.8. |
1.4 T T
1.2+ A -

ol I’ hnl‘rl h‘,ll. |
0.2 ]MH \ ] lf m [ 1
J l\ (Wﬁ 1 H[ ]
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Abb. 12.8 Der Pfad des Wiener-Prozesses
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Beispiel 12.40
Wir beschreiben den zeitstetigen und wertdiskreten Poisson-Prozess N durch die
Bedingungen

No = 0.
e Fiir reelle Zahlen 0 < 1y < tj < o < -+ < t, sind die Zuwéchse N; —
Ny, Nty — N4y, ..., Ny, — Ny, _, unabhiingige Zufallsvariablen.

e Fiir alle 0 < s < r sind die Zufallsvariablen N; — N; Poisson-verteilt, mit dem
Erwartungswert A > 0.

A wird Intensitét des Prozesses genannt. Man kann zeigen, dass der Poisson-Prozess
mit einer Intensitit A > O durch die obigen Bedingungen eindeutig bestimmt ist;
siche Bauer (2002). Der Poisson-Prozess ist fast-sicher stetig, aber offensichtlich
nicht Pfad-stetig, weil das Bild des Prozesses in Ny liegt; siche Abb. 12.9. |

Definition 12.16

Ein stochastischer Prozess (X;) mit ¢ € T heif3t stationér, wenn die Verteilung von
(X¢45) fir s € T nicht von s abhingt. Ein Prozess heif3t schwach stationir, wenn
der Erwartungswert von X, fiir alle + € T konstant ist, die Varianz von X, fiir alle
t € T endlich ist und die Autokorrelation invariant unter Verschiebungen ist, d.h.
wenn gilt:

COV(th ,tz) = COV(XI1+S,t2+S)7

fiir alle s € T. Stationaritdt impliziert schwache Stationaritit; siche Bauer (2002). ¢

[=
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Abb. 12.9 Ein Poisson-Prozess
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Beispiel 12.41

Der autoregressive Prozess erster Ordnung in Beispiel 1.37 ist stationdr, wenn |p1 | <
1 ist. Die autoregressiven Prozesse p-ter Ordnung sind allerdings im Allgemeinen
nicht stationér. Dies tritt genau dann ein, wenn die Nullstellen des charakteristische
Polynoms

p .
Zpix’ +1=0
i=1

alle einen Betrag groBer als 1 haben. ]

Gegenbeispiel 12.42
Der Wiener-Prozess und der Poisson-Prozess sind nicht stationdr. Dagegen sind die
Zuwdchse in beiden Beispielen stationdr.

Definition 12.17
Ein stochastischer Prozess X;, mit t € Ny, der Werte in Z annimmt, wird Markov-
Kette genannt, wenn gilt:

P(Xt41 = jet1 | X = jis Xe—1 = ji—1, .., Xo = jo)
= P(Xt+l = jt+1 | X; = jt),
fiir alle t € Nund alle (ji41, ..., jo) € N*2. Die GroBen
pij(t) = P(Xpy1=Jj | X, =1)

werden Ubergangswahrscheinlichkeiten genannt. Sind diese konstant, so spricht
man von stationiren Ubergangswahrscheinlichkeiten und einer homogenen

Markov-Kette. ¢
Beispiel 12.43
Die Goldene Markov-Kette X (¢) € {0, 1} ist durch die stationiren Ubergangswahr-
scheinlichkeiten poo = p, po1 = (1 — p), p1o = 1, p11 = 0 gegeben. |
Beispiel 12.44

Definieren wir eine Markov-Kette X (¢) mit Wertenin Z durch p;; = p,fallsi = j+1
ist,und p;; = g, fallsi = j — 1 ist, und p;; = O sonst, so liefert die Markov-Kette
eine Beschreibung eines Random Walk auf Z; siehe auch Beispiel 12.35. ]

Beispiel 12.45

Die Folge von Ubergangswahrscheinlichkeiten poo = f(@), por = (1 — f(@)),
pio = 1, p11 = 0, mit f(r) € (0, 1), beschreibt eine inhomogene Markov-Kette,
wenn f nicht konstant ist. |
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In diesem Kapitel findet sich ein Uberblick iiber die Grundbegriffe der Theorie
dynamischer Systeme. Wir definieren im Abschn. 13.1 topologische dynamische
Systeme und zeigen zahlreiche paradigmatische Beispiele. Weiterhin definieren wir
periodische und rekurrente sowie heterokline und homokline Orbits. Mit den Begrif-
fen Transitivitdt, Sensitivitidt, Mischung, Chaos, Attraktor und Repeller werden glo-
bale Charakteristika eines topologischen dynamischen Systems beschrieben. Zum
Abschluss dieses Abschnitts fiihren wir mit der topologischen Entropie eine wichtige
Invariante der topologischen Dynamik ein. Im Abschn. 13.2 definieren wir mit inva-
rianten, ergodischen und mischenden Maflen die Grundbegriffe der Ergodentheorie,
in der mafBtheoretische dynamische Systeme untersucht werden. Diese Begriffe wer-
den anhand grundlegender Beispiele erldutert. Mit der malitheoretischen Entropie
definieren wir am Ende dieses Abschnitts eine wichtige Invariante der Ergodentheo-
rie. Im Abschn. 13.3 iiber die differenzierbare Dynamik definieren wir insbeson-
dere stabile, instabile und hyperbolische Fixpunkte sowie hyperbolische invariante
Mengen und die zugehorigen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten. Mit dem
Solenoid und dem Hufeisen zeigen wir Beispiele, die fiir die Entwicklung der diffe-
renzierbaren Dynamik entscheidend waren. Im vierten Abschnitt des Kapitels findet
sich eine kurze Einfiihrung in die Grundbegriffe der Dynamik holomorpher bzw.
meromorpher Funktionen. Auflerdem werden Julia-Mengen, Fatou-Mengen und die
Mandelbrot-Menge definiert und durch Abbildungen veranschaulicht. Im letzten
Abschnitt definieren wir noch Transferoperatoren und dynamische ¢-Funktionen
und geben Beispiele.
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Ein ausgezeichnetes Lehrbuch zur Theorie dynamischer Systeme ist Katok und
Hasselblatt (1995), das Buch liegt jedoch leider nicht in deutscher Ubersetzung vor.
Deutschsprachige Lehrbiicher zur Theorie dynamischer System sind zum Beispiel
Denker (2004) und Einsiedler und Schmidt (2014). Ein erstklassiges Buch auf hohem
Niveau speziell zur holomorphen Dynamik ist Milnor (2006).

13.1 Topologische Dynamik

Definition 13.1

Sei X ein metrischer Raum; siehe Abschn.6.1. Ein topologisches dynamisches
System (X, f) in diskreter Zeit ist durch eine stetige Abbildung f : X — X
gegeben. Ein topologisches dynamisches System (X, f) in kontinuierlicher Zeit
ist gegeben durch eine stetigen Fluss f : X x Ra“ — X, mit f(x,0) = x und
fx,s+1) = f(f(x,s),t)fiirallex € X unds, t € RT. Die Theorie dynamischer
Systeme untersucht invariante Mengen und insbesondere die Orbits

Of(x) = {f"(x) | n € No} bzw. Oy (x) = {f(x,1) | 1 € R}

dynamischer Systeme. Dabei heifit eine Menge A € X invariant unter f, wenn
f(A) = Abzw. f(A,t) = Afiir alle t € R ist. Offenbar bilden die Orbits von f

eine Partition von X durch invariante Mengen. ¢
Beispiel 13.1
Die Zeltabbildung f, : R — R, mit
1
fa(x) =a—2a x—i ,

und die logistische Abbildung /4 : R — R, mit
la(x) =4ax(1 —x)

fr @ > 1, sind Standardbeispiele in der eindimensionalen Dynamik; siche
Abb. 13.1. [ |

Beispiel 13.2

Fir o € (0, 1) betrachten wir die Abbildung R,(x) = {x + «} auf [0, 1], wobei
{x} den Nachkommaanteil von x bezeichnet. Topologisch ist dies eine Rotation des
Einheitskreises S', parametrisiert durch [0, 1] anstatt [0, 27 ]. Ein weiteres Beispiel
eines Systems auf dem Einheitskreis, parametrisiert durch [0, 1], ist durch E,, (x) =
{mx}, mitm € Nund m # 1, gegeben. |
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Abb.13.1 Die Zeltabbildungen fi, f1,2 und die logistischen Abbildungen /1, /1,2

Beispiel 13.3

Fiir eine natiirliche Zahl a > 1 betrachten wir den Folgenraum X, = {1, ..., a}Z
(oder den einseitigen Folgenraum £, = {1, ..., a}V) mit der Metrik

d((s), () = Y lse — e 271,

k=—o00

Die Verschiebeabbildung o auf ¥, auch Shift genannt, o ((sg)) = (sx+1), ist das
Standardmodell der symbolischen Dynamik. |

Beispiel 13.4
Interessante Beispiele der zweidimensionalen topologischen Dynamik in diskreter
Zeit sind die Henon-Abbildungen, gegeben durch /1, ; : R? — R? mit

x\ l—ax®+y
o f3)= (75
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L

Abb. 13.2 Die Wirkung von Arnolds Katzenabbildung auf das Quadrat im R? ohne Identifikation
der Kanten

und Arnolds Katzenabbildung auf dem topologischen Torus T = [0, 1)?, gegeben

durch
x {2x + y}>
K = .
(y> <{x+y}
{.} ist hier wieder der Nachkommaanteil von x € R; siche Abb. 13.2. |
Beispiel 13.5

Ein globaler Fluss eines gewohnlichen Differenzialgleichungssystems gibt ein topo-
logisches dynamisches System auf R” in kontinuierlicher Zeit; siche Abschn.7.5.
Klassische Beispiele sind das Lorenz-System

x'=o(y —x),

Yy =x(p—y),

7 =xy— Bz
und das Rossler-System

x'=—-y—x,

Y =x+ay,

7 =B+z(x —y).

Hier sind o, p, B und «, B, y reelle Parameter; siehe auch die spéteren Abb. 13.4 und
13.5 zu diesen Systemen. ]
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Definition 13.2

Ein Orbit Of(x) eines dynamischen Systems in diskreter Zeit heiflt periodischer
Orbit der Periode p € N, wenn f?(x) = x und p mit dieser Bedingung minimal
sind. Ein periodischer Orbit der Periode 1 heifit Fixpunkt. Ein Orbit O (x) eines
dynamischen Systems in diskreter Zeit heifit periodischer Orbit der Periode p € R,
wenn f(x, p) = x und p mit dieser Bedingung minimal sind. Der Orbit heifit
Fixpunkt, wenn f(x, p) = x fiir alle p > 0 ist. ¢

Beispiel 13.6

Die Zeltabbildung f7 in Beispiel 13.1 hat den periodischen Orbit Oy, (2/7) =
{2/7,4/7,6/7} der Periode 3. Dies impliziert die Existenz von Punkten mit peri-
odischen Orbits jeder Periode; siehe Neunhduserer (2015). Auch die logistische
Abbildung /; hat einen periodischen Orbit der Periode 3 und damit Orbits jeder
Periode. ]

Beispiel 13.7

Wenn o € (0, 1) rational ist, haben alle Punkte in Bezug auf die Rotation R, in
Beispiel 13.2 einen periodischen Orbit. Ist € (0, 1) jedoch irrational, dann hat kein
Punkt einen periodischen Orbit in Bezug auf R, . In Bezug auf die Abbildung E,, in
Beispiel 13.2 haben genau die Punkte in [0, 1] mit einer periodischen Entwicklung

zur Basis m einen periodischen Orbit. |
Beispiel 13.8

Der Shift in Beispiel 13.3 hat offenbar periodische Orbits jeder Periode, welche
durch periodische Folgen gegeben sind. ]

Beispiel 13.9
Unter Arnolds Katzenabbildung in Beispiel 13.4 haben alle Punkte mit rationalen
Koordinaten einen periodischen Orbit. ]

Beispiel 13.10

Das Lorenz-System in Beispiel 13.5 hat fiir manche Parameter einen periodischen
Orbit; man kann dies zum Beispiel fiir o = 10, p = 28 und 8 = 0,5 nachweisen.
Dasselbe ist fiir das Rossler-System mite = 0,2, 8 =0,1und y =2 der Fall. W

Definition 13.3

Sei (X, f) ein topologisches dynamisches System. x € X heifit rekurrent, wenn
x ein Haufungspunkt des Orbits O ¢ (x) ist. x € X heilt wandernd, wenn es eine
Umgebung U von x gibt, sodass f"(U) N U bzw. f(U, s) N U fiir alle hinldnglich
groBenn € Nbzw. s € RT leer ist. Offenbar sind rekurrente Punkte nicht wandernd.
Sind allex € X rekurrent bzw. nicht wandernd, so wird auch das System als rekurrent
bzw. nicht wandernd bezeichnet. ¢
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Beispiel 13.11
Fixpunkte und Punkte mit einem periodischen Orbit sind rekurrent und nicht wan-
dernd. ]

Beispiel 13.12
Die Rotationen in Beispiel 13.2 sind rekurrente Abbildungen. |

Beispiel 13.13

Fiir die Zeltabbildung f; in Beispiel 13.1 sind die Punkte x = p/29 mit p,q € N
nicht rekurrent, und alle Punkte in [0, 1] sind nicht wandernd fiir diese Abbildung.
Alle Punkte au3erhalb dieses Intervalls sind wandernd. |

Beispiel 13.14
Ein Punkt mit dichtem Orbit ist insbesondere rekurrent; siche hierzu die Definition
13.5 und die darauf folgenden Beispiele. ]

Definition 13.4

Seien X und Y metrische Rdume. Ein topologisches dynamisches System (Y, g) ist
quasi-konjugiert zu einem System (X, f), wennes eine stetige Abbildung 7 : X —
Y mit Bild Y gibt, sodass gilt:

7o f(x)=gom(x),

fiirallex € X.Manche Autoren sprechen hier auch von einem topologischen Faktor
(Y, g) von (X, f). Die Systeme sind konjugiert, wenn 7 ein Homdomorphismus
ist; man nennt die Systeme (X, f) und (Y, g) in diesem Fall auch topologisch
isomorph. ¢

Beispiel 13.15

Die Zeltabbildung f; und die logistische Abbildung /; in Beispiel 13.1 sind
konjugiert zueinander, und der Homoomorphismus ist gegeben durch m(x) =
(sin(rrx/Z))z. Beide Systeme sind quasi-konjugiert zum einseitigen Shift in
Beispiel 13.3. |

Beispiel 13.16

Die Abbildung E,, in Beispiel 13.2 ist quasikonjugiert zum einseitigen Shift
in Beispiel 13.3, und die Abbildung wird durch die Entwicklung zur Basis m
bestimmt. |

Definition 13.5

Ein topologisches dynamisches System (X, f) heifit topologisch transitiv, wenn es
einen dichten Orbit O (x) gibt. Fiir vollstindige metrische Rdume X ohne isolierte
Punkte istdies dquivalent dazu, dass es fiir zwei nicht-leere offene Mengen U, V C X
einn € Nbzw. s € RT gibt, sodass gilt:

)NV £@bzw. f(U,s) NV #£@.
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En System (X, T') heif3t topologisch mischend, wenn es fiir zwei nicht-leere offene
Mengen U,V C X ein np € N bzw. ein 59 € RT gibt, sodass f*(U) NV bzw.
f(U,s)NV,sogar fiir alle n > ng bzw. alle s > s¢, nicht-leer ist. Ein System heif3t
sensitiv, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, sodass es fiir alle x € X ein y in jeder
Umgebung um x gibt sodass gilt:

limsupd(f"(x), f" () > C.

n—oo

Ein dynamisches System heiflit chaotisch, wenn es transitiv ist und die periodi-
schen Orbits von f dicht in X liegen; diese Bedingung impliziert insbesondere die
Sensitivitdt des Systems. Es sei noch angemerkt, dass alle topologisch mischenden
Systeme sensitiv sind; siehe hierzu Neunhéuserer (2015) sowie Katok und Hassel-
blatt (1995). ¢

Beispiel 13.17
Der Shift in Beispiel 13.3 und alle zu diesem System quasi-konjugierten Systeme

sind topologisch mischend und chaotisch; siehe Neunhiuserer (2015). ]
Beispiel 13.18

Arnolds Katzenabbildung in Beispiel 13.4 ist topologisch mischend und chaotisch;
siehe Katok und Hasselblatt (1995). |

Beispiel 13.19

Die Rotation R, von S! in Beispiel 13.2 ist fiir irrationales « topologisch transitiv,
und alle Orbits sind dicht. Man nennt ein solches System auch minimal. Das System
ist aber nicht topologisch mischend, sensitiv oder chaotisch. |

Definition 13.6

Ein topologisches dynamisches System (X, f) in diskreter Zeit heiflt zeitlich
umkehrbar, wenn f ein Homoomorphismus ist. Ein zeitlich umkehrbares dyna-
misches System (X, f) in kontinuierlicher Zeit ist gegeben durch einen stetigen
Fluss f: X xR — X mit f(x,0) = x und f(x,s +1) = f(f(x,s),1) fir alle
x € X und s,t € R. Ein Orbit O¢(x) eines zeitlich umkehrbaren Systems heif3t
heteroklin, wenn gilt:

lim f"(x) =xxbzw. lim f(x,s)= x4,
n—=£00 s—£00

wobei x4, x_ € X Fixpunkte sind. Man nennt einen heteroklinen Orbit auch eine

heterokline Verbindung zwischen x_ und x4 . Gilt x; = x_, so spricht man von

einem homoklinen Orbit. In der Literatur findet sich diese Definition auch fiir die

heteroklinen Verbindung zwischen periodischen Orbits Of(x4) und Of(x_-). ¢

Beispiel 13.20
Fiir den zweiseitigen Shift in Beispiel 13.3 hat ein Punkt mit konstantem Folgen-
Ende in beiden Richtungen einen heteroklinen Orbit. Sind die Folgen-Enden auch
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noch identisch, so hat der Punkt einen homoklinen Orbit. Alle Systeme, die zum
Shift konjugiert sind, haben damit auch solche Orbits. ]

Beispiel 13.21

Das Lorenz-System und das Rossler-System in Beispiel 13.5 scheinen fiir bestimmte
Parameter homokline Orbits zu haben. Wir finden hierzu in der Literatur allerdings
nur numerische Evidenz und keinen direkten analytischen Nachweis. |

Definition 13.7

Sei (X, f) ein topologisches dynamisches System. Eine abgeschlossene, in Bezug
auf f invariante Menge A € X heifit Attraktor von f mit der Fundamentalumge-
bung U C X, wenn gilt:

A= ﬂ F™(U) bzw. A = ﬂf(U,t).
n=0

>0

Konnen wir U = X wihlen, so nennt man A einen globalen Attraktor. Eine abge-
schlossene invariante Menge A heifit Repeller, wenn es eine Umgebung U von A
gibt, sodass esfiirallex € U\Aeinng € Nbzw.eintg € RT, gibt, sodass f"(x) ¢ U
bzw. f(U,t) ¢ U ist, fir n > ng bzw. t > ty. Besteht A aus einem periodischen
Orbit oder Fixpunkt, so spricht man unter diesen Bedingungen von einem attrak-
tiven Fixpunkt oder attraktiven periodischen Orbit beziehungsweise von einem
repulsiven Fixpunkt oder repulsiven periodischen Orbit. ¢

Beispiel 13.22
Auf attraktive und repulsive Fixpunkte gehen wir im Abschn. 13.3 zur differenzier-
baren Dynamik ein. |

Beispiel 13.23

Die logistischen Abbildungen I, in Beispiel 13.1 haben fiir a € (3/4, (1 + +/6)/4)
einen periodischen Orbit der Liange zwei in (0, 1), der ein Attraktor ist. Fiir etwas
grofere a erhilt man attraktive periodische Orbits groBBerer Perioden. Fiir a > 1
haben die Abbildungen einen Repeller R C [0, 1], auf dem die Dynamik chaotisch
ist. Dies ist auch fiir die Zeltabbildung der Fall. ]

Beispiel 13.24
Die Henon-Abbildung /4, 5, in Beispiel 13.4 hat fiir manche Parameter einen Attrak-
tor. Bekannt ist dies beispielsweise fiir a = 1,4 und b = 0,3; siche Abb. 13.3. [ |

Beispiel 13.25

Das Lorenz-System hat fiir manche Parameter einen Attraktor; zum Beispiel ist dies
fir o = 10, p = 28 und 8 = 8/3 der Fall. Das Rossler-System hat einen Attraktor
zum Beispiel fiir« = 0,2, 8 = 0,2 und y = 5,7; siche Abb. 13.4 und 13.5. |
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Abb. 13.3 Anniherung an den Henon-Attraktor

Definition 13.8

Seien X ein kompakter topologischer Raum und (X, f) ein topologisches dynami-
sches System in diskreter Zeit. Die Entropie einer offenen Uberdeckung &4 von X
ist gegeben durch H () = log i1, wobei #il die kleinste Anzahl von Elementen in
$list, die gebraucht werden, um X zu iiberdecken. Fiir zwei Uberdeckungen 1 und
4y definieren wir die gemeinsame Verfeinerung durch

th v ={U; NUR|U; € Uy, Uy € Ul
Die Entropie des Systems (X, f) in Bezug auf eine Uberdeckung 4 ist
M = lim SHEY FTEO Vv ),
und die topologische Entropie des Systems ist
h(f) = sup{h(f,4l) | L ist eine offene Uberdeckung von X}.
Fiir ein topologisches dynamisches System in kontinuierlicher Zeit ldsst sich die

topologische Entropie iiber die topologische Entropie der Abbildung f(x) = f(x, 1)
definieren. ¢
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20

Abb. 13.4 Anniherung des Lorenz-Attraktors

Beispiel 13.26

Der Shift auf m-Symbolen sowie die Abbildung E,, haben die topologische Entropie
log(m); siehe Katok und Hasselblatt (1995). |
Beispiel 13.27

Arnolds Katzenabbildung hat die topologische Entropie log((~/5 + 1)/2); siche
Katok und Hasselblatt (1995). |

13.2 Ergodentheorie

Definition 13.9

Ein maBtheoretisches dynamisches System (X, 7') ist durch einen metrischen
Raum X und eine in Bezug auf die Borel-o-Algebra messbare Abbildung 7' : X —
X gegeben; siche Abschn. 8.3. Ein Borel’sches WahrscheinlichkeitsmafB auf X heif3t
invariant unter 7, wenn Tt = p ist, also

w(B) = w(T~1(B))

fiir alle Borel-Mengen B gilt. Das Maf} heifit ergodisch, wenn invariante Borel-
Mengen B, also f _1(B) = B, das MaB 0 oder 1 haben. (X, T, ) wird dann ein
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Abb.13.5 Anngherung des Rossler-Attraktors

ergodisches System genannt. Die Ergodentheorie von dynamischen Systemen in
kontinuierlicher Zeit wird gewohnlich durch eine Diskretisierung des Flusses entwi-
ckelt. ¢

Beispiel 13.28

Firirrationaleso € (0, 1) istdas eindimensionale Lebesgue-Maf ergodisch in Bezug
auf die Rotation R, in Beispiel 13.2. Es ist sogar das einzige ergodische und auch
das einzige invariante Wahrscheinlichkeitsmaf3 des Systems. Ein System mit die-
ser Eigenschaft wird eindeutig ergodisch genannt. Ist « rational so definiert das
Laplace-Maf auf jedem periodischen Orbit der Rotation R,, ein ergodisches Maf. ll

Beispiel 13.29

Das eindimensionale Lebesgue-Ma8 ist ergodisch in Bezug auf die Abbildungen E,,
in Beispiel 13.2. Das zweidimensionale Lebesgue-MaB ist ergodisch in Bezug auf
Arnolds Katzenabbildung in Beispiel 13.4. |

Beispiel 13.30

Sei w ein Bernoulli-MaB auf {1,...,m} mit u(i) = p;, also p; € (0, 1), und
Yo', pi = 1. Das MaB lésst sich zu einem Bernoulli-MaB auf dem Folgenraum
S ={1,...,m}% (oder =,, = {1, ..., m}Y) mittels des Produkts
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pd@w) €T =si, k=1,....nH) =[] m
k=1

fiir alle endlichen Folgen (s1,...,s,) € {1, ..., m}" fortsetzen. Diese Maf3e sind
ergodisch in Bezug auf den Shift o auf %,,; siehe hierzu Katok und Hasselblatt
(1995). ]

Definition 13.10
Ein ergodisches System (X, 7', 1) heiit maBitheoretisch mischend, wenn

Jim w(T7"(A) N B) = p(A)(B)

fiir alle Borel-Mengen A, B C X gilt. ¢
Beispiel 13.31

Die in den letzten Beispielen beschriebenen Systeme sind nicht nur ergodisch, son-
dern sogar mischend. ]
Gegenbeispiell13.32

Das Lebesgue-Map ist in Bezug auf die irrationale Rotation Ry, nicht mischend. W

Beispiel 13.33

Seien (X, f, w) und (Y, g, v) zwei ergodische Systeme oder allgemeiner maf3theo-
retische Systeme mit invarianten Mafen. Die Systeme hei3en maBtheoretisch kon-
jugiert, wenn es einen mafitheoretischen Isomorphismus 7 : X — Y gibt, fiir den

7o f(x) =gom(x),

fiir alle x aus einer Menge B C X, mit u(B) = 1, gilt; siehe auch Abschn. 8.3. Erfiillt
7 die obige Gleichung und ist es messbar, aber nicht auf einer Menge von vollem Maf3
umkehrbar, so nennt man (Y, g, v) zu (X, f, u) maBtheoretisch quasi-konjugiert.
Manche Autoren sprechen hier auch von einem mafitheoretischen Faktor. ]

Beispiel 13.34

Sind (X, f) und (Y, g) durch 7 : X — Y topologisch konjugiert und ist u ein
invariantes Mal} in Bezug auf f, so sind die Systeme (X, f, n) und (X, g, w(w))
malftheoretisch konjugiert. ]

Beispiel 13.35

Die Abbildung E,, in Beispiel 13.2 mit dem Lebesgue-Maf ist mafitheoretisch kon-
jugiert zum einseitigen Shift auf X,, mit dem gleichgewichteten Bernoulli-MaB,
gegeben durch p; = 1/m; siehe auch Beispiel 13.30. Topologisch sind die beiden
Systeme nur quasi-konjugiert. ]
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Definition 13.11

Sei (X, T') ein maf3theoretisches dynamisches System mit einem invarianten Maf3 1.
Eine maBtheoretische Partition J3 von X ist eine Uberdeckung von X, deren Elemente
sich nur in Mengen vom MaB O schneiden. Die Entropie solch einer Partition ist
gegeben durch

H(u, P) = — Y u(P)log(uu(P)).
Pep

Die maBtheoretische Entropie des Systems (X, f, ) in Bezug auf eine Partition 3
ist

1
h(f o0 = lim —H (e, BV TP Vv ),

und die maBtheoretische Entropie des Systems, auch metrische Entropie oder
Kolmogorov-Sinai-Entropie genannt, ist

h(f, n) = sup{h(f, P) | B ist eine Partition von X}.

Ein Maf} u hat volle Entropie fiir (X, f), wenn die maBtheoretische Entropie von
w mit der topologischen Entropie tibereinstimmt, A(f, u) = h(f). ¢

Beispiel 13.36
Die Bernoulli-Maf3e in Beispiel 13.30 haben die Entropie

h(o, ) =Y pilog(pi).
i=1

Ein Maf voller Entropie ist durch p; = 1/m gegeben. ]

Beispiel 13.37
Das eindimensionale Lebesgue-Malf hat die Entropie log(m) in Bezug auf die Abbil-
dung E,, in Beispiel 13.2; es ist das Mal} voller Entropie. In Bezug auf die irrationale

Rotation R, hat dieses MaB3 jedoch Entropie 0. ]
Beispiel 13.38

Das zweidimensionale Lebesgue-Maf hat volle Entropie in Bezug auf Arnolds Kat-
zenabbildung in Beispiel 13.4. ]

13.3 Differenzierbare Dynamik

Definition 13.12

Ein differenzierbares dynamisches System (M, f)ist durch eine C'-Mannigfaltig-
keit und eine stetig-differenzierbare Abbildung f : M — M oder einen stetig-
differenzierbaren Fluss f : M x R — M gegeben. Fiir manche Ergebnisse der
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differenzierbaren Dynamik ist es allerdings notwendig, anzunehmen, dass M eine
CK-Mannigfaltigkeit und f eine C¥-Abbildung bzw. ein C*¥-Fluss fiir ein k > 1
ist. ¢

Beispiel 13.39

Die dynamischen Systeme, die wir im Abschn. 13.1 zur topologischen Dynamik ein-
gefiihrt haben, sind Beispiele differenzierbarer dynamischer Systeme in den Fillen,
in denen die verwendeten Abbildungen oder Fliisse stetig differenzierbar sind. MW

Beispiel 13.40
Sei f eine stetig-differenzierbare Abbildung auf R?, die auf [0, 1]*> durch folgende
Vorschrift gegeben ist:

(3%, 3), fiir y < 1/3,
fx,y) = —3x+ 1, =3y +3), fiiry > 2/3,
stetig differenzierbar fortgesetzt, fiir y € (1/3, 2/3).

Die Abbildung heifit Hufeisenabbildung. Die f-invariante Menge
oo
A= () frao 1
n=—oo

wird Hufeisen genannt; siche Abb. 13.6. Es handelt sich hier um ein grundlegendes
Beispiel einer differenzierbaren Dynamik. ]

Abb. 13.6 Die Hufeisenabbildung
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Abb. 13.7 Die Abbildung
auf dem Torus, die das
Solenoid erzeugt

Beispiel 13.41
Seien V = {(x, y)|x%2 + y2 < 1} x S! der Volltorus und f die glatte Abbildung auf
V, gegeben durch

1 1 1 1
fx,y,2) = (Ex + 3 sin(2rz), Ey + 7 cos(2mz), 21) .

Die Abbildung hat den Attraktor

o0
w=(") £V,
n=0
der Solenoid genannt wird; siche Abb. 13.7. |

Definition 13.13

Sei (M, f) ein differenzierbares dynamisches System in diskreter Zeit. Ein Fixpunkt
xo € M von f heilit stabiler Fixpunkt, wenn das Differenzial Df (xo) : TyyM —
Ty, M invertierbar ist und ausschlieBlich Eigenwerte mit einem Betrag kleiner als 1
hat. Hat ein Eigenwert einen Betrag groBer als 1, so spricht man von einem instabilen
Fixpunkt. Hat kein Eigenwert den Betrag 1, so spricht man von einem hyperboli-
schen Fixpunkt Diese Definition wird auf periodische Orbits der Periode p verallge-
meinert, indem man die Abbildung f? betrachtet, die den Punkt mit periodischem
Orbit als Fixpunkt hat. Fiir ein differenzierbares dynamisches System in kontinu-
ierlicher Zeit kann man f(x) = f(x, 1) betrachten und so die Eigenschaften von
Fixpunkten definieren. Wir weisen noch darauf hin, dass ein stabiler Fixpunkt bzw.
periodischer Orbit attraktiv im Sinne der topologischen Dynamik ist; siehe Definition
13.7. Ein instabiler Fixpunkt oder periodischer Orbit ist aber nicht notwendigerweise
repulsiv. ¢

Beispiel 13.42

Die logistische Abbildung f, in Beispiel 13.1 hat die Fixpunkte x = 0 und x, =
1 —a/4. Fira € (0,1/4) ist x = 0 ein stabiler Fixpunkt, und fiir a > 1/4 ist er
instabil. x, ist ein stabiler Fixpunkt fiir a € (1/4,3/4); sonst ist dieser Fixpunkt
instabil. |

Beispiel 13.43
Die Henon-Abbildung f, ; in Beispiel 13.4 hat fiir 4a + (b — 1)> > 0 die beiden
Fixpunkte

C(b—1%p bb—1%p)
xi_( 2a 2a >
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mit 8 = /4a + (b — 1)2, wobei die Vorzeichen in den Koordinaten gleich gew:hlt
werden. Die Eigenwerte des Differenzials sind

I
M= (=) 44+ —b—p)2

fiir den ersten Fixpunkt und

1
A3,4=5(1—b—ﬁ)ﬂ:\/—4,3+(1—b_,3)2

fiir den zweiten Fixpunkt. Hieraus folgt, dass es beispielsweise fiir b = 0,6 und
a = 0,1 einen stabilen Fixpunkt und einen weiteren hyperbolischen Fixpunkt des
Systems gibt. |

Beispiel 13.44

Sei f:R" x R — R”", gegeben durch f(x,t) = eA'x, der globale Fluss eines
linearen Differenzialgleichungssystems. x = 0 ist ein Fixpunkt des Flusses. Dieser
ist stabil, wenn der Realteil aller Eigenwerte von A kleiner 0 ist, und instabil, wenn
der der Realteils eines Eigenwerts von A groBer als O ist. Ist kein Eigenwert null, so
ist x = 0 hyperbolisch. ]

Definition 13.14

Sei (M, f)eindifferenzierbares dynamisches System in diskreter Zeit mit einem Dif-
feomorphismus f auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M. Eine invariante Menge
A heiflit hyperbolische Menge, wenn fiir alle x € A der Tangentialraum eine Auf-
spaltung Tx M = E; ® EY hat, sodass fiir alle x € A

1. Df (x)(E3) = E%,, und Df (x)(EY) = E
2. [IDf*(x)(v)|] < cAvfiirv € EY,
3. IDf M (x)()|| < cA'v fiirv € EY,

u
fx)

wobei A € (0,1) und ¢ > 0 Konstanten sind. Ist A = M, so ist (M, f) ein so
genanntes Anosov-System, und f wird Anosov-Diffeomorphismus genannt. Bil-
det die Menge der nichtwandernden Punkte von f eine hyperbolische Menge und
liegen die periodischen Orbits von f dicht in dieser Menge, so spricht man von
einem Axiom-A-System. Die hier gegebene Definition ldsst sich auch auf Fliisse
iibertragen. ¢

Beispiel 13.45
Hyperbolische Fixpunkte und periodische Orbits sind hyperbolische Mengen. W

Beispiel 13.46
Das Hufeisen und das Solenoid in den obigen Beispielen sind hyperbolische Mengen.
Es handelt sich hier um Axiom-A-Systeme, aber nicht um Anosov-Systeme. ]
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Beispiel 13.47
Arnolds Katzenabbildung in Beispiel 13.4 ist ein Anosov-System. ]

Definition 13.15
Sei A eine hyperbolische Menge eines dynamischen Systems (M, f) in diskreter
Zeit. Fiir x € A wird

W) = (y e M| lim d(f"(x). [*()) = 0)
stabile Mannigfaltigkeit von f in x genannt, und
W) =(y e M| lim d(f7"@). f7" () =0}

heiflt instabile Mannigfaltigkeit von f in x. Man kann zeigen, dass es sich bei
diesen Mengen zumindest lokal tatsdchlich um Mannigfaltigkeiten handelt; siche
Katok und Hasselblatt (1995). ¢

Beispiel 13.48

Fiir eine stetig differenzierbare Abbildung auf den reellen Zahlen mit einem stabilen
bzw. einem instabilen Fixpunkt ist die stabile bzw. die instabile Mannigfaltigkeit
durch ein offenes Intervall gegeben. |

Beispiel 13.49

Die stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit einer linearen Abbildung auf R"” zum
Fixpunkt 0 ist die Summe der Eigenrdume, die zu den Eigenwerten mit einem Betrag
groBer bzw. kleiner als 1 gehoren. |

Beispiel 13.50

Ist (x, y, z) € W ein Punkt des Solenoids in Beispiel 13.41, so ist die stabile Man-
nigfaltigkeit gegeben durch

Wi(x,y,2) = {(F, ) | ¥+ 7 < 1} x {z}.

Die instabile Mannigfaltigkeit W*(x, y, z) liegt dicht in W, ldsst sich aber nicht
explizit in einfacher Form angeben. ]

13.4 Holomorphe und Meromorphe Dynamik

Definition 13.16

X sei im Folgenden die Gauf3’sche Zahlenebene C, eine offene Menge in C oder die
Riemann’sche Zahlensphire C=cu {oo}. Letztere ist die Alexandroff-Kompakti-
fizierung von C; siehe Abschn. 6.5. Ein holomorphes dynamisches System ist durch
eine nicht konstante holomorphe Abbildung f : X — X gegeben. Ist die Abbildung
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nur meromorph, dann spricht man von einem meromorphen dynamischen System;
siehe hierzu Kap. 9 mit der Einfiihrung der Begriffe der Funktionentheorie. ¢

Beispiel 13.51

Die klassische Theorie untersucht die Dynamik gebrochen rationaler oder ganz ratio-
naler Funktionen fiir komplexe Argumente. Insbesondere ist die Untersuchung der
Familie f,(z) = z> + ¢ mit ¢ € C paradigmatisch. [ |

Beispiel 13.52
Sei p(z) eine ganz rationale Funktion auf C. Das Newton-Verfahren zur Losung von
p(2) = 0, gegeben durch

p(z)
f@)=z2———,
p'(2)
gibt ein meromorphes dynamisches System; siehe auch Abschn. 14.2. |

Beispiel 13.53

In der zeitgendssischen Theorie werden auch Familien von transzendenten holomor-
phen oder meromorphen Funktionen, wie etwa g.(z) = ezk +c, he(z) = sin(zk )+c
oder f.(z) = tan(z¥) + ¢, fiir k € N untersucht. |

Definition 13.17

Sei (X, f) ein holomorphes oder meromorphes dynamisches System. Die Julia-
Menge J(f) des Systems ist der Abschluss der Menge aller repulsiv periodischen
Orbits von f:

J(f) ={z € X|fP(z) = zund |(fP)'(2)| > 1fiir p € N}.

Die Fatou-Menge von f ist das Komplement der Julia-Menge. Es sei angemerkt,
dass die Julia Menge J(f) ein kompakter Repeller fiir die Abbildung f ist; siche
hierzu Definition 13.7 und Milnor (2006). ¢

Beispiel 13.54

Wir betrachten die Julia-Mengen J. = J(f.) fiir die Familie von Abbildun-
gen f.(z) = 72 + ¢. Nun ist Jy der Einheitskreis, J_, das Intervall [—2, 2],
und Jp ist eine total unzusammenhédngende Menge. Allgemein erhilt man total-
unzusammenhingende Julia-Mengen fiir |c| > ;11(5 +24/6) ist J,. Die Julia-Menge
J_1 ist in Abb. 13.8 und die Julia-Menge J; in Abb. 13.9 gezeigt. J; wird Dendrit
genannt. Der Leser mag eines der zahlreichen Programme, die im Internet zum Dow-
nload zu Verfiigung stehen, verwenden, um weitere Julia-Mengen zu betrachten. Bl
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Abb. 13.8 Die Julia-Menge J_

Beispiel 13.55

Die Julia-Menge des Newton-Verfahrens zur Losung von p(z) = z> — 1 =0in C
ist in Abb. 13.10 gezeigt. Die drei Grauschattierungen zeigen an, zu welcher dritten
Einheitswurzel das jeweilige Verfahren konvergiert. ]

Definition 13.18
Die Mandelbrot-Menge 9t zur Familie von Abbildungen f.(z) = z>+c ist gegeben
durch

M = {c € C| J, ist zusammenhédngend}

= {c € C | Der Orbit (f(0)) ist beschréinkt}.

Abb.13.9 Die Julia-Menge
Ji
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Abb.13.10 Die Julia-Menge in Beispiel 13.55

Beide hier angegebenen Mengen werden in der Literatur zur Definition der
Mandelbrot-Menge verwendet, aber der Nachweis ihrer Identitét ist nicht-trivial;
siehe Falconer (1990). Fiir eine allgemeine Familie g, von rationalen Abbildung mit
¢ € C wird

M(g) = {c € C| J. ist zusammenhidngend}
als Ort des Zusammenhangs bezeichnet. Fiir die Familien g.(z) = 74 + ¢, mit

d > 2, werden diese Mengen auch Multibrot-Mengen genannt. ¢

Beispiel 13.56
Die Abb. 13.11 zeigt die klassische Mandelbrot-Menge 1. |
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Imlc]

Re[c]

Abb.13.11 Die Mandelbrot-Menge

13.5 Transferoperatoren und dynamische ¢-Funktionen

Definition 13.19

Sei (M, f) ein dynamisches System und g : M — C eine Funktion. Der Trans-
feroperator £ : F(X,C) — F(X,C) zu (M, f), gewichtet durch g, ist gegeben
durch

LOx)= ) g
yef=lx
vorausgesetzt, dass die Summe fiir x € X konvergiert. Hierbei werden topologische,
maltheoretische und auch differenzierbare Systeme (M, f) betrachtet. Fiir (stiick-
weise) differenzierbare Systeme setzt man oftmals g(y) = (|det(J f(y))|)_1, wobei
J ¢ die Jakobi-Matrix von f oder im eindimensionalen Fall die Ableitung von f ist.
In diesem Fall hat der Transferoperator die Form

_ @(y)
£em = fZ det(Jy DI’

Als Funktionenraum F (X, C) wird zumeist ein Banachraum gew#hlt. ¢
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Beispiel 13.57
Fiir E>(x) = {2x} auf [0, 1) aus Beispiel 12.2. erhalten wir

LOx) =gx/2)D(x/2) +gx/2+1/2)D(x/2+ 1/2).
Wihlen wir g(y) = |E5(y)|~' = 1/2, so ergibt sich
LP(x) = (P(x/2) + P(x/2+1/2))/2.
Die konstante Funktion 1(x) = 1 ist eine Eigenfunktion dieses Operators zum

Eigenwert eins, £1 = 1. Dies heiflt dass das Lebesgue-Mal} invariant im Bezug
auf Ep(x) = {2x} ist, vgl. Abschn. 12.2. [ |

Beispiel 13.58
Wir definieren eine Abbildung f : (0, 1] — (0, 1] durch f(x) = 2"x — 1 fiir
x € (27", 27" und n € N. Fiir g(y) = | f/(y)| erhalten wir

o0

1 x+1
Ed)(x)zzz—ntb( o )
n=1
Wieder ist die konstante Funktion 1(x) = 1 eine Eigenfunktion dieses Operators
zum Eigenwert eins und das Lebesgue-Maf} damit invariant. ]
Beispiel 13.59

Fiir die Gauss-Abbildung G (x) = {1/x} auf [0, 1) erhdlt man

o0

1 1
E@(x):Zg(x+n)d><x+n>.

=1

Wihlen wir g(y) = |G’ (y)|~" = y? so ergibt sich

oo

1 1
£<I>(x)=2(x+n)2<b<x+n>.

n=1

Dies ist der Gauss-Kuzmin-Wirsing Operator, der intensiv untersucht wurde. Ins-
besondere ist ®(x) = 1/(In(2) + In(2)x) eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1, und
dies die Dichte eines ergodischen Malles von G, vgl. hierzu Abschn. 12.2. |

Beispiel 13.60
Fiir das symbolische System (X, o) aus Beispiel 12.3. erhilt man

LO(s) = Zg(ns)@(ns)

n=1
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mit s € X,. Gewohnlich setzt man g(s) = 1/a und erhilt

LO(s) =) _ D(ns)/a.
n=1

Definition 13.20

Sei (M, f) ein dynamisches System und FIX( ") die Menge der Fixpunkte von f”.
Wir gehen davon aus, dass |[FIX(f")| fiir alle n € N endlich ist. Die dynamische
¢-Funktion ist gegeben durch ¢ : A € C — C mit

2 IFIX ("
{r(z) =exp (Z X! ;f )|z">
n=1

1

wobei das Produkt iiber alle periodischen Orbits P mit Periode | P| lduft und wir

voraussetzen, dass dieses Produkt fiir alle z € A existiert.! ¢
Beispiel 13.61

Fiir das symbolische System (X, o) aus Beispiel 12.3. erhilt man |[FIX(f")| = a”
und damit ¢, (z) = 1/(1 — az). |

Beispiel 13.62

Sei f :[—1,1] = [—1, 1] durch f(x) = 1 — ux? gegeben. Fiir den Feigenbaum
Parameter ;. = 1,4011... hat f genau einen periodischen Orbit der Periode 2"
fiir alle n € N. Wir erhalten

é'f(Z) — l_[(l + Z2n)n+l.
n=0

Beispiel 13.63

Fiir Arnolds Katzenabbildung K aus Beispiel 13.4 erhalten wir
1-2z  1-12z

det (I —zA) 2722 -3z

$r(2) =

IDie hier definierte dynamische ¢-Funktion wird manchmal auch Weil ¢-Funktion oder Ruelle ¢
-Funktion genannt, wobei Ruelles Definition etwas allgemeiner als die hier gegebene ist.
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wobei A die Matrix ist, die das System beschreibt. Allgemein sind die dynami-
schen ¢-Funktionen von Axiom-A-Systemen gebrochen rational, sieche Definition
13.14. ]

Beispiel 13.64

Fiir die GauB3-Abbildung G (x) = {1/x} (oder allgemeiner stiickweise expandierende
C 1-Abbildungen eines Intervalls in sich) erhdlt man ¢g(z) = det(/ — z.L), wobei
L der zugehorige Transferoperator mit g(y) = |G’ (»)|~" = y? ist, siehe Definition
13.19 und Beispiel 13.59. u
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14.1 Kondition und Stabilitat

Definition 14.1
Sei f : R" — R™. Die absolute Kondition der durch f gelosten Berechnungsauf-
gabe im Punkt x € R” ist definiert als

i ILf &) = FWDI
Kabs. (x) 1= lim sup —————="—_
yoxo =yl
wobei || - || die euklidische Norm ist. Im Fall kaps (x) = 0o bezeichnet man die

Aufgabe als schlecht gestellt. Die relative Kondition ist gegeben durch

Kaps. (X)) || x|

ILf Gl

Krel.(X) 1=

Im Fall k1. (x) < 1 spricht man von einer Fehlerddmpfung durch f und im Fall
Kkrel.(x) > 1 von einer Fehlerverstirkung. Ist k) (x) < 1, so ist die Berechnungs-
aufgabe in x gut konditioniert. Ist k) (x) wesentlich grofler als 1, so bezeichnet
man die Berechnungsaufgabe als in x schlecht konditioniert. Dieser Begriff ist in
der Literatur nicht ganz eindeutig bestimmt, aber in jedem Fall wird man wohl von
einer schlechter Kondition sprechen, wenn e (x) > V2 ist. ¢

Beispiel 14.1
Fiir f(x) = 4/x erhalten wir

Kabs.(X) = |f/(x)| = 1/(2\/)_5) und kel (x) = 1/2.
Die Berechnungsaufgabe ist also gut konditioniert. ]

Beispiel 14.2
Fiir die Multiplikation f(x, y) = x - y erhalten wir

d ad
Kabs. (X, y) = H%(x,y), %(X,y)” = \/m

und damit
X2+ y2
Krel. (X, y) = .
lxyl
Die Aufgabe ist daher gut konditioniert, auBer es gilt x ~ y~1. ]
Beispiel 14.3

Fiir die Addition f(x, y) = x + y erhalten wir

0 0
Kabs. (X, ) = Hé(x,w, %(x,y)H =2
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und damit

ool (5. 3) = V2(x2 +y?2)

rel. (X, Y Ix + vl .
Bei x ~ —y ist die Aufgabe schlecht konditioniert; ansonsten ist sie gut
konditioniert. |
Definition 14.2

Sei f : R" — R™ eine Berechnungsaufgabe mit der Kondition « (x) in x und f,
ein rundungsfehlerbehafteter Algorithmus mit einem Rundungsfehler € > 0 zur
Berechnung von f(x). Der Stabilititsindikator von f, in x ist

o(x) = inf{o >O|38>O:M§m{(x)e; 0<e <é}.
)
Ist o (x) < 1, so heif3it der Algorithmus stabil, und ist o (x) wesentlich grofler als 1,
so heiflt das Verfahren instabil. ¢

Beispiel 14.4

Man kann zeigen, dass sich die arithmetischen Grundoperationen durch die Ver-
wendung von Gleitkommazahlen stabil auf einem Rechner implementieren lassen.
Der Rundungsfehler € ist hierbei durch eine Maschinenkonstante vorgegeben. Wir
verweisen hierzu auf Deufelhard und Hohmann (2002). |

14.2 Losung von Gleichungen

Definition 14.3

Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 < f(b). Gesucht ist
eine Nullstelle von f in [a, b]. Wir beschreiben das Bisektionsverfahren zur nihe-
rungsweisen Bestimmung einer solchen Nullstelle. Dazu setzen wir 11 = [a, b]. Sei
I, = lan, by]. Ist f((an, + by)/2) > 0, dann setzen wir I,4+1 = [an, (a, + bp) /2],
aber I,,+1 = [(a,+by)/2, b, ], wenn dies nicht der Fall ist. Dieses Vorgehen definiert
induktiv eine Folge von Intervallen I, fiir n € N, die eine Nullstelle von f enthalten
und deren Schranken a, und b, gegen eine solche Nullstelle konvergieren. ¢

Beispiel 14.5

Seien f(x) = x2 — 2 und I; = [1, 2]. Das Bisektionsverfahren liefert I, =
[1, 1,51, 5 = [1,25, 1,5], I4+ = [1,375, 1,5], Is = [1,375, 1,4375] und
Is = [1,40625, 1,4375]. Die Nullstelle von f, die wir annéhern, ist offenbar V2.1

Beispiel 14.6

Seien f(x) = —cos(x) und I; = [1,2]. Das Bisektionsverfahren liefert I, =
[1,5, 2], Iz = [1,5, 1,75], I4 = [1,5, 1,6125], Is = [1,55625, 1,6125] und
Is = [1,55625, 1,584375]. Die Nullstelle von f, die wir annédhern, ist /2. |
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Definition 14.4
Sei f : [a, b] — R stetigmit f(a) <0 < f(b). Wir setzen

Xn — Xn—1

S ) = fxon-1) ’

Xpg1 =X — f(xp)

Konvergiert die so definierte Folge (x,) gegen x < [a, b] fiir zwei Startwerte
X1, X2 € [a,b], so ist X eine Nullstelle von f. Das so definierte Verfahren heif3t
Sekantenverfahren; siche Abb. 14.1. Die Wahl geeigneter Startwerte, die die Exis-
tenz und die Konvergenz der Folge gewihrleisten, ist ein nicht-triviales Problem der
numerischen Mathematik; siehe Deufelhard und Hohmann (2002). ¢

Beispiel 14.7
Die Folge beim Sekantenverfahren fiir f(x) = x> — 2 ist gegeben durch

2
X5 —2

Xnpl = Xp — —2— ",
Xn + Xn—1

Mit x; = 1 erhalten wir

x; = (1, 1,5, 1,444444, 1,423734, 1,417069, 1,415056, 1,414460, 1,414286, ...)

als Niherungsfolge fiir /2. ]

Abb. 14.1 Das Sekantenverfahren
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Beispiel 14.8
Die Folge beim Sekantenverfahren fiir f(x) = — cos(x) ist gegeben durch

Xn — Xn—1

X1 = Xp — €OS(xp) .
cos(x,) — cos(x,—1)

Mit x; = 1 und x, = 2 erhalten wir
(x;) = (1, 2, 1,564904, 1,570978, 1,570796, 1,570796, ...)

als Néherungsfolge fiir /2 |

Definition 14.5
Sei f : [a, b] — R differenzierbar, mit f(a) < 0 < f(b). Wir setzen

. f )
f/(xn)'

Xn4+1 = Xn

Konvergiert die Folge (x,) fiir einen Startwert x; € R, so ist der Grenzwert
wie beim Sekantenverfahren eine Nullstelle von f. Das so definierte Verfahren
wird Newton-Verfahren genannt; siche Abb.14.2. Die Wahl eines geeigneten
Startwerts stellt wieder ein nicht-triviales Problem dar; sieche Deufelhard und Hoh-
mann (2002). ¢

0.5

-0.5

Abb. 14.2 Das Newton-Verfahren



334 14  Numerik

Beispiel 14.9
Die Folge beim Newton-Verfahren fiir f(x) = x> — 2 ist gegeben durch

x2-2 1 2
Xn+1 = Xn — x ZE xn‘i‘x_ .
n n

Mit x; = 1 erhalten wir
(x;)) =(, 1,5, 1,416666, 1,414215, 1,4142135, 1,4142135, ...)

als Niherungsfolge fiir /2. Dieses Verfahren wird auch Babylonisches Niherungs-
verfahren genannt. n

Beispiel 14.10
Die Folge beim Newton-Verfahren fiir f(x) = — cos(x) ist gegeben durch

Xnp1 = Xp + COt(xy).
Mit x; = 1 erhalten wir
(x;) = (1, 1,642092, 1,570675, 1,570796, 1,570796, ...)
als Nidherungsfolge fiir 7 /2. |
Gegenbeispiel 14.11
Das Newton-Verfahren fiir f(x) = x> — 2x + 2 konvergiert fiir x; = 0 nicht.
Man erhdlt die periodische Folge (0, 1, 0, 1, ...). Auch fiir Startwerte in einer

Umgebung von 0 erhalten wir keine konvergente Folge, und die Folge ndhert sich
dieser periodischen Folge.

14.3 Interpolation

Definition 14.6
Sei P, im Folgenden die Menge der reellen Polynome vom Grad n — 1, mit

n—1
Py = !p | p() =) axt ax € R} .
k=0

Gegeben seien paarweise verschiedene Stiitzstellen x; € R und beliebige Werte
yi € Rfiiri = 1,...,n. Ein Polynom p € P, heif3t Interpolationspolynom zu
den Paaren (x;, y;), wenn p(x;) = y; firi = 1,...,n gilt. Die Existenz eines
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Interpolationspolynoms ergibt sich unmittelbar aus der Lagrange-Form des Inter-
polationspolynoms

n
X — X
px) = ZkaXk —
k=1 i#k

Man zeigt mit Mitteln der Algebra leicht die Eindeutigkeit des Interpolationspoly-
noms. ¢

Beispiel 14.12

Man betrachte die Stiitzstellen x; = 0, xo = 1, x3 = 2 und x4 = 3 mit Werten
y1 =1,y2 =0, y3 =2und y4 = 0. Das Interpolationspolynom in der Form von
Lagrange ist

x—-—Dx-2)x-=3) _5 x(x—1Dx=3)
—6 2
= —é (7)(3 —30x2 4+ 29x — 6);

px)=1-

siehe Abb. 14.3. |
) (2,2)
(0,1)
(3,0)
N |

Abb. 14.3 Das Interpolationspolynom in Beispiel 14.12
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Definition 14.7

Die Newton-Form des Interpolationspolynoms p € P, zu den paarweise ver-
schiedenen Stiitzstellen x; € R, mit Werten y; € R fiiri = 1, ..., n, ist gegeben
durch

n

k—1
pe)=ci+) e ][ —x).
k=2 i=l

Die Koeffizienten ¢; bestimmt man effizient mit dividierten Differenzen c; :=
ylxi, ..., x¢], die durch

yIxivt, oo xa] = ylx, .o, xk—1]
ylxil=yi,  ylxi,...,xl= ,
Xk — X

firi =1, ..., n, rekursiv berechnet werden. ¢

Beispiel 14.13
Betrachten wir wieder obiges Beispiel, so erhalten wir ¢y = y[x1] = y; = 1,
ylx2l = y2 =0, y[x3] = y3 = 2 und y[x4] = y4 = 0. Weiterhin gilt

o =ylxi, xol=—-1, ylxo,x31=1/2,  ylx3, x4] =—-1/3,

3 = y[-x15 x27-x3] = 3/27 y[-x27x3a -x4] == _5/67

C4 = )’[xl,x27x3, x4] = _7/6

Somit ergibt sich

px)y=1—x+ %x(x —1)— %x(x —Dx—-2)

= —é (7x® — 30x* +29x — 6) .

Definition 14.8
Die Tschebyscheff-Stiitzstellen eines Interpolationspolynoms in P, zur Interpola-
tion einer Funktion f : [—1, 1] — R sind gegeben durch

<2i -1 >
X; = COS T,
2n

die zugehorigen Werte sind y; = f(x;) der Interpolation fiiri = 1, ..., n. Es lésst
sich zeigen, dass diese Stiitzstellen zur Interpolation einer n-mal stetig differenzier-
baren Funktion f in gewissem Sinne optimal gewihlt sind; sieche Deufelhard und
Hohmann (2002). ¢
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Beispiel 14.14

Fiir n = 3 erhalten wir die Tschebyscheff-Stiitzstellen x; = -3 /2, x1 = 0 und
x3 = —+/3/2. Interpolieren wir damit f(x) = sin(x) auf [—1, 1], so erhalten wir
y1 &~ —0,76, y = 0 und y3 ~ 0,76 und somit p(x) ~ 0,878x. |

Definition 14.9

Es seiena = x1 < xp < --+- < x, = b vorgegebene Stiitzstellen. Ein Spline vom
Grad k mit diesen Stiitzstellen ist eine (k—1)-mal stetig differenzierbare Funktion
s : [a, b] — R mitder Eigenschaft, dass s eingeschrinkt auf die Intervalle [x;, x;j4+1]
jeweils ein Polynom vom Grad k ist: sy, x,,,] € Pn. Sind zu den Stiitzstellen Werte

Xit1
y; gegeben und gilt s(x;) = y; fiiri = 1,...,n, so heilit s Interpolations-Spline
vom Grad k zu diesen Stiitzstellen und Werten. ¢
Beispiel 14.15
Splines vom Grad 1 sind stiickweise lineare Funktionen. Ein Interpolations-Spline
vom Grad 1 ist ein Polygonzug, der die Punkte (x;,y;) fir i = 1,...,n
verbindet. u
Beispiel 14.16

Ein Spline vom Grad 3 wird auch kubischer Spline genannt. Man zeigt in der Nume-
rik, dass ein kubisches Interpolations-Spline durch die zusitzlichen Bedingungen
s"(a) = s”(b) = 0 eindeutig bestimmt ist; siche hierzu Deufelhard und Hohmann
(2002). Fiir die Paare von Stiitzstellen und Werten (—1, 5), (0, —2), (1,9), (2, —4)
erhilt man unter dieser Nebenbedingung mittels der Losung linearer Gleichungs-
systeme ein kubisches Spline, das durch p(x) = 6,4x3 + 19,2x2 + 5,8x — 2
auf [—1,0] und pa(x) = —14x3 + 19,2x2 + 5,8x — 2 auf [0, 1] sowie p3(x) =
7,6x3 — 45,6x2 + 70,6x — 23,6 auf [1, 2] beschrieben ist; siche Abb. 14 .4. |

i
- (1.9)

g

(-1,5) &

Abb. 14.4 Das Interpolations-Spline in Beispiel 14.16
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14.4 Numerische Integration

Definition 14.10
Seien f : [a, b] — R Riemann-integrierbar und a < xp < x1 < -++ < Xp_1 <
X, < b eine Zerlegung von [a, b]. Dabei heil3t

L) =Y afe, mit o= /]‘[x_x’
k=0 4

t;ékxk_xl

Integrationsformel fiir die Ndherung von fab f(x)dx mit einem Integrationspoly-
nom n-ter Ordnung. Sind die Stiitzstellen x; dquidistant gewihlt, so spricht man
von der Newton-Cotes-Formel der numerischen Integration. Fiir n = 1 lautet die
Newton-Cotes-Formel

Ii(f) = —(f(a)+f(b))

Diese wird auch Trapezregel genant. Fiir n = 2 lautet die Newton-Cotes-Formel

hL(f) = —(f(a) +4f (—) + f(b))

Diese wird auch Simpson-Regel genannt; siche Abb. 14.5. ¢

Abb.14.5 Die Simpson-Regel
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Beispiel 14.17
Fiir f (x) = x?auf[0, 1] liefert die Trapezregel I, (f) = 1/2,und die Simpson-Regel
ergibt den exakten Wert des Integrals I (f) = 1/3. ]

Definition 14.11

Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung von [a, b], mit x9 = a und x,, = b.
Die zusammengesetzte Trapezregel fiir die Niherung des Integrals | ab f(x)dx ist
gegeben durch

h— n—1
L) == | f@+2) fap+ £ |:

Jj=1

siche Abb. 14.6. Man kann zeigen, dass 7, (f) fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen tatsidchlich gegen das Integral konvergiert, wobei der maximale Fehler
quadratisch abnimmt; siehe Deufelhard und Hohmann (2002). ¢

Beispiel 14.18
Fir f(x) = e~ auf [0, 1] lautet die zusammengesetzte Trapezregel

1 n—1 ' 1
T.(f) = 3 <1 +22€7(l/n)2 + ;) .
i=1

Abb. 14.6 Die zusammengesetzte Trapezregel
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Dies liefert die Approximationen 719 ~ 0,746210 und 771 = 0,746317 fiir das nicht
.. 1 2
elementar 16sbare Integral fo e dx. |

Definition 14.12
Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung von [a, b], mit xo = @ und x,, = b, mit
einer ungeraden Anzahl von Stiitzstellen. Die zusammengesetzte Simpson-Regel

fiir die Ndherung des Integrals fab f(x)dx lautet

n/2—1 n/2—1

b —
Sif) == | f@+2 Y flan+4 Y Fon + f)

i=1 i=0

Diese Folge konvergiert fiir viermal stetig differenzierbare Funktionen gegen das
Integral, und der maximale Fehler sinkt biquadratisch; sieche Deufelhard und Hoh-
mann (2002). ¢

Beispiel 14.19
Fir f(x) = e~ auf [0, 1] lautet die zusammengesetzte Simpson-Regel

n/2—1 n/2—1 1

1 s ' ,
Sn(f) = 5 1+2 Z e_(Zl/”) + Z e—((21+1)/n) + z
i=1 i=0

Dies liefert die Approximationen S1p & 0,74682494 und Sy, ~ 0,74682414 fiir das
Integral [} e~ dx. |
Definition 14.13

Wihlen wir die Tschebyscheff-Stiitzstellen aus dem letzten Abschnitt als Zerlegung

von [—1, 1], so erhalten wir fiir eine Funktion f : [—1, 1] — R die GauB3-Tsche-
byscheff-Quadratur

G,(f) = %Zf |:c0s <2k2; 17[):| sin (2k2; 17t>
k=0

als Niherung fiir fil f(x)dx. ¢

Beispiel 14.20
Fiir f(x) = e~ auf [—1, 1] lautet die GauB3-Tschebyscheff-Quadratur

T < %=1 _\y2 2k —1
Ga(f) = T3 erteosCt sin< : n)_

n
k=1

Dies liefert die Approximationen G19/2 ~ 0,748315 fiir fol e~ dx. ]
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14.5 Losung von linearen Gleichungssystemen

Definition 14.14

Seien A € R"*" und b € R". Die erweiterte Matrix A|b ldsst sich durch eine Folge
von Vertauschungen von Zeilen sowie Substitutionen von Zeilen durch Linearkom-
binationen von Zeilen offenbar in die Form U |b iiberfiihren, wobei U eine obere
Dreiecksmatrix ist: U = (u;});, j=1,...n, mit u;; = 0 fiir i < j. Dieses Vorgehen
heiflit GauB-Verfahren und lisst sich formal wie folgt beschreiben:

1. AD .= Aund bD := b
2. Firk=1,...,n— lsetze A% = (aﬁj)i,,zl pund b® = BNy,

.....

a) Finde einen Index s; € {k, k + 1, ..., m} und vertausche die Zeilen k und s
in A® und p® , Falls kein solcher Index existiert, setze A®+tD = A®) Sonst:
0 i=k+1,...n, j=k
S IS BN (5 W (S N (S PR
b) a;; = ai&) (aij /akk)akj i, j=k+1,....,n
a;; sonst
c) potD . bi(k) - (ai(jl'()/alill?)bl(ck) i=k+1,....n
! ' al-(j sonst

3. U:= A™ und b = b™

Die Losungsriume von Ax = bund Ux = b stimmen iiberein, und der Losungsraum
der zweiten Gleichung ldsst sich leicht durch Riickwirtssubstitution bestimmen. 4

Beispiel 14.21

Das GauB3-Verfahren liefert
2 8 1132 2 8 1|32 2 8 132
4 4—-1(16 | — | 0—-12 -3|—48 | — | 0 —12 —3|—48
—-12 12|52 0 12 25120 0 0 22|88

Damit erhalten wir als Losung des korrespondierenden linearen Gleichungssystems
Ax = b, 11x3 = 44 und damit x3 = 4. Es gilt —12x, — 12 = —48 und damit x; = 3.

Weiterhin gilt 2x; + 24 + 4 = 32 und damit x; = 2, also x = (2, 3, HT, |
Beispiel 14.22
Das Gauf3-Verfahren liefert

28 1]32 2 8 1|32 2 8 1|32

44 —-1{16 | — | 0—-12 -3|—-48 | — | 0 —12 —3|—48

612 0 |48 0—12 —3|—48 00 0|0

Damit erhalten wir fiir den Losungsraum des korrespondierenden linearen Glei-
chungssystems Ax = b, x3 = A fiir ein beliebiges A € R. —12x, — 31 = —48
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und damit x; = 4 — 1/4X und weiterhin x3 = A/2. Insgesamt ist der Losungsraum
gegeben

L= {(x,4—x/4, w7 | xe R] —(0,4,0) +((4, 1,2)T>.

Definition 14.15

Sei A € R"*" invertierbar. A = L - U wird LU-Zerlegung (in manchen Biichern
auch L R-Zerlegung) der Matrix A genannt, wenn U = (u;;); j=1,..,» €ine obere
Dreiecksmatrix mit u;; # O und L = (l;;); j=1,....» €ine untere Dreiecksmatrix mit
l;; = 1 ist. Man zeigt in der Numerik, dass eine solche Zerlegung fiir alle inver-
tierbaren Matrizen existiert, wenn wir eine Permutation von Zeilen und Spalten
vor der Zerlegung zulassen. Eine LU -Zerlegung lésst sich mithilfe des Gaul3-Ver-
fahrens bestimmen, indem man die Folge von Operationen des Verfahrens durch
die Multiplikation mit Matrizen von links realisiert; siche Deufelhard und Hoh-
mann (2002). Ist eine LU-Zerlegung gegeben, so lédsst sich das Gleichungssystem
Ax = b mithilfe der Losung von Ly = b und der Losung von Ux = y effizient
bestimmen. ¢

Beispiel 14.23
Mithilfe des Gaul3-Verfahrens erhilt man folgende LU-Zerlegung:

2 81 1 0 0 2 8 1
A_| 4 4-1)= 2 1 0]-{0-12-3]=L-U.
-1212 -0,5-0,51 0 0 11

Das Gleichungssystem Ax = (32,16, 52)7 16sen wir durch Ly = (32, 16, 52)7
mit der Losung y = (32, —48, 44)T und durch Ux = y mit der Losung x =
2,3, 47, [ ]

Definition 14.16

Sei A € R"*"und A = L + D + R, wobei D die Eintrige in der Diagonalen von A
und L die Eintrdge unterhalb der Diagonalen von A sowie R die Eintréige oberhalb
der Diagonalen von A enthalten. Alle anderen Eintriige in der Zerlegung sind 0. Das
Jakobi-Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist durch
folgende Iteration gegeben:

xp = —=D"YL+ R)x,—1 + D~ 'b.
Konvergiert (x,) gegen x fiir einen Startwert x; € R", der beliebig gewihlt werden
kann, so ist x eine Losung von Ax = b. Das GauB-Seidel-Verfahren zur Losung

des linearen Gleichungssystems Ax = b ist durch folgende Iteration gegeben:

xy=—-D'"Lx, — D"'Rx,_1 + D~ 'b.
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Konvergiert (x,) gegen x fiir einen Startwert x; € R”, der beliebig gewihlt werden

kann, so ist x eine Losung von Ax = b. Bedingungen fiir die Konvergenz der
beiden genannten Verfahren werden in der Numerik untersucht; siche Deufelhard
und Hohmann (2002). ¢

Beispiel 14.24
Fiir die Losung des Gleichungssystems

(3)=6)

erhalten wir das Jakobi-Verfahren

(0 —1/4 3/2
x"‘(—2/3 0 )x”_1+<8/3)

und das GauB-Seidel-Verfahren

(0 0 0—1/4 3/2
n = <—2/3 o) o (o 0 )X"l + (8/3) '

Der Leser mag priifen, dass beide Verfahren zu Folgen fiihren, die gegen die Losung
(1, 2)T des linearen Gleichungssystems konvergieren. Iterative Verfahren werden in
der Anwendung fiir die Losung groBer linearer Gleichungssysteme einsetzt, und fiir
kleine Systeme verwendet man das Gaul3-Verfahren. ]

14.6 Ausgleichsrechnung

Definition 14.17

Sei A eine endliche Menge von Punkten R2. Wir nehmen an, dass x| # X2
wenn (x1, y1), (x2,y2) € A und setzen a = min{x|(x,y) € A}, sowie b =
max{x|(x, y) € A}. Sei weiterhin § eine Menge von reellwertigen Funktionen, die
mindestens auf [a, b] definiert sind. Eine Ausgleichsfunktion f in § zu A gemal
der Methode der kleinsten Quadrate ist eine Funktion mit

Y G@=yP=miny Y @@ -y’ lgeFp =R

(x,y)eA (x,y)eA
Der Fehler der Approximation R wird auch Residuum genannt. ¢
Beispiel 14.25

Hiufig werden lineare oder rationale Ausgleichsfunktionen vom Grad n verwendet,
d.h.

Sin=1{f :R— R|f(x) =ax +bmita, b € R},
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bzw.

o= {f:R—> R|f(x)=2aixi mit a; GR}.

i=0

Auch exponentielle Ausgleichsfunktionen
Sexp ={f :R—=>R[f(x) =b-a" mita,b e R,a > 0}
und Potenz-Ausgleichsfunktionen
Fpot = (f 1 R = R|f(x) = ax” mita, b € R}
finden Verwendung. Zuweilen werden auch logistische Ausgleichsfunktionen
Tlog ={f :R—> R|f(x) =c/(1 +be" ) mita,b,c € R,a > 0}
betrachtet. [

Beispiel 14.26
Zur Menge A = {(x;, y;)|li = 1,...n} € R" fiir n > 2 ist eine lineare Ausgleichs-
funktion §jin zu A eindeutig durch f(x) = ax + b mit

_ Y i =i =)
Y =0

bestimmt, hierbei ist X = (x; + -+ x,)/nundy = (y1 + - - + y,)/n. Auch die
anderen in Beispiel 14.25 genannten Ausgleichsfunktionen sind eindeutig, wenn n
grof} genug ist und lassen sich mit Hilfe der Differentialrechnung explizit bestimmen,
sieche zum Beispiel Niemeier (2008). [ |

b=y —ax

Beispiel 14.27

Ist A ={(1,2),(2,5), (3,4), (4, 6)}, so erhalten wir die lineare Ausgleichsfunktion
f(x) = 1,5x+1,1 zu A mit Residuum 4,94. Die quadratische Ausgleichsfunktion ist
durch f(x) = 0,25+ 2,35x — 0,25x? gegeben. Das Residuum ist 2,45. Eine Nihe-
rung der Potenz-Ausgleichsfunktion ist f(x) = 2,242x%7%% mit Residuum 2,62
und eine Niherung der exponentiellen Ausgleichsfunktion ist f(x) = 1,826(1,36)*
mit Residuum 3,28. Die beste Approximation ist hier also durch die quadratische
Ausgangsfunktion gegeben. Siehe auch Abb. 14.7 und 14.8. |
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1,5x+1,1

Abb. 14.7 Eine lineare und eine quadratische Ausgleichsfunktion

5 1,826 - 1,367
6 2,242 g™
L]
4 °
-1 0 1 2 3 4 5 6

Abb. 14.8 Eine exponentielle und eine Potenz-Ausgleichsfunktion
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affine, 109
ebene, 109
ebene absolute, 110
elliptische, 109
euklidische metrische, 110
hyperbolische, 109
metrische, 110
rdumliche, 109
raumliche absolute, 111
Gerade, 100
euklidische (Topologie), 129
parallele, 109
Gleichung
diophantische, 272
diophantische des Einheitskreises, 272
lineare diophantische, 272
Gleichung, quadratische diophantische, 272
Gleichungssystem, homogenes lineares, 85
Gleichungssystem, inhomogenes lineares,
85
Gleichungssystem, lineares, 85
Gleichverteilung
diskrete, 284
kontinuierliche, 287
Goldene Markov-Kette, 303
Grad

einer Korpererweiterung, 62
eines Knotens, 40
eines Polynoms, 57
Gradient, 176
Graph, 38
bipartiter, 43
gerichteter, 38
isomorphe, 42
kanten-gefarbter, 47
kantengewichteter, 48
knoten-gefirbter, 47
knoten-gewichteter, 48
planarer, 45
platonischer, 45
regulérer, 40
schlichter, 39
ungerichteter, 38
vollstidndiger bipartiter, 43
zusammenhingender, 40
Grenzwert
einer Reihe, 157
linksseitiger einer Funktion, 170
rechtsseitiger einer Funktion, 170
uneigentlicher einer Funktion, 171
von Folgen, 154
von Funktionen, 169
GroBe des Graphen, 38
GroBkreis, 111
Gruppe, 52
allgemeine lineare, 55
auflosbare, 55
der Einheiten, 58
orthogonale, 104
projektive orthogonale, 112
projektive spezielle lineare, 114
spezielle lineare, 55
symmetrische, 53
zyklische, 52
Gruppenautomorphismus, 67
Gruppenhomomorphismus, 67
Gruppenisomorphismus, 67
gut konditioniert, 330

H

Hamel-Basis, 80

Hamilton’sche Quaternionen, 25

Hamilton’scher Graph, 41

Hamilton’scher Kreis, 41

Hamilton-Weg, 41

Hardy-Operator, 253

Hardy-Raum, 246

Hiufungspunkt (Topologie), 129
einer Folge (Topologie), 133
uneigentlicher, 156
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von Folgen, 155
Hauptideal, 59
Hauptidealring, 59
Hauptkriimmung, 192
Hauptraum, 92
Hauptvektoren, 92
Hauptzweig des Logarithmus, 231
Hausdorff-Dimension, 116
Hausdorff-Maf, 207
Hausdorff-Raum, 139
Helikoide, 193
Henon-Abbildung, 307
Hermite’sche

lineare Abbildung, 86

Matrix, 87

Sesquilinearform, 94
Hermite’scher Operator, 255
Hesse-Matrix, 176
Hilbert-Basis, 248
Hilbert-Raum, 246
Hilbert-Schmidt-Operator, 253
Hilbert-Wiirfel, 136
Hintereinanderausfiihrung, 19
Holder-stetig, 132
holomorph, 222
Holomorphie im Unendlichen, 225
Homologiegruppe, 151
Homdoomorphismus, 133
Homotopie, 145

von Abbildungen, 147

von Wegen, 145
Homotopieklasse, 146
Hufeisen, 318
Hufeisenabbildung, 318
Hummer, 44
Hurwitz’sche Zeta-Funktion, 236
Hyperbel, 105
Hyperboloid, 107
Hyperebene, 102
Hyperwiirfel, 133

1

Ideal, 59

Imaginarteil, 24
Implikation, 2

Index, chromatischer, 47
Indikatorfunktion, 208
induktiv geordnet, 16
injektiv, 18

Innere, 129

Integral, unbestimmtes, 200
Integraloperator, 251
Integrationsformel, 338
Integrationsweg, 229

Integrititsbereich, 56

Intensitit eines Poisson-Prozesses, 302

Interpolationspolynom, 334
invertierbar modulo n, 265
inzident, 40
Inzidenzgeometrie, 108

euklidische, 109

Irrationalitéits-MaB3, 277

J

Jakobi-Matrix, 178
Jakobi-Symbol, 266
Jakobi-Verfahren, 342
Jordan’sche Normalform, 93
Jordan-Basis, 93
Jordan-Inhalt, 207
Julia-Menge, 322

Junktoren, 2

K

Kante, 38

parallele in Graphen, 39

Kantenfirbung, 47
Kantenfolge, 40

geschlossene, 40

Kantenzug, 40
Kardinalitit, 27
Karte, lokale, 187
Kartenumgebung, 187
Kategorie

erste, 141
isomorphe, 30
zweite, 141

Katenoid, 193

Kegel, elliptischer, 107
Kegelschnitt, 105
Kern

einer linearen Abbildung, 84
eines Gruppenhomomorphismus, 67
eines Ringhomomorphismus, 68

Kettenbruch, 275

endlicher, 275
unendlicher, 275

Kettenbruchalgorithmus, 275
Kleeblattknoten, 148
Klein’sche Flasche, 138
Klein’sche Vierergruppe, 52
kleine Kategorie, 28
Klothoide, 188

Knoten, 38

isolierter, 40
isotope, 148
Topologie, 148
trivialer, 148
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Knotenfirbung, 47
kollinear, 108
Kolmogorov-Sinai-Entropie, 317
Kombination, 34
Komet, 44
kommutative Algebra, 71
Komplement, 10
komplex differenzierbar, 222
Komposition, 19
Kondition
absolute, 330
relative, 330
konform, 227
kongruent, 103
Kongruenz modulo n, 13
Kongruenzabbildung, 103
Konjunktion, 2
Kontradiktion, 3
Kontraposition, 3
Konvergente eines Kettenbruchs, 276
Konvergenz, 133
einer Reihe, 157
fast-sichere, 297
gleichmiBige von Funktionsfolgen, 166
im p-ten Mittel, 299
in Vektorrdumen, 159
in Verteilung, 298
in Wahrscheinlichkeit, 297
kompakte, 167
lokal gleichmaBige, 167
punktweise von Funktionsfolgen, 166
Topologie, 133
uneigentliche, 154
von Folgen, 154
Konvergenzradius, 161
konvex, 102
Koordinatenraum, 75
Korper, 61
algebraisch abgeschlossener, 64
perfekter, 65
Korperautomorphismus, 68
Korpererweiterung, 62
normale, 64
separable, 65
Korperhomomorphismus, 68
Korperisomorphismus, 68
Korrelationskoeffizient, 296
Kovarianz, 296
Kriimmung
einer Kurve, 188
einer Mannigfaltigkeit, 192
mittlere, 192
Kreisteilungskorper, 64
Kreuzprodukt, 72

Kugel
abgeschlossene, 127
offene, 127
Kurve, elliptische, 273
Kurvenintegral, 217
erster Art, 217
zweiter Art, 217
Kurvenlidngenfunktional, 244

L
Liange, 207

einer Kurve, 217

einer Strecke, 100

eines Vektors, 96
Liangenfunktional, 190
Lagrange-Form des Interpolationspoly-

noms, 335

Lagrange-Spektrum, 278
Land eines Graphen, 45
Laplace-MaB, 206
Laplace-Operator, 226
Laplace-Raum, 284
Laurent-Entwicklung, 234
Lebesgue-Integral, 211
Lebesgue-integrierbar, 211
Lebesgue-MaB, 207
Lebesgue-Raum, 241
Lebesgue-Stieltjes-Mal, 207
Lebesgue-Zerlegung, 212
Legendre-Symbol, 266
Limes

inferior, 156

superior, 156
linear abhéngig, 79
linear unabhéngig, 78
Linearkombination, 77
linkseindeutig, 18
linkstotal, 17
Liouville-Funktion, 269
Liouville-Konstante, 280
Liouville-Zahl, 280
Lipschitz-stetig, 132
Logarithmus, 162

diskreter, 267

natiirlicher, 162
lokal kompakt, 142
lokal wegunabhéngig integrierbar, 230
Lorenz-System, 308
Losungsraum eines linearen Gleichungs-

systems, 85

L?P-Raum, 241
[P -Raum, 240
L R-Zerlegung, 342
L°°-Raum, 241
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LU-Zerlegung, 342

M
Mandelbrot-Menge, 323
Mangold-Funktion, 269
Manhattan-Metrik, 126
Mannigfaltigkeit

differenzierbare, 187

glatte, 187

instabile, 321

orientierbare, 191

stabile, 321

topologische, 141
Markov-Kette, 303

homogene, 303
MaB, 205

absolut stetiges, 212

dquivalente, 212

duBeres, 206

ergodisches, 314

invariantes, 314

signiertes, 208

singuléres, 212

voller Entropie, 317
Mafraum, 205

signierter, 208
maftheoretisch isomorph, 209
malBtheoretisch mischend, 316
mabBtheoretisch quasi-konjugiert, 316
Matching, 48
Matchingzahl, 49
Mathieu’sche Differenzialgleichung, 186
Mathieu’sche Funktionen, 186
Matrix

orthogonale, 104

schiefsymmetrische, 87

symmetrische, 87

transponierte, 86
Matrizenraum, 75
Maximum, 15
Maximumsmetrik, 126
Maximumsnorm, 240
Menge, 6

abgeschlossene, 128

dichte, 131

diophantische, 274

Element, 6

fette, 141

hyperbolische, 320

invariante, 306

Lebesgue-messbare, 207

leere, 6

magere, 141

nirgends dichte, 140

normale von Funktionen, 168
offene, 128
residuelle, 141
unendliche Menge, 26
meromorph, 235
Mersenne-Primzahl, 261
messbar, 206
Messraum, 204
Metrik, 126
diskrete, 126
euklidische, 126
hyperbolische, 114
projektive, 112
Minimalfldche, 193
Minimalpolynom, 63
Minimum, 15
Mobius-Band, 137
Mobius-Funktion, 269
Modulform, 238
Modus
ponendo ponens, 3
tollendo ponens, 3
tollendo tollens, 3
monoton fallend, 155
monoton steigend, 155
Multibrot-Menge, 324
Multigraph, 39
Multilinearform, 87
alternierende, 87
symmetrische, 87
Multiplikation
ganzer Zahlen, 21
komplexer Zahlen, 24
natiirlicher Zahlen, 20
rationaler Zahlen, 22
reeller Zahlen, 23
von Quaternionen, 26

N

n-te Ableitung, 173

n-fach differenzierbar, 173

n-mal stetig partiell differenzierbar, 177
Nabla-Operator, 180

nach oben beschrinkt, 15

nach unten beschrinkt, 15

Negation, 2

Neilsche Parabel, 119

Neumann’sche Reihe, 252

Newton Form des Interpolationspolynoms,

336
Newton-Cotes-Formel, 338
Newton-Verfahren, 333
Nichtrest, quadratischer, 265
Niemytzki-Raum, 140
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Norm, 96

eines Operators, 250
Normalenfeld, 191
Normalteiler, 54
Normalverteilung, 287
Nullgraph, 41
nullhomotop, 146
Nullmenge, 205

(0]
Ober- und Untersumme, mehrdimensionale,
202
Oberflachenintegral, 218
skalares, 218
vektorielles , 219
Obermenge, 7
Obersumme, 198, 202
Operator, 250
abgeschlossener, 251
adjungierter, 255
beschrinkter, 250
der Banach-Raum-Theorie, 254
kompakter, 253
linearer, 83, 250
normaler, 255
nuklearer, 253
selbst-adjungierter, 255
stetig invertierbarer, 252
unitédrer, 255
Orbit, 306
attraktiver periodischer, 312
heterokliner, 311
homokliner, 311
periodischer, 309
repulsiver periodischer, 312
Ordinalzahlen, 21
Ordnung, 14
eines Graphen, 38
eines Pols, 234
partielle, 14
strenge, 14
Ordnungstopologie, 130
Ort des Zusammenhangs, 324
orthogonal, 96
Orthogonalbasis, 96
Orthogonalsystem, 96, 247
vollstindiges, 248
Orthonormalbasis, 96
Orthonormalsystem, 96, 247
vollstandiges, 248

P
Paar, geordnetes, 10
Parabel, 105

Paraboloid, 107
Parallelepiped, 102
Parallelogramm, 101
Parallelogrammgleichung, 247
Parovicenko-Raum, 143
Partialbruchdarstellung, 236
partiell differenzierbar, 176
Peano-Axiome, 19
Pell’sche Gleichung, 273
Permutation, 31
gerade, 33
ungerade, 33
Pfad, 300
Pisot-Zahl, 279
Plastikzahl, 279
p-Norm, 240
Poisson-Prozess, 302
Poisson-Verteilung, 285
Pol, 233
Polynom
auflosbares, 66
charakteristisches, 91
homogenes, 122
separables, 65
Polynomring, 57
Potenzmenge, 7
Potenzreihe, 161
Poulet-Zahlen, 263
Pri-Hilbert-Raum, 246
Pridikat, 4
Pridikatenlogik, 5
Primfaktorzerlegung, 261
Primideal, 59
Primzahl, 261
sexy, 264
Primzahlcousin, 264
Primzahldrilling, 264
Primzahlfunktion, 269
Primzahlzwilling, 264
Produkt
duBeres, 193
inneres, 94
kartesisches, 10
unendliches, 158
Produkttopologie, 135
Projektion, stereographische, 188
Prozess
autoregressiver, 300
fast-sicherer stetiger stochastischer, 301
Pfad-stetiger stochastischer, 300
reellwertiger stochastischer, 299
stochastischer, 299
zeitdiskreter stochastischer, 299
zeitstetiger stochastischer, 299
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Pseudograph, 39
Pseudoprimzahl, 263
Punkt
innere, 129
isolierter, 129
rekurrenter, 309
wandernder, 309
Punktspektrum, 257
Pythagoriisches Tripel, 272

Q
Quadrik, 105
Quadrik, ausgeartete, 106
Quaternion, 25

konjugierte, 26
Quotientenraum (lineare Algebra), 78
Quotiententopologie, 137

R
Radikalerweiterung, 66
Radon-Nikodym-Ableitung, 212
Rand, 129
Randabbildung, 151
Randpunkte, 129
Rang einer linearen Abbildung, 84
Raum
der beschrinkten Folgen, 240
der Folgen mit beschréinkter Variation,
241
der konvergenten Folgen, 240
der MaBe, 243
der Nullfolgen, 241
euklidischer, 111
homoomorpher, 133
homotopieédquivalenter, 147
hyperbolischer, 115
kompakter, 141
komplexer projektiver, 122
metrischer, 126
metrisierbarer, 140
normaler, 139
normierter, 96
projektiver, 113, 122
reeler projektiver, 122
regulérer, 139
separabler topologischer, 131
topologischer, 128
unitédrer, 246
vollstindiger metrischer, 160
Raupe, 44
Realisierung, 300
Realteil, 24
rechtseindeutig, 17
rechtstotal, 18

reflexiv, 243
Regel von De Morgan, 3
Reihe, 157
absolut konvergente, 157
alternierende, 157
geometrische, 157
harmonische, 158
Relation, 11
Repeller, 312
Residualspektrum, 257
Residuum, 235, 343
Resolvente, 256
Resolventenmenge, 256
Rest, quadratischer, 265
Restklassen, 13
Richtungsvektor, 100
Riemann’sche ¢-Reihe, 157
Riemann’sche Metrik, 190
Riemann’sche Zahlenkugel, 225
Riemann’sche Zeta-Funktion, 237
Riemann-Integral, 199
mehrdimensionales, 203
Riemann-Stieltjes-Integral, 204
Ring, 56
euklidischer, 59
faktorieller, 60
kommutativer, 56
mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, 60
nullteilerfreier, 56
Ringautomorphismus, 68
Ringhomomorphismus, 68
Ringisomorphismus, 68
Rossler-System, 308
Rotation
des Einheitskreises, 306
eines Vektorfeldes, 180
Russel’sche Antinomie, 7

S
Sagezahnfunktion, 215
Salme-Zahl, 279
Satz
des ausgeschlossenen Dritten, 3
des ausgeschlossenen Widerspruchs, 3
Schiefkorper, 61
schlecht konditioniert, 330
Schleifenkurve, 119
Schlingen, 39
Schnitt, 9
Schnittwinkel, 100
schwach differenzierbar, 245
Schwingungsgleichung, 184
Sekantenverfahren, 332
selbst-dhnlich, 117
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senkrecht, 96
Shift, 307
Shift-Operator, 254
Sierpinski-Dreieck, 118
Sierpinski-Raum, 140
Sierpinski-Tetraeder, 119
o-Additivitit, 205
o-Algebra, 204
o-endlich, 207
o -Subadditivitit, 206
Signum einer Permutation, 33
Signum-Funktion, 214
Simplizialkomplex, 150
Simpson-Regel, 338
zusammengesetzte, 340
Singularitit, 233
hebbare, 233
isolierte, 233
wesentliche, 233
Sinus, 162
Hyperbolicus, 165
Skalare, 74
Skalarprodukt, 94
Sobolev-Raum, 246
Solenoid, 319
Sorgenfrey-Gerade, 131
Spektralradius, 256
Spektralwerte, 256
Spektrum
eines Operators, 256
essentielles, 258
stetiges, 257
wesentliches, 258
Sphire, 135
Spiegelung, 103
euklidische Ebene, 111
euklidische Ebene (Topologie), 129
euklidische Gerade (Topologie), 129
euklidische Inzidenzgeometrie, 109
euklidische Metrik, 126
euklidische metrische Geometrie, 110
euklidische Topologie, 129
euklidischer Algorithmus, 260
euklidischer Raum, 111
euklidischer Ring, 59
Spline, 337
kubischer, 337
Spurklasse-Operator, 254
Spurnorm, 253
Spurtopologie, 135
Stiitzstellen, 334
Stabilititsindikator, 331
Stammfunktion, 200
komplexe, 230

Standardabweichung, 294
Standardnormalverteilung, 288
Standardskalarprodukt, 94
Steigung der Tangente, 173
Stern, 43
stetig differenzierbar, 173
stetig partiell differenzierbar, 176
Stieltjes’sche Ober- und Untersumme, 203
Stirling-Zahlen
erster Art, 36
zweiter Art, 36
Stone—éech—Kompaktiﬁzierung, 143
Strahl, 110
Strecke, 100
abgeschlossene, 110
offene, 110
Subbasis einer Topologie, 130
Summe
reeller Zahlen, 23
topologische, 138
Supremumsnorm, essentielle, 241
surjektiv, 18
System
chaotisches, 311
differenzierbares dynamisches, 317
ergodisches, 315
erzeugendes, 79
holomorphes dynamisches, 321
konjugierte, 310
maftheoretisch konjugierte, 316
maltheoretisches dynamisches, 314
meromorphes dynamisches, 322
quasi-konjugierte, 310
sensitives, 311
topologisch isomorphe, 310
topologisches dynamisches, 306
trigonometrisches, 248

T
Takahi-Landsberg-Kurve, 116
Tangens, 165
Tangens Hyperbolicus, 166
Tangente, 173
Tangentenvektor, 189
Tangentialbiindel, 189
Tangentialraum, 189
Tautologie, 3
Taylor-Entwicklung, 181
Taylor-Reihe, 181
Teiler, 260

echter, 260

grofiter gemeinsamer, 260

grofter gemeinsamer in Ringen, 60
Teilerfunktion, 268
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Teilmenge, 7
Tensor, 89
kontravarianter, 89
kovarianter, 89
Tensorprodukt, 89
Testfunktion, 244
Topologie
diskrete, 128
euklidische, 129
koabzihlbare, 128
kofinite, 128
metrische, 128
triviale, 128
topologisch mischend, 311
topologisch transitiv, 310
Torus, 137
total beschrinkt, 142
total differenzierbar, 178
total unzusammenhingend, 144
Transitivitit (Logik), 3
Transponierte, 75
Transposition, 32
Trapezregel, 338
zusammengesetzte, 339
Tschebyscheff-Stiitzstellen, 336
To-Raum, 139
T)-Raum, 139
T»-Raum, 139
T3-Raum, 139
T4-Raum, 139

U
tiberabzihlbar unendlich, 27
Ubergangswahrscheinlichkeit, 303

stationdre, 303
Ultrafilter, 135
Umgebung, 131
Umgebungsbasis, 131
Umgebungsfilter, 134
umkehrbar, 18
Umkehrfunktion, 18
unkorreliert, 296
Untergruppe, 54
Unterkorper, 62
Unterraum

affiner, 76

aufgespannter, 77
Unterraumtopologie, 135
Untersumme, 198
Untervektorraum, 76
Urbild, 17

\'%
Varianz, 294

Variation, 34
Vektoren, 74
Vektorfeld, 179
Vektorraum, 74
Vektorraumhomorphismus, 81
Vektorraumisomorphismus, 81
Vereinigung, 8
Vergissfunktor, 30
Verklebung, 138
Verschiebeabbildung, 307
Verschiebung, 103
Verteilung
diskrete, 284
einer Zufallsvariable, 290
geometrische, 285
hypergeometrische, 285
kontinuierliche, 287
Vielfachheit
algebraische eines Eigenwertes, 91
geometrische eines Eigenwertes, 89
Volterra-Operatoren, 257
Volumen, 207
eines Quaders, 202

W
‘Wahrscheinlichkeit, 284
bedingte, 293
‘Wahrscheinlichkeitsdichte, 286
Wahrscheinlichkeitsraum, 284
diskreter, 284
‘Wahrscheinlichkeitsvektor, 284
Wald, 43
‘Wallis-Produkt, 158
Weg in einem Graphen, 40
weg-zusammenhingend, 144
Wegintegral, 229
wegunabhingig integrierbar, 230
Weierstral3’sche g-Funktion, 238
Weierstral3-Funktionen, 116
Weingarten-Abbildung, 192
Wiener-Prozess, 301
Winkel
zwischen Vektoren, 96
zwischen Wegen orientierte, 227
Wirtinger-Ableitungen, 226
Wohlordnung, 15

Z

Zahl
abundante, 262
algebraische, 62, 278
befreundete, 263
bekannte, 262
chromatische, 47
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defiziente, 262 zeitlich umkehrbar, 311
einsame, 262 Zeltabbildung, 306
ganze, 21 Zerfallungskorper, 64
goldene, 279 Zufallsvariable, 290
komplexe, 24 diskrete, 290
konjugiert komplexe, 24 reelle, 290

konstruierbare, 63
natiirliche, 19
normale, 280
rationale, 22
reelle, 23
transzendente, 279
vollkommene, 262

standardisierte, 298

unabhingige, 291
zusammenhingend, 143
Zusammenhangskomponenten, 143
Zweig der n-ten Wurzel, 232
zweimal differenzierbar, 173

Zahlenkorper, 61 zweimal partiell differenzierbar, 176

ZihlmaB, 205 zweimal stetig differenzierbar, 173

Zeit zweimal stetig partiell differenzierbar, 177
diskrete, 306 Zyklus, 32

kontinuierliche, 306 Zylinder, 107
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