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Vorwort

Meiner Erfahrung nach haben viele Studienanfinger oft grofle Schwierigkei-
ten damit, den Mathematikvorlesungen aus dem Grundstudium zu folgen und
selbststandig Aufgaben zu 16sen.

Hinzu kommt vor allem gerade noch an den Hochschulen fiir angewandte Wis-
senschaften (Fachhochschulen) die Heterogenitit der mathematischen Vorkennt-
nisse und Fertigkeiten der Studierenden.

Unabhéngig von den Vorkenntnissen miissen sich aber alle im Studium an
die ungewohnt hohe Geschwindigkeit und die formalere Darbietung des Stoffs
gewoOhnen, so dass man sich in kurzer Zeit sehr viel Neues aneignen muss und
dabei schnell ins Straucheln kommen kann.

Um zumindest den Effekt der mangelnden Vorkenntnisse und Fertigkeiten
ein wenig abzumildern, gibt es an vielen Hochschulen und Universititen oft
Briicken- und Vorkurse, in denen einige Rechentechniken aus der Schule wie-
derholt werden.

Mit diesem Buch méchte ich Thnen nun ein Werkzeug an die Hand geben,
um die anfinglichen Schwierigkeiten in der Mathematik und beim L&sen von
Ubungsaufgaben zu iiberwinden. Ein Werkzeug, das Ihnen ein tieferes Wissen
vermitteln kann und das Sie dabei gleichzeitig auch fiir die Priifungsaufgaben
bei Klausuren fit macht.

Insgeheim hoffe ich natiirlich, dass Sie mit zunehmendem Verstdndnis auch ein
wenig von der Schonheit der Mathematik fasziniert werden und sie Thnen sogar
ein wenig Freude bereiten kann.

Unabhéngig von dem eigentlichen Nutzen der Mathematik als essentielle
(Hilfs-)Wissenschaft und Beschreibungssprache fiir technische, wirtschaftliche
und naturwissenschaftliche Phénomene in IThrem gewihlten Studienfach besitzt
sie etwas Geheimnisvolles, was nur schwer in Worte zu fassen ist.

Beide Aspekte werden z.B. in der Dokumentation Die Magie der Mathematik®
berticksichtigt, die ich Ihnen zum Einstieg und zur Motivation ans Herz legen
mochte sich anzusehen.

‘https://www.3sat.de/wissen/wissenschaftsdoku/die-magie-der-mathematik-100.
html, dort verfiigbar bis 12.01.2025
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Wie das aber so ist: Das beste Werkzeug niitzt einem nichts, wenn man nicht
selbst Hand anlegt. Und hart arbeitet. Denn auch fiir Mathematiker ist Er-
kenntnisgewinn meist eins: harte Arbeit. Horen Sie sich z.B. diesbeziiglich auch
an, was die Jazzmusikerin Esperanza Spalding in Die Magie der Mathematik
(ca. 09.00 min — 10:05 min) dazu zu sagen hat.

Und natiirlich wird es auch Fehlschldge geben und Selbstzweifel. Das passiert
jedem, auch die besten Wissenschaftler haben ihre unlésbaren Probleme oder
mussten Niederlagen einstecken. Lassen Sie sich davon also nicht entmutigen.
Bleiben Sie dran und arbeiten Sie hart. Ich bin mir sicher, dass Sie dann auch
Erfolg haben werden. Und ganz nebenbei lehrt uns die Mathematik hierbei auch
noch generelle Tugenden wie eine gesunde Demut, Frustrationstoleranz sowie
Hartnéckigkeit und Ausdauer beim Lésen von Problemen.

Zum Inhalt und Gebrauch des Buchs

Das Buch besteht vornehmlich aus Aufgaben und durchgerechneten Lésungen
zu typischen Themengebieten aus den Anfingervorlesungen in Mathematik,
welche im Rahmen eines Informatikstudiengangs (neben der Informatik auch
Data Science, Maschinelles Lernen, etc.) oder eines ingenieurwissenschaftlichen
Studiengangs (inkl. Physikingenieurwesen, Technische Physik, Technomathema-
tik etc.) an einer Hochschule fiir angewandte Wissenschaften angeboten werden.

Aber auch Studierende aus Studiengéingen wie Wirtschaftsinformatik, Wirt-
schaftsingenieurwesen, E-Commerce etc., bei denen ein gewisser Anteil an Ma-
thematik zu absolvieren ist, werden hier passende Aufgaben finden. Natiirlich
iiberschneiden sich auch einige Inhalte mit Stoff, welcher an Universitdten in
entsprechenden Studiengéingen vermittelt wird. Das Buch sollte somit auch fiir
Studierende an Universitédten zur Auffrischung von Schulinhalten und mit Start-
schwierigkeiten in der Hochschulmathematik geeignet sein.

Neben den Aufgaben, die auf den Kenntnissen der Anfdngervorlesungen auf-
bauen, befinden sich in diesem Buch auch zahlreiche Aufgaben zum Auffrischen
und Vertiefen von Schulkenntnissen, die z.B. begleitend fiir einen Vor- oder
Briickenkurs fiir das Selbststudium vor Studienbeginn geeignet sind.

Der Lowenanteil des Buchs besteht aus Rechenaufgaben, die man meistens mit
gingigen Rezepten oder mit Hilfe der Anwendung einer Formel 16sen kann und
die auch meistens bei Klausuren in dhnlicher Form abgepriift werden. Daneben
habe ich auch, meist gegen Ende eines Kapitels, immer wieder x-Aufgaben einge-
streut. Diese haben i.d.R. einen hoheren Schwierigkeitsgrad, oder man braucht
zur Durchfithrung etwas Kreativitdt und Ausdauer. Zwei davon sind auch als
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kleines Computerpraktikum ausgelegt, in denen Sie sich mit mathematischer
Software vertraut machen kdnnen.

Bei den von mir vorgeschlagenen Losungen kdnnte man sicherlich einiges ele-
ganter formulieren. Ich habe mich aber zu Gunsten der Klarheit bemiiht, die
Losungen moglichst kleinschrittig anzugeben.

Als Ergénzung habe ich zu manchen Themengebieten ,,Checklisten® angefiigt.
Hier werden in knapper Form wesentliche Inhalte der zugrunde liegenden Theo-
rie sowie typische Formeln zusammengefasst oder kleine Herleitungen und wei-
tere Beispiele gebracht.

Auch in den eigentlichen Aufgaben finden Sie hiufig ,,Checkboxen* (eingerahm-
te Abschnitte) mit weiteren Erkldrungen, alternativen Losungen etc.

Wie arbeiten Sie nun am besten mit dem Buch?

Ich bin der Uberzeugung, dass der Lerneffekt in Mathematik am groBten ist,
wenn man versucht, Aufgaben selbstéindig zu 16sen, und eine Losung erst da-
nach zum Vergleich heranzieht. Aber natiirlich sind auch andere Vorgehenswei-
sen zielfithrend, z.B., dass man sich bei Startschwierigkeiten zunéchst einige
Aufgaben mit Hilfe der angegebenen Losungen durchrechnet und, wenn man
an Sicherheit gewonnen hat, es im Anschluss mit der zuerst vorgeschlagenen
Strategie versucht.

Uber dieses Buch

Diese Aufgabensammlung ist vom Aufbau her eng mit dem mittlerweile
dreibdndigen Werk Aufgaben und Losungen zur Hoheren Mathematik von Klaus
Héllig und Jérg Horner verwandt [27, 28, 29], bei dem ich in Band 2 ein paar
Aufgaben beigesteuert habe. Diese Bénde decken das gesamte Themenspektrum
der zum Teil viersemestrigen Hoheren Mathematik fiir Natur- und Ingenieur-
wissenschaften an Universitédten ab.

Es kam die Idee auf, auch etwas Ahnliches fiir Studienanféinger zur Auffrischung
von Schulwissen und insbesondere auch fiir die Mathematikveranstaltungen
der ersten beiden Semester an den Hochschulen fiir angewandte Wissenschaf-
ten in informatiknahen sowie den natur- und ingenieurwissenschaftlichen Stu-
diengéingen zu erstellen. Woraus dann diese Aufgabensammlung entstanden ist.

Eine Aufgabensammlung anzufertigen, ist natiirlich keine neue Erfindung, und
zu den hier behandelten Themengebieten gibt es eine Vielzahl an Lehrbiichern,
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die zum Teil auch Aufgaben mit Losungen anbieten (in der Literaturliste ha-
be ich eine Auswahl an klassischen Lehrbiichern, Aufgabensammlungen und
Formelsammlungen mit aufgenommen). Die Lsungen fallen aber vielleicht oft
etwas knapp fiir Studierende aus, die Schwierigkeiten mit der Mathematik ha-
ben. Mein Ziel war somit auch bei Standardaufgaben, die man in fast jeder
Aufgabensammlung und in fast identischer Form (nur mit anderen Zahlen)
findet, ausfiihrliche Losungen mit vielen Zwischenschritten/Erlduterungen zu
erstellen. Bei der Konzeption der Aufgaben habe ich daneben auch indirekt
viele der typischen Fragen und Unklarheiten von Studierenden, die sich bei be-
stimmten Aufgabentypen in den Vorlesungen und Ubungsstunden immer wieder
auftaten, gezielt einflielen lassen. Diese Sammlung sollte Thnen somit im Ideal-
fall neben dem typischen Training zur Klausurvorbereitung auch zum besseren
Versténdnis der behandelten Themen beitragen.

Dank
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sonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Klaus Hollig von der Universitidt Stuttgart
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4 1 Etwas elementare Aussagenlogik

1.1 Aussagen der formalen Logik

Welche der folgenden Sitze sind wahre/falsche Aussagen im Sinne der Aussa-

genlogik?
a) Der Jungfernflug des Kitty Hawk b) Christian, mach erstmal das
Flyers war am 17.12.1903. Radio aus!
¢) Nachts ist es kilter als draufien. d) 1+ 1 =2 und Wiirzburg
liegt in Bayern.
e) Ausz? —1=0 folgt = = 1. f) Ubermorgen scheint die Sonne.

g) Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl.  h) Wer anderen eine Grube gribt,
fallt nicht weit vom Stamm.

Losungsskizze
a) Aussage, welche auch wahr ist. v/

b) Imperativ, keine Aussage.

¢) Ist ein grammatikalisch korrekt gebildeter deutscher Satz, der aber kei-
nen Sinn ergibt. Folglich kann kein Wahrheitswert zugeordnet werden, ist
somit keine Aussage. Ahnlich viel Sinn hat z.B. ein Ausdruck der Art
yyexnv, %&$! fnykjrbgbs.

d) Eine Aussage, die aus den beiden wahren Aussagen , 1+ 1 = 2% und ,, Wiirz-
burg liegt in Bayern“ mit ,und“ verkniipft ist, ergibt eine wahre Aussage (bei
der Aussagenlogik ist es nur entscheidend, ob Aussagen war oder falsch sind,
egal, ob eventuelle Teilaussagen ,inhaltlich“ zusammenpassen). v/

e) Falsche Aussage.v. Wegen (1) — 1 = 1 — 1 = 0 folgt zwar tatsichlich aus
22 —1 =0, dass « = 1 ist. Die Aussage ist dennoch falsch, da auch (—1)2 —-1=
1—1=0ist, d.h., aus > — 1 = 0 folgt auch # = —1. In diesem Zusammenhang
spricht man davon, dass x = 1 eine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit der
Gleichung z? — 1 = 0 ist, welche aber nicht hinreichend ist.

f) Ist eine Aussage im Sinn der Aussagenlogik, da prinzipiell ein Wahrheitswert
zugeordnet werden kann. Welcher ist aber im Moment nicht entscheidbar.

g) Ist eine falsche Aussage. v’ Zum Beispiel ist 15 ungerade, aber nicht prim.

h) Kann je nach Standpunkt (unabhingig davon, dass hier wohl zwei
Sprichworter vermischt wurden) als logischer Aussagesatz interpretiert werden
oder auch nicht*.

* Solche Fragestellungen spielen aber in der Mathematik keine Rolle (dort hat man es nur
mit wahren oder falschen Aussagen zu tun) und sind eher der Philosophie zuzuordnen.

Interpretieren wir z.B. ,Wer jemanden anderen mit Absicht schadet, dem passiert selbst
ein Schaden®, so ist dies prinzipiell wahr oder falsch, also eine Aussage. Alternativ: Kein
Aussagesatz, da man den Wahrheitsgehalt aufgrund des tatséchlich Geschriebenen nicht
genau bestimmen kann, ohne der literarischen Vorlage eigene Annahmen hinzuzufiigen. Was
soll z.B. ,,nicht weit vom Stamm® bedeuten? Dass man z.B., falls man eine Grube gegraben
hat und danach auf einen Baums gestiegen ist, innerhalb eines Radius von 3 m neben dem
Stamm herabfallt?




1.2 Aufstellen einer Wahrheitstafel

Bestimmen Sie fiir folgende aussagenlogische Formeln eine Wahrheitstafel:

a) (aA=b)V (—aAb) b)=(anb) < —aV-b c¢)=(a <+ (-bVe))A((aA—c) = —b)

Losungsskizze
a) Setze A := —aA und B := —a A b:

albl-a|-blaN-b|-aANb|C=AVEB
0]0[ 11 0 0 0
0j1]11]0 0 1 1
1/0[ 0|1 1 0 1
11100 0 0 0

b) Setze A := —(a Ab) und B := —a V —b:

albl-al-b|=(aAb)|[-aV-b|C=A« B
0/0]1]1 1 1 1
0/1]11]0 1 1 1
110/ 0|1 1 1 1
1{1{ 010 0 0 1

~» (' ist eine Tautologie, also eine aussagenlogische Formel, die bei jeder Bele-
gung mit Wahrheitswerten wahr ist. Gilt fiir zwei aussagenlogische Formeln A
und B, dass A <> B eine Tautologie ist, dann sind A und B aussagenlogisch
gleich, d.h. A = B. Somit haben wir gerade eben eines der de Morgan’schen
Gesetze nachgepriift: —=(a A b) = —a V —b. v

¢) Setze A:=a +> (-bVc) und B := (a A —¢) — b

alblc|-b|-bVc|A|l-c|(aN—c)|B|C=-ANC
0/0]0] 1 1 0] 1 0 1 1
0/0]1]1 1 0]0 0 1 1
0[1]0] 0 0 1)1 0 1 0
0[1][1]0 1 0]0 0 1 1
110(0] 1 1 1)1 1 0 0
110(1] 1 1 110 0 1 0
1[1{0] 0 0 0] 1 1 1 1
111(1] 0 1 110 0 1 0
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1.3 Uberpriifung logischer Aussagen auf Aquivalenz

Untersuchen Sie, welche der folgenden Aussageformen zur logischen Implikation
A :=a — b logisch dquivalent sind:

a) (a — b) A (b— —a) b) ma Vb ¢) b — —a

Losungsskizze
Die logische Aquivalenz iiberpriift man zweckméiBig via Wahrheitstafel:

a) Setze B :=b — —a:

albl-a|B=b—-a|A=a—>b|AANB
0/0] 1 1 1 1
O[1] 1 1 1 1
110/ 0 1 0 0
1(1] 0 0 1 0

Bei Belegung von a = b = 1(=wahr) stimmen die Wahrheitswerte von A und
A A B nicht iiberein, somit sind die Formeln nicht dquivalent.

b) + ¢) untersuchen wir mit einer Tabelle. Setze dazu B := —a V b und C :=

—b — —a:
alblma|-b|B=-aVb|C=-a—b/A=a—=b/A-B|A&C
0j0] 111 1 1 1 1 1
O[1[11]0 1 1 1 1 1
11001 0 0 0 1 1
111100 1 1 1 1 1

Da A < B, A + C (und B + () Tautologien sind, gilt: a — b = —a V b =
—b — —a.

Bemerkung: Aus —a V b wird mit Blick auf die Wahrheitstafel noch einmal besonders
deutlich, dass man aus etwas Falschem sowohl Wahres als auch Falsches schliefen kann.

Die Tautologie (a — b) <> (—a — —b) zeigt ein weiteres grundlegendes Prinzip: In der Mathe-
matik moéchte man z.B. von einer bekannten wahren Aussage A (,,Annahme*) durch logische
Schlussfolgerungen zu einer neuen wahren Aussage B kommen (sprich: eine neue Erkenntnis
erlangen). Gelingt dies, d.h. ist A — B wahr, so hat man die Aussage B , bewiesen oder
»gezeigt* und man schreibt dafiir A = B (,,A impliziert B“ oder ,aus A folgt B“). Nach
unserer Tabelle ist aber dazu auch =B — —A gleichwertig, d.h., man kann auch von —B
ausgehen und —A zeigen. Damit hat man dann indirekt A —> DB gezeigt. Eine weitere
Moglichkeit ist noch die spezielle Belegung A = 1 (wahr), B = 0 (falsch) anzunehmen (fiir
diese ist A — B ja gerade falsch). Kommt man damit zu einem Widerspruch, d.h., kann
diese Belegung auf keinen Fall moglich sein, so hat man damit auch A = B gezeigt und
nennt dies dann einen Beweis durch Widerspruch. Gilt zu A = B auch die Riickrichtung
B = A, sosind A und B dquivalent: A <= B.




1.4 Vereinfachung von logischen Ausdriicken

Vereinfachen Sie mit den Rechengesetzen der Booleschen Algebra die folgenden
Ausdriicke so weit wie moglich:

a) f(a,b) = =(ma A (bV=c))V (DA (bV—d))
b) g(a,b) = (a — —b) + (a A —(—c — —b))

Losungsskizze

Fiir das Rechnen mit Logikausdriicken bietet sich folgende Notation an: —x = 7.

Alternativ wird manchmal auch noch in Anlehnung an das Rechnen mit reellen
Zahlen ;A = +%; ,V = -“ gesetzt. Das Malpunkt-Zeichen wird hierbei meistens
unterdriickt. Beachte: ,A“ bindet stirker als ,,V* (,Punkt vor Strich®).

Die beiden booleschen Ausdriicke nehmen somit die folgende Gestalt an:

Fla,b)=@ABV)V(BADBVAD) und ga b)=(a—b)« (an(@— b))

a) Wende zweimal de Morgan in der linken Klammer an:

@n@ve))vbAa(bvd) = (av(b\/é))v(b_Abbvb/\d)
= aVbAcV(IVA)Ab=aVbAcVb
= 1Ab=b
= aVeAbVb = aV(eVb)A(bVD)
=1
= aV(VbANLl=aVbVe
N——

=cvb=bve
b) Wandle zuerst die beiden ,—* via x — y = T V y und anschliefend ,,<>* via
x> y=(xVy A@TVY) um:
(a — b) < (a/\m) = aVvbe a/\m | de Morgan
= aVvbsaA(EAd)
= avb<raAbAT

= (@VbA(@aAbAC)V(@Vb)A(aNbAT) | de Morgan

= (@ANaAbAC)V(aAbABAT)V (aAb)A(@VbVec)

=0 =0
Z 0vVOV(@AbAC)V (aATGAb)V (aAbAD)
=0 =0 =0

= 0V(aAbDAC)VO =aAbAc

* Anwendung des Distributivgesetzes bzgl. ,V¢: 2V (yAz) = (x Vy) A (zV 2)

** Hier haben wir die booleschen Regeln £ AZ = 0 und z V 0 = = benutzt.
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1.5 Normalformen logischer Ausdriicke

Bestimmen Sie von dem logischen Ausdruck
fla,b,¢)=aVb+e— (b—a)

eine Darstellung in vollsténdiger disjunktiver Normalform (DNF) und konjunk-
tiver Normalform (KNF).

Losungsskizze

Erstelle Wahrheitstafel von f:

alblc|-b|A=aVb|-a|B=b—a|-c|C=¢— B|fla,bc)=A4+C
0{0(0] 1 1 1 1 1 1 1
0[0[1] 1 1 1 1 0 1 1
0(1|10] 0O 0 1 1 1 1 0
0[1{1] 0 0 1 1 0 1 0
110|011 1 0 1 1 1 1
110(1] 1 1 0 1 0 1 1
111(0] 0 1 0 0 1 0 0
1{1{1] 0 1 0 0 0 1 1

m Vollstiandige disjunktive Normalform von f:

£(0,0,0) = £(0,0,1) = f(1,0,0) = f(1,0,1) = £(1,1,1) = 1, Variablen

mit Wahrheitswert 0 werden negiert ~ Minterme:
mi1 = 6/\5/\6; mo = 6/\5/\0; m3 = a/\B/\E; my = a/\E/\c; ms =a/NbAc
V-Verkniipfung aller Minterme liefert DNF:

fla,b,c) = miVmaVmsVmaVms

(@AbAT)V(@AbAc)V(aAbAC)V (aAbAC)V (aAbAc)

m Vollstidndige konjunktive Normalform von f:

f(0,1,0) = f(0,1,1) = f(1,1,0) = 0, Variablen mit Wahrheitswert 1

werden negiert ~ Maxterme:
Mi=aVbVe Mo=aVbVe Ms=aVvbVe
A-Verkniipfung aller Maxterme liefert KNF":
fla,b,c) = My A Mz A Ms
= (avVbVe)A(aVbVE)A(@VvbVe)

Wer den Ergebnissen nicht traut, kann sich z.B. iiber eine Wahrheitstafel von

deren Korrektheit iiberzeugen.
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2.1 Rechnen mit Mengen

Es seien die Teilmengen A = {2,4,6,8}, B = {0,1,2,3,4,5}, C = {6,7,8}
von X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} sowie Y = {#, 0, O, &} gegeben.

Bestimmen Sie:
a) (AuC)NB b) (X\A)N(B\A)U(B\CQC)

o) (AxY)n(CxY) d) (AUC)\(ANCQ)

Losungsskizze
a) AUC = {2,4,6,8+U{6,7,8} = {2,4,6, 7,8}

~ (AUC)NB = {2,4,6,7,8}n{0,1,2,3,4,5} = {2, 4}

b)

X\A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} \ {2, 4, 6,8} = {0, 1, 3,5, 7,9, 10}
B\A = {0,1,2,3,4,5}\ {2, 4, 6,8} = {0, 1, 5}

C\A = {6,7,8\{2,4, 6,8} = {7}

~ (X\NA)N(B\A)U(B\CO)

{0, 1,3,5,7,9,10} N {0, 1, 5} U {7}
= {0,1,5}U{7} = {0, 1, 5,7}

AXY = {(2: N), (2,0),(2,0), (2, %), (4, &), (4,0), (4, O), (4, &),
(6, #), (6, 90), (6, ), (6, &), (8, B), (8,DV), (8, ), (8, &)}

CxY = {(6’ ‘)’ (6, Q))v (67 <>)> (6’ &)’ (77 ‘)7 (77 0)7 (73 <>)a (77 *)7
(8, &), (8, D), (8 ), (8, &)}

~ (AXY)N(CxY) = {(6, #), (6, V), (6, O), (6, &), (8, &), (8, V), (8, ), (8, &)}

d)AUC = X\ (AUC) = X\ {2,4,6,7,8 ={0,1,3,5,9, 10}
ANC = (X\A)N(X\C) = {0, 1, 3,5,7,9,10}n{0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10}
= {0, 1,3, 5,9, 10}

~AUC\ANC=1{0,1,3,5,9,10}\40,1,3,5,9,10} = {} =0
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2.2 Vereinfachung von Bruchtermen

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

22(z —1)% — (22 — 1)(z — 1)? b) <a2§4—1)2

a)
(x —1)8 c3\°
(&)
U+ v u— 1
<) u? — 0?2 (w—0)3  (u—0)? 4 1+ ¢
1 —
b 1 —-c¢
Losungsskizze
2) 2e(z —1)° — (22 =)z —1)? _ (z—1)*- (2z(x— 1) — (2” — 1))
(z —1)° a (z —1)°
bin. Formel (2¢(z —1) — (z — 1)(z + 1))
a (z—1)*
_ (z—=1)(2z—x2-1) _ (x—1)?
(z—1)* (z —1)*
BCERE
(&)
! a2 a3 adb3e0 aas o
b) JECRNE = Cbs : c—s = a32208 = a* 3 27® = abe
(&)
¢) Binomische Formel ~ u? —v? = (u—v)(u+v), (u—2v)> = (u—v)(u—v)* ~
u—+v u—v 1 . u—+v uU—v B 1
u? — v? (u—w)3 (u—0)2  (u—v)(u+v) (u—v)(u—v)? (u —v)?
! 11
Cu—v  (u—w)? (u —v)?
_ 1

d) Bringe Summanden von ,unten nach oben“ jeweils auf einen Bruchstrich:

1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
=l =14+ ——
¢ c 1 —¢(1 - ¢
L= 17?
) c
+1—c 1—c
2
1
— 1 c c +
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2.3 Elementare Bruchgleichungen
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Gleichungen:

2 6 7 1 2 3 1 1 1

a)S;_%:x—Q b)m—3+x+3:x2—9 C)x—kl_l—xZZE

Losungsskizze
a) Briiche fiir x ¢ {0, 2} durch Erweitern auf den Hauptnenner 3 -2 - (z —2) =
6x(x — 2) gleichnamig machen:

2 6 7 2 2 6 3  6x-7
3z 22 x-—2 3t 2 2z 3  6a(zr—2)
<:>i'glc—2_178.9c—2_ 42z
x z—2 6z z—2 6z(x—2)
— 4z —2)—18(x—2) 42z
6x(x — 2) 6x(x — 2)

Gleichung mit Hauptnenner 6z (z — 2) multiplizieren ~

Az —2) —18(x — 2) = 420 <> 4z — 8 — 18z + 36 = 42z
28 1
56z = 28 =— =
— T - T 56 5
b) Nach der zweiten binomischen Formel ist (z — 3)(z + 3) = 2? — 3% = 2% — 9,

somit ist 2% — 9 der Hauptnenner. Fiir z # 43 folgt:

1 n 2 _ 3 — 1 .x—|—3+ 2 .m—lz 3
x—3 r+3 x2-9 r—3 x+3 r+3 z—1 x2-9
— xr+ 3 230—6: 3 |.$2_9
2—-9 22-9 22-9
<~ x+3+2x—-6=3

<— =6 — x =2

¢) Analog zu a) und b): Briiche fiir ¢ {0, £1} auf Hauptnenner x(z+1)(1—x?)
erweitern und danach die Gleichung mit dem Hauptnenner multiplizieren ~

(1 —2?%) - z(x 4+ 1) (x4 D1 -2?)
z(z+ 1)1 —22) zz+1)(1—-22) z(@+1)(1—x2)
tz—14+1-2°)=z(@+1)1—-2°)| : 2

—
= -z’ =(z+1)(1 -2
e

2 2
r—x :J:—ac3+1—m

= PP=1 = z=1

Da die Gleichung aber fiir £ = +1 oder x = 0 nicht erfiillbar ist, da ansonsten
durch 0 geteilt wird, gibt es keine Losung.
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2.4 Rechnen mit Potenzen

Berechnen bzw. vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

2) (= (8 e (LY b) (p*-q " F) T2 pt ST
3 2 17

3, q2\(9—3 2 51210~
m—1_ ¢ . m—2 —11
o) a-x b-x f) x 71010.%.?/'#
c-am=3 —d.gm—4 x4y sa3

Losungsskizze

a) (1/3)7 2+ (=1/3)* +273(1/17)° =32 —1/2°+1/2° =9
N—_——

=1

b) (p4 . q7n+3)72 _pn+8 . q67n _ p78 . q2n76 _pn+8 . q67n
— pn+878 . q2n7n+676
p"q" = (pg)"

c) (2°+8)(27%+37%) =2"%42%.372+8.27348%.372
=26 =2°=8
~

f20+§+(23)2.2*3+£ — ]_+§+ 26*3 +@
- 32 32 9 9

=1+8M48=1+8+8=17

512 10—42
d) 2_12 10_22 — 512 . 212 . (2 . 5)4 . (2 . 5)716 — 512+4 . 212+4 . 2716 . 5716
_ 51616 9l6-16 _ 50 o0 _ |
e ax™ b —bx™2 2™ (ax™" — bz~ ?) Cart—ba?
cxm=3 —dgm=4  gm(cx=3 —dx—4)  cx—3 —dx—4
Car ' —ba? 2t (az™'2 —ba21?) 2?
T o3 —dxt ozt T g 3td _gp—ite
_ .2 ar—b
-t cx —d
2”1 1010 = 9 11,4 3,9 1
f) ——F— 175 y-2” =1010-27 "2°x-2- 272" -y 'y
™4y §x3

2.1010 - g~ 11H4+1=349 141

= 2020z%° = 2020
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2.5 Heuschreckenplage

Der Osten Afrikas sowie der Mittlere Osten werden haufig von Heuschreckenpla-

gen heimgesucht. Wiistenheuschrecken sind ca. 7cm X 1cm x 1 cm grofl, wiegen

ca. 2g und fressen téglich auch ca. 2g.

Unter giinstigen Umweltbedingungen dauert es ein Vierteljahr von einer Ge-

neration bis zur néichsten Generation, wobei pro Generation die Anzahl der

Tiere um das 20-fache zunimmt. Die geschéitzte Dichte von Wiistenheuschre-

ckenschwiirmen betriigt 50 Tiere/m?, d.h. 5- 107 Tiere/km?.

a) Wie viele Nachkommen kann eine Wiistenheuschrecke unter giinstigen

Umweltbedingungen nach zwei Jahren haben, und wie viele Tonnen wie-
gen diese Nachkommen? Wie viele Tonnen fressen diese téaglich?

Welche Kantenlénge hat ein Wiirfel, der alle diese Nachkommen enthélt,
und welche Flidche hat ein von diesen Nachkommen gebildeter Schwarm?

b) Laut Medienberichten war im Friithjahr 2021 in Kenia ein 2400 km? groBer
Schwarm unterwegs. Aus wie vielen Wiistenheuschrecken besteht dieser
Schwarm? Wie viele Tonnen wiegen diese Heuschrecken? Wie viele Tonnen
fressen diese téglich?

Welche Kantenldnge hat ein Wiirfel, der alle diese Heuschrecken enthélt?

Losungsskizze
a) Nachkommen nach 2 Jahren: 20% = 28 - 10% = 256 - 10% = 25.6 Mrd.

Gewicht nach 2 Jahren: 256-10% g = 256-102-2t = 51200t ~» die Nachkommen
fressen téglich ca. 51200t.

Bestimmung der Wiirfelkantenlinge (=: a) via Wiirfelvolumen (= a*), welches
wir iiber den angegebenen Quader, in den eine Heuschrecke passt, ermitteln
konnen:

a®=256-10% - 7Tem® =256 -7-107%m® = 179200 m*
= a = V179200 m3 ~ 56.38 m
Schwarmfléiche: 256 - 10° + (5- 107 Tiere/km?) = 512 km?

b) Anzahl Heuschrecken im Schwarm:
2400Jar? - 5 - 107 /lkeari? = 120 - 10° = 120 Mrd.
Gewicht des Schwarms: 120 - 10 - 2g = 120 - 10 - 2t = 240000t
Die Wiirfelkantenléinge a ermitteln wir analog zu a) iiber das Wiirfelvolumen:
a®=120-10°  7em® = 120107 - 7- 10~ ° m® = 840 000 m*
— a = V840000 m3 ~ 94.35m



2.6 Betrage auflésen

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke ohne Betrége:

15

2 22— 1 b) Iz~ 1)(z ~2)|
2
) le—1+lz+2 a2y ve
x ||
Losungsskizze
20 —1 fiir 22—-1>0 20 — 1 fir x>1/2
a) 2z — 1| = =
—(2z—1) fir 22 —-1<0 1—2z fir z<1/2

b) (—1)(z—2) = 2° —3x+42 beschreibt eine nach oben gesffnete Normalparabel
mit Nullstellen 21 = 1; 20 =2 = 22 -32+2<0<= 1< 2 < 2 und
2?2 =32 +2>0<=2<1Ve>2 Mit —(z—1)(z —2) = (1 —z)(x — 2) folgt:

(x —1)(xz—2) fir z<1

[(z—1)(z—-2)| = ¢ (1—2)(x—2) fir I1<z<?2

(r—1)(x—2) fir z>2

¢) Der Ausdruck ldsst sich durch drei Fallunterscheidungen ohne Betriige schrei-

ben: Esgilt t —1>0<«<=z>1lundz+2>0<=z> -2~

|z — 1] + |z + 2|

und |z —1|+]z+2] = —2+1—-2+2 = 3 fir —2<z< 1

Fir < —2ist somit [z — 1|+ |z +2|=1-2z—2—-2= 22— 1~

—2r —1 fir x < -2
e — 1|+ |z + 2] = 3 fir —2<xz<1.
20+ 1 fir x>1

fir = >0 1 fir >0
e

2
7
jfﬁr$<0 J —1 fiir z <0

r—1+x+2 = 2x+1 fir z>1
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2.7 Gleichungen und Ungleichungen mit Betriagen

Bestimmen Sie die Lésungen:

a)[3z — 2/ <1 b)lz?—2>2 )4 —x|+|5—z=3

Losungsskizze
a) |3z —2| =3z — 2 fir x >2/3 und |3z — 2| = 2 — 3z fiir z < 2/3:

Fall z > 2/3 ~ Fall x < 2/3 ~
3r — 2 <1 < 3z <3 2 —-3r <1 < —-3x>-1
— z <1 — x>1/3
= 2/3<z<1 = 1/3<2<2/3

~> Ungleichung fiirz € (1/3, 1) erfiillt*

b) [z = 2| = 2% =2 fir x > V2Vz < —v2 und |22 — 2| = 2 — 2? fiir
—V2<z< \/5, da 2% -2 Normalparabel mit Nullstellen z1 2 = ++/2.

Fall z > vV2Vz < —v/2 ~ Fall —v2 <z < /2 ~
2 —2>2 = 22>4 2 —22>2 = 22<0
<~ x>2Vax < -2 <~ =0
= < -2Vzx>2 = =0

~> Ungleichung fiirz € (—oo, —2] U {0} U [2, oco) erfiillt
c)Esgiltd —2z >0« z<4undb — 2z > 0«2 <5~
4—z[+5—2 =4—-2+5—-2 = 22+ 9 fir v <4
4 -2 +15—2 =2—-4+5—2z = 1 fir 4 <o <5.
Firz > bistsomit [4 —z| + [ —z| =2z —4+2 -5 =2z — 9~
—2x + 9 fir z < 4
[4 — x| + 15— z| = 1 fir 4<x <5
20 — 9 fir z > 5

~4d—z|+ -z =3 <= —22+9=3V2xr—9 =3 <= x1 = 3,22 = 6.

* Alternative: Allgemein gilt fir z,a,b € R: [z —a| < b<=a—-b<zx <a+b~

Bz —2|<1l<=2-1<3z<2+1<=1/3<z<1
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2.8 Zahlen der GroBe nach anordnen

Ordnen Sie die Zahlen ohne elektronische Hilfsmittel der Grofle nach an:

7 3 27 5 5 2 3
-, = = = 2,2 0081
2§ 1 32 16 b) 35 g
T /1\? 73 22
0 V2= (= = 1 14-10~
c) 2°,2, 271 /2, 2,(2) d)22 73387r\/'3 0
Losungsskizze
a) Hauptnenner: kgV (4, 8,16,32) = 32 ~
T_7-4 28 3 3-8 24 5 5.2 10
8 8.4 327 4 4.8 32 16 16-2 32
5 3 21 7

2 -5 =04 5 =~ 3 =16 3 = 8 = 0.375
2 0 _3 30
-2 0 ’ 2 0 -2 4
— - 18 ) 6 0
2 0 5 6
4 0
4 0

3 — 5
° 2 981 <« 2
f\/>8<5<098 <3

=1, 27 =L (P =Ll 125 1<v22<4>V2<2

1 == 1
1<2:>1>2:>1>\/;; 4>2:> < \/> \/>
1\? —1 1 0
~(5) <2<y <2 <V2<2

d) Schriftliche Division ~ 22 + 7 = 3.142857 > 3.141592... = 7, 73 +22 =
3.318 > 3.318, 3.14 - 10~% = 0.00314, 3 < 9 — /3 < 3

2
~3.14 - 10‘3<\/_<7r<7<3318<£

* Alternative: Umwandlung Dezimalbruch in Bruchdarstellung: 0.981 = g;%é Primfaktor-

zerlegung: 981 = 32.109 und 999 = 33-37 ~» 0.98T = 222 Hauptnenner = kgV (3,5, 8,37) =
3.5.8.37 = 4440 ~ 0. 98]. _ 109 __ 5-8-109 __ 4360 5 _ 5-5-8-37 __ 7400 2 __ 2-3-8-37 __

337 — 4400 4400’ 3 4440 4400’ 5 4440
1776 _ 3-3.5-37 _ 1665

T 4440 T 4440°

o0l

** Nutze die Monotonie der Quadratwurzel: 0 < a < b => /a < V/b.

Ohne Monotonie exemplarisch fiir v/2 < 2: Angenommen V2 > 2, dann wire 2 = /2- V2 >
224, dav/2 > 1, also V2 < 2.V
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2.9 Reelle Intervalle

Geben Sie fiir x € R die folgenden Mengen als Intervall an:
a) R\ {z| —1<a<1} b) R\ {-1,0, 1}

¢) {zlz(1—2) >0AzeQ} d) {z|2* >2}n{z|lz — 1] < 3}

Losungsskizze
a) R\{z| —1<z<1} =R\ (-1,1] = (—o0, —1] U (1, o)

b) R\{-1, 0, 1} = (—o0, o0)\{-1, 0, 1} = (—o0, —1)U (-1, 0)U(0, 1)U(1, o)

¢) z(1 —x) > 0 genau dann, wenn beide Faktoren (= logisches und A) gréfler
als 0 (,+ -+ = +*) sind oder (= logisches oder V) wenn beide Faktoren kleiner
als 0 sind (,— - — = +“) ~ in Formeln ausgedriickt:

z(l—2) >0« (z>0A1—-2>0V(x<O0Al-—2x<D0)
~@>0AN1-2z>0)<=@@>0A1>z)<<=0<2<1
und (z < 0A 1 —2 <0)<= (2 <0A 1< z)~ unerfiillbar, x € 0*
Somit z(1 —xz) >0<=x € (0, 1) U = (0, 1)**:

Die angegebene Menge beschreibt also alle reellen Zahlen x € (0, 1), die rational
sind (salopp: alle Briiche innerhalb des Intervalls (0, 1)) ~

{z|z(l—2) >0Az2e€Q}=(0,1)NQ.
d) {z|2* > 2}: 2* > 2= Va2 > V2= x| > 2~z < V2V >

V2
= 2 € (—00, —V2) U (V/2, 00)**

{z|lx = 1] <3} |z -1 <3~z —-1<3firz>1lundl — 2z < 3firz<
lo@>1A2 <4V < 1Az > —2) < [1, 4U[-2, 1) = =z € [-2, 4]

~ {w|x2 > 2}ﬂ{x||x — 1] <3} = (=00, —V2) U (V2, 00) N [-2, 4]
[—2, —V2) U (V2, 4]

* Das heifit, die Losungsmenge ist leer (= 0 = {}, leere Menge), da beide Ungleichungen
z < 0 und x > 1 von keinem x € R gleichzeitig erfiillt sein kénnen.

*% ) (Grafische) Alternative: y = z(1 — x) = = — 2 beschreibt eine nach unten getffnete
Normalparabel mit den Nullstellen ;1 = 0,20 =1, dh. y >0<=0<z < 1.

d) Grafische Alternative wie bei c): y = 22 — 2 beschreibt eine nach oben getffnete Normal-
parabel mit den Nullstellen iﬂ, d.h.y= 22 -2>0<=2z>V2Vze < —V2.
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2.10 Irrationale Zahlen

a) m, e, v/2 sind irrational. Sind die Zahlen

m—3, V16, 2V2, e/2, Vv2°, 1/v2, 27182818

irrational oder rational?

b) Zeigen Sie: v/16 ist eine irrationale Zahl.

Losungsskizze
a) (i) m—3 = 3.14159265358979323846 . . . — 3 = 0.14159265358979323846 . . . ist
irrational, da der nichtperiodische Dezimalanteil erhalten bleibt.

(i) V163 = /(29)3 = /(223)2 = 2° = 64 ~» rational

(iii) 2v/2 und e/2 = %e sind irrational, da eine rationale Zahl # 0 X irrationale
Zahl # 0 immer eine irrationale Zahl ergibt*.

1 V2
Vi~ Va v

(v) 2.7182818 ist periodischer Dezimalbruch ~ rational.

(iv) \/52 =1/2- /2 = 2 rational, = /2/2 irrational (vgl. (iii)).

b) Angenommen, v/16 ist rational, dann ist v/16 = p/q € Q (mit p,q € N).

Der Bruch p/q kann als nicht weiter kiirzbar vorausgesetzt werden (andernfalls
kénnten wir ihn so lange weiter kiirzen, bis es nicht mehr geht).

Definition der dritten Wurzel ~ /16 = p/q ist diejenige Zahl, die dreimal mit
sich selbst multipliziert 16 ergibt ~»

3 3 3
16:(316) _(p) = P = 166"~ p® = 4-4¢°
q q

i:p:4k,k€Z — 433 =423 = 4k® = ¢, also auch ¢ = 4¢ mit £ € Z

~ plg = i’; = k[t

~» Widerspruch zu p/q nicht kiirzbar = /16 irrational.

* Ist r # 0 irrational und nehmen wir an, p/q - r mit p/q € Q,p/q # 0 ist rational, d.h.
p/q-r =m/n mit m/n € Q, dann wire r = ¢/p-m/n = gp/mn € Q, also r, auch rational.
Widerspruch 4.

*k 3 = 4.4¢% ~ p3/4 = 4¢3, da 4¢> eine ganze Zahl ist, muss p® durch 4 teilbar sein.
Wegen p®/4 = p/4-p? muss auch p durch 4 teilbar sein oder, anders ausgedriickt, gibt es ein
k € Z mit p = 4k.
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22 3 Elementare Zahlentheorie

3.1 Zahldarstellungen

Bestimmen Sie von den gegebenen Zahlen jeweils die Binér-, Dezimal- und die
Hexadezimaldarstellung:

a)21710 b) 111111001012 c)AFFE;s  d)3.1562510

Losungsskizze
a) 2% = 256 > 217 ~» Divisionsmethode:

217 +27 = 1....; 217 —27 =217 —-128 =89
8920 = 1....; 8 —-20=89—-64=25
25+2° = 0....;

252 = 1....;25-2"=25-16=9
9+2% =1....;9-22=9-8=1

1+22 =025

1+21 =05

1+20 =1

= 21710=1-2"41-2640-2°+1-24+1-2240-224+0-2" +1-2° = 110110012

162 =28 =256~ 217+ 16 =13. ...:217—13-16 = 9;9 = 16° = 9 ~» 21719 =
D916

Alternative: Bilde Viererblocke in der Bindrdarstellung: 1101 10012 = D916
= o
- =716
=7 =Eig =bH16
~or SIS 2 1 0
b) 0111111001012 = 7TE65 ~ 7-16° 4+ 14 - 16~ + 5 - 16° = 202110

)

—
(en)

=A16 =F16 =F15 =E16
AN AN A
¢) AFFE{¢ = 1100111111111110 = 11001111111111102

10163 +15-16% +15- 16" + 14 - 16° = 45054 ~ AFFE1 = 4505410

d) Umwandlung des Dezimalbruchs 0.15625 via Restwertmethode:

0.15625 -2 = 0.31250
0.31250 -2 = 0.62500 =215 =815
AN NN
0.62500-2 = 1.2500 == 0.1562519 = 0.001012 = 0.001010002 = 0.281¢
025-2 = 0.5
05-2 =1

= 3.1562810 = 11.001012 = 3.281¢, da 3 = 2! + 2% und 00112 = 316
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3.2 Addition und Subtraktion von Binar- und
Hexadezimalzahlen

Berechnen Sie im Binér- und im Hexadezimalsystem:

a)17+13  b)1408 —237  ¢)123 — 134

Losungsskizze
a) Dezimaldarstellung — Biniirdarstellung: 17 = 2% + 2° ~» 1719 = 100012

13 =2% 42 + 2%~ 1310 = 10115
Umformung Binérdarstellung — Hexadezimaldarstellung via Bildung von Vie-
rerblocken: 000100012 = 1146, 10112 = D16
Alternative: 17 =1-16" +1-16% ~ 1719 = 1116, 12 = 12-16° ~» 1319 = D1¢

10 0 0 1 11

+ 1 0 1 1 + C
+1  +1

11 1 1 0 1D

Probe: 111102 = 2% 4+ 23 + 22 + 2! = 3050 v/, 1D1g = 16* 4+ 14 - 16° = 3010 v/
=516 =816 =016

510 | o8 | o7 _ AN S
b) 1408 = 277 4+ 2° 4+ 2 ~ 1408190 = 101 100000002 = 5801¢

=E;6 =Dig
o7 6 5 3 2 0 Bt rren N
237 =2"4+2°4+2° +2° +2° 42" ~ 23710 = 111011012 = ED16
0101 1 0 O O O O 0O 5 8 0
-000O0O 1 1T 1 0 1 1 01 — E D
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0100 1 0 O 1 0 0 11 4 9 3

Alternative: Subtraktion mit Binédrzahlen entspricht der Addition des Zweierkomplements:

0000111011012 ~» 1111000100102 + 12 = 1111000100112 = Zweierkomplement in 12-Bit-
Rechnung:

0 1 0 1100000O00O0
+ 1 1 1 100010011
+1 41 41

0 1 0 0610010011

Probe: 100100100112 = 2% 4+ 27 424 4+ 21 4+ 1 =117110 =4-16°4+9- 16+ 3 =
49316 v

¢) Hexadezimaldarstellung: 12-Bit notwendig ~ 12319 = 0000011110112
07B16; 13410 = 0000100001102 = 08616, Zweierkomplement: —13419
1111011110102 = F7A16 ~

0oo0oo0o o0 1 1 1 1011 0 7 B
+ 11110 1 1 11010 + F 7 A

+1 41 41 41 41 i +1
11111 1 1 10101 F F 5

Probe: —1110 = 1111111101012 = FF516 v (da Zweierkomplement 0000000010112 =
23 421 420 = 11)
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3.3 Binare Multiplikation und Division

Fiihren Sie die folgenden Rechnungen im bindren Zahlensystem durch:

a)27-13 b)2.875-12.25 ¢)2021 +47 d)1/3-3/8

Losungsskizze
a) 27 =24+ 23 + 242~ 2719 = 110119; 13 = 23 + 22 + 29~ 1359 = 11012

1 1
1

1101

0

bo ) Probe: 28420429423 4921241
011 = 351 = 27137

1 41 41 41 41

101 0 1 1111

b) 2.87510 = 10.111; 12.25;9 = 1100.01 (z.B. via Restwertmethode, vgl. 3.1d)
1 0.1 1 1 -11060.01 Probe:

1
1
1
1

—_O (=

1 1 1 1
o1 2°+28 420422 4273 4274 4270
rotrit = 1127 _ 3591875
4+1 41 41 41 +1 41
1 0 0 01 1.00111 = 2.875-12.25v

c) 2021 = 210 429 428 1 27 126 1 25 1 92 4 1~ 202110 = 111111001012;
43 =25 423 4+ 2 41~ 4319 = 1010112

11111100101 = 101011 = 101111
~ 101011
1010000
~ 101011
1001011 .
—_ 101011 PrObe'Ll )
1000000 25+2 +23+22+2 +20
~ 101011 — 7
_%8%8%} = 2021 =43 v
000000
d 01=11=001 0015_100020'011
— O —
100 1 100
_ 11 -1 000
1 1000
: ~ 1000
0
~»0.333...10 = 0.010101 .. .o ~ 3/8 =0.37510 = 0.0115
0010101 -0 0 11..  Probe
0010101 2744975490764 9°7T 19784 979
001010 I — 0.123046875 = 0.328125 - 0.375 v
0.0O0OO1TT1TT1TT1TT11.. N—_——— =

=0.010101, =0.011,
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3.4 Restklassenrechnung

¢) 237-217mod 13

Berechnen Sie die Reste:
b) —1408 mod 237

a) —17mod 12
d) (17°0.5—-28-16°)mod 15 e) 125-21%-69" mod6 f) (732 4 3001%*) mod 9

Losungsskizze
a) —17T—-7=-24=12-(-2) = —17(mod 12) =7

b) —6 - 237 + 1408 = —1422 4 1408 = —14
~» —1408 — 14 = 237 - (—6) =—> —1408 (mod 237) = 14
) 1318 = 234 = 237 — 3 ~» 237 (mod 13) = 3; 13- 16 = 208 = 217 — 9 ~

217 (mod 13) =9 ~
9237-217=3-9 =27 = 1 (mod 13) = 1

d) 176 .5 —28-16° = 256.5 — 13- 1° (mod 15)
... 21096

266 _ 26‘10+6 _ 210+...+10+6 _ 210
6-mal
~ 210 =1024 = 4 (mod 15) = 4 und 2° = 64 = 4 (mod 15) = 4
~ 200 =47 =43 .43 4 =64-64-4=4% =64 =4(mod 15) =4
— 17%%.5-28.16°=2%.5-13-1°=4-5-13="7(mod 15) = 7

e) 125 (mod 6) = 5, 22 (mod 6) = 3, 69 (mod 6) = 3
sowie 32 = 9 = 3 (mod 6) = 3, 3° = 27 = 3 (mod 6) = 3 ~
— 125-21°.69"=5-3-3"=5-3".3.3°=5.3°=5.3=3(mod 6) = 3

£) 3001 =3-1000+1=3-1+1=4(mod 9) =4, da 1000 = 111 -9+ 1~
7272 .43 = 49 - 49 - 64

30012 =423 = 454> 3 =74 40
4-mal
=4-4-1=16=7(mod 9) =7
~73-72El~...-1-49£1-4(mod 9) = 4, denn wegen

Daneben ist 732 = 73
10-mal
343 =9-38 + 1ist 7° =343 = 1 (mod 9) = 1

— 77243001 =7+4=11=2(mod 9) = 2.

*45=42.42.4=16-16-4=7-7-4=49-4=4-4=16=7(mod9) =7
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3.5 Bestimmung des ggT mit dem Euklid’schen Algorithmus

Berechnen Sie:

a) ggT(333, 45) b) ggT (1408, 336) c) ggT(777, 84, 217)

Losungsskizze

a) BEuklid’scher Algorithmus mit Startwerten 333, 45:

333 45-7 + 18
45 = 182 + 9
18 =92 + 0

~ ggT(333, 45) = ggT(45, 18) = ggT(18,9) =9
b) Euklid’scher Algorithmus mit Startwerten 1408, 336:

1408 = 336-4 + 64
336 = 64-5 + 16
64 = 16-4 + O

~> ggT (1408, 336) = ggT (336, 64) = ggT (64, 16) = 16
c) Es gilt: ggT(777, 84, 217) = ggT(geT (777, 217), 84) ~
Bestimme ggT(777, 217) via Euklid’schem Algorithmus:

77T = 217-3 4+ 126
217 = 126-1 + 91
126 = 91-1 + 35
91 = 35-2 + 21

35 =211 4+ 14
21 = 14-1 + 7
14 =72 + 0

~ geT(777,217) = ggT(217,126) = ggT(126,91) = ggT(91, 35)
= ggT(35,21) = ggT(21,14) = 7

geT(84,7) =7, da84 = 12-7T+0 = ggT(777, 84, 217) =7
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3.6 Lodsen von diophantischen Gleichungen

Bestimmen Sie die ganzzahlige Losung mit dem kleinsten positiven z-Wert:

a)17z + 12y = 1979 b)237z + 213y = 258 ¢) 98z + 133y = 66

Losungsskizze
a) Euklid’scher Algorithmus ~ bendotigte Werte fiir zy, yr™*:

T2 = x0—qar1 = 1—1-0 = 1
17 =1-12 + 5 Y2 = yo—q2y1 = 0—1-1 = -1
12 = 2- + 2 r3 = x1—q3re2 = 0—2-1-0 = -2
5 =22 +1 My3:y1—Q3y2:1—2'(—1) =
1 1. + 0 T4 = x2o—qars = 1—-2-(=2)-0 = 5
Y4 = Y2 —qayz = —1—-2-3 = -7

= x4 =5undys = =7 16st 17x+12y = ggT(17, 12) =1 = 1979z4 = 9895
und 1979y, = —13853 16st 17z + 12y = 1979 - ggT(17, 12) = 1979 ~

12 1
! = 9895+12t; y= —13853—* = —13853—17t

= 9895
! +ggT geT(17,12)

(17,12)

mit ¢t € Z. Fiirt = —824 ist x = 7, y = 155, die Losung mit kleinstem positivem
z-Wert.

b) Euklid’scher Algorithmus ~»

2 = o —Qq2xr1 = 1—].~0 = 1
237 = 1-213 + 24 y2 = yo—qy1 = 0—1-1 = -1
213 = 8-24 + 21 r3 = x1—q3r2 = 0—8-1-0 = -8
2 = 1-21 + 3( ys = y1i—qsye = 1-8-(—-1) = 9
21 =7-3 4+ O x4 = x2—qars = 1—1-(=8)-0 = 9
Ya = Y2 —Qqays = —-1-1-9 = —10

~> 237 - x4 + 213 - ya = ggT(237, 213) = 3. 258/3 = 86 ~ 86x4 = 774, 86ys =
—860 lost 237z + 213y = 86 ggT(237, 213) = 255 ~ alle Lésungen:

213t 237t

At 774U y = 860 ———o = 86079, t € Z
v + tily geT(237,213) <

geT(237,213)
~ fiir t = —10 erhalten wir die gesuchte Losung: ©x = 64, y = —70.

c¢) Euklid’scher Algorithmus ~ ggT(133,98) = 7t 66 = es existiert keine
ganzzahlige Losung.

* Bestimmung einer Losung von ax + by = ggT(a,b) mit erweitertem Euklid’schen Algo-
rithmus: Startwerte xo = 1, yo = 0; z1 = 0;y1 = 1;70 = a;r1 = b, Schritt & > 2:
Tk =Th_2 — QrTr—1 Mit 7o =Tk _1 - qr + 7.
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3.7 Bestimmung von Inversen in Z,,

Bestimmen Sie, falls moglich, das additiv und das multiplikativ Inverse von r in
den angegebenen Mengen Z,:

a) r=>5,7Zu b) r=9, Zar c) r =217, Zosr

Losungsskizze

a) —r = —5 =6 (mod 11) = 6. Probe: 54+ 6 = 11 = 0(mod 11) = 0V
geT(11,5) = 1 ~ das multiplikativ Inverse von 5 € Z11 existiert.
Elementare Bestimmung von ! = 1/5 in Z11 durch Probieren:
1+4-11=45=5-9 = 5-9=45=1(mod11) v , somit:

1 1
T 5 € /41

b) 9+ 18 =27 =0(mod 11) =0~ —r = -9 = 18 € Zay

Wegen ggT(27,9) = 3 sind 27 und 9 nicht teilerfremd = 9 besitzt kein
multiplikativ Inverses in Zay.

c) —r = —217 = 20 (mod 237) = 20, da —217 — 20 = —237 = 237 - (—1)
Probe: 217 + 20 = 237 = 0 (mod 237) = 0V

FEuklid’scher Algorithmus ~ 237 = 1.217 + 20
217 = 10-20 + 17
20 = 1-17 + 3
~ ggT(237,217) = 1
17 =53 + 2 geT( )
=12 + 1
2 =21 4+ 0

~> Multiplikativ inverses Element zu 217 stimmt mit Losung y der diophanti-
schen Gleichung 237x 4 217y = 1 tiberein, Losung via erweitertem Euklid’scher
Algorithmus ~»

T2 = x0—qr1 = 1—1-0 = 1

Y2 = Yyo—qy1 = 0—-1-1 = -1

T3 = 71 —qsz2 = 0—10-1-0 = —10 —83 = 154 (mod 237)

vs = yi—gays = 1—-10-(—1) = 11 — r*:%?:mezm
x4:x2—q4x3:1—1-(—10)-0 = 11

Yya = y2—qays = —1-1-11 = 12 (" probe:

rs = x3—¢sr4a = —10-5-11-0 = —65 217 - 154 = 33418

Ys = ys—gsysa = 11-5-(=-12) = 71 =1(mod237) =1v
6 = x4 —qexs = 11 —1-(=65)-0 = 76

Y6 = ya—qeys = —12—1-(71) = —83
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3.8 Losen von linearen Gleichungen in Z,,
Bestimmen Sie sdmtliche Losungen der angegebenen Gleichungen:

a) +5=1(mod7) b) 3z + 10 = 4 (mod 11)

¢) 2 —1=6(mod8) d) 12z =9 (mod21)

Losungsskizze
a)z+5=1(mod7) < == —4 (mod7)

—4-3=—-7=7-(—-1) = —4(mod7) = 3, somit z =3

b) 3z + 10 = 4 (mod 11) <= 3z = —6 (mod 11) <= 3z = 5 (mod 11),
da —6—5=—11=11-(—1) (~ —7 (mod 11) = 5).

ggT(3, 11) = 1 ~ Gleichung eindeutig losbar:

3x£5(m0d11)<:>x5%~5(m0d11)

Bestimmung des Inversen von 3 in Zi; durch Probieren:
1+11=12=3-4=12=1(mod 11) ~ % =4inZ11

= z=4+-5=4-5=20=9(mod11) =9

¢) 2z — 1 =6(mod8) <= 2z = 7 (mod8)

Es ist ggT(2, 8) = 2 und 2 { 7 ~ Gleichung unlésbar in Zs.

d) ggT (12, 21) = 3 und 3 | 9 ~ es gibt genau drei Losungen:

Die Grundlosung z; ist die Losung der reduzierten Kongruenzgleichung:

122 = 9 (mod 21) ~ 4z = 3 (mod 7)

Inversevon4inZ7:i:2,da2~4:821(m0d7):1 — 11 =23=06¢€ Z21

~> restliche Losungen in Zo1: 2 =21 +7=13; 23 =21 +2-7=20
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3.9 Lodsen von simultanen Kongruenzgleichungen

a) = 1lmod4 b) =z

5 mod 9 ¢) ¢ = 3mod 4

z = 2mod 5 r = T7mod8 r = 6 mod 12
r = 3mod?7 z = 11 mod 12 z = 2mod 5
Losungsskizze

a) ggT(4, 5, 7) =1 = es existiert eine eindeutige Losung in Z4.5.7 = Z140.
Berechnung von z via Chinesischem Restsatz:

m = 140; M1 = m/4 = 35; M2 = m/5 = 28; Mz =m/7 = 20
Inverse von Mf213 in Za,s,7:

35mod4 =3~ M;'=1/35=1/3=3mod 4=3,da35-3mod 4 =1
28 mod 5 =3~ My ' =1/28=1/3=2mod 5=2,da 28-3 mod 5=1
20 mod 7 =6~ My ' =1/20=1/6 =6 mod 7 =6, da 20-6 mod 7 = 1

— z = 1-My-M; ' +2-My-M; " +3-Mz-M;"
=1-35-342-28-243-20-6=0577=17 mod 140 = 17 € Z140
b) ggT(8, 9, 12) = 3 ~ Moduln sind nicht teilerfremd. Es ist kgV (9, 8, 12) = 72
und 5 = 7 mod ggT(8, 9); 5 = 11 mod ggT(9, 12) und 7 = 11 mod ggT(8, 12)
=1 =3 =4
—> es gibt eine eindeutige Losung in Z72. Chinesischer Restsatz nicht anwend-
bar, Losung via sukzessivem Einsetzen:

r=54+9, x =748,z =11+ 12m mit k,¢{,m € Z
Erste und zweite Kongruenz gleichsetzen ~»

2 8¢ 2 741-9 8 T7T+4+1-9 {—2
k_§ 5 =9 5 +§_ 5 _2+8(9)M9|€—2,dak62.

Setze p := ({—2)/9 ~ 549k = 5+9(2+8p) = 23+ 72p, gleichsetzen mit dritter

1 —1
Kongruenz ~ p = ~5 + % = mT ~ 6| m—1, und p € Z muss nicht weiter
ersetzt werden

— =23+ T2p,p € Z~ Losungx = 23 € Zr2.
¢) Direkt: Erste und zweite Kongruenz gleichsetzen ~
3+4k=6+12mitk,l € Z — k= 3(34—126) :§+3€:é+1+3€§é26

—> es kann keine Losung existieren.

Alternative: 3 # 6 mod ggT(4, 12) = 6 mod 4 = } Losung



31

3.10 Berechnung von Priifziffern

Bestimmen Sie die Priifziffern pip2 bzw. p der folgenden Zifferncodes:
a) 4008-8712-9436-p (EAN) b)DEp;p23701 0050 0123 4565 03 (IBAN)

Wird ein Zahlendreher (neunte mit zehnte Ziffer in der Ziffernfolge) erkannt?

Losungsskizze
a) Die 13-stellige EAN (FEuropean Article Number) besitzt die Form

21222324 — Z5Z6Z728 — Z9Z10Z11212 — P-
Die Priifziffer p berechnet sich aus der Kongruenzgleichung
z1 + 322 + 23 + 324 + 25 + 326 + 27 + 328 + 29 + 3z10 + p = 0 (mod 10)
~44+3-8484+3-7T+1+3-24+9+3-443+4+3:6=116~ 116+p = 0 (mod 10)
= p=—116 (mod 10) =4 (mod 10) =4, da — 116 = 10 - (—12) + 4.
Vertauschung: 1164+2-9—2-4 = 116+18—-8 = 126 ~ p = —126 =4 mod 10 =4
~» Zahlendreher wird nicht erkannt.
b) Die deutsche IBAN (International Bank Account Number) besitzt die Form

DEp, p, bib2bsbsabsbeb7bg kikakskakskekrkskokio -

Bankleitzahl Kontonummer

Die Priifziffern berechnen sich mit der Setzung D = 13, E = 14 via der Formel
PPy = 98 — (b1b2b3b4b5b6b7b8k1k2k3k4k5k6k7k8k9k10131400 mod 97)

Berechnung der Kongruenz z.B. einfacher per Hand via Formung von drei Ach-
terblocken (da 24-stellige Zahl, Darstellung der Zahl durch Basis 10%) und unter
Ausnutzung von 10% mod 97 = 81:
370100500123456503131400 = 37010050 - (10%)* + 1234565 - 10° + 3131400
= 37010050 - 62 4+ 1234565 - 81 4+ 31314 - 3 (mod 97)
= 8862+ 4681 + 80 - 3 (mod 97)
= 24+ 40 + 46 (mod 97) = 13 (mod 97)

— ppy = 98— 13 =85

Vertauschung an neunter und zehnter Stelle ~ Vertauschung der ersten beiden
Stellen im Kontonummernblock: 01234565 wird zu 10234565 ~

10234565 (mod 97) = 95(mod 97) ~ 97 - 81 (mod 97) = 32(mod 97) #
40 (mod 97)

= pypy = 98 — (24 + 32 4+ 46 (mod 97)) = 98 — 5 = 93 # 85 ~~» Zahlendreher
wird erkannt.
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3.11 Welcher Tag war der 17.12.19797 x

Nach dem Gregorianischen Kalender war der 01.01.1900 ein Montag.

Bestimmen Sie mit dieser Information den Wochentag vom 17.12.1979. Welcher
Wochentag wird dieser Tag in 100 Jahren sein?

Losungsskizze
Wir setzen Montag = 0, Dienstag = 1, ..., Sonntag = 6.

Idee: Z&hle Tage und rechne Modulo 7.
Ein Jahr hat 365 Tage, mit Ausnahme von Schaltjahren, diese haben 366 Tage.

Ein Jahr ist nach Definition des Gregorianischen Kalenders ein Schaltjahr, falls
es durch 4, aber nicht durch 100 teilbar ist. Ist ein Jahr durch 4 und durch 100
teilbar, so ist es ebenfalls ein Schaltjahr, falls es gleichzeitig durch 400 teilbar
ist:

jist Schaltjahr <= (j =0 mod 4 A j #Z 0 mod 100)
V(j =0mod4 A j =0 mod 100 A j = 0 mod 400)
41900 und 100 | 1900, aber 400 { 1900 ~ 1900 kein Schaltjahr.
Wegen 1979 = 19-4+4-3 liegen 19 Schaltjahre zwischen 01.01.1900 und 01.01.1979:
365-60+366-19=1-442-5(mod7) =4+3=(mod7)=0

Montag +0(mod 7) =0 = 01.01.1979 war somit ebenfalls ein Montag.
——

20,01.01.1900

1979 (mod 4) = 3 ~ 1979 war kein Schaltjahr ~ 365 Tage.

Tage vom 1.1.1979 bis 17.12.1979: 365 — (31 — 16) = 350 (mod 7) = 0
040 (mod 7) =0 = 17.12.1979 war auch ein Montag.

~> 01.01.1980 war ein Dienstag (=1), 5 Schaltjahre zwischen 1980 und 1996 ~-
(365 15 + 366 - 5)mod 7 = 1 + 3 (mod 7) = 4.
Wegen 1+ 4 (mod7) = 5 war somit der 01.01.2000 ein Samstag.

2000 ist durch 4, 100 und 400 teilbar, ist also ein Schaltjahr. Zwischen 01.01.2000
und 01.12.2079 liegen somit 20 Schaltjahre:

36559+ 36620 (mod7)=1-3+2-6(mod7) =15 (mod7) =1
= 1+ 5(mod7) =6~ 01.01.2079 wird ein Sonntag.
Da 2079 kein Schaltjahr ist, vergehen vom 01.01.2079 bis 17.12.2079 genau 350

Tage (analoge Rechnung wie oben):

350 mod 7 =0~ 6+ 0 (mod 7) = 6~ 17.12.2079 wird ebenfalls ein Sonntag.
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34 4 Trigonometrisches

4.1 Grad- und BogenmaB

Bestimmen Sie die im Bogenmafl gegebenen Winkel im Gradmafl und die im
Gradmaf} gegebenen Winkel im Bogenmaf:

a) a=36° b ng ) B =128 d) y = 2021
Losungsskizze
a) a = 36° im Bogenmalf:
™ 36 9-4 1

180° %~ 180" T 9-20

~ 3603171'

5

b)xz = g im GradmaSf:

180° 180° 45°
X

- =22~ 9950
T 8 o
s
— =22.5°
8
¢) f = 128° im BogenmaB:
7r 128° 27 32
. = — = — ~ 2.2340
T A sl )
~» 128° = %w
d) y = 2021 im Gradma$:
1 (o) 1 o (o) o
807, = 180 on91 = 383780 1157047704
T s ™

~> 115794 (mod 360) = 234 = 2021 & 234.7704°



35

4.2 Funktionswerte trigonometrischer Funktionen

Bestimmen Sie mit Hilfe elementarer Dreiecksgeometrie die exakten Funktions-
werte von:

o (D) » () 9 w(F) 0 ()

Losungsskizze

a) r = 7 = im Gradmaf: o = % I = % = 45° (s. Skizze)
Isina

o = 45° ~ cos (§) = sin (§), trigonometrischer Pythagoras

~> 2 -sin? (%):1 - sin(%)zl\/i

2
o =225° 5

b) z = 8% = T + 7 = 225°. Funktionswerte er- . IR o |
halten wir fiir x € [m, 2] [180°,270°] mit 2z’ = :T\nj
m—1z (= a =180° — a) via cosz = — cos(z’) durch {cos g1
Zuriickfithrung auf den ersten Quadranten (s. Skiz- S cosa’
ze). '
Somit: cos (34”) = —cos (%TW — 7r)

— Cos (g) Offenbar ist cos (%) = %\@
2

'’

(analog zu a)), und daraus folgt cos (T”) =

c) § =30° ~ gleichseitiges Dreieck mit Seitenlédnge 1
= sin (%) = £ und sin (-%) = —1 (s. Skizze)

Allgemein lassen sich Funktionswerte von z + sinxz mit
z € [3£,2n] durch sinz = —sin(2r — z) auf den ersten
Quadranten zuriickfiihren.

Wegen —% = 21 — & = 1% = 360° — 30° = 330° folgt:
sin ( W) sin Hm sin | 2 Him sin (ﬂ) !
_— = _— = — m— — = — — = — —
6 6 6 6 2

d) % =60°. Daraus erhalten wir ein gleichseiti-
ges Dreieck mit Seitenldnge 1 (s. Skizze). Also ist

2(:05( )—1 d.h. cos( ):%

Gleichseitiges Dreieck ~ Hohe h = V3 Dah =sin (

2
tan (E) sin ( =2

3

k]
~—

e
SN—
I
NES
S
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4.3 Licht und Schatten

Bob ist 1.81m groff (Augenhohe 1.71 m) und schaut unter einem Sehwinkel von
a = 35° zur Horizontalen auf die Spitze einer Nordmanntanne, die 20 m entfernt

von ihm steht.
Wie hoch ist die Tanne, und wie lange ist ihr Schatten im Vergleich zu Bobs,
wenn die Sonnenstrahlen in einem Winkel von 8 = 21° zur Horizontalen einfal-

len? Wie lange braucht ein Lichtstrahl von Bobs Auge bis zum Baumwipfel?

Hinweis: Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299 792 458 o
S

Lo i
osungsskizze Augenhohe = hg = 1.71m

Hohe Tanne = h = ho + h1

Entfernung Bob zu Tanne
=z = 20m

hq

S

m Hohe Tanne: tana = % — h1 = x-tana = M
h =ho+ h1 = 1.71m + 20m - tan(35°) ~ 15.7142m

m Linge Schatten S von Tanne und Schatten S’ von Bob (nicht in Skizze):

tang = ot g R 1BTIA2M ) o368 m
tan 3 tan(21°)
1.81m ’ 1.81m
t = N ————— &~ 4.7152
an 8 S’ tan(21°) 152m

m Dauer ¢ der Reise eines Lichtstrahls:

Lénge des Sehstrahls r entspricht der Hypotenuse im kleinen Dreieck ~»

cosa = z =T = :
r CoS @
Somit ist
r €T 20m
t = — = = m
c cosa - ¢ cos(35°) -299 792 458 .
~0.8191

8.144 - 10 %s.

Q
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4.4 Stufenwinkel am Hang

Bestimmen Sie ¢ in Abhéngigkeit von
«a und den Flicheninhalt des Rechtecks
fir x = v/2 und « = 30°.

Losungsskizze

m Winkel §:

d ist parallel zur Seite a, und

@ gz ist parallel zur Seite c.

Nach dem Stufenwinkelsatz schliefit somit die Rechteckseite x mit der

Diagonalen d einen gleich groflen Winkel wie die Dreieckseiten ¢ und a
(= B) ein~

5§ =180° - 8 = a.

m Fliacheninhalt Rechteck: Diagonale d teilt Rechteck in zwei rechtwinklige
Dreiecke ~

sina = —d =

als

sina’

Pythagoras ~ o’ = Vd? — 22 —

, [ 2 | 2
F=z-2 =2 m—2=\/§- 1/—4—2=x/§\/6=2x/§

. T
Alternative: tana = — = x =
T

tan o
Damit:
Feaa =5 2 2 /5y
o tan o tan 30° 1/V3 o
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4.5 Aligemeine Dreiecksberechnung

Untersuchen Sie, ob durch die angegebenen Daten ein Dreieck eindeutig be-
stimmt wird, und berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel:

a)e=5 a=30° =45° b)b=5c=4,7v=30° c)a=4,b=1,c=2

Losungsskizze
a) Kongruenzsatz WSW ~» Dreieck eindeutig bestimmt;:

v = 180° — a — 8 = 180° — 30° — 45° = 105°

Fehlende Seiten iiber Sinussatz:

a b asinf  5sin(45°)  5v/2/2
sina sin sin o sin(30°) 1/2 V2
in(105° 2sin(105° o
c _ & _,,_ osin(l05) _ 5v2sin(105°) _ 10sin(105°) ~ 9.66

siny  sinp ~ sin(45°) V2/2
b) Kongruenzsatz SSW, gegebener Winkel liegt kleinere Seite gegeniiber ~

Dreieck muss nicht eindeutig sein.

Seite a iiber Kosinussatz: ¢ = a®4b*—2abcos(y) ~ a*—2bcos(y)a+b*—c* =0

a®—2-5-v/3a/2+425—16 = 0 <= a® —5v3a+9 =0, Mitternachtsformel ~

5v/3 + (5\/5)2—4-1-9_5\/§+\/@N 7.4526
5 ~

a1,2 = =
1.2076

2

~ es gibt zwei Dreiecke. Winkel (31,2 iiber Sinussatz:

b ¢ ., bsiny  5sin(30°) 5
sinf ~ sinvy = sinf = c 4 8

= B; = sin” ! (Z) ~ 38.68°, B2 = 180° — B1 ~ 141.32°

Somit: a1,2 = 180° — B1,2 — v
~ a1 ~ 180° — 38.68° — 30° = 111.32°, as ~ 180° — 141.32° — 30° = 8.68°
2,32 2
% =..= 13 > 1 ~ keine Losung, da der
a

Kosinus keine Werte gréfiler 1 annimmt™*.

¢) Kosinussatz: cosy =

* Obwohl Kongruenzsatz SSS ~ Dreieck eindeutig bestimmt, ist dies kein Widerspruch, da
hier die Dreiecksungleichung verletzt ist: b+ c =3 < a = 4.




4.6 Hindernis

Die Strecke XY lisst sich wegen des
AQ-Waldes nicht direkt messen. Von ei-
ner Standlinie AB = 1.6 km sind jedoch
die Winkel o = Z(A, X,Y) = 65°, 8 =
/(B,X,A) = 43°,v = /(X,Y,B) =
85° und § = Z(A,Y,B) = 38° be-
kannt*. Wie lang ist XY?

39

B

Losungsskizze

Idee: Bestimme ¢ := AB in Abhingigkeit von 2 = XY und 16se nach z auf.

mb:=AX und ¢ := BX mit 7 := 4(X,B,Y) =180° — f —~v und ¢ :=
Z(X,A,Y) =180° — a — § iiber Sinussatz:

a x
sin 7y sin T
b x
sin § sin o

— a = -

== b=z

sin 7y
sin 7
N~

=:51

sin

sin o
N——

=:89

m Im Dreieck AABX kann ¢ mit a = z - s1, Z(A,X,B) = a — ( und
b = z - s2 (Kongruenzsatz SWS) via Kosinussatz bestimmt werden ~

& = a® + b® + 2abcos(ar — B)

(xs1)2 + (m82)2 + 2275180 cos(a — f3)

= 2%(s] + s5 + 2s182cos(a — fB)) ~ =

c
V2 + 52 + 2s1s2cos(a — B)

Einsetzen der Daten ~ o — 8 = 65° — 43° = 22°

sin(85°) sin(85°) sin(38°) _ sin(38°)

sin(180° — 43° — 85°)  sin(52°)’

%2 7 Sn(180° — 65° — 38°)  sin(77°)

1.6 km

~ =

~ 2.2km
sin(85°) sin(38°)

sin?(85°) n sin?(38°)
sin?(52°) = sin?(77°)

sin(52°) sin(77°) cos(22°)

* In der Geodisie ist dieses Verfahren auch als Riickwirtseinschneiden bekannt. Zur Winkel-
messung wurden (und werden z.T. noch) optisch-mechanische Geréte (~ Theodolit) einge-
setzt. Mittlerweile stehen aber auch satellitengestiitzte (~ GPS) Verfahren zur Verfiigung.
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4.7 Der Drudenful3 %

Bei einem regulédren Fiinfeck mit Seitenlédnge a
bilden die Diagonalen b den Drudenfufl (Penta-
gramm). Diagonale und Seitenlidnge teilen sich
hierbei im Verhéltnis des goldenen Schnitts,
d.h. b/a = ® mit & = 1/2 4 /5/2*.

Berechnen Sie die Flache des kleinen einbeschriebenen Fiinfecks sowie den Ra-

dius r vom Umbkreis fiir a = 2.

Losungsskizze
m Seitenléinge x = B’ X des einbeschriebenen Fiinfecks

Innenwinkel: Anwendung Formel fiir
(5—2)5~180 — 108°. o

n-Eck ~

Damit lassen sich alle Winkel der einbe-
schriebenen Dreiecke ermitteln (s. Skiz-

zen).

~» AA'B'C ist gleichschenklig, d.h. A’C' = B’C = a,
analog: A’/A = AX =a, B’X =z und b/a = & ~

20 —x =b — x = 2a-—0b
= 2a — dPa
= (2 - P)a

m Flicheninhalt FF = 5 - Faxyz. AXY Z ist gleichschenkliges Dreieck mit
Schenkel der Linge 7’ (= Radius vom Umkreis):

/(X,Z,Y) = 360°/5 = 72°
und (Y, X, Z) = /(X,Y,Z) = M _ 540
~ h = %tan(54°)

§(2—<1>)2a2 tan(54°) ~ 1.0041

_ 1 x o_§2 o\ __
F—52x2tan(54)—4x tan(54)—4

. . a/2 1
m Umkreisradius r cos(54°) cos(51°) 013

* AABC ist #hnlich zu AABB’ (vgl. zweite Skizze und erginze Winkel ~» WWW-Ahn-
lichkeitssatz) ~ je zwei Seiten stehen im selben Verhéltnis zueinander: a/b = (b — a)/a ~
b2 — ba — a® = 0 mit positiver Losung b = (1/2 +/5/2)a = ®a ~ b/a = .
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5.1 Rechnen mit Wurzeln

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

2) VIGWS + V35U — 8- Va8 b) a- b VaS VP

3 7 1 2 S pd
c) af +ai +2-a3 4y YV
x
2 2
a“vab — b*vab
6/05 . 4/73. £
o) v vV ) a(@b) 177 = b(ab) 1
Losungsskizze

a) V16u? + v25u3 — 8- vud = V16vVud + v25vud — 8- vul
= 4Vud + 5vVud — 8vVud = Vu?
b) V@b V@B VB = al/3 M GBI g2/ = /334 g1/t

gA/12+9/12 p3/12+48/12 _ 13/12 311/12

¢) Keine Vereinfachung moglich, da es i. Allg. keine Summenregel fiir Potenz-
ausdriicke gibt.

Q) Va2 Vzt x| Va3 || Va2l Y |z -x-2'/?

2 2

2 x z2 T

:m~xl/3;sgn(a:)'xl/3fﬁr x#0
y3.\/y = \/ Y yR12 = \/y 3+1/2 1/4
BT/ T/A+5 — 5

_ y7/4s +5/6

47
= yr& = 438 ’y47

ab — b>vab Vab (a® — ) (a2 a2 —p?

) @b Hab) T (@b (@ = ) (@) a=b

= api/z+1/2. (0 - )_(ab)* Y — ab(a+b)

= a®b + b%a

1, >0
* sgn(z) = { 0, =0 (Signum, ordnet jeder reellen x # 0 Zahl ihr Vorzeichen zu)
-1, <0
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5.2 Rational machen von Nenner

Machen Sie bei den folgenden Briichen den Nenner rational:

3 1-+2 5 R 1 -2z
a)l+ — + +-= b ——= ¢
Mt EtTA Yty VEovi YV m v
Losungsskizze

a) Wir betrachten die Summanden einzeln:

3 x C1-V2 O (1-V2V2 . V2-2 V2
v S L iy sl - R S

Dritter Summand: Wegen 21/3+2/3 — 9 erweitern mit 2%/ = V22 = V4 ~

5 54

22
3, 1-v2 5 V2 5v/4
L+ =+ —% +%—1+\/§+77/1’+ 5
_ 2V3+V2+5V4
2

b) Erweitern mit /= 4+ v/2 (2. binomische Formel) ~

1-VE _ (- VOWE+VY _ (- VDG +2)
VE-V2 (Vi VDT + VD) z -2

c) Erweitern mit vz2 — 2o — /22 — 1 (2. binomische Formel) ~

1 -2z B (1 — 22)(Va2 — 2z — V22 — 1)
Va2 — 2z + V2 — 1 (V22 — 2z + Va2 — 1)(V22 — 2z — Va2 — 1)

(1 — 22)(Va? — 22 — V22 — 1)

x2 — 2x — (22 — 1)

(1 —27)(Va? — 2z — Va? — 1)
1 —27

:\/(E2721‘7\/x271

* Fiir a > 0 folgt allgemein: % = \(/IE\/\/EE = % =vav
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5.3 Aufstellen von Geradengleichungen

Durch die angegebenen Daten wird eine Gerade g beschrieben. Bestimmen Sie
die zugehorige lineare Gleichung g : y = ma + t.
a) Die Punkte A(2, 1), B(4, —8) liegen auf g.
b) Steigung = 1/2, g schneidet die y-Achse in Y (0, 2).
¢) Steigungswinkel o = %, Nullstelle x = —2.
d) g liegt auf Seite b von Dreieck AABC mit a = 2, AB = c,
A(1,1), B(3,1), 8 = 120°.

Losungsskizze

a) A und B liegen auf g ~ lineares Gleichungssystem fiir die unbekannte Stei-
gung m und y-Achsenabschnitt ¢ von g:

I. 1 =2m+t
II. =8 = 4m + t

AusI.:t = 1—2m, inIl.: =8 = 4m + 1 — 2m ~ m = —3/10; beides in I.:
t=1-2-(-3/10)=1+6/10=238/5

MU

T R

1
b) Die Steigung ist m = > und die y-Koordinate von Y ist der y-
Achsenabschnitt, d.h. t =2

x
= = 2.
~ Y 5 —+

¢) m = tan (g) = V3. Nullstelle z = —2~ 0= —2v/3 + t, somit t = 2v/3
~y =3z +2V3

d) AABC ist nach SsW eindeutig bestimmt, ¢ liegt im zy-Koordinatensystem
parallel zur xz-Achse, also ist « der Steigungswinkel von g.
AABC ist wegen c=3—1=2=a ein
gleichschenkliges Dreieck

1
— a=7= 5(180O —120°) = 30°

1
1 — Steigung m = tan(30°) = 7
P
1 3 T
1 1 —1 —
Aliegtaufg:>1:—-1—|—t:>t:1——:\/g _ 3 \/37
V3 V3 V3 3
alsoy = i—k 3-V3
V3 3
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5.4 Gleitpfad zum Touchdown

Ein Verkehrsflugzeug fliegt geradeaus in einer Hohe von 38000 ft' auf direktem
Kurs die Landebahn (1470 ft iiber Meereshohe) des Zielflughafens an.

a) In welcher Entfernung zur Landebahn (in NM?) muss der Sinkflug einge-
leitet werden, damit das Flugzeug mit Gleitwinkel o« = 3° zur Horizontalen
punktgenau am Anfang der Touch Down Zone (TDZ, beginnt 500 ft hinter dem
Anfang der Landebahn) aufsetzt?

b) Das Flugzeug befindet sich noch 48 NM von der Landebahn entfernt. Mit
welchem Gleitwinkel 5 miissten die Piloten sofort den Sinkflug einleiten, damit
das Flugzug am Anfang der TDZ landen wiirde?

10.3048m = 1ft (FuB), 21852m = 1NM (nautische Meile bzw. Seemeile)

Losungsskizze goooft
Wihle Bezugspunkt im Koordina-

tensystem ~ Z = (0, hy) mit

he = 1470ft, Aufsetzpunkt X = T
(Aa, ha) mit A, = 500 ft. 1470f¢ o] = 45NM Zx

a) Steigung m = tan(180° — a) = — tan(«) ~ Gleitpfadgerade g : y = mz + ¢
Bedingung X € g ~ mAy, +t = hg =t = ha — mA,

Entfernung x zur TDZ aus linearer Gleichung (]...[, weil Entfernung positiv)
- a Aa

380001t = hp = mz + ha — MAq ~ o = hph%

~ Entfernung A, von Flugzeug zur Landebahn:
A, = (38000 — 1470 — 500 - tan(3°)) ft | 5006t ~ 114.6277 NM
—tan(3°)

b) Gleitpfadgerade § : y = ma + t geht durch die Punkte X und F = (zp, hy)
mit zp := —48NM und h, = 38000 ft ~ lineares Gleichungssystem:

I he = m-Ag + 1 . B .
aus [.:t = hg —m - Aq, in IL.: ~

~ )

I hy = m-ap + 1

hy = M -2p+ha —- Az = ha—l—ﬁz(xp—Aa)Mﬁz:M
Tp — Ag

~ Gleitwinkel:

B = tan" ' (hp_ha> = tan 382082,2_ L ~ 7.1317°
Tp = Aa —48- (0.3048) ¥ — 500

~ Gleitwinkel zu steil! Go around!

* ft — NM via Faktor 0.3048/1852 und bei ** vice versa via Faktor 1852/0.3048 und
Einheit ft ldsst sich in tan=1(...) kiirzen.
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5.5 Aufstellen von Parabelgleichungen

Durch die angegebenen Daten wird eine Parabel p beschrieben. Bestimmen Sie
die zugehorige quadratische Gleichung p: y = az? + bz +c.

a) A(—1, =5), B(1, 3) und C(2, —2) liegen auf p.
b) p schneidet die y-Achse in Y (0, 4) und besitzt den Scheitelpunkt S(1, 2).

¢) p besitzt die Nullstellen 1 = 1; 2 = —2 und geht durch den bzgl. der y-
Koordinate kleineren Schnittpunkt X von g:y = z—1und ¢:y = 2% —2z—1.

Losungsskizze
a) A, B und C liegen auf p ~ lineares Gleichungssystem fiir die Freiheitsgrade
a,b,c:
L -5 =a-(-1)? +b-(-1) + ¢ . 5=9a — b +c
I. 3 = a1 4+ b1 +c~ IL 3 =a + b +c
. -2 = a-2° + b2 +c L. —2 = 4a + 2b + ¢
I-Il.~-5-3=a—-—a—-b—-b+c—c — —8=-20 = b =4
In z.B. II. eingesetzt ~ 3 = a+4+c = c¢c= —1—a InlIll. -2 =

4da +2-4—-—1—-—a<=-9=3a — a = —-3und ¢=—1+ 3 =2. Somit:
y = —32% 4+ 4z + 2

b) S(1, 2) ~ Scheitelpunktform: y = a(x — 1)* + 2. Bestimmung des noch
freien Parameters a iiber die Bedingung Y € p ~

4=0a0-1742<=4=0a-1>+2 = a=2
Somit: y = 2(z — 1)® + 2 = 22% — 4a + 4

¢) Nullstellen von p: 1 = 1; z2 = —2 ~ die zugehorige quadratische Glei-
chung besitzt die Linearfaktoren (x — 1) und (x + 2), alsoy = a(x — 1)(z + 2).

Bestimmung von X: Gleichsetzen der Gleichungen von g und q ~

2

2 —2—1=2—-1 <= 2° -32=0<= z(z—3) =0

<— 1 =0V xy =3
Einsetzen in Geradengleichung: Da3—-1=2>0—-1=—1,ist X = (0, —1)
Xep~ -1=a0-1)0+2)<= —-1=-2a = a = 1/2.

Somit: y = —1/2(z — 1)(z + 2) = 22/2 + /2 — 1
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5.6 Quadratische Ergdnzung, Scheitelpunktform und
Linearfaktorzerlegung

Bestimmen Sie mit Hilfe der quadratischen Ergénzung die Scheitelpunktform,
gef. die Nullstellen und die Linearfaktorzerlegung (LFZ) der quadratischen Glei-

chungen: a) y = 2% — 6z + 4 b) y = 3z% — 2z + 1

) y=mx? —V2x —e d) y=2x*— 12z + 36

Uberpriifen Sie die Nullstellen zur Kontrolle mit der Mitternachtsformel.

Losungsskizze
a) Quadratische Ergénzung:

2
2% —6r+4=y x273x+2:%<:><x7§) —2+2:%

(.3 1y
2 4 2

2
~ Scheitelpunktform y = 2 (gc — g) — % mit Scheitelpunkt S (g, —;)
Nullstellen:
2 2 2
1 1 3 1
<~ — § ’ = \/T — — § = 1
T32) TV1 T2

1
= 331,2:%:&5 = 1 =122 =2

Probe mit Mitternachtsformel:

6+36—-4-2-4 6+2
a 4 T4

1,2 — 1 =122=2V
~ Linearfaktorzerlegung: y = 2(z — 1)(z — 2)
b) Quadratische Ergénzung:

2
2 1 1 1 1
3x22x+1—y<:>x23x+3—§<:>(x3> ——4o=4

1\* 2 12
~ Scheitelpunktfa = — = Z mit -z
Scheitelpunktform y 3(96 3) +3m1 S(3,3)
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Der Scheitelpunkt liegt oberhalb der z-Achse. Wegen 3 > 0 ist die zugehdorige
Parabel nach oben gedffnet, somit kann es keine Nullstellen geben. Probe via
Diskriminante der Mitternachtsformel: /4 —4-3 -1 = \/—8 = keine reelle
Losung ~ keine reelle Linearfaktorzerlegung.

¢) Quadratische Ergénzung:

waf\/ixfe:y = r-—x——=

21 ™
2
2 24+ 4 2 244
~+ Scheitelpunktform: y = 7- | x — £ (24 ik s i’ _4tame
21 47 21 47
Nullstellen:
2
S e R T = 1
2m 472 2 472
V2 + 2+ dre
— X12=—F"""",

2

was man durch direktes Einsetzen in die Mitternachtsformel ebenfalls erhélt.
Linearfaktorzerlegung:

o (o I VE) (VIR V)

2T

d) Quadratische Ergénzung (oder scharfes Hinsehen) fiihrt direkt auf die Schei-
telpunktform mit Scheitelpunkt:
2 —120436=(z—6)>—36+36=(z—6) =y = 5(6, 0)
~ doppelte Nullstelle bei z = 6. Probe mit Mitternachtsformel:
. . 12 £+122 —4-36 1244144 - 144
1,2 = ) = 5
Die Scheitelpunktform stimmt mit der Linearfaktorzerlegung iiberein:

=6V

~y=(z—6)"=(z—6)(x—6)
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5.7 Wourzelgleichungen

Bestimmen Sie die Losungen der angegebenen Wurzelgleichungen:

a) Vi+1l—vz—2=1 b) 4vVad — 2V22 =0
c) 2¢x —Vx+1=0 d) 2 — 2z (z+1/2) = 2z

Losungsskizze

a) Quadrieren ~z + 1 — 2y + IV — 2+ 2 — 2 = 1~
2z +DNx -2 =2-22 < Va2-—z—-2=2 1|7

= 22—z -2=(z-1)>

< mz—x—2:m2—2x—|—l
<— z—-3=0= =3

Quadrieren i. Allg. nicht dquivalent ~ Probe:

r=3~V3+1-V3-2=2-1=1V

23/2

22/3

1
b)  AVzE — 2Va? = 0= 42°/? = 2?7 —= = 5\ (fiirx # 0)

g32-2/3 _ 1 g5/6 — 1
2 2
— B 1 6/5 o i B 1 5/42 - 5/16
=3 SVed T U3 2 4

Fall z = 0 separat: 2v/03 —3v02=04+0=0 = z = 0 ist auch Losung.

¢) Substitution z := u* ~ 2u — u? 4+ 1 = 0. Mitternachtsformel ~

b T2E VA4 (YT 2B 242V | 14+V2
b2 2 T2 T 2 T )12

Riicksubstitution ~ nur = = (1 4+ /2)* ist Losung, da 2/ nicht negativ sein
kann (1 —+/2 < 0!).

d) Wir bringen 2 auf die andere Seite und quadrieren ~
2 (x4 1/2) = 2z — 2)? <= 22> + 2 = 42> — 8z + 4
< 22% — 9z + 4 = 0. Mitternachtsformel ~»

9+VBI—4-2-4 _ 9+V49 _ 9+£V7T _ ) 2/4 =1)2
4 4 4 16/4 = 4

T1,2 =

Quadrieren ~ Probe: x1 :1/2«»2—\/T:1:2-1/2\/;x2:4«/> 2—+/36 =
2—6=—-4+#2-4=8%. Somit ist nur z; = 1/2 Losung. v’
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5.8 Lodsen von Ungleichungen

Bestimmen Sie rechnerisch die Losungen der angegebenen Ungleichungen:

12
“ >3 -2z

-2 1
$+2>3 b) x|z | <

a)

1
c)ﬁ

Losungsskizze
a) Fallunterscheidung nach Vorzeichen von x4+ 2 und Multiplikation mit z 42 ~

Falz4+2 <0 <=2 < -2~
1 -2x<3x 4+ 6= -4z <4
= > -1
— < —2und z > —1
nicht gleichzeitig erfiillbar

Fallz +2>0<= x> -2~
1 —2r>3c + 6« —4x >4

<— < —1

= 2<zr< -1

~ Ungleichung fiir x € (-2, —1) erfiillt

b) Betrag auflosen: |z — 2| =z —2firx >2und |z —2|=2—z fir z < 2~

Falz > 2~ z(x —2) <1~ Fallz <2~ z(2—2) <1~
?—2r<1l = (z-1°-1<1 2?42 <1 = 2 —2x> -1
— (z-1%*<2 = (z-12—-1>-1
= |lz—-1<V2 = (-1)?>0
—= 1-V2<z<1+V2 — zeR\{1}
— 2<z<1++2 = r<2Az#—1

~ Ungleichung fiirz € (—oo, 1) U (1, 1+ v/2) erfiillt

¢) Beide Seiten mit y/z, > 0 multiplizieren ~» % > 3T — 2\/x\/T ~
T
1> 3z — 22 <= 1+ 2z > 3/x|quadrieren
— (14 22)° > 9z < 42> — 5z + 1 > 0|quad. Erg.*
x > 5/843/8 =1

<~ |z —5/8] > 3/8 «<—
Vr < 5/8-3/8 = 1/4

Punktprobe** z.B. x = 1/9 < 1/4 ~ 1/\/1/9 =3 >3 -2V9 v, 2 = 4 ~
1/Vid=1/2>3-2-2=~1 v

~> Ungleichung fiirz € (0, 1/4) U (1, co) erfiillt

*4z?2 — 5z + 1 > 0«= 22 —5/d0+1/4 >0 < (z —5/8)2 —25/64 4+ 16/64 > 0 <
(z — 5/8)2 > 9/64 <= |z — 5/8| > 3/8

** Punktprobe geniigt, da z1 = 1/4 und x2 = 1 die einzigen Nullstellen von 1/\/z +2y/z—3
sind und 1/y/z > 3 — 2/z <= 1/\/z + 2y/z — 3 > 0.
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5.9 Nachweis der Giiltigkeit von Ungleichungen x

Zeigen Sie fiir a,b € R die Giiltigkeit der folgenden Ungleichungen:

a)lféggfl fiir a, b > 0 b) 1/2 > ab fira,b>0V a,b<0
a b la + bl
Losungsskizze

Idee: Wir nehmen an, dass die Ungleichungen giiltig sind und formen sie so
lange dquivalent um, bis wir (hoffentlich) auf eine uns bekannte giiltige Aussage
stoflen. Riickwirts gelesen kommen wir somit von einer giiltigen bzw. bekannten
Ungleichung durch dquivalente Umformungen auf die zu zeigende Ungleichung.

a) Formt man 1 —b/a < a/b— 1 fiir a,b > 0 dquivalent um, so kommt man auf
die sogar fiir alle a,b € R giiltige Ungleichung (a — b)? > 0.

Riickwarts aufgeschrieben ~»

0<(a—0b)? < 0<a®—2ab+b* |binomische Formel; +2ab

2 2
<:>2ab§a2+b2\-1/aba4b:>>02§azb
a
a/'!1 b/z{l a b
2< 42 2< -] —1; —b

— _¢b+aﬁ<:> _b+a| ; —b/a
e -bea

a b

b) Analog zu a) erhalten wir ausgehend von 1/2 > vab/|a + b| nach einigen
dquivalenten Umformungen abermals die fiir alle a, b € R giiltige Ungleichung
(a—b)*>0.

Riickwirts aufgeschrieben ~

0<(a—b)? = 0 < a® — 2ab + b* | binomische Formel; +4ab

= 4ab < a® 4 2ab 4 b* = (a + b)* | binomische Formel; /-

MBS 2vab < (a+ 07 = Ja+ b | "z|a41+ o

a,b>0va,b<0 Vab
<

<1/2v
la+b| — /

* Fiir a, b >0Va, b<0ist [a+ bl > 0, deshalb kann in diesen Fillen auf beiden Seiten
mit 1/2]a + b| multipliziert werden (und die Ordnung bleibt erhalten, d.h., das ,,<“ Zeichen
dreht sich nicht um).
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5.10 Parameterabhdngige Gleichungen

Bestimmen Sie die Losungen in Abhéngigkeit vom Parameter k € R:

a) 222 —kr +8 =0 b) VbkZ — 422 = 3k — 2z

Losungsskizze
a) Mitternachtsformel ~

 k+VEk2—4-2.8 k++Vk2-64
B 2.2 o 4

~> Loésungen sind von k abhingig. Die Diskriminante D := k? — 64 beschreibt

T1,2

eine nach oben gedfinete Normalparabel mit Scheitelpunkt S (0, —64).

Die Nullstellen ergeben sich wegen k? —64 = (k —8)(k+8) (binomische Formel)
zu k1,2 = £8. Somit gilt:

D <0 < ke (—00, —8)U(8, ) = keine Lisung
D=0 < k=428 = nurz = k/4ist Lésung
D>0 < ke(-8,8) —> zwel Losungen 1 2

b) Quadrieren beider Seiten fithrt auf quadratische Gleichung:

V5k2 —da? = 3k — 2z = B5k*—42® = (3k — 2x)°
— 5k? —42® = 9k* — 12kx + 42
— 8% —12kz+4k*> = 0
— 2% —3kz+ k> =0

Mitternachtsformel ~»

3k /K2 —4-2-(k?)  3k+VEk2 3k |k
2.2 o 4 o

4
= AR = furk e R
4 k/2
Probe (Quadrieren ist i. Allg. keine Aquivalenzumformung): z1 = k ~

VB2 —4k2 = VK2 = |k|; 3k — 2k = k und 2 = § ~ /5kZ—4-k2/4 =
V4k? = 2|k| und 3k — 2 - k/2 = 2k. Das heifit, die Gleichung ist fiir 1 = k und
x2 = k/2 tatséchlich nur fiir £ > 0 erfiillt.
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5.11 Hochspannung *

Eine Hochspannungsleitung werde von einem Mast der Héhe h1 = 25m zu
einem hoher gelegenen Mast der Hohe hy = 30m gefiihrt.

Aufgrund des Durchhangs habe das Kabel aus Sicherheitsgriinden einen Boden-
minimalabstand von h = 15 m.

ho

Bestimmen Sie die Position x dieses Abstandes unter der Annahme, dass der
Kabelverlauf von Mastspitze zu Mastspitze eine Parabel ist und die Hohenwinkel
a = 18° und 8 = 11.5° gemessen wurden.

Losungsskizze
Die Hohe ho und die Horizontaldistanz d lassen sich elementar bestimmen. Es
ist:

tan 8 = ho/d = ho = d - tanf3

und
tana = (ha + ho)/d

ho einsetzen ~»

ha

d-tana=hs+d-tanff —=d= ———.
tan o — tan 3

Einsetzen der gegebenen Groflen ho, o und S~ d &~ 246.98 m und ho ~ 50.25 m.
Der Kabelverlauf wird durch eine Parabel modelliert ~ Ansatz:

y=f(z)= asz® + a1z + ao

mit Scheitelpunkt S(zo,40), To = —a1/2a2 und yo = ao — a3 /4asz.
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Die Parabel soll durch die Punkte (0, h1), (d, ho + h1) und (zo, yo) = (w0, h)
laufen ~» nichtlineares Gleichungssystem in den Unbekannten ag, a1, az:

f(0) = ao = M
f(d) = ho+h1 = a2d2 + a1d + ao
flxo) = h = ap 7@%/4@2

Wegen hg = a1 bleiben nur noch zwei Gleichungen in den Unbekannten a1 und
a2 librig:

(1)  ho—hi+he = asd®+ard
(2) h — h1 = —a%/4a2

Gleichung (2) ~

at

4(h1 — h) ’

ag =
Eingesetzt in (1) ~

d2
4(h1 — h)

Dies ist eine quadratische Gleichung in der Variablen a;. Mitternachtsformel ~»

_ 2(h—h) (_ \/2_ d? h
o = S (dj: @2 — =g (1 — ho — h2)

h1 —ho — ha

(h % /G = B2 = (i~ W) — o — ha)

at +day + h1 — ho — he = 0.

(h —h1 £/ —B) (b1 —h) — (h1 — o — h2)))

QUIND AN AN Ul

(h—m +/(h1 — 1) (ho + h2 —h))

Einsetzen der Groflen d, h, ho, h1, ha ~

Q

(3) a1 ~ 0.1259 = as ~ 0.0004
(4) a1 ~ —0.2878 = aa ~ 0.0021

Wegen der Forderung xo = —a1/2a2 > 0 kann nur (3) die gesuchte Losung sein

— = 20~ 69.49m.
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6.1 Rechnen mit der Fakultat und dem Binomialkoeffizienten

Berechnen Sie ohne elektronische Hilfsmittel so weit wie moglich:

vy oLy

%) 52 <49> 2020 1010 )/ \ 1009
6

Losungsskizze
0) 1! 11-10-9-8-7-6-57  11-10-9-8-7-6
50.-41.21 57-4-3.2-2 N 4737

= 11-10-9-7 = 6930

<6>.<43> 6! _ 43! 6! 43!

1) \2 4l-(4—2)! 21-(43-2)! _ 3721 21411

b) oy 191 = 191

<6> 6!-(49—6)! 61-431

6-5-417 43.42- 44T 6-5-..-2-437

T 240 2 T 4948 .. -44-43T
2354243ﬁ5432

Z-Z-49-ﬁ-8-47-46-5-9-/f-11
5-42-43

8-11-46-47 - 49

645

= ~9.7-107*
565896 )
0 2021\ 2021! _ 20211 2021-20207
2020/ 2020!- (2021 —2020)!  2020! 20200
=1
) 2020 / 2019\ 2020!  1009!- 16407
1010 /7 \ 1009 1010! - 10467 2019!

2020 -2049T-1009T 5
© 1010 -1069T-20t9T
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6.2 Rechenregeln fiir den Binomialkoeffizienten

Uberpriifen Sie fiir n, k € No,n > k die Giiltigkeit der folgenden Rechenregeln:

2 (1) )= ()= -
2 (5) =) 2 ) (8- (1) e

Losungsskizze

a) Beachte 0! = 1

ny n! _n-(p—r
b1y T U1 @t "
n B n! ~n-(p—r- 10
n—-1] ~ -1 (n—(n-1) @11 "

- 02+
n n! n! n! n
A A B oy T oy ey Rl copy sy By oy Tl O

d) Fiir k£ > 1 ist:

n n n! n!
(k;>+<k1> SRR E—D (= (k=1

* nl-(n—k+1) nl -k
Ok (n—k+1)! K- (n—k+1)
=n+1
_onl-(n=kFE+1) (n+1)! _[n+1 Y
 kl-(n+1-k) _k!-(n—i—l—k’)_( k >

* Briiche durch geeignete Erweiterungen gleichnamig machen ~»

~ k-1 k=kund(n—-k)! (n—k+1)=(Mn—k+1)!
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6.3 Wahrscheinlichkeiten beim Texas Hold’em

Eine Gesellschaft von fiinf Damen und fiinf Herren spielen an einem ovalen Tisch
die Pokervariante Texas Hold’em (52 Karten).

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Eleonore ein Straight Flush?
auf die Hand bekommt?

b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass an dem Tisch abwechselnd
eine Dame und ein Herr sitzt?

¢) Es gesellen sich noch 7 weitere Damen und 11 Herren dazu. Da die Gruppe
jetzt zu grof fiir Poker ist, beschliefit man Bannemann zu spielen. Dazu werden
zufillig drei ,,Banneménner” gewéhlt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
zwei Damen und ein Herr Bannemann werden?

1 Ein Straight Flush ist beim Poker eine im Wert absteigende komplette Hand (= 5 Karten)
gleicher Farbe ohne Liicken, z.B. J#, 106, 9, S, 7.

Losungsskizze

a) Pro Farbe F € {#, <, 0, &} gibt es 10 Moglichkeiten fiir Straight Flush (mit
AF als hochster Karte = Royal Flush, bei Kombination 5F,4F,3F,2F zahlt
AF als 1F) ~ 4 - 10 = 40 Moglichkeiten ~ Wahrscheinlichkeit:

52 40
4 = ——— ~ 0. 1
0/<5> 5598 960 0.00001539

b) Betrachte n Damen und n Herren. Auf einer Bank giibe es (2n)! mogliche

Sitzordnungen (SO). Wegen Rotation* sind 2n am Tisch von diesen identisch
~ (2n)!/2n = (2n — 1) ! mogliche SO am Tisch.

Bank: Giste werden abwechselnd platziert ~ 2n !n! giinstige SO**. Rotation

.nl.nl . — In!
2 ;Lnn _ g:(ﬁl)n = (n—1)!n! SO am Tisch
~» Wahrscheinlichkeit fiir n = 5:
(5—-1)!-5! 4!.5!
(2-5-1)! 9!

~ 0.0079

¢) Anzahl moglicher Dreiergruppen (238), Anzahl moglicher Zweiergruppen Da-
men: (122) ~ (116) = 16 Moglichkeiten fiir iibrigen (Mann-)Platz, somit (122) 16
verschiedene Bannemanngruppen mit zwei Damen und einem Herren ~» Wahr-
scheinlichkeit:

12 28 12! 28! 6-11-16
16 - = 16 - = ~ 0.3223
(2)/(3) 2!~10!/3!'25! 9-13-28

* Die platzierten 2n-Géste kénnen einmal komplett um den ovalen Tisch rotieren, ohne dass
sich etwas an der Situation, wer neben wem sitzt, etwas dndert.

** Wenn abwechselnd Mann und Frau auf der Bank sitzen sollen, hat man n In! Méglichkei-
ten dafiir. Da mit Mann oder Frau begonnen werden kann, verdoppeln sich diese Méglich-
keiten.
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6.4 Anwendung der allgemeinen binomischen Formel

Schreiben Sie die folgenden Binome mit Hilfe der allgemeinen binomischen For-

mel als Summe:
a) (a + b)° b) (2v% — 3w?)*
o) (+y+2° 4 (Vz-2)+ e —a)

Losungsskizze
5
a) (a+b)° = ;O (2) a5

o (o (o (o (o (o

= a° + 5a"b + 10a°b* + 10a®b> + 5ab* + b°
4
2 204 4 2 . gd—h, 82k k 2k
b) (2v° — 3w”) —Z k(2v) Z (—=3)"w
k=0 k=0

_ (g) 2083 + (‘f) 20 (3’ + (3) 2!

= 160°+4-8-(=3)-v°w?+6-4-9-v w* +4-2.(—27)-v*w’ +81w°
160% — 960°w? + 216v*w?* — 216v2w® + 81w®

3
) wty+2)° =ty +2° =Y (2) (o +9)* 2

k=0

- <g) (z+y)°2"+ G’) (z4y)?z'+ (2) (z+y)2*+ <§) (a+y)"2"

= (x+y)° +3@@+y)’2 +3@x +y)2" +2°
= 23+ 3%y +32y° +4° + 3(352 + 2zy + y2)z1 +3(z+ y)z2 + 23
= x3+3x2y+3x2z+3xy2—|—6xyz—|—3x22+y3+3y22+3y22+23

7 7
d)(\/E—l—x)?—l—(\/E—x)?:Z(Z)( 1/2) Tk Z() L/2)T—k (g

k=0

2 (07 (Gt (e (o ()

= 2Vz7 + 42V 29 + 70V 21! 4 14/ 213

* (2% 4+ (—1)*ak) =0 firr k= 1,3,5,7 und 22% fiir k = 0,2, 4,6 |
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6.5 Berechnung endlicher Summen

Berechnen Sie die folgenden Summen:

3

5 n—1 j 10
03 (3) T WS o S uen -
n=1 k=0

|
i=0

999 n =k (S e e
0 Yt -di 9 3 (1) 0 (S ) (B )
=0 k=

0 fir k£=0,1,3,4

1 sonst

0 fire =1lundz =2
Losungsskizze
S SY € I P NS SV NS SO S ST S SO
—\2 T20 T ol 92 7 93 T 94 2 4 8 16 16
3 .
37 30 3t 32 33 9 27  6+184+27+27 78
);Oj! o T et T 6 6

br=0,k=0,1,3,4; b),=1 sonst

10 10
o) Y m2® = d2F42? = 442420427 425 427 421
k=0 k=5

=4432+644 128 4256 + 512 + 1024 = 2020

999
d) > ai —afiy = ag —ai +ai — a3 + a3 — ai + —... — agoo + adeg —ai000
i=0 0
:Gg—a%ooo
Trick*, =1
n n —_——
n - n n—k k bin. Formel n __ on
o3 (1) = () T e <
k=0 k=0
2 kx% 2 ; 220+ - 23 s
f) 2 -1 )| =2(1-=4+= -+
) ];)( ) @R ;]( T ( 2+24)<m 6 120
DS AR A SIS AN LS. AN A i
N 3 60 6 120 12 12-6 12-120
:217_4373_‘_4965_x7+x9M{m=12—§+{45—415+14140:}ﬁg
3 15 45 1440 x:24_%+%_%+£:_%

* Dies ist ein typischer Trick. Oft ldsst sich mit einer passend gewiihlten 1 als Faktor bei
einem Produkt (oder entsprechend bei Summen eine passende 0 als Summand) ein Ausdruck
trickreich dquivalent umformen. Etwas umstéindlicher kann man diese Formel z.B. mit dem
Prinzip der vollstindigen Induktion nachpriifen (vgl. Aufg. 7.4.).
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7.1 GauB’sche und geometrische Summenformel

Zeigen Sie mit dem Induktionsprinzip, dass fiir n € Ng und ¢ € R gilt:

n

° nin + 1 _ gt -1 ..
a)Zk:% b)qul: qilfurn>0,q#0,1
k=0 k=1

Loésungsskizze

Wir schreiben im folgenden bei einer Induktion kurz I.B. fiir Induktionsbeginn,
I.A. fiir die Induktionsannahme und I.S fiir den Induktionsschluss.

1

0
a) I.B.: Fiir n = 0 ist Zk:O:%~O~(O+1):§n(n+ 1).v

k=0

I.A.: Wir nehmen an, die Gleichung gilt fiir ein beliebiges, aber fest gew&hltes

- 1
n € Ng. D.h. fiir ein n € Ng gelte Z k = M

2
k=0
1.S.: Ersetzen von n durch n + 1 in der Summe ~
n+1

Z k
k=0

Zk+(n+1)1é'm+n+1
k=0

2

n(n+1) n 2(n+1)  (n+1)(n+2)
2 2 2

1
= S+ Dm+1+1)

Somit gilt die Formel auch fiir n + 1, und nach dem Induktionsprinzip ist alles
gezeigt.

1
b) I.B.: Fiir n=1und ¢ # 0, 1 ist X:qkflzq():l:q;1

k=1 q—1
n _ n_l
ILA.: Fiir ein n € N und ¢ # 0,9 # 1 gelte Zq" Lo 4
k=0 q—1
n+1 L n L LA qn—l
I.S.: T = ne = "
N T
k=0 k=0
" -1  q"(g—1) & -1+q" 4"
— + —
g—1 qg—1 qg—1
n+1
q -1
= v
q—1

~> nach dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Hinweis: Die Formel > 7!_ k = w, n € Np ist die berithmte Gauf$’sche Summenfor-
mel, die Carl Friedrich Gauf$ ((1777-1855), Mathematiker und Universalgelehrter) im Alter
von 9 Jahren auf elegante Weise hergeleitet hat (ohne Induktion).
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7.2 Michael Penns Lieblingsgleichung
Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny gilt:

A+2+43+..4+n°=1+2>+3+ .. 4+0n°

Michael Penn ist Professor am Randolph College in Lynchburg, Virginia. Auf YouTube
unterhélt er derzeit (Januar 2021) einen Kanal, auf dem er u.a. schéne Videos iiber Aufgaben
der Mathematik-Olympiaden aus der ganzen Welt oder von anspruchsvollen Mathematiktests
wie dem beriichtigten Putnam-Examen vorstellt. Die obige Gleichung behandelt er beispiels-
weise mit einem vollig anderen Ansatz in seinem YouTube-Video My favorite equation [56].

Losungsskizze

n 2 n
Kompakte Schreibweise ~» (Z k) = Z k? fiir allen € No.
k=0 k=0

Induktionsprinzip ~»
0 2 0
I.B.: Fiir n =0 ist (Zk) =02=0unde3:03:O,/
k=0 k=0
L.S.: Fiir ein n € Ny gelte (0_k)° = 3r_ k% (= LA.) ~
n+1 2 n 2
(Z k) = (Z k4 n+ )
k=0 k=0
= (Z ) ( >-(n+1)+(n+1)2

I.A. n
und Gaul Z : n(“; Dt 1) 4 (n+1)?

n
Z + n®+3n° +3n+1
=(n+1)3, binom. Formel
n+1

— ik?’—l—(n—i—l)?’:ZkS.\/
k=0 k=0

Da wir nach dem Induktionsprinzip somit alles gezeigt haben, ist hier ein guter

Zeitpunkt aufzuhoren.

Alternative: Analog zu den Summenformeln aus Auf. 7.1 kann man per Induktion zeigen:
B—0 k3 = inz(n + 1)2 fiir alle n € Np. Dann folgt mit der Gauf’schen Summenfor-

mel ohne eigene Induktion Micheal Penns Gleichung ganz automatisch, denn (37 k)2 =
2
() = 2+ 1% v
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7.3 Ungleichung und Teilbarkeit mit Induktion

Uberpriifen Sie per Induktion die Giiltigkeit der folgenden Behauptungen:

a) 2" >n® fiirn > 5 b) 5 teilt n° — n fiir alle n € Ny

Losungsskizze
a) I.B.: Fiir n = 5 ist 2° =32 > 5% = 25.

I.A.: Fiir ein n € N mit n > 5 gelte 2" > n?.
I.S.: Fiir den Schluss von n auf n + 1 beginnen wir mit der rechten Seite:

(n+1)? =n*4+2n+1<2"+2n+1 (1)

Mit einer weiteren Induktion folgt: 2n + 1 < 2" fiir alle n > 5:

I.B:2-54+41=11<2°=32 v
I.S:2(n+1)+1=2n+2+1=2n+1+2< 2"+ 2" = 2""! hierbei haben
wir die Induktionsannahme 2n + 1 < 2™ fiir ein n > 5 benutzt. v/

A oo yop 1<t y2n=2.2" = 2" — (ny1)? <27ty

und damit folgt nach dem Induktionsprinzip die Behauptung. v'

b) IL.B.:0° —0=0und 0/5=0 v

I.A.: Fiir ein n € Ng sei n® — n durch 5 teilbar.

()7« ()= )

= nS+5nt+10m® + 1002 +5n+1-n—1
= n5fn+5n4+10n3+10n2+5n
= n° —n+5n*+2n® + 20" + n)

I.S.:

(n+1)°-—n—-1

Der Summand n®—n ist nach I.A. durch 5 teilbar, der Rest ist ein Vielfaches von
5, somit ist also (n+41)® —n — 1 durch 5 teilbar. Damit ist der Induktionsschluss
gegliickt v'und die Behauptung gezeigt.
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7.4 Summe von alternierenden Binomialkoeffizienten %

n
Zeigen Sie per Induktion die fiir alle n € Ny giiltige Formel Z(fl)h (Z) = 0.
k=0

Losungsskizze
mLB:n=0~3) (-DF) =1 () =1-0=0v
m L.A.: Fiir ein n € No gelte > 7_(—=1)" (1) =o0.

m [.S.:
n+1

() - e s
(—1)0(”3‘ ) +(_1)n+1(211) +’€zn:1(_1)k (n;l)
=(2)+ ("

(vgl. Aufg. 6.2d)

NI SN "
14 (-1) +;§=1( 1) ((k)+<k—1>>
= Lt 3t () e+ X en(, )

k=0 k=t

N————
=-1
= 0,nach I.A.
n+1 —1 —1 ausklammern,
( + E ( 1 ( 1) ( ) ‘ Summe umindizieren
k=1

= S (1) = B ()

e | S ()

= Onach I.A.
—14+1 = 0 furngerade
= (=1 n—+1 1" =
(~1)" o+ (-1) { X

—1 = 0 fiirnungerade

~» Mit dem Induktionsprinzip folgt somit die Behauptung.

=0V

Hinweis: Eine bequemere Alternative ohne Induktion (bzw. nur indirekt) bekommt man
durch die trickreiche Anwendung des binomischen Lehrsatzes ~

S0 (2) = 35 () T B B e =
k=0 k=0

Die allgemeine binomische Formel wiederum kann per Induktion (und mit den gleichen Tricks
wie bei unserer obigen Herleitung) gezeigt werden. Vielleicht probieren Sie es mal aus?
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7.5 Eleonores Sparkonto *
Eleonores Sparkonto wird bei der Retro-Bank mit 1.6% p.a. verzinst.'

Wie hoch ist Eleonores Kapital am 01.01.2041, wenn sie ab dem 01.01.20 immer
am Anfang des Monats einen Betrag von r = 150 € einzahlt?

1Die Retro-Bank berechnet noch etwas aus der Mode gekommen eine gemischte jdhrliche
Verzinsung. Aktuell wird gerne die sog. ICMA-Methode bei einem effektiven Zinssatz von
~ 0% angesetzt (vgl. Aufg. 11.6).

Losungsskizze
Erstes Jahr: Erste Rate wird mit i, = 1.6 - 1/100 = 0.016 verzinst, zweite mit
ip - 11/12, dritte mit 4, - 11/12 usw. ~» Kapital nach einem Jahr K1 = S:

12

B 12i, 11, iy ok
S =r+r- 1 +r 4+ B +...+r+r'ﬁf12r+];)r~zp~ﬁ
B B reip 13 13zp
= 12r + Zk _12r+m- 5 12+
W—’
=12.13/2*
Setze qr := (1 + ip 12’“) k =1,...,12, Zinseszins nach dem ersten Jahr auf

S ~ Kapitalentwicklung im zweiten Jahr:

1. Monat (S + 1) + (S + 1) 12”’ -

2. Monat  Sq1 + rq1 + rq2
3. Monat  Sq1 + rq1 + rq2 + g3

12. Monat  Sq1 + rq1 + rq2 + rq3 + ... +rqi2 = Sq1 + S
=5

~ Ko = Sq1 + S. Kapitalentwicklung im dritten Jahr, 1. Monat, Zinseszins:
(Sq1 + S + 7)1 = Sq¢i + Sq1 + rq1, 2. Monat: S¢f + Sq1 4+ rq1 + 72, . ..
12. Monat: Sq? 4+ Sq1 + rq1 + rga + ... + rqi2 = S¢8 + Sq1 + S.

Geometrische Summenformel ~ Kapital nach n-Jahren, q1 = ¢:

k=0
~> Eleonores Kapital nach 20 Jahren:

13~0.015) 1—(1.016)*

~ 42 24
2 1—-1.016 399.24€

Koo = 150€ <12+

* Hier haben wir die Gauf’sche Summenformel benutzt (vgl. Aufg. 7.1a).
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8.1 Grenzwerte von Folgen durch Ausklammern

Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen durch Ausklammern geeigneter Fak-

toren:
)l n' — n? + 2021 b) I n+ 1
a) Ant 4+ n3 n=3co 10 + 2n?
) i 1 + 4042n d) i 2n — 1
¢ ni>Hc1>o Van? + 1 n1—>n;o \3/7? + /n3
Losungsskizze
. nt —n? 42021 A (1 — 1/n? + 2021/n%)
a) lim ———F—————— = lim
n—oo  4n* 4 n3 n—oo (4 + 1/n)
—0
—_———
1 —1/n* +2021/n* 1
= lim = —
n—oo 44+ 1/n 4
~—
—0
—> 00
9 —
. n+2n .t (14 2n) . 1+ 2n 00
b)  lim o o gy PIUTEM gy ST 06
n—oo 3n — 1 n—ocoff-(3—1/n) n—ooc 3 —1/n 3
——

—3—-0=3

1+44042n i n-(1/n+4042) lim 7 - (1/n 4 4042)

c lim ——— = lim =
) n—o0 \/4n? 4+ 1 n—oo \/n2. (4 + 1/n2)  n—oo N /@2 .\ /4 + 1/n?

—4042

1/n + 4042
— i MnHA042 o000

1m
n—o00 /4+ 1/n2
———

—2

2n —1 . 2n—-1 7-(2—1/n)

nh—>ngo 3/n2_|_ 5/n3 = nh—>Holo n3/2_|_n3/5 - nll_{%oyi (n3/2—1+n3/5—1)
—_———

—00+00

d)

—2

2-1 2
— 1' B /n o« :O

et n — 1/‘5/n2 T 7
—— ———

—o00 —0=o00
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8.2 Grenzwerte von Folgen mit den Grenzwertsatzen

Bestimmen Sie mit Hilfe von elementaren Grenzwerten und den Grenz-

wertsétzen das Grenzverhalten von (an)n fiir n — oo :

n® (2n+1)*

D= (3) vy e (24 vm) -on* +2)

4

3n
c) an =n — /n — 1 d)an:<1+21)
n

Losungsskizze
5
. " v'nb . " n®/m . n'/m
o Jim (3) ¢ o =t (5) 4 pm S =0 g (nm
—_——
=0,dal/2<1
—1 5 =0
~ ~ =
= lim [ ¥/n/Vn| =,01/0) =0"=0
n—o00 N~
— 00
—1
(2—|— \/_) (2n® +2) ~ = on3
. . n + 2
b) 1 =1 2 -
) Jim, 2n+1)7° Jim (2 + V) - o T 1202 + 6n + 1
—0
.
= lim 3 2 (L +1/n7) = 3-2- lim (1+1/n)
n=ro0 yﬁ“ (8 4+ 12/n + 6/n2 + 1/n3) n=eo 8 4 12/n + 6/n° + 1/n°
—0
=3-2-1/8=3/4
. * n+vn—1 . n?—n+1
¢) imn—-vn—-1=lm n—-—vn—-1)| ———— ) = lim —F—
) n—oo n—)oo( )<n+‘/n—1) nl)oon+,/n—1
—o0—040
—_—
s - (n—1/n+1/n") oo ,

= lim

neo gt (14++/T/n3 —1/n%)  "1+0
N———
—0

d) Substitution 2n =k~ n =k/2~ 3n = 3k/2:
3/2

1\3" 1\ 3k/2 1\ * 2o
JEI;O(”%) = 15&(”;@) = (1+k) =e
———

—e

* Fall ;00 — co“ unbestimmt, Erweiterung (3. binomische Formel) fiihrt auf ,,00/00% ~»
Faktoren ausklammern.

** Wurzel im Nenner ~ n ausklammern:

Vn—1=+/n2(1/n3 —1/n2) =Vn2 - \/1/n3 —1/n2 = n\/1/n® — 1/n?




72 8 Folgen und Reihen

8.3 Rekursive Folge

Bestimmen Sie ndherungsweise die Folgenglieder z1, ..., z¢ der rekursiven Folge
Tp V1+ xn,
_ _|_ _—
2 2
Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Tpt1 = xo = 1.

Losungsskizze

m Folgenglieder: zg = 1 ~

T = 1/2++/2/2 ~ 1.2071
2 = 1/2+V1+x1/2 = 1.3464

T3 = $2/2—|—\/1—|—1:2/2 ~ 1.4391
T4 = x3/2—|—\/1—|—m3/2 ~ 1.5004
r5 = :U4/2—|—\/1—|—:1:4/2 ~ 1.5408
26 = x5/24+ VI F+a5/2 ~ 1.5674
m Konvergenz: Die Berechnung der Folgenglieder ldsst vermuten, dass x,

monoton steigend und nach oben beschréinkt ist. Beides priift man z.B.
per Induktion. Wir vermuten, dass 2 eine obere Schranke ist:

Beschranktheit: I.B. zo =1 <2V, I.A. z,, <2 fiir ein n > 0~ L.S.:

Tpi1 = %xn + %\/1—{—%71 < 2/24V3/2< 141 =2~m,<2V

LA.

Monotonie: I.B. zo < 1 v, L.A. z,, < xp41 fiir ein n > 0~ L.S.:

1 1 1 1
Tnt2 = 5Tn+l + sV 1+ Tnt1 < -Tpn + cVI+Tn = Tnta
2 ~— 2 2
LA

2

~ Tn+1 < Tn+2 v

Satz von der monotonen Konvergenz =—> x,, konvergiert gegen ein x € R.

m Grenzwert: Es ist lim zp4+1 = lim z, =z~
n— oo n— oo

r 1+zx z2 1+x 2
—_ — —_— = — — ]_ == .
T 5 + ) — 1 1 S 0
. 1++V5 . .
Mitternachtsformel ~ z1 2 = 2\/_. Da x > 0 sein muss, ist

~ 1.6180.

. 1++5
lim xp41 =2 =

n—so0 2
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8.4 Grenzwert von Reihen

Bestimmen Sie die Grenzwerte der angegebenen Reihen:

a) i (;)n S 55 .

n=1 n=0 k=2

Losungsskizze

1
G trische Reihe: Es gilt E =
a) Geometrische Reihe: Es gi 2 0q 1

S () e - S (1) () s Sy
(

n=1 n=0 n=0 n=0
=3 (5) -1+ 2 ()
n=0 5 n=0 3
o R SRS S
L T 4/3
5 3
5 3 1 3
= Z—1+Z—Z+Z—1
2
b) Partialbruchzerlegung ~ G i 0 + (k—?— 0 = 21
—1 2
Multiplikation mit (k — 1) ~ a + b(lf—f—l) = k = 1 einsetzen

~a+22=2/2=1alsoa=1

Analog: Multiplikation mit (k 4+ 1) und setzen von k = -1~ b= —1~

2 11
k2 —1 k-1 k+1

~ Partialsumme*

‘Zm*m* s /%//

1 1
+ —
/671/ +3 1)+1 (n—l Y+3 A4+1 n+3
n+ 2 n+3
1 1 3
~ 2o nlinéo's"_hm“r Tarathis 2

— 00 — 00

* Die Partialsumme ist keine Teleskopsumme im eigentlichen Sinn. Sie ist ihr aber sehr
#hnlich, da sich alle bis auf vier Summanden wegheben (bei einer Teleskopsumme heben sich
alle benachbarten Summanden bis auf den ersten und letzten Summanden weg).
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8.5 Konvergenz von Reihen

Uberpriifen Sie die Reihen auf Konvergenz:

oo 2k oo 1 Lk
a) ZW b)9.;<10> C)Zkk

= om n?+1
J
. Zo( Ve 9 e D Z2n2+n

m=0

Losungsskizze
o 2F o 2 \" 2
a) Wurzelkriterium (WK): m: W =y (k—l> =1

2 2
~ khﬁngo Vak| = klglgo 1 ,,g“ = 0 < 1~ Reihe konvergiert

b) 1/10 < 1, ab k = 0 geometrische Reihe:

B (EG) ) e

=9. 5 —9 =10—-9 = 1 (= Grenzwert von Reihe ~ Konvergenz)

¢) Quotientenkriterium (QK):

ar1| |+ DK+ R+ D/ (E+DFTY (B 1)KF
ap | ‘ E!/kk - k!/kk IR
Ry s o o A S N A
(k4 1)k (k1R 1)F <k;+1> N (k;)
k —1
lim |24 = fim ((1+1> ) = e~ ! < 1~ Reihe konvergiert
k—oo | Gk k— o0 k

d) Summation ab j = 2021 spielt fiir die Frage nach Konvergenz keine Rolle. QK
und WK liefern keine Aussage*, aber (—1)7/y/7 + 1 ist alternierende Nullfolge
—> Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium (vgl. Abschn. 8.13.2).

e) am = 2™/(m?+1) > 1 fiir m > 5 (2.B. per Induktion; vgl. Aufg. 7.3a) ~ anm,
keine Nullfolge ~ Reihe konvergiert nicht (Alternative: WK oder QK).

2 —1
f) lim n27—|—1 = lim M =1/2, also ist a, keine Nullfolge
n—oo 2n? +n  n—oo %Z(2 +1/n)=2

~ Reihe konvergiert nicht (Alternative: QK oder WK).

* z.B. QK:

aj+1

= fapr| MUEDE GO (a1 REEEIV
J(1+2/50)

@G+ G+
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8.6 Anwendung des Majoranten- und Minorantenkriteriums

Uberpriifen Sie die Reihen auf Konvergenz. Nutzen Sie hierbei das Majoranten-
oder Minorantenkriterium:

oo

> 1 4n3 + 5n Vn+n 3n—6
a)z2020n+1 b)z3n5+2n3 Z +1 )2571\/—

Losungsskizze
a) Schitze Folge nach unten ab:

1 1
2020 1 <2020 = 2021n fi >1 = >
nL s e = 20200+ 1~ 2021n
L ToaTe = moaT Do =~ divergiert (harmonische Reihe)

. . . . . o 1
~ oy 2021 ist divergente Minorante, somit divergiert > 7% | 555577

b) Schitze Folge nach oben ab:

4n3 + 5n %3/(4+5/n2) 445
3nd + 2n3 %3(3n2+2)) 3n2

= —inirnz 1
n

S°2° | 1/n? konvergiert ~» Y.°° | 3/n* =33°°° | 1/n? ist konvergente Majoran-
te = Reihe konvergiert.

¢) Schitze Folge nach unten ab:

\/7_14—\3/%:)%(1""1/%) > 1 = ! firn >1
nEL T AR V) Ve e

Yoo o 1/y/n divergent = > 1/2y/n = 1/23°> , 1/y/n ist divergente

Minorante = Reihe divergiert.

d) Schétze Folge nach oben ab:

3n—6 _ (B —-6/n) : 2
5nv/n3 — 2n2 #(5V/nt —2n) — FVnt

firn>1

S0 1/Vnt = 32, 1/n*3 konvergiert (4/3 > 1!), ist somit konvergente
Majorante = Reihe konvergiert.

* Folgt aus: 3 — 6/n < 3 und 2n < 2n?/3 <= —2n > —2n*/3 | + 5n*/3 «— 5n/3 —2n >
5nt/3 —2nt/3 = 3nt/3 = (5n/3 —2n)~1 < (3n?/3)~ ! firn > 1
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8.7 Konvergenzradius und Konvergenzintervall von
Potenzreihen

Bestimmen Sie den Konvergenzradius und das Konvergenzintervall der Potenz-

reihen:
1 oo p2k+1

oo L
z:: (@-1)" b > (-1 (2k T

k=0

Losungsskizze
a) ap = (—1)*71/3% Entwicklungspunkt zo = 1

Konvergenzradius: Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen ~»

1
A b B Vk—1 2k — 1 o
i, Vel = Jig VICDTE = i e =
~ R = 1/klim lak] = 1/(1/3) =
— o0
Konvergenzintervall: Kr(zo) = (zo — R, z0+R) = (1—-3,1+3) = (-2, 4)

W=
w

b) Potenzreihe mit ,, Liicken*:

i(—l)k A 2 = 02 + 2+ 027 ——+Ox + +—
= (2k+1)!  (2k+1)! N 3!

~ap = (0,1,0,—-1/31,0,1/5!, 0, ...), Entwicklungspunkt zo =0

azn = 0, fiir n € Z ~ Potenzreihenkriterium nicht direkt anwendbar*

2k+1
Setze by = (—l)k(;kk_:l)', untersuche Konvergenz von Reihe 72 by:
lim Ot = lim |z\2k+3/(2k’ + 3)! = lim L
k—oo | by k— o0 |:L“2k+1/(2]€ + 1)' k— o0 (2]€ + 2)(2k + 3)
T = |of? lm
k—oo 4k2 + 10k + 6 zHoo 4k2 + 10k + 6
=z 0=0<1

QK: Reihe ) 72 by konvergiert fiir jedes # € R = Konvergenzradius R =
0o ~ Konvergenzintervall: Kr(zo) = Koo (0) = (—00, c0) = R.

* Wendet man einfach das Potenzreihenkriterium an, so kommt man zufillig zum richtigen
Ergebnis, und der Fehler fillt nicht auf.

Tatséichlich kann man z.B. ein modifiziertes Kriterium zeigen und hier anwenden: Ist
S o an(z — x0)® mit aspy1 # O fiir fast alle k und existiert a = limg_— o0 a2k /azk+1],
dann ist R = y/a. Eine Alternative ergibt sich noch mit der Formel von Hadarmard, welche
mit dem Limes superior gebildet wird. Oder natiirlich so, wie wir es gemacht haben: Eine
Potenzreihe kann immer als gewohnliche Reihe aufgefasst werden, d.h., man kann es mit dem
QK/WK probieren.
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8.8 Konvergenzbereich einer Potenzreihe

Bestimmen Sie alle x € R, fiir welche die Potenzreihe nX::O \/%(x 1"
konvergiert.
Lo6sungsskizze
an = (—5)"/v/n+ 1, Entwicklungspunkt zo = 1
m Konvergenzradius R: Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen ~»
an ' /W’_ | —5"Vn+2 _ FVn+2
ant1 ( 5)nt1/\/n +2 | =5nt/n+1 57 -5y/n+1
_ nt+2 1 [f-(14+2/n)
N 5 n+1 5\ - (1+1/n)
~R = lim |- i 1 1+2/n _
n—00 | Anpt1 n~>oo 5 1+ ]_/’I’L
*}\f—
m Konvergenzintervall:
Kr(wo) = Kijs(1) = (1—1/5,1+1/5) = (4/5, 6/5)
~> Potenzreihe konvergiert fiir « € (4/5, 6/5) und divergiert fiir
x € (—00,4/5) U (6/5, 00).
m Grenzverhalten in den Randpunkten:
r1 = 4/5:
=1"=1
o0 oo oo /_/h
)" 1
4 5—1)" —1/5)"
z:: 4/ Z: /) z:: ( > vn+1
Divergiert, da Reihe der Bauart > ;2 1/n?,0<¢ <1 (¢=1/2).
xo = 6/5:
=(=-1)"
6 5—1)" (1/5)" —
S e =3 e =3 (F) i

n=0 n=0

Konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium (vgl. Abschn. 8.13.2), da
(=1)"/+/n + 1 alternierende Nullfolge

~> Reihe konvergiert fiirz € (4/5, 6/5].
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8.9 Das groBBe O von Landau fiir Folgen

Bestétigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) n® —n? +1€0(n) b) Inn — 3n? + 2n® € O(n*)

¢) log;on® — Iny/n € O(logy n) d) 2" 4+ 3" € O(2")

Losungsskizze
3 2 3 2
— 1 1
a) lim Lk TN 42 = lim n?(1 —1/n) + 1/n = co
n— oo n n—oo N n n n—0o0 | —— N——
=n2—n —1 —0

Grenzwert existiert nicht, somit ist n® — n? + 1 ¢ O(n).

Allgemein gilt fiir k,¢ € N:

nk s 0 fir k<? X ,
lim — = lim " " =¢ 1 fir k=4 = n" €0(n’) firk<( (1)
noee T e oo fiir k>4

b) Nach (1) ist —3n? € O(n*) und 2n® € O(n*). Mit n* = ™) und der
Substitution In(n*) = m folgt n = ¢™/* ~

. Inn . Ine™/*
lim — = lim =

. m *
= lim — =0 = Inn € On")
n—oo M m— 00 em m—oo 4e™

=% Inn—3n2 4203 € O(n*) v

¢) Fiir beliebige Basen a,b > 0 gilt: | log, n = logy n
log, a

log,n®  log, n'/?
3 g g
log,gn° — Iny/n = logz i 102g2 = (3/logy 10 — 1/21log, €) log, 1

1

3
. (log 10 =~ 2log; e)logfﬁ
Jim 2 lagjﬁz = (3/log, 10 — 1/2log, €)
= log,;on® — Iny/n € O(logyn) v’

d) lim 250 — fim 145 —

nln3

. _ : In3—In2)n
lim 1+W—1+hm el )

n— oo n— o0

1+ ILm eIn3/9n — oo — 2" 4 37 ¢ O(2")

* Die Exponentialfunktion wichst schneller als jedes Polynom*, dies kann man z.B. mit
dem Satz von L’Hospital zeigen (vgl. Aufg. 15.4d).

** Es gilt: Sind f(n), g(n) € O(h(n)), dann ist auch f(n) + g(n) € O(h(n))
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8.10 Limes inferior und Limes superior *

Bestimmen Sie den Limes inferior und den Limes superior von (an)n:
—n? fiir ngerade n? + 6n°
a) an = b) an =1/ 55+
1/n fir nungerade 2n° +1

(e+1/n)'/? fiir n(mod3) = 0

1 2n (_l)n
c) an=14 (142/n)" fiir n(mod3) = 1 d) an = 3 ~m
e fiir n(mod 3) = 2
Losungsskizze

Besitzt die Folge (an) k konvergente Teilfolgen mit Grenzwerten gi, ... gr und
kommt jedes Folgenglied a, in den Teilfolgen vor, so kann man zeigen:

liminf a, = min{gi,...,gx} und limsupa, = max{gi,...,gr}
n—oo n—o0

Konvergiert eine der Teilfolge uneigentlich gegen —oo oder oo, so ist
liminf,, s an = —o00 bzw. limsup,,_, ., an = 0.

a) an besteht aus zwei Teilfolgen: lim, 0o —n° = —oco,n = 2k und
lim, o0 1/n=0,n=2k+ 1, k € N, in denen jedes Glied von a,, vorkommt

= limsupa, = 0 und liminfa, = —oo.
n—oo n—oo

- n?46n? _ 2 nt6) _
b) Jim R =l e = V2=V
(an) konvergiert gegen v/3 = limsupa, = liminfa, = hm an =/3.

n—oo n— oo

¢) an besteht aus drei Teilfolgen: b, := (e + 1/n)*/2 n(mod3) = 0; ¢, :=
(14+2/n)", n(mod3) =1; dn :=e,n(mod3) =2. Dan(mod3) =k, k=0,1,2
alle durch drei teilbaren natiirlichen Zahlen mit Rest k beschreibt, kommt jedes

Glied von an in einer der Folgen by, ¢n, d, vor. Offenbar ist limy,— o0 dp, = €:
~>c>o

lim b, = hmlnf(e + 1/n)1/2 =+e

n— o0
1 ., Sub.n/2=m . 2m
nlLrI;ocn = hm (1—|—2/n) = hm (1 + — w2 = w}gnoo(l +1/m)

= Jim ((1+1/m)™)? e

— liminfa, =+ und limsupa, = e?

n—oo n— o0
d) an = (1/3)?" — 1/ /n fiir n gerade und a,, = (1/3)*" +1/ {/n fiir n ungerade.
In jedem Fall ist: limy,—00(1/3)*" = 0 und lim, 00 1//n = 1/1 =1

— liminfa, = -1 und limsupa, =1
n—o00 n— 0o
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8.11 Koch’sche Schneeflocke x

Ausgehend von einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenlénge ¢ wird in jedem
Tterationsschritt jede Seite der entstehenden Figur gedrittelt und die mittlere
Strecke durch ein gleichseitiges Dreieck ersetzt. Die folgende Grafik illustriert
die ersten Iterationen:

4

0. Iteration (k =0) 1. Tteration (k=1) 2. Iteration (k= 2)

Finden Sie eine Formel fiir den Umfang Uy und die Flache Fj in der k—ten

Iteration und bestimmen Sie lim Uy und lim Fj.
k— o0 k— oo

Losungsskizze
(i) Formel fiir Umfang:

k = 0: O-te Iteration; Up = 3¢ mit der Referenzseite £y := /.

k = 1: Jede der drei urspriinglichen Seiten der Lange ¢ wird durch 4 Seiten der
Liange £/3(= aktuelle Referenzseite) ersetzt:

«»U1:3-<4-;4):4€

Bei Uz Start mit Referenzseite ¢2 = £1/3 = £o/3?. Ua besteht offenbar aus 3 - 4
solcher Referenzseiten ~» Up = 3 - 4% - é = (%)2 - 30.

Liénge der Referenzseite in der k-ten Iteration ist £ = f_1/3 = lp_2/3% =
oo =14o/3% = 0/3F

4 k
~Up=3-4""1.4.4/3F = <3) -3¢

(i1) Formel fiir Fliche:

k = 0: Figur ist gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge { — Fy = @62.
Fiir F1 kommen drei gleichseitige Dreiecke mit Seitenldnge ¢/3 und Flichenin-
halt Fo/9 dazu

4 @ /2

MF12F0+3~$F0:§FO: 3
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k = 2: Pro Referenzseite entsteht ein neues Dreieck mit der Fliche Fi/9 =
Fu/9?%, da pro Seite des Ausgangsdreiecks 4 solcher Referenzseiten entstanden
4 4 V3 o
FB=FR+3-4- F =-Fo+ < -Fo=—/4
2 = I1+ 92 340 + 33 40 o7

Analog zum Umfang sind in der k-ten Iteration 4* neue Referenzseiten pro Seite

sind:

des Ausgangsdreiecks entstanden, von denen wir aber jeweils nur ein Dreieck mit
der Fliche F/9% = Fy /3% hinzuaddieren (entspricht somit 4*~! Dreiecken pro
Seite des Ausgangsdreiecks)
’\/>Fk :Fk_1+3~4k*1,& :Fk_1+§'F0' (4>k
32k 4 9
Dies ist eine rekursiv definierte Folge. Eine nichtrekursive Darstellung lésst sich

sukzessive bestimmen:

3 A\ 3 4\ *

. = F._ By R IR 7R (i
k k2+4 o(9> +4 o(9>
3 4 4\? 4\ "

Fo+2 Fyl=+(2 z
o+ 0<9+(9)+ +(9)>

k n

3 4

F ,.F.E =
o+4 0 (9)

n=1

~ F}, kann als Partialsummenfolge interpretiert werden (~ Reihe).

(iii) Grenzwerte:

4\* 4\*
lim U = lim (3) -3¢ =3¢ lim (3) =00, da —->1

k— o0 k— o0

3 b\ 3 AN
lim F{ — Iy - — = Fi — -y i -
Jdim o+ 7 02(9) o+ g ok;H;oZ(g)

n=1

A/~

O =

~—
3
\

—
N———
o
[0}

O
B
=

e
=
o

4 ( '
n=0
3 1 3 9
= F R & — 1| = F - fpl=-—-1
0—|—4 0(1—3 ) 0+4 0(5
3 4 3 8
o-l—4 0(5> (+5> 0 50

Somit:

lim Fk:%

k—o00

)
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8.12 Checkliste: Grenzwerte von Folgen und praktisches
Rechnen mit der Unendlichkeit

Unter einer reellen Zahlenfolgen (kurz: Folge) versteht man eine Abbildung der
Form a : D C Ny — R und schreibt dafiir z.B. (an)n oder (an).

Eine Folge ist also nichts anderes als eine reelle Funktion mit einer Teilmenge
der natiirlichen Zahlen (einschliefilich der Null) als Definitionsmenge.

Bei einer Folge ist es iiblich, dass bei der Funktionsgleichung die Variable als
Index geschrieben wird: a(n) =: an, z.B. a, = n* oder a, = n® + n.

8.12.1 Grenzwert einer Folge

Eine Folge (an)n konvergiert gegen einen Grenzwert a € R, falls es zu jedem
e > 0ein N € R gibt, so dass

||an—a|<5 fir alle n >N (1)

ist.

Dafiir schreibt man kurz:

lim an, =a oder an, — a fir n — oo
n— oo

Mit einer dhnlichen Definition wie in (1) erklidrt man auch die beiden uneigent-
lichen Grenzwerte %oo.

Konvergiert eine Folge (an)n weder gegen eine reelle Zahl noch uneigentlich
gegen oo oder —oo, so ist (an)n divergent.

8.12.2 Niitzliche Grenzwerte von Folgen, die man kennen sollte

Mit Hilfe der Definition (1) zeigt man z.B. die folgenden elementaren Grund-
grenzwerte:

(i) limi:() fir keN

n— oo ’n,k




(iii)

(iv)

lim ¢" =
n—oo

0 fir |gl <1
1 fir ¢g=1
9] fuir g>1

divergent fiir ¢ < —1

lim ¢/n=1

n— oo

und | lim ¥/n! = oo

n— oo

lim ¢/n=o00 fir k€N

n— oo
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(v) Fiir ein Polynom p(n) = an’ + ap_1n’~! + ... 4+ a2n?® + a1n + ao mit

a; € R,ap # 0 gilt:

n— oo

. . ¢ . )
lim p(n) = lim am =ar- lim n
n— oo

n— oo

(vi) Gegen e konvergente Folge:

Das Grenzverhalten hdngt somit nur vom Leitkoeffizienten a, ab.

n—r0o0

lim (1 + 1) =e = 2.71828...
n

Insbesondere gilt fiir © € R:

1

lim <1 + —
n— oo n

K

x
(S

8.12.3 Praktische Berechnung von Grenzwerten

Mit den folgenden Grenzwert(rechen)regeln geht es oft einfacher aus be-

kannten Grenzwerten neue zu berechnen, ohne auf die e-N-Definition (1)

zuriickgreifen zu miissen:
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Grenzwertregeln fiir Folgen

Sind (an)n, (bn)n konvergente Folgen mit Grenzwerten a und b, dann gilt:

(i) | im an +b, = lim ay + lim b, = a+b
n—o00 n—o00 n— oo

(ii) | im Aan = A lim a, = Aa, VAER
n— oo

n— 00

(iii) | im anb, = lm ay, - lim b, = ab
n—oo n—oo n—oo
o 1i_>m an a
i lim = =222 — Z  p,. b
(iv) | lim 2= fm o 5 m P70
n— oo

Man kann auch a,b € {4+oco}, also uneigentliche Grenzwerte, und in (iv) auch
bn, # 0 fur alle, bis auf endlich viele n und b = 0 zulassen, wenn man Regeln
fiir das Rechnen mit +o0o beachtet (s. Abschn. 8.12.4).

Praktisch nutzt man die Grenzwertregeln gerne, ohne zu wissen, ob die be-
teiligten Folgen iiberhaupt (uneigentlich) konvergieren, was ja eigentlich Vor-
aussetzung fiir deren Anwendung ist. Lésst sich aber durch diese Praxis ein
(uneigentlicher) Grenzwert ermitteln, so wird dieses Vorgehen damit riickwir-
kend legitimiert.

Manchmal kann man den Grenzwert einer unbekannte Folge auch mit Hilfe von
bekannten Folgen durch Gréflenvergleich ermitteln:

Sandwichsatz (Einschniirungslemma)

Sind (an)n und (cn)n Folgen mit identischem Grenzwert = und a, < ¢, fiir fast
alle n, so konvergiert eine Folge (by)r, fiir die

an < bp < ¢, fir fast allen

gilt, ebenfalls gegen .

Unabhéngig davon gibt es natiirlich auch Folgen, die sich mit den bisher ge-
nannte Regeln nicht behandeln lassen.
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Gibt es keine Regel, die man anwenden kann, so bleibt nur der direkte Weg
iiber die e-N-Definition (1).

Mit der Grenzwertdefinition (1) muss man allerdings den Grenzwert einer Folge
schon ,,wissen“ (also im Prinzip per Heuristik raten), bevor man ihn iiberhaupt
nachweisen kann.

Wichtig ist noch das folgende Kriterium, welches eine hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz einer Folge darstellt:

Monotoniekriterium

Ist (an)n eine monoton steigende (fallende) Folge und nach oben (unten) be-
schrinkt, dann konvergiert (an)r gegen eine reelle Zahl a.

Kommt man gar nicht weiter, so sollte man dringend einen Mathematiker kon-
sultieren.

8.12.4 Rechnen mit der Unendlichkeit

Da +o00 keine reellen Zahlen sind (+oo ¢ R!), kann man mit diesen Gréfien auch
nicht wie mit reellen Zahlen rechnen. Man kann nur jede reelle Zahl x € R mit
+o00 wvergleichen, d.h., es gilt

—o0 < x < oo fiir alle z € R

aber niemals = oo oder x = —o0.

Im Grenzwertsinn lasst sich aber in manchen Fillen doch mit +0co rechnen. Wie
ist z.B. eine Gleichung der Form

,00 + 1 = oo“

zu verstehen?

Die beteiligten Groflen der Gleichung interpretiert man als (uneigentliche)
Grenzwerte von Folgen (bzw. allgemeiner von Funktionen; vgl. Abschn. 13.10).

Im Beispiel: Addiert man die Folgen (an)n, und (bp)n, mit lim a, = oo und
n— oo

lim b, =1, so erhilt man als Resultat eine Folge (¢ ), mit ¢, = an + by, und

TL_—)OO
lim ¢, = co.
n— oo

In diesem Sinn erhélt man die folgenden Rechenregeln fiir +00,a € R:
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(i) 00+ 00 = 005 00 - oo = 0

(ii) a+ o0 = %00

(iii) a0 =00, a >0 und a-oc0=—00, a <0
(iv)%:oo70%:foofﬁra>0; 0%2007%:foofﬁra<0
0+ 0+
v) 2 =04+,a>0, -2 =0F,a<0, — =0+, — =0F
+o0 +o00 o0 —00

Bemerkung 1: Die Symbole ,,0—“ und ,,04* bedeuten, dass die Folge von links
(Folgenglieder negativ) oder rechts (Folgenglieder positiv) gegen 0 konvergiert.

Bemerkung 2: Rechenregel (iv) zeigt: Man darf, solange die Zahlerfolge nicht
gegen 0 konvergiert, im Grenzwertsinn durch 0 teilen.

8.12.5 Unbestimmte Ausdriicke

Die folgenden Rechenoperationen mit +oco kénnen im Grenzwertsinn nicht sinn-
voll (d.h. eindeutig) definiert werden:

0-+c0, —, oco—o0, 1%, 0 =

+o0’

Man sagt, diese Ausdriicke sind unbestimmt. Der Grenziibergang mit Hilfe
von Grenzwertsidtzen kann hier also nicht ohne Weiteres durchgefiihrt werden,
was die folgenden beiden Beispiele illustrieren sollen.

2n? + 3

a) Wir betrachten die Folge ¢, = — .
ne+n

Diese setzt sich aus der Folge a,, = 2n? 4+ 3 im Zihler und b, = n® + n im
Nenner zusammen und wiirde auf den Fall ,,00/00* fithren.

Durch Ausklammern, Anwendung von bekannten Grenzwerten und der Grenz-
wertsdtze erhalten wir:

—0

A~
22243 AZ(2+3/m%) 2
lim 5 = lim —————— "7 — 2 —9
nooo n24n  nooo 4% (141/n) 1
~—~—

—0
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Wiirden wir hier mit +oco aber einfach so wie in R rechnen, so erhielten wir
wegen lim,, oo 2n% + 3 = 0o und lim,, o n? + n = oo:
on2
lim 203 20y gy
n—oo N2 +n o
b) Betrachten wir noch die Folgen a, = kn mit £k € R,k # 0 und b, = 1/n.

Dann ist hm kn = oo und lim 1/n = 0. Die Produktfolge ar, - b, konvergiert

n— oo

gegen die " reelle Zahl k:

lim an b, = lim kn-1/n= lim %:k
n—oo n— oo n—0o0

Wiirden wir hier auch wieder so tun, als ob 4oco reelle Zahlen wéren, dann
erhielten wir unter Ausnutzung der Grenzwertrechenregeln wegen 0 -z = 0 fiir
alle z € R:

lim an b, = lim a, - lim b, =0-(£o0) =0,
n—oo n—oo n—oo

was z.B. fiir k = 1 bedeuten wiirde, dass 0 = 1. %

Wir sehen, die reelle Regel ,,0 mal irgendwas ist 0“ stimmt also nur, wenn das
yirgendwas® selbst reell ist.

Es gilt aber: Ist (ay)n beschrankt und (by)n eine Nullfolge, so konvergiert auch
(anbn)n gegen O fiir n gegen unendlich.

Wie geht man nun bei unbestimmten Ausdriicken vor?

In diesem Fall kann man durch geschicktes Umformen versuchen (wie wir das
ohnehin bei Beispiel a) von vornherein durch Ausklammern und Kiirzen ge-
macht hatten), auf einen Term mit bestimmten Ausdriicken zu gelangen und
dann den Grenziibergang durchzufithren (so wie in den zahlreichen Ubungsauf-
gaben zur Grenzwertrechnung in diesem Buch).
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8.13 Checkliste: Unendliche Reihen
8.13.1 Reihen

Ist (ar)r eine gegebene Folge, so erhalten wir durch

n
Sni=ao+ ... —|—an:Zak
k=0
eine neue Folge (Sy)n
Die Folgenglieder S,, bestehen aus aufsummierten Folgengliedern der Folge ay.

Allgemein nennen wir zu einer gegebenen Folge (ax ), den Ausdruck

n
Sn = g ak
k=0

die n-te Partialsumme der aj. Die Partialsummenfolge (S, ), schreibt man in

der Form

o0 n
g ap = lim E ag
n— oo
k=0 k=0

und bezeichnet diese als (unendliche) Reihe.

Die Reihe konvergiert somit offenbar genau dann, wenn die Partialsummenfol-
ge (Sn)n konvergiert. Der Grenzwert wird dann auch mit dem Reihensymbol

beschrieben.

Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

oo
Ist lim ay # 0, dann divergiert die mit a; gebildete Reihe oder Z ap = 0.
k— o0 =0

Bemerkung: Dieses Kriterium ist nicht hinreichend. Nur weil (ay)x gegen null
konvergiert, bedeutet das nicht, dass die Reihe )}~ ; aj konvergieren muss.
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Populires Gegenbeispiel:

Harmonische Reihe

Die harmonische Reihe

e

oo
k=1

divergiert, obwohl lim ax = lim 1/k =0.
k— oo k— oo

Im Kontrast dazu konvergiert die mit der Folge ap = 1/ k? gebildete Reihe

— 1
> @
k=1
wie man durch Abschéitzen der Partialsummenfolge zeigen kann. Allgemein gilt

sogar:

< 1 konvergent fiir o > 1
Z = & a € Ry
k=1

divergent fiir a <1

Von grundlegender Bedeutung ist die nichste Reihe:

Geometrische Reihe

oo
Die geometrische Reihe Z z* konvergiert fiir alle |z| < 1.
k=0

Fiir den Grenzwert gilt:

Zl‘ =T lz| <1
k=0

Bemerkung: Um das Konvergenzverhalten einer Reihe bestimmen zu kénnen
muss man das Verhalten ihrer Partialsummenfolge kennen. Das Problem hierbei
ist, dass man i. Allg. keine geschlossene Formel fiir die Partialsummenfolge an-
geben kann. Somit ist es schwer bzw. bisweilen unmoglich, den Grenzwert einer
Reihe zu bestimmen (die geometrische Reihe stellt z.B. eine der wenigen Aus-
nahmen dar, wo dies ,per Hand* relativ einfach gelingt). Deswegen freut man
sich bei Reihen schon zu wissen, ob sie iiberhaupt konvergieren. Wiinschens-
wert sind somit einfachere Kriterien, mit denen man eine Reihe auf Konvergenz

untersuchen kann.
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8.13.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Mit der harmonischen Reihe haben wir gesehen: Selbst wenn (ay)j, eine Nullfol-
ge ist, reicht das nicht, um auf die Konvergenz der zugehorigen Reihe schliefflen
zu konnen.

Fiir sog. alternierende Nullfolgen hat Leibniz® aber folgendes Kriterium nach-

gewiesen:

Leibniz-Kriterium

Ist (ax)r eine monoton fallende Nullfolge, dann konvergiert die alternierende
Rethe:

Z(_l)k+la’k
k=1

Bemerkung: Die Summation kann auch bei & = 0 (wenn ao definiert ist)
oder z.B. auch bei k = 10° beginnen; ab wann summiert wird, spielt fiir die
Frage der Konvergenz keine Rolle. Genauso gut kann auch (fl)k geschrieben
werden, der Faktor (—1)*T! ist rein kosmetischer Natur. Entscheidend ist nur
das abwechselnde Vorzeichen.

Aus dem Monotoniekriterium fiir Folgen leiten sich die beiden niitzlichen Ver-
gleichskriterien ab:

Majorantenkriterium

Besitzt die konvergente Reihe } 7 by, nur nichtnegative Glieder by und gilt fiir
fast alle k: ax < by, so konvergiert auch die Reihe ZZOZO ak.

Minorantenkriterium

Ist Zzo br eine divergente Reihe mit nur nichtnegativen Gliedern by und gilt

fiir fast alle k: by < ay, so divergiert auch die Reihe Z,;'o:o ag.

Bemerkung: Die Reihe Y 77 /by nennt man dann eine konvergente Majorante
bzw. eine divergente Minorante fir Y727 ) ag.

I Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) deutscher Mathematiker und Universalgelehrter.
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Mit Hilfe der geometrischen Reihe als Vergleichsgrofie kénnen schliellich mit
dem Majorantenkriterium die beiden sehr niitzlichen Konvergenzkriterien fiir
Reihen gezeigt werden:

Quotientenkriterium

Die Reihe Z ay, konvergiert (divergiert), wenn

k=0
lim |2 <1 (> 1).
k—oo | Gk
Wurzelkriterium
o0
Die Reihe Z ay, konvergiert (divergiert), wenn
k=0

klim Vag] <1(>1).
— o0

Bemerkung: Sowohl beim Quotienten- als auch beim Wurzelkriterium ist kei-
ne Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Reihe moglich, falls der Grenz-

wert 1 angenommen wird.

8.13.3 Potenzreihen

Ist (ar)r eine gegebene Folge und z¢ € R, der sog. Entwicklungspunkt, gegeben,
so bezeichnet man eine Reihe der Form

oo
Z an(x — 20)*
k=0

als Potenzreihe.

Beachte: Fiir jedes feste x € R erhalten wir z.B. mit der Setzung b, =
ar(r — 20)" eine gewshnliche Reihe $°5°  by.

Prominente Beispiele:

m Geometrische Reihe:

mit ar = 1, also (ag)r = (1, 1, 1,....) und a9 = 0.




92 8 Folgen und Reihen

m Exponentialreihe

mit ap = und zg = 0.

k!

m Sinusreihe
) p2k+1

Z D i

mit agpy1 = (—1)*/(2k + 1), agx =0, k € No und o = 0.

m Kosinusreihe
2k

Z(_l)kék)l

k=0

mit agy = (—l)k/(Qk)!, ask+1 =0, k € Ng und z9 = 0.

Bemerkung: Die Namen der Reihen (ii) bis (iv) kommen nicht von ungefihr.
Man kann zeigen, dass sie tatséchlich fiir alle x € R mit den namensgebenden
Funktionen iibereinstimmen. Dies gelingt z.B. mit Hilfe der Differentialrechnung
(s. Abschn. 16.11).

8.13.4 Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen

Mit Hilfe des Quotienten- oder Wurzelkriteriums fiir Reihen zeigt man:

Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen

i & konvergiert fiir |z —xo| < R
x —x0)" ~

divergiert fiir |z —xo| > R

Hierbei ist

k—oo F |ak|

der Konvergenzradius der Reihe.
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Das Intervall

| Kr(z0) = {z € R | |z — 0| < R}|

bezeichnet man als das Konvergenzintervall oder auch den Konvergenzkreis der
Potenzreihe.

Bemerkung 1: Die beiden unterschiedlichen Méglichkeiten fiir die Berechnung
des Konvergenzradius ergeben sich aus dem Quotienten- bzw. Wurzelkriterium.

Bemerkung 2: Auf dem Rand des Intervalls, d.h. fiir

macht der Satz keine Aussage, ob Konvergenz oder Divergenz der Reihe
vorliegt. Dort muss man die Reihe separat auf Konvergenz untersuchen.

Im Fall R = o0 ist Koo (20) = R.

8.13.5 Addition- und Multiplikation von Potenzreihen

Wir betrachten die Reihen

p(z) = Z ar(z —20)F und g(z) = Z bie(z — 0)"
k=0 k=0

mit Entwicklungspunkt 2o und Konvergenzintervallen Kg, (xo), Kr,(z0):

Addition und Multiplikation von Potenzreihen

Auf dem Konvergenzintervall Kr(zo) mit R = min{R1, Rz} diirfen die Reihen
p und g addiert und multipliziert werden. Es gilt:

o0

(i) | p(z) + q(x) = > (ak + bx)(x — z0)"

k=0

[eS) k
(ii) | p(2) - ala) = 3 ( anbk_n> (@ — z0)*
n=0

k=0

Bemerkung: Zur praktischen Berechnung der Produktreihe p(z)q(x) ist die
Formel fiir die Multiplikation unhandlich. Vor allem wenn man nur die ersten
paar Summanden der resultierenden Reihe benétigt, empfiehlt es sich, auch nur
die dafiir notwendigen Summanden der beteiligten Potenzreihen zu multiplizie-

ren (analog zur gewdhnlichen Multiplikation zweier Polynome).
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96 9 Eigenschaften von Funktionen

9.1 Bestimmung von Definitions- und Wertebereich

Bestimmen Sie von den angegebenen reellen Funktionen den maximalen
Definitions- und Wertebereich*:
3 1

) f@) = get e g b) f@) = e O @ =t

Losungsskizze
a) f quadratische Funktion ~» D = R, Gy ist eine nach oben geéffnete Parabel.

~ minimaler y-Wert von f: mingecp f(z) iiber Scheitelpunktform von f:

y=a/2—2-3/2 = y=2a"-20-3<=2% = (x—-1°-1-3
= y=1/2(x—1)* -2

= mingep f(z) = -2~ W =[-2, 00)
! !
b) D: v/ # 0, da im Nenner. Argument der Wurzel 3 — z? > 0~ Bedingung
!
3—22>0=3>2 = V3> x| =z (—V3,V3)~ D = (—/3,V3)

W: Graph von x — 3 — 22 ist eine nach unten geoffnete Normalparabel mit
Scheitel S(0, 3) = maxy,ep 3 — 2% = 3, Monotonie der Wurzel ~

1 1 V3
o V32 < I S — | ¥2
3—2°<3 = V3 x_ﬁ:m_ﬁ 3MW { 700)

¢) Summand 1/z ~ D =R\ {0}; W nach z auflésen:

1
y:m+f<:>yx:x2+1<:>x2—yac+1:0
x

~ quadratische Gleichung mit @ = 1;b = y; ¢ = 1. Mitternachtsformel

+y2—4
’\»x1,2=7y 21/

!
PP -4>0= P >d—=|y|>2<= y € (—00,—2]U[2,00)

~ W = (—OO, —2] U [2, OO)

* Mit Hilfe der Differentialrechnung lédsst sich der Wertebereich (bei differenzierbaren Funk-
tionen) z.B. auch iiber die Berechnung von (globalen) Extrema bestimmen, (vgl. Aufg. 15.1
und 15.2.).
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9.2 Beschreibung einer Punktmenge durch den Graph einer
Funktion

Lassen sich die gegebenen Punktmengen C := {...}, (z, y) € R? durch einen oder
mehrere Graphen beschreiben? Fertigen sie eine Skizze von C an und stellen Sie
ggf. die entsprechenden Funktionsgleichungen auf.

2) {@y)[1<e<31<y<2} b) {@y|0<r<sy-1=2a-17)

o {eni-2 =1} @ {@ly- sV = o

Losungsskizze

a) C beschreibt ein ausgefiilltes Rechteck.

|
Fiir jedes z € [1, 3] (z.B. z = 2) gibt es 2 ¢
unendlich viele y € [1, 2] '

~> C kann nicht der Graph einer Funktion sein. x
b)y—1=2z-1)2? <=y =2x-1)%+1 oY 3. 9)

~> C = Graph der nach oben geoffneten Parabel mit
Scheitelpunkt (1, 1) (~ mingep f(z) = 1):

fl@) = 2z — 1) +1 3

mit D = [0, 3] und W = [1, £(3)] = [L, 9] i

¢) Auflosen von impliziter Gleichung z.B. nach y:

2 2 2 2
x——y—:u:)y—:x——M:)y:if ——1— 3x -3

2 3 3 2
V2 <=z R\ (- f\[

Waurzel definiert fiir 2%/2 — 1 > 0 <= ||
~ zu jedem x € D\ {/2} gibt es zwei y

Y]

C:Gf+UGf7

Graphen Gy, von zwei Funktionen beschreiben:

vz NG
(.Z')—:l:lng—g) Dj:—D Wi_[O:I:oo) /yl \/\

d) y — sgn()/Ja] = 0 =y = sgn(z)/|z] ~ "t e—q,

Yy
~> C ist also kein Graph, ldsst sich aber durch die Gr, yz‘

C ist Graph von abschnittweise definierter Funktion:

—/—x fir x <0
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9.3 Bestimmung eines Urbilds

Gegeben seien die folgenden Funktionen auf ihrem jeweiligen maximalen Defi-
nitionsbereich:
a) flx) =" b) f(z) = Vo —1 ¢) f(z)

_ 2x—1
T 3z+1

Bestimmen Sie jeweils fiir B = [1, 2) das Urbild f~*(B).

Losungsskizze
Urbild von B: f~*(B) = {z € D| f(z) € B}, d.h., wir suchen alle z € D, s.d.
fle)e B=[1,2)<=1< f(z) < 2.

a) 1< 2 < 2 <= 1< 2z? A 22 < 2~ Fallunterscheidung:

1<2® = 1<z 2’ <2 = |z|<V2
— z>1ve< -1 = —V2<z<V2
= x € (—o0, —1] U1, 00) = 2 € (—V2,V2)

= [ YB) = ((—o0, —1]U[1, ) N (=V2, V2) = (—V2, —=1] U [1, V2)

D) 1<Vz-l<2es1<z-1l<4e=2<z<5 = fYB)=[25)

2z — 1 — 20 —1  2z-—1
)1 < 3i+1 < 2m7<é:1>/31 < 3z+1 A 3i+1 < 2~ Fallunterscheidung:
3z+1>0<—= x> -1/3:
2 — 1 20 — 1
< — 3r+1<2zx-1 —
S 3rrd < 3x+1<2<:>2x 1<6z+2
= r< =2 — -3/4>z
unerfiillbar = = €0 = z € (-1/3, o)

I+1<0<=z<-1/3:

2¢ — 1 2¢ — 1
1>22x—-1 2 <— 2xr—1<6 2
Sgpgy T dutlz 341 o<ty
— x> -2 — -3/4<=x
= z€[-2,-1/3) = z € (-3/4,-1/3)

= [71(B) = [-2,-1/3) N ((~1/3, c0) U (=3/4, ~1/3)) = [-2, —3/4)

| * Da sidmtliche Gréfien hier > 0 sind, ist Quadrieren dquivalent.
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9.4 Gerade und ungerade Funktionen

Sind die Funktionen f : D — R auf ihrem maximalen Definitionsbereich D
gerade oder ungerade?

a) flz) =22 + 2 —1b) fl@) = Va2 —1c¢) f(z) = (1 — %) (a® — 22)

d) flz) =1—- 2z 4+ 1 e) f(x) = CC~21_12 ) f(x) = g(x) - h(x),
g gerade, hungerade

Losungsskizze
a) Fiirx € D = R gilt:

Fl=a) = 2(=a) + (=2)’ =1 = 2-(<1)* -2 + (~1)%a” — 1
—22° + 2% — 14 f(x)
—f—z) = —(=22° +2* —1) = 22° — 2> +1 # f(x)

— [ weder gerade noch ungerade

Allgemein gilt: f(x) = g(x) + h(z) mit f,g # Nullfunktion, g gerade, h ungerade (vice versa)
— f weder gerade noch ungerade

b)z? —1 >0 <= |z| > 1~ D = (—o00, —1]U[1, o0). Fiir z € D gilt:
fl=z) = /()2 =1 = /(-1)222 =1 = Va2 — 1 = f(z) = fgerade
¢) Fir x € D = R gilt:

F=x) = (1— (=2))((~2)° - 2(—a)) = (1 —a*)(~a® + 22)

= —(1—2" (2" —22) = —f(z) = fungerade*

d) Firz € D=Rgilt: f(—z)=1—[2(—z) + 1| =1—-|1 —2z| # f(z);
— f(=x) =11 —-2x| —1# f(x) = f weder gerade noch ungerade

e) Fir x € D =R gilt: f(—z) = (—x) - ol=(=2)* = _g. gl = —f(x)
— f ungerade

f) Fir x € D = Dg N Dy, gilt mit g gerade, h ungerade:
f(=z) = g(=z) - h(—z) = g(x) - (=h(z)) = —g(z) - h(z) = = f(z)

—> f ungerade

* Alternative 1: f(z) = (1 — 2%)(25% — 22) = —2° + 32° — 2z, Polynom vom Grad 9, alle
Monome haben ungerade Potenzen = f ungerade.

Alternative 2: Faktor (1 —z%) gerade, Faktor (z°® —2z) ist ungerade = f ungerade (vgl.
f).
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9.5 Punktsymmetrie und Achsensymmetrie

Zeigen Sie:
z — 23 ) 5
a) f(z) = 2® — 32" + 2 +3 Py ole) = s oD =g

ist punktsymmetrisch (p.s.) zu S(1, 2). ist achsensymmetrisch (a.s.) zu 2 = .

Loésungsskizze
a) Verschiebung in den Ursprung ~ h(z) := f(z + 1) — 2

flz4+1)—2 = (x+1)> =3(x+1)>+ (¢ + 1) + 3 — 2| (binomische Formel)

3\ 3 3\ o 3 3\ o 2
<O>x +<1>x —|—<2>x+<3)x —3x+1)"+x+2

= 333;&3{‘(—1—3:04—1— 7 —6r—3+x+2=2a"—2z
h(—z) = (—2)® —2(—2) = —2® + 22 = —(2® — 22) = —h(z),z € R

~ (G}, ungerade = f ist punktsymmetrisch zu S.

b) g(—1) = g(2) = —2/3 v". Noch zu zeigen: g(1/2—x) < g(1/2+x), x # £3/2%*

(1/2+2)% = (3) (1/2)° 2° + (‘3) (1/2)' * + (g) (1/2)z" + (2) (1/2)? z°

= 2° +32%/2 4 3x/4+1/8
(1/2 —2)® = —a® 4+ 32%/2 — 3/4 + 1/8 (analoge Rechnung)

1 — (L 3 1 33,2 3,1
g(1/2+2) = 3+ % 1(2"'33) _atz-= 3255 349518
1+ (5 +o)3 l+ad+ 522+ 30+ 3
_ —1:3—%3:24—%30—#%
B 34322+ 32+ 3
3_3,2_ 1 3
0 —sx” —gxr+ 3
Analog: g(1/2 —2)=... = 2 4 8
g g(1/ ) —$3+%ZL‘2—%$+%
Briiche vergleichen: a/b = ¢/d <= ad = bc ~
( z3 + 3 322 —7:v—|— )-(—wg—%xQ—i—ix—l—%):...:x6—£x4—%x2+%
EES S U | E I T P | P ST R

Koeffizientenvergl. ~ g(1/2+xz) = g(1/2 —z),z # £3/2 = gas. zuxz =1/2

* Bemerkung: Ohne die Setzung g(—1) = —2/3 wire g generell nicht a.s. zu z = 1/2, da
T ?_;j fiir x = —1 nicht definiert ist. Allgemein gilt: f : D C R — R ist a.s. zu x = a,
falls f(a+x) = f(a—x),Ya+a € D. Mit der Substitution <> x — a ist dies dquivalent zu:
f(2a—z) = f(z),Yx € D. Man kann hier somit alternativ auch etwas einfacher g(1—zx) < g(z)
fiir x # —1,z # 2 nachpriifen.
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9.6 Monotonieeigenschaften per Definition nachweisen

Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen f : D — R nur mit Hilfe der Defini-
tion auf Monotonie*:

a) f(z) = 2>, D = (=00, 0] b) f(z) = 2>, D = [-2, 2]

&) f@) = VE D =[0,00 ) fz) = 0+, D=0, 00)

Losungsskizze
a) Wihle z1,x2 € D mit 21 < z2 < 0. Multiplikation mit 21 < 0~ x? > r1x2,
Multiplikation mit zo < 0~ z122 > 23 =

21> ;x> 15 = 23 > x5 = f(x2) > f(z1)

— [ streng monoton fallend

b) Wihle 71 = —2 und x2 = 1, dann ist f(—=2) =4 > f(1) = 1.
Wahlt man andererseits 21 = —1 <z2 =2 = f(—1)=1< f(2) =4

= [ weder streng monoton steigend noch fallend.

¢) Vermutung: f ist auf D = [0, oo) streng monoton steigend. Idee: Beginn mit
der zu zeigenden Implikation (vgl. Aufg. 5.9) ~

VEL < VB = VI —VE >0 |- (VE + VE)
= (Va2 — VE)(2 + VE) > 0

= z2—71 >0 22> 21
Riuckwirts gelesen: z1 < x2 = /71 < /T2 = f(z1) < f(x2)

—> f streng monoton steigend

d) Analog zu c): Fiir z1 # 0 und x2 # 0 gilt:

100 100 100 100
flz1) < f(z2) &= 21+ — < T2+ — &= — — — < T2 — 71

T T2 T T2

1 —1 _

10022 = 10021 e 100%2 T
T1T2 T1T2

100 . ..

= <1, fiir zo —x1 >0 < 100 < 122, flir 21 < 22,
Tr1x2

10 < 21 < w2 = 100 < z1z2 = f(x1) < f(x2) = [ streng monoton
steigend

* Definition (Monotonie einer Funktion): f : D — R heifit streng monoton steigend (fallend),
falls fiirallexy, zo € D C Rmitz1 < z2 = f(z1) < (>)f(z2) gilt. Hinweis: Mit Hilfe der
Differentialrechnung lédsst sich die Monotonie einer (differenzierbaren) Funktion oft einfacher
mit Hilfe des Monotoniekriteriums nachpriifen.
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9.7 Verkniipfung und Umkehrung von Funktionen

Bilden Sie mit f(z) = 2z — 1; g(z) = va? + 1 und h(z) = ;;z: +1 formal die
x—
Terme der folgenden Funktionen
_ h! -
a) f+hb) gof ) 1/h-f71 d) = e) fof+f*1f) (gof)™"
Losungsskizze
2z +1 (2r—1)(Bz —1)+2z+1
h = hz) = 2z —1 =
2) (f +h)(&) = f(2) +h(@) = 22— 14+ 2 2
62 —20-3z+1+22+1  62° —3x+2
B 3r—1 - 3z-—1

b) (go f)(z) = g(f(x)) = V/@x—1)2+1 = Viz? — 4z +2

1 1
c)f_lzy:29c—1<:>33:§(y—|—1),x<—>y'\»f—1(x):5(:5—}—1)
_ 1 _ 20+1 1
1h' ! = — " 1 = - . — 1
A/ 17 = 0507 @) = S @t )
3z—1 1 327 + 2z — 1
= - 1) = 22 Tev T 2
w1 2@+ Az + 2
2 1
d)h_lzy:3;1—1<:>y(3w—1):2x+1<:>3my—2:r:y+l
y+1
= zBy—2)=y+l<=z 3/ 9
1 71""1 —1
x>y~ h (x)—Sx_Q,f aus ¢)
1 r+1T 2 2

(hil/fil)(l‘) _ h*l(w)/ffl(x) = hil(x)'f_1(x) - SI—Q.M: 3x — 2

e) (fof+ =) = f(f(x)+ f(x)- flx) = 2(2x—1) =14 (22 — 1))
= 47 — 24 + da? —4r 4+t = 422 — 2
£) (go f)~ (@) = (g(f(@))~", g(f(x)) = /(22 —1)% + 1 aus b)

y=V2r-1)2 41y’ = 2r - 1) +1<=y* -1 = (22— 1)
* 1
— y2—1:|2m—1|<:}x:f(1:|: y2—1)

2
r oy~ g(f@) 7 = 2 (1 VAT

* — go f ist nicht eindeutig umkehrbar.
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9.8 Bijektivitat

Untersuchen Sie die Funktion f : D — B mit f(z) = %x(z + 6) + 4 fur
D =[0,00) und a) B = [4, c0) b) B = [0, o) auf Bijektivitét.

Losungsskizze
m Analytische Losung
1 1
5:1:(38—!—6)4—4:3/ — §m2+3x+4:y = 2+ 6x+8 =2

—= (43)°+8-9=2 < |z+3|=1+2y

— 11 = —3+,/1+2y

a)y>4 — 3<{/1T+2y<oo,dh.z— <Ound x4 >0
Zu jedem y € B ist x4+ € D Losung = f surjektiv.

Fir y > 4 ist x4 € D einzige Losung, fur y = 4 ist x4 = z— = 0, also
gibt es zu jedem y € B hochstens eine Losung = f injektiv.

f surjektiv und injektiv = f bijektiv

ho0<y<4 = 1< /I+2y<VIi+8=V9=3 = z4 <0,
also 4+ ¢ D, es gibt keine Lésung = f nicht surjektiv. = f nicht
bijektiv.

m Alternative: Graphische Losung

Gy ist Parabel mit Nullstellen 12 = —3 + V1 = :;L, Scheitel

S(—3, —1/2), und Gy schneidet in (0, f(0) = 4) die y-Achse ~ Skizze:

a) Jede Gerade y = c¢c > 4
schneidet Gy innerhalb von
D x B = [0,00) x [4,00) (dunkel-

grau) genau einmal = f bijektiv.

b) Jede Gerade y = ¢, ¢ > 0 schnei-

det Gy innerhalb von D x B = [0, 00) x

(0, 00) (hell- und dunkelgrau) hochstens f 4
einmal = f injektiv. \

y=23/2

Die Gerade y = 3/2 € B schneidet Gy o~
z.B. nicht = f nicht surjektiv und
damit auch nicht bijektiv.




104 9 Eigenschaften von Funktionen

9.9 Injektivitat und Umkehrbarkeit

Untersuchen Sie die gegebenen Funktionen f : D — W mit f(D) = W auf
Injektivitit und geben Sie ggf. die Umkehrfunktion f~' sowie D g-rund Wy

an:
3z + 2
a) f) =a* =1, b) f@) = Ve — 2 +5 <) fl@) =
D:D D:[17OO) D:Dmax
Losungsskizze

Allgemein gilt: f(D) =W = f surjektiv, d.h. fiir f: D — W gilt: f injektiv
— f bijektiv = f umkehrbar.

a) Dmax =Rund f(z) =0 <=2 =1 = z12 =41, dh o1 = -1 #22 = 1,
aber f(—1) = f(1) =0~ f nicht injektiv und damit auch nicht umkehrbar
b) W = f(D) iiber Scheitelpunktform von quadratischem Term:
=20 4+5=(x—-1)°-145=(z—1)>+4>4 fir z>1
— f(z) >V4=2 = W = [2,00) (strenge Monotonie der Wurzel)

f@)=y <= Ve - 12 +d=ye(z - 12 +4=1>°
= (-1 =y —d =y =1+/y2 -4

y € [1,00) ~ Vy2—4>/4i—-4=0 = x4 > 0 fiir y > 2 Losung und
r— =x4 =0 fiir y = 2 Losung = f injektiv

Umbkehrfunktion via z <+ y: y+ = 1+ +v2? —4. Wegen Dy—1 =W = [2, 00) und
Wyi-1 =D =[1, oo] kommt nur ,+¢ in Frage ~» i) =1+v22 -4

¢) Dund W:dz+1=0 = x:—%,alsoD:R\{—f

- 3z + 2
T 4+ 1]

1
x;«é—z — y(dz+1) =3x+2<=4dazy—3z =2—y

— zdy—-3) =2 -y <=z =

—y 3
4y_3,y754

= W =R\ {%}, und zu jedem y # 3/4 gibt es genau ein x # —1/4

— f injektiv, x <> y ~ Umkehrfunktion

()_ 3  Dpor =W =R\ {3/4}, Wy—s = D =R\ {—1/4}.
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9.10 Periodische Funktion mit GauB-Klammer %

Uberpriifen Sie, dass die reelle Funktion f: R — R

f(x)—x—Qr21J—2

die Periode 2 besitzt und fertigen Sie eine Skizze von Gy an.

Losungsskizze
GauB-Klammer (Abrundungsfunktion):

Yy
z+— |z] == max{k € Z|k <z}, 5 T |z]
2.B. [3.99999 =3, |2.5] =2, [1] = 1. )

1 —o
Verschiebungsregel: Fiir alle n € Z gilt:

1 2 3 x
[+n) = 2] +n —

m Periodizitdat: Wihle « € R beliebig ~

flr+2) = :u«z-z{%J;»z: x—zr_;”J

= r—2 {x ; ! + 1J = z—2 ({x ; 1J + 1> | Verschiebungsregel

= :c—zr”;lJ—zzf(x)/

m Skizze: Gaul-Klammer abschnittsweise

:z:—2vglJ—2;m—2—2-{k—1ﬁirk—1§$;1<k}

f(z)
= x—2-2k+2 fir 2k—-1<z<2k+1
= f(x)=x—2k fir 2k—1<z<2k+1,k€Z~

Y

SN S
ST

|*ij —k—1 fir k—1<z<kkeZ
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10.1 Nulistellen

Bestimmen Sie die Nullstellen der gegebenen reellen Funktionen:

223 — 5x? — 4z + 10

_ 2 1)- 4 2_4 _
a) f(z) = (z"+1)- (32" —x ) b)g(x) 2411 £ 9210 1343 1322 + 2 + 1

Losungsskizze
a) f(z) = (2> +1)32* —2? —4) =0<= 2 +1=0Vv32* —2? —4=0

Da z? 41 > 1 fiir alle z € R ist, miissen wir nur noch p(z) := 3z* — 22 — 4 auf

Nullstellen untersuchen.

Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3) mit & € {£1,+2,+4,4+1/3 +2/3,+4/3} fiihrt
nicht zum Ziel, da in jedem Fall p(Z) # 0 (~ falls es Losungen gibt, kénnen
diese aber schon mal nicht ganzzahlig oder rational sein).

In p tauchen nur gerade Potenzen auf ~» Substitution: u = z2

~o 32t 2?4 =0 <= 3P -u—-4=0

Mitternachtsformel ~ w12 = 1/6 + /49736 = 1/6 + 7/6 = { 4_/;
~ u1 = —1 < 0, somit nur us relevant:
Riicksubstitution: 2 = us = 4/3 <= z1,2 = :i:l = :l:%
V3 3

b) Setze z(z) := 223 —52? —4x 410 und n(z) = 22 +22'° + 323 + 322+ +1 ~

ZEiizO(z)z(z)zO/\n(w);éO

~> es geniigt also, die Nullstellen von z zu finden.

Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3) mit rationalen Zahlen p/q, p € Z,q € N, wobei ¢
Teiler von az = 2 und p Teiler von ag = 10 ist fithrt auf die Nullstelle 1 = 5/2.

Polynomdivision:

( x3—gx2—2x+5)+(x—g):w2—2

—x3+%x2
—2x+5

2¢ — 5

0

~ 22 42 =0<4= 223 = £v/2. Da auch N(z;) # 0 fiir i = 1,2, 3 ist, besitzat g
die Nullstellen z1 = 5/2, x2 = —V/2, 23 = /2.
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10.2 Linearfaktorzerlegung

Zerlegen Sie das Polynom ¢ : R — R mit

3. 159 9
9(w) = 2"+ ga" - qe -5
so weit wie moglich in Linearfaktoren.
Losungsskizze
Nullstellen von g:
3,12 9 9 3 2
:c+8z 1" 3 0 <= 322" +4x 2x—-9=0

Probieren(vgl. Abschn. 10.7.3) mit Teilern von ap = 9 und rationalen Zahlen
p/q,p € Z,q € N, wobei q | ap und p | az mit az = 32. Da +1, 43, +9 die ganz-
zahligen Teiler von ag und £1, +2, +4, £8, 16, £32 die ganzzahligen Teiler von
32 sind, miisste man 2 -3 - 6 = 36 Zahlen durchprobieren.

Fiindig werden wir aber schon bei 1 = 3/2, da ¢ (3/2) = 0. Polynomdivision:

3 1,2 9 9\ . 3 _ .2 13 3
( x” + gz —Zx—§>7(x—§)_x+8x+l6

—a® 4 242
%xQ — 9z
13,2 | 39
— 5t 67
3 9
6%+ 33
0
=:h(x)
3 o 13 3
- =0<= - — — | =
g(z) (m 2)( +8x+16) 0

Nullstellen von h via Mitternachtsformel:

ggq — —13 1 j169 12 —13 1 /121
23 = 716 "2Vea 16 16 2V 64
_ B 1] —24/16 = -3/2

16~ 16 2/16 = 1/8

Somit sind x1,2 = +3/2 und x3 = 1/8 Nullstellen = ¢ ldsst sich somit
vollstéindig in Linearfaktoren zerlegen:

g9(x) = (z =3/2) - ( +3/2) - (x = 1/8)
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10.3 Schnittpunkte der Graphen von Polynomen
Bestimmen Sie die Menge Gy N Gy (= Schnittpunkte von Gy mit Gy), wobei:

f(z) = 52® — 152° + 402 — 29 und g(z) = 152° — 15z + 1

Losungsskizze
Ansatz: f(z) = g(z) <= f(z) — g(x) = 0:

525 — 1522 + 402 — 29 = 1522 — 1520 + 1
— 52° —302° 4+ 552 —30=0
= 22— 622 +1lz—6=0

Setze p(x) := x* —62% + 112 — 6. Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3) ~» ganzzahlige
Nullstelle z1 = 1

Polynomdivision:

( x3—6$2+11x—6>+<x—1>:x2—5x+6

—z® 4+ a2
— 522 + 11z
522 — bz
6x — 6
— 6246
0

= pla)=(z—-1)(z"—52+6)=0<= (z—1)=0Va’—52+6=0

Nullstellen von z2 — 5z + 6 via Mitternachtsformel:

52524

5 ~ T2 y L3

5,1
- — = :l: =
N 2 2

Die Losung von f(x) — g(z) = 0 ist somit durch 1 = 1, 22 = 2 und z3 = 3
vollstdndig bestimmt = Schnittpunkte

S1=(1,g9(1)) = (1, =1), S2 = (1,9(2)) = (2,29), S3 = (3,269)

~ Gf NGy = {51, Sa, 53}.
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10.4 Koeffizientenvergleich

Untersuchen Sie, ob die gegebenen Funktionen identisch sind:

a) f(z) = ($+1)($2+3)' g9(x) = (z+3)% h(z) = 2* + 62 +9
b) f(z) = ZZ ( ) (1/2)*F 2k g(x) = 22 (x+1/2)°

O f(z) = ot +2% gl@) = 2® + 2% hiz) = /@@ + 22)?
— 6z +4 223 — 1022 + 162 — 8
DI@ = gt 99 = B e 16— 12
Lésungssklzze
a) f(x)=(z+1)(2*> +3)=2>+3x+ ..~ Gradf = 3 > Gradg = Gradh =
2 = f#gund f#h
g(z) = 2® +2- 3z + 3% = % 4 62 + 9, Koeffizientenvergleich mit h ~ g = h

b) f(z) = 2550 () (3)"Fa* = T4 o() TR
= (p)27%" + ()27 % + (5)2712® + (5)2%° + (2"
= 22* +42% + 32 + 2z +1/8

g(z) = 2(x+1/2)° = 20(e® + 32® + Sa+ 1) = 20* + 323 + 3 4 2
Koeffizientenvergleich: z.B. 1/8 # 0 (konstantes Glied) ~ f # ¢

¢) g und h(z) = /((#* + 2°)?) = |2® + 27| sind keine Polynome, somit g # f
und h# f;9(1) =1+2=3#h(1) = /(13 +12)2 =4 =2~ g #h.

d) a/b=c/d <= ad = bc ~

(222 — 6z +4) - (2° — 722 4+ 162 — 12) = 22° — 202 + 7823 — 14822 + 1362 — 48
(22 — 5z +6) - (22° — 1022 + 162 — 8) = 2z° — 20z + 7823 — 1482 + 1362 — 48
Koeffizientenvergleich ~ f = g bis auf Definitionsliicken von f und g:

Nstn. der Nenner: z? — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3) (2.B. via Mitternachtsformel)

Fiir 21 = 2, 22 = 3 ist auch 2 — 722 + 162 — 12 = 0 ~» Polynomdivision

( a:3—7x2+16:1:—12)+(x2—5x+6):a:—2

— 3 —|—5ac2 — 6z
— 222 + 10z — 12
222 — 10z + 12

0

= Dy =Dy, =R\ {2, 3} und f =g (wire Dy # Dy, so wire allg. f # g!).
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10.5 Partialbruchzerlegung

Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

fz) = 62> — 5z
b — 274 — 23 — 222 — 20z + 24.

Losungsskizze

Nullstellen des Nenners =: n(z) durch Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3):

Teiler von 24: {1, £2, £3, £4, £6, £8, £12, £24} ~ n(1) = n(=2) = n(3) =
0 ~ Polynomdivision mit (z — 1)(x + 2)(z — 3) = 2® — 22% — 5z + 6

xz® — 2zt —x3—2x2—20x—|—24)+(az3—2x2—51‘—|—6):w2—|—4
— 2% 4 22* + 523 — 622
423 — 8z — 20 + 24
— 423 + 822 + 202 — 24
0

Keine weitere Nullstellen ~ LFZ: n(z) = (z — 1)(x + 2)(x — 3) (2 + 4)

62° — 5 _ A B C  Di+E
(x—1)(z+2)(x—3)(22+4) 2z—-1 2z2+2 =x-3 22+4

Multiplikation mit x — 1; = = 1 einsetzen  ~» ﬁ = —% = A
inlikati ; R ; 6-44+10 _ 17 _

Multiplikation mit x 4+ 2; = = —2 einsetzen ~- O enH® = 6 — B
iolikati ; R ; 6-9-15 _ 3 _

Multiplikation mit x — 3; = 3 einsetzen ~- R = 15 =0C

Einsetzen von A, B,C und von z.B. £ = —1 und = = 2 ~ LGS fiir D und E:

. 6+5 _ 1 17 3 E—-D
L —2.1-(—4)5 — ~ 30(-2) +te1t 10-(—4) + =5

. 6-4—10 _ 1 17 3 2D+ E
IL: 1-4(-1)-8 — 301 + 502 T 10-(—1) + 7

L. = E=D+; inll:~D=-HudE=-+1=-25

Lo, 3 la+6
30(z—1)  60(z+2)  10(x—3) 20(z®+4)

= f(2)=-

* Alternative zur Bestimmung von A, B,C, D, E: Multiplikation mit n(z) auf beiden
Seiten ~
622 —5x = A(x+2)(z —3)(z? +4) + Bz — 1)(z — 3) (2> + 4)
+Cx—1)(z+2) (x> +4) + (Dz+ E)(z — 1)(z + 2)(x — 3)
= (A+B+C+D)a* + (~A—4B+C —2D 4 E)z®
+ (=244 7B +2C — 5D — 2E)2? + (—4A — 16 B + 4C + 6D — 5F)x
= —24A+12B—-8C+6E

Koeffizientenvergleich ~ LGS (Lésung z.B. via Einsetzmethode oder Gau$-Elimination (vgl.
Kap. 23)).
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10.6 Interpolationspolynom
Gegeben sind die Punkte
A= (Oa 1)7 B = (17 0)7 C = (27 3)7 D = (_17 _Q)a E = (_37 4)

Bestimmen Sie ein Polynom p von Grad 4, so dass A, B,C, D, E € Gy.

Losungsskizze
Allgemeines Polynom von Grad 4:

p(z) = az +ba® + ca® + dz + e

Bedingung A, B,C, D, E, F € Gp ~ lineares Gleichungssystem:

p(0) = 1 I: e —
p(l) = 0 II. '« + b + ¢ + d + e =
p(2) 3 p~ III: 16a + 8b + 4c + 2d + e =
p(—=1) = -2 IV:i a — b + ¢c — d + e = -2
p(=3) = 4 V: 8la — 27b + 9¢ — 3d + e = 4

Losung des LGS mit dem Einsetzverfahren*®
I.~e=1. Ausll.. d=—1—a—b— ¢, einsetzen in III. ~
16a+8b+4c+2(—1—a—b—c)+1=4a+6b+2c—1=0

c = 2—Ta—3b . .
— , einsetzen in IV. ~
d = —3+4+6a+2b

a—b+(2—7Ta—3b)— (—3+6a+2b)+1=—12a—6b+6=—2

b = 4/3—2a
- c = —2—a ,einsetzen in V.~
d = —-1/34+2a

8la — 27(4/3 — 2a) + 9(—2 — a) — 3(—1/3 + 2a) = 120a + 52 = 4

— a="7/15,b=2/5, c=—37/5,d=3/5e=1

_r,a,23 372 3
Mp(m)—wx —|—5x 5ac —|—5:c—|—1

* Alternative: Losung des LGS mit dem GaufB-Algorithmus (vgl. Kap. 23).
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10.7 Checkliste: Uber die Nullstellensuche bei Polynomen
10.7.1 Lineare und quadratische Polynome
Die folgenden Gleichungen bereiten uns keine Schwierigkeiten:

2 — 3 =0 (1)

2¢> — 4z — 6 =10 (2)

Die Losung von (1) kénnen wir direkt berechnen, indem wir 3 auf die andere
Seite bringen und durch 2 teilen: z = 3/2.

Solche affin-linaren Gleichungen der Bauart ax + b = 0 kénnen wir also immer
mit den vier Grundrechenarten +, —, -, + I6sen und erhalten auch gleich eine
allgemeine Losungsformel:

|aw+b:O<:>:B:—b/a fiir a,bER,a;ﬁO|

In (2) haben wir mit 2% — 4z — 6 = 0 eine quadratische (Nullstellen)gleichung
bzw., vornehm ausgedriickt, eine (Polynom)gleichung vom Grad 2 oder zweiten
Grades.

Diese kénnen wir prinzipiell auch mit den Grundrechenarten sowie mit Hilfe der
Quadratwurzel (Betrag) ,,per Hand“ 16sen (Stichwort quadratische Erginzung).

Lost man so z.B. eine allgemeine quadratische Gleichung der Form
az® + br + ¢ =0

mit Parametern a, b, ¢ € R und a # 0 (sonst hitten wir kein Quadrat mehr)
nach z auf’, so erhalten wir die quadratische Losungsformel, welche gemeinhin
als Mitternachtsformel bekannt ist:

—b+ Vb2 — 4ac

xr1,2 = 2

Ob es reelle Losungen gibt und wie viele hiingt von der Gréfie D = b? — 4ac
(Diskriminante) unter der Quadratwurzel ab:

IDies ist eine schine x-Ubung fiir zwischendurch (s. Abschn. 10.7.5.1 fiir einen Losungs-
vorschlag).
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D <0 = es gibt keine reelle Losung
D=0 = z1=ux2 = —b/2a ist die einzige Losung

D >0 = es gibt genau zwei reelle Losungen 12

Fiir unser Beispiel (2) ergibt sich daraus mit der Setzung a = 2,b = —4 und
c=—6:

4i\/(—4)2—4-2-(—6)_4i\/64_1i2_ -1
22 4 )3

r1,2 =

Wie sieht es bei Gleichungen hoheren Grades aus, d.h. bei Polynomen, in denen
hohere Potenzen fiir z auftauchen? Kénnte man z.B.

22° + 32" =52 + 27 —224+1=0 (3)

auch prinzipiell per Hand rechnen, d.h. mit den Grundrechenarten und entspre-
chenden Wurzeln nach x auflésen?

Oder anders formuliert: Gibt es auch so etwas wie die Mitternachtsformel fiir
allgemeine Polynome vom beliebigen Grad?

Um dieser Frage nachzugehen, formulieren wir das Problem zuerst in etwas
allgemeinerem Rahmen und gehen im im Abschn. 10.7.2 auf diese Frage ein.

Allgemein betrachten wir die folgende Aufgabe (Nullstellenproblem):

Finde zu f € P, mit Grad f = n alle z € R mit f(z) = 0. |

Hierbei ist P, die Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich n € N. Somit
ist f eine Funktion der Form

f(x) = anz™ + anflzr"_l + ...+ a2x2 + a1z + ao

mit reellen Koeffizienten a; € R, ¢ = 1,...,n und mit a, # 0.

Alle z € R, welche die Aufgabe lésen, nennt man die Nullstellen von f2.

2Nullstellen kann man natiirlich auch bei einer beliebigen Funktion f suchen. Wir be-
trachten aber in diesem Abschnitt nur GesetzméBigkeiten bei Polynomen.
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Typischerweise lassen sich viele andere Aufgaben auf das Finden von Nullstellen
zuriickfiithren, wie das folgende Beispiel illustriert:

Zum Beispiel beschreibt der Graph einer quadratischen Funktion eine Parabel
und der Graph einer affin-linearen Funktion eine Gerade im R?.

Setzen wir beispielsweise (1) und (2) gleich, so beschreibt die Losungsmenge
dieser Gleichung (falls nicht leer) die z-Koordinaten der Schnittpunkte entspre-
chenden Parabel mit der Geraden und lésst sich dquivalent zu einer Nullstellen-
gleichung umformen:

202 —dr — 6 =22 —3 =222 —62 -3 =0

Damit wurde das Problem, die Schnittpunkte einer Parabel mit einer Gera-
den zu bestimmen, auf das Finden der Nullstellen des Polynoms vom Grad 2,
x> 222 — 6z — 3 zuriickgefiihrt.?

Allgemein kann man sich klarmachen: Sind ¢g,h Polynome mit g € P, und
h € Py, dann gilt
g9(z) = h(z) <= g(z) — h(z) = 0.

Die Losungen der Gleichung g(xz) = h(z) stimmen z.B. fiir den Fall Grad g #
Grad h mit den Nullstellen von f(z) := g(x) — h(x) € Prax{n,m} iberein.

10.7.2 Gibt es auch Mitternachtsformeln fiir hohere Grade als 27

Vorldufer der quadratischen Losungsformel finden sich schon im Altbabyloni-
schen Reich (1800 v. Chr. bis 1559 v. Chr.).

Jedoch erst gegen Ende des Mittelalters wurde von Niccold Tartaglia (15007
1557) eine Losungsformel fiir eine (reduzierte) kubische Gleichung entdeckt.
Diese wurde zusammen mit weiteren Losungsformeln (den sog. cardanischen
Formeln) fiir den Grad 4 von Geralmo Cardano (1501-1576) erstmals 1545 in
seinem Buch Ars Magna verdffentlicht (z.B. in [8] und [2] fiir mehr Informatio-
nen hierzu).

Das allgemeine Nullstellenproblem, also die Frage, ob es auch fiir ein Polynom
vom Grad n eine Losungsformel gibt, war lange Zeit ungelost.

3Dies ist ein schones Beispiel fiir ein allgemeines Prinzip in der Mathematik: Fiihre, falls
moglich, eine neue Aufgabe auf ein bereits geléstes Problem zuriick.
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Erst Niels Henrik Abel (1802-1829) konnte 1824 zeigen, dass man fiir das Null-
stellenproblem mit einem Grad n > 5 keine geschlossene Losungsformel angeben
kann. Dieses Ergebnis ist auch als Unmdglichkeitssatz oder Abel-Ruffini-Satz
bekannt.*

Nach dem Unmoéglichkeitssatz lidsst sich also im Allgemeinen eine Gleichung der
Form
n n—1
An® + Apn—1T . +a1x+ap=0, n>5

nicht mit ,+, —, -, = sowie Wurzelziehen nach x auflésen.

Daneben spielen die von Tartaglia und Cardano entdeckten Formeln fiir die Gra-
den = 3 oder 4 in der Praxis nur eine kleine Rolle.? In praktischen Berechnungen
aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften nutzt man zweckméfiiger Nihe-
rungsverfahren aus der numerischen Mathematik wie das Newton-Verfahren,
um Nullstellen von Funktionen (und nicht nur von Polynomen) hinreichend
genau zu bestimmen.

Fiir die Grade n = 3, 4 gibt es also keine praktikablen Losungsformeln, und fiir
n > 5 existiert nach Abel-Ruffini gar keine Losungsformel.

Ausnahme von dieser Regel sind natiirlich spezielle Gleichungen. Beispielsweise
kann man 225 — 3 = 0 oder z® — 22 = 0 schnell »,ber Hand* 16sen:

20° —3=0<=12"=3/2 <=z = /3/2

und

PP =0=2z-1)=0 = z12=0, 23 =—1

Woran kann man einer Polynomgleichung ansehen, ob sie nicht doch auflésbar
ist? Eng verkniipft mit dieser Frage ist das tragische Schicksal des jungen Franzo-
sen Evariste Galois (1811-1832)%. Galois 16ste das Problem mit bahnbrechenden
Ideen, welche die sog. Galois-Theorie” innerhalb der Algebra begriindete.

4Paolo Ruffini (1765-1822) leistete wichtige Vorarbeit und gab 1799 einen unvollstéindigen
Beweis des Problems an.

5Eine groBe Rolle spielen sie auf jeden Fall iiberall dort, wo man symbolisch rechnen will
z.B. in der Computeralgebra. In Aktion kann man sie z.B. mit einem Computeralgebrasystem
sehen, wenn man eine Gleichung dritten Grades symbolisch 16sen ldsst.

6Galois kam 1832 im Alter von nur 21 Jahren bei einem Duell (der Legende nach wegen
einer Dame) ums Leben. In der Nacht vor dem tédlichen Duell verfasste er noch fieberhaft
einen Brief mit seinen Erkenntnissen, schickte diesen und weitere seiner Arbeiten an sei-
nen Freund Auguste Chevalier (1806-1866) mit der dringlichen Bitte, diese u.a. bei Gau$}
vorzulegen. Vollstindig verdffentlicht wurden seine Schriften aber erst 1846.

"Diese gehort heutzutage zur Allgemeinbildung eines jeden Mathematikers.
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10.7.3 Nullstellen raten (sinnvolles Probieren)

Manchmal ist es noch moéglich, Nullstellen von Polynomen zu ,erraten“. Auch
wenn sich dies ein wenig willkiirlich anhort, kann man bei Polynomen mit ganz-
zahligen (rationalen) Koeffizienten systematisch vorgehen und spricht vielleicht
priziser vom ,, (sinnvollen) Probieren“. Was es damit auf sich hat, erkldrt das
nichste Resultat aus der Zahlentheorie:

Sinnvolles Probieren

Ist f(z) = ana™ + An_12" " + ...+ asx® + a1z + ag ein Polynom mit ganz-
zahligen Koeffizienten a; € Z,i = 0,...,n : an # 0, dann gilt fiir p,q, m € Z:

(i) Ist m # 0 eine Nullstelle von f, so gilt m | ao.

(i1) Ist p/q mit p, ¢ # 0 und teilerfremd eine Nullstelle von f, so gilt p | ao

und q | an-

Bemerkung: Eine Nachpriifung der beiden Behauptungen kénnte auch eine
schone *-Aufgabe aus diesem Kapitel sein (eine Losung finden Sie am Ende
dieses Abschnitts in 10.7.5.2).

Interpretation: Bei einem Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist es
also nur sinnvoll, es entweder mit ganzzahligen Teilern von ag oder mit Briichen
der Form p/q (p,q ganzzahlig, teilerfremd, p ist Teiler von ag, und ¢ ist Teiler
von ap) als moglichen Nullstellen zu probieren.

Beachte: Ist bei den sinnvollen Mdoglichkeiten keine Nullstelle dabei, so bedeu-
tet das nicht, dass es keine Nullstelle gibt. Beispiel:

fl)y=2"-2=0

Die moglichen Kandidaten fiir das sinnvolle Probieren sind also z = +1,£2. Es
ist aber
f(£1)=—-1#0 und f(£2)=2#0.

Trotzdem besitzt f die beiden irrationalen Nullstellen x1,2 = :I:\/i, wie man
durch direkte Rechnung schnell bestétigt. Nur kann man diese eben nicht durch
die Strategie des sinnvollen Probierens finden.
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Nullstellen raten bei Polynomen mit rationalen Koeffizienten

Hat ein Polynom f € P, einer Nullstellengleichung rationale Koeffizienten
(a; €Q,i=1,...,n), so ldsst sich immer ein Hauptnenner dieser Koeffizienten
finden und die Gleichung mit diesem multiplizieren.

FEine Nullstellengleichung mit rationalen Koeffizienten lésst sich also immer dqui-
valent in eine mit ganzzahligen Koeffizienten umformen. Betrachte dazu das
folgende Beispiel:

%xz)’—&-ixQ—l—%m—i—l:O — éﬂc?’—l—%xQ—l—%x—i—l:O

:Pl(z)
e P +2° +4r+8=0

=p2(z)

Die beiden Polynome p1, p2 sind zwar verschieden, besitzen aber dennoch die-
selben Nullstellen. Tatséchlich unterscheiden sie sich nur um den Hauptnenner
8 von 1/8,1/4,1/2 als Faktor: 8 - p1(x) = pa2(x). Allgemein findet man den
Hauptnenner, indem man das kleinste gemeinsame Vielfache der Koeffizienten
berechnet.

Mogliche Nullstellen kénnten somit alle ganzzahlige Teiler von ag = 8 sein. Das
heifit, man kann es zunéchst mit ganzen Zahlen

x € {£1,42, +4, +8}

probieren.

Fiihrt das nicht zum Ziel, so kénnten wir noch mit rationalen Zahlen der Form
p/4q, p, q teilerfremd, und p teilt 8 ganzzahlig, und ¢ teilt as = 1 ganzzahlig, pro-
bieren. Da nur 1 sich selbst ganzzahlig teilt, bleibt nur 8/1 = 8 als Moglichkeit
iibrig, was aber schon durch die ganzzahligen Teiler von oben abgedeckt wird.

Es ist
F(EL) #0, f(£4) #0, f(£8) #0, f(2) #0.

Bei z = —2 haben wir aber Gliick: Es ist f(—2) = 0, und damit haben wir eine
Nullstelle durch Raten/sinnvolles Probieren gefunden.

Gibt es noch mehr Nullstellen? Und kann man diese evtl. manchmal ohne raten
doch noch direkt berechnen? Diese Fragen kldren wir im néchsten Abschnitt.
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10.7.4 Linearfaktorzerlegung

Kennt man die Nullstelle x eines Polynoms f, so kann man diese als Linear-
faktor x — x N via Polynomdivision abspalten und erhilt folgende Darstellung:

Abspalten eines Linearfaktors

Ist f € Pp, Grad f = n und gilt f(xy) = 0, so existiert ein g € Pp,—1 mit

f(z) = (x — an) - g(2).

Daraus folgt unmittelbar:

Ein reelles Polynom vom Grad n besitzt maximal n Nullstellen.

Beispiel: f(z) = 2® — 3z 4+ 2 = 0. Probieren mit +1,+2~» f(—=1) =0 v

( z3 —3x—|—2)+(m—1):x2—|—x—2
—z® 422
z? — 3z
—z? 4z
—2x 42
2x — 2
0

Somit ist f(z) = (z—1)-g(z) mit g(x) = 2 +2 —2. Aus der Mitternachtsformel
folgt:

—2
N s |

1
= — = —— 4+
23 5

| Co

N =
] =

Damit ist 1,2 = 1 doppelte Nullstelle, 3 = —2 ist eine einfache Nullstelle, und
man erhélt die vollstdndige Zerlegung von f in Linearfaktoren:
fl@)=(z—-1)(z—1)(z+2) = (z—1)*(z +2)

An diesem Beispiel sieht man auch: Besitzt f € P, eine m-fache Nullstelle z
(m < n), so kann man diese m-fach abspalten.
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Abspalten eines mehrfachen Linearfaktors

Ist f € P, mit Grad f = n, und ist z eine m-fache Nullstelle, so existiert ein
g € Py, mit

f@) = (z = an)" - g(2).

Daraus folgt unmittelbar: Besitzt f € P, genau n Nullstellen, so kann man f
vollstéandig in Linearfaktoren zerlegen.

Vollstindige Zerlegung in Linearfaktoren

Ist f € P, mit Leitkoeffizient a, # 0, und sind z1,...,z, die (nicht notwendi-
gerweise verschiedenen) Nullstellen von f, so ist

f@)y=an - (x—z1) (z—x2) ... - (x — xn).

Natiirlich gibt es auch reelle Polynome, die sich nicht vollstdndig zerlegen lassen.
Beispiel: f(z) = 2z — 62° + 42% — 122 = 0
Der Linearfaktor zur Nullstelle 1 = 0: = (x — 0) liisst sich ausklammern

~ f(z) = z(22° — 62° + 42 — 12).

Sinnvolles Probieren mit z =3~ f(3) =0 v

Polynomdivision:

2x3—6x2+4m—12)+(x—3) — 2% 4 4

— 22° + 622
4xr — 12
— 4z + 12
0

— f(z) = 2x(zx — 3)(z? +2)

Da 2% +2 > 0 fiir alle € R ist (bzw. 2° = —2 unlésbar), gibt es keine weitere
(reelle) Nullstelle; f ldsst sich somit nicht weiter zerlegen.
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10.7.5 Anhang: Herleitung der quadratischen Losungsformel und der
Regeln fiir das sinnvolle Probieren

10.7.5.1 Losung der quadratischen Gleichung

Mit Hilfe der quadratischen Erginzung und der allgemeinen Rechenregeln fiir
die Quadratwurzel und den Betrag

Va2 =lz| und |z|=y|<=z=+y firalez,yeR

lasst sich die allgemeine quadratische Gleichung fiir a # 0 durch direkte Rech-

nung losen:
2 2, b c -
ar”+br+c=0, |-1/a <= 2"+ -2+ — =0 | quadr. Ergidnzung
a a
— :E_‘_i 2_ﬁ+5_0 |+i_£
2a 402 " a 4a% a
b\° b — 4dac
< <ZL‘+2(Z> = T |\/-
Vb2 —
= |+ b _ Vb7~ dac | Betrag auflosen
2a 2|al
2 _
_ b 4 Vb? —4ac
2a 2a

10.7.5.2 Nachpriifen der Regeln fiir das sinnvolle Probieren

(i) Ist f(m) =0 mit m € Z,m # 0, dann gilt:

anm™ + an—1m™” "t + ...+ asm® +am+ag = 0
= anm" Fan_1m" 1+ . Faam? +am = —ao
= m(anmnfl+an_1m"72+...+a2m+a1) = —ao
< f(anmnfl +an_1m"72+...+a2m+a1) = aop/m

Die linke Seite der letzten Gleichung ist eine ganze Zahl, somit ldsst sich
ap ganzzahlig durch m teilen.

(ii) Ist f(p/q) = 0 mit p,q € Z \ {0} und p, q teilerfremd, dann gilt:

an(p/q)" + an—1(p/Q)" " + ... + a2(p/q)* + a1(p/q) + a0 = 0| -¢"

= anp" +an-1p" g+ ...+ ap’q" 2 +aipg"t +aog” = 0
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Loésen wir (1) nach a,p™ auf, so folgt:

anp" =q-z mit z:=— (an_lpnfl + .+ aoqnfl)

Da z € Z ist, folgt q | anp™ = ¢ | an, da p, q teilerfremd.

Gleichung (1) kénnen wir aber genauso gut nach agg” auflosen:

n

aoq" =p-Z mit zZ:=— (anpn_1 + an_1p" 2q+ ...+ alqn_l) €7

Somit: p | apg™ und (da p, g teilerfremd) p | ag v’
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126 11 Exponential- und Logarithmusfunktion

11.1 Umformen mit den Logarithmengesetzen

Fassen Sie die Summen zu einem einzigen Logarithmusterm zusammen:
a) log6 —log3+ log2 b) 2logx + 3logy — 4log z
¢) log(z® — 1) — log(x + 1) d) %log b= — (n — 1) logb?

1 _
e) 210g\/_—§(logu+310gw 1) f) 3log,x + 2loggx

Losungsskizze

6
a) log6—log3+log2 = logg +log2 =log(2-2) = log4

b) 2logz + 3logy — 4logz = logz? + logy® — log 2*

2 3
= log(z%y®) — log z* = log z i/
z
2
c) log(z® —1) —log(x + 1) = log (3; i ) = log (%)
= log(z — 1)

d) %log b4 (= 1)logb® = log(b~*15™)1/2 _log(h?)" !

— oeb~2+3" _1oep? 2 — | p=2tsn
= log —log = log p2n—2

_ logb7/2(+3n72n;k2' _ logbn

e) 2log v — % (logu + 3logw_1) = log (v1/2)2 — % (logu + logw_3)
3

~ togo— Llog L = logu— log L
= logw og 3 = logu og(w3)1/3
= logv—f—log% = log o
ul/ Ju
f) Umrechnung auf eine Basis z.B. e ~
3 2 3/1n2 2/1n3
3logox + 2loggz = ﬁlnx—&—ﬁlnx:lnw +Inzx
n n
— Ingd/m2+2/m3 _ lnxw

In(33.22) In 36
— lngr m3m2 —= Jnghsh2
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11.2 Losen von Logarithmengleichungen
Geben Sie die Definitionsmenge an und bestimmen Sie die Losungen:

a) log,(3z+1) =4 b) Inz® + 3log, 2° = 6

©) (2~ 2%) = In(—1) d) logy(le— 1)) = 3

Losungsskizze
a)3r+1>0<=z>-1/3 = D =(-1/3, )

log,(3z4+1) =4 <= 3z+1=2"=16 < 2 =15/3 =5
b) Es ist 2% > 0 und #* > 0 fiir z > 0 = D = (0,00):
Inz® +3log,2° = 6 <= 2Inz+ 15log,z = 6

<:>21nx+15m:6<:>1nx<2+15>:6

In4 In4
6 6
1 = = e2+15/n4 (g 1.
ome 24+ 15/1n4 or=e ( 598)

)2-2?>0= 1’ <2+= V2<r< V22 -1>0=a>1

'\”D:(_\/iv\/i>m(1a OO):(l’\/i)

%ln(2 — ) =In(z—-1) < W2 - 2)Y? = In(z —1)|"

= 2 -2 =2z-1]()
— 2-2’=(z-1)}(=2"-22+1)
= 22" - 22 —1=0

Mitternachtsformel:

1+vI+2
S ok

= 21 <0~z1¢D

(a2 (L‘l’z =

(SIS

+
ool

— 1<x2<\/§MxQED

Quadrieren ~» Probe: 22 =1 — 3~ 2 — 23 =1 —+/3/2; (z2 — 1)* = (V/3/2 —
1/2)2=1-v3/2 = 2—-23)?=20-1 = Im@2-23)"?=In(z2—1) v

d) |z —1] =0 fiir x =1, sonst >0 = D =R\ {1}

logo |z —1| =1/3 <= |z —1| = V2<=2-1=4V2 = z12=14+V2
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11.3 Losen von Exponentialgleichungen

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Exponentialgleichungen:

a) eZac -9 b) 3450 - 5. 2.36 C) 21‘71 _ 2x+1 -1
d) e2x — 2% — 3 e) 231 _ 451 f) 210g2r _9 ln\:c/§ _—
Losungsskizze

a) e =2<=n(e*) =hm2+=2r=h2<=r=1h2+=2=mIV2

e _gigre 320 3 (1) _ 3 (o
b) 3.4 = 5.2 ‘:’5—49:*:’5—(2) <:>:c—log%5(~().7370)
c) 27t =27t _ je= ot 2t = = 0727 —2) =1
—1
;}ZI:T/Z(:)T:WS(:)x:logQ%(z —0.585)

d) e®® — 2% = 3 <= (e%)? — 2e” — 3 = 0, Substitution u := "

2+vI+12 [ -1
=

— u® — 2u — 3 = 0, Losungsformel: u1 2 = 3

Nur us = 3 > 0 ~ Riicksubstitution ¢* =3 = z=1n3

e) 2¥° =4 =2 = 4" <= 3"In2 = 5" In4

3\° In4 ) el
— = — = — =1 2(~ —1.
= (5> ) - < = = logs ( 7095)
1

5 .210g23: _ 1n\av/§ 2log2(m)—1 _ 21/111:0

— log, 282" ~1 = Jog, 2

f) 28" _ 2"/2 = 0 «—

1/Inzx

1
1 —-1=—
<— log,(x) ne

Wiihle einheitliche Basis, z.B. e ~ logo z = Inx/In 2:

Inx 1 1 2 _
Substitution t =Inz = %tz —t — 1 = 0, Mitternachtsformel ~»
n
b 1+/1+4/In(2) mn2+./(In2)2+4In2 | —0.5552
b2 = 2/In2 - 2 ~ ) 1.2484

. . . 1 2
Riicksubstitution ~» z1 o = ez 1 2+V/(In2)*+41n2
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11.4 Bestimmung von Definitions- und Wertebereich

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Definitions- und Wer-
tebereich und fertigen Sie eine Skizze von Gy an:

a) f(z) = (1/2)" " b) f(z) = logy(2x —1)
o) flz) =2 —e* 1 d) f(z) = Inva? — 1

Nutzen Sie nur die elementaren Eigenschaften von z — a® bzw. z — log, .

Losungsskizze
&) f(@) = (1/2)"" = (127" (1/2)° = 2. (27" =227

~ f(x) = 2¢(—z) mit g : * — 2%, Dy =
R7 Wg = (0700)’\/>Df = Dg und Wf = Wg

Gy entsteht durch Spiegelung und Dehnung B
Verdoppelung der Funktionswerte) von Gg:
g

b) 2e =1 >0 <<=z > 1/2 = Dy = (1/2,00), Wy = Wipg, = R;
f(1) =logy(1) =0 Y x — log,(2x — 1)
20 — 1>z firz>1lund2xr — 1<z firz <1 (@ logy @

= f(z) > logyx fir x > 1 und f(z) < log,x fiir
0 < z < 1, da log streng monoton steigend ~ G's:

) e’
c) z — €” fiir alle z € R definiert = Dy =R
lz—1]>0 = el >el =1 —= —elr~l < 1 AH 2 — ele=1l
— 2—el* U <1~ Wy = (—00,1]; ~ Gy*: X 1 \ g
d) x — 2% — 1= Normalparabel mit Scheitelpunkt S(0, —1), Nullstellen +1
Yp .
~ Va2 —1>0<= 2" -1>0 : et
z — InVax? =71
f\»DfZ(—OO,—l)U(].,OO) \ /
x€ Dy = 2% —1> 0~ Argument von In(...) "'1' 1 >
durchlduft alle pos. reell. Zahlen — W; =R. \ 3 S (
* elo=1l = e®=1 g > 1 (Verschicbung von Geyp(s) um 1 nach rechts in z-Richtung);
elz=1l = g=zt+l — e=(x=1) o % ] (Verschiebung um 1 nach rechts + Spiegelung an y-

Achse von Gexp(z)); anschlieend Spiegelung an y-Achse und Verschiebung um 2 nach oben
in y-Richtung von Gexp(\w71|) ~ Gy
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11.5 Hyperbel- und Areafunktionen

Unter dem Sinus bzw. Kosinus hyperbolicus versteht man die auf ganz R defi-

nierten sog. Hyperbelfunktionen:

1 _ 1 _
sinhz := 5 (e“C — e m) und coshz := 5 (em + e 1)

Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen® sinh™' z =: arsinh z (Areasinus hyper-

bolicus) und cosh™! z =: arcosh x (Areakosinus hyperbolicus).

IFiir z € R ist  + sinh und fiir z > 0 ist & — cosh x umkehrbar (vgl. Aufg. 14.9).

Losungsskizze

(i) Areasinus hyperbolicus:

Ansatz y = sinhx ~

1 _
y = E(ex—e ) = 2y =¢€"—¢
=e" T=e"=1
2
— 2ye” = (™) e’e "

Substitution: €® = z ~» 22 — 2yz — 1 = 0, quadratische Gleichung in z ~»

Mitternachtsformel: z = y+ /y?+1 = " =y + /y? +1
%
Day — y/y2 + 1 <0, aber e* > 0 fiir alle x € R ist, folgt zwingend:

e =y+Vy2+1|In(t) <= = =In(y+Vy2+1)

x4+ y~,y = arsinhe = In(z+vaz2 4+ 1),z e RV

*Firy<0isty—/y2+1<0v;y>0~

<+l = ViE<VETLE y< V2l = y- ViR 1<0v
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(ii) Areakosinus hyperbolicus:

Ansatz y = coshz; x > 0%* ~»

1 _ _
Yy = i(ew—ke ") = 2y =¢e"+e "

=e'=1

r —I

— 2ye” = (*") +ee

= (") —2e" +1=0

log zu (i
Substitution und Mitternachtsformel * " =5 @ e =yt y2 -1

y>1 = y+y>?—-1>0

Finden des korrekten Vorzeichens durch Punktprobe:

x =1~ cosh(1) = (

e+ 1/e) ~
— -~ 1.5431 =
2 Y

~ 27182, = £ G — /G2 —1~0.3679... = ,+% V

= " =y+Vy2—1|In(") <= z =In(y++y2-1)

x4y~ y=arcoshz = In(x ++vV22—-1), 2> 1V

** Fiir < 0 ist & +— coshz auch umkehrbar. Mit analoger Rechnung folgt:

cosh™ 'z = In(z — Va2 — 1) | erweitern mit (z 4+ x2 — 1)
= In(1/(z + Va2 —1))
= —In(z+vz2-1)

= —arcoshx firz>1
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11.6 Norberts Sparkonto

Norbert eroffnet ein Sparkonto, welches monatlich mit einem Effektivzins von
1.09% p.a. nach der ICMA-Methode verzinst wird und auf das er monatlich
225 € einzahlt.

Wie viele Monate muss Norbert zu diesen Konditionen mindestens sparen, bis
sein Konto auf 100000 € anwichst?

Losungsskizze
Monatlicher zu i, = 0.019 konformer Zins nach ICMA: ¢ = Y141, — 1,
monatlicher Zinseszins mit Monatsrate » und ¢ =17 + 1

~» Kapital nach n-Monaten = K,:

Ki=r+r-i=r1+1) =rq

Ko =rq+7+ (rq+r)i=(rq+7r)(1+1i) =r¢*+rq

Kz = (r® +rq + 1) + (rd® + rq + )i = (r> + rq + r)(1 +14)
= r¢° +r¢* + rq

1

Ko =7r¢"+r¢" "4+ ... +rqg=rq(" "+ ¢ 2 +...+1)

n—1 n
-1

Geometrische Summe ~ K,, = rq Z qk =rq- q
k=0 q—1

Ky, 1, q sind bekannte Groflen. Auflésen von K, nach n ~

n_q Kn(g—1
anrq-q : n(q ):qn_l
q- rq

Kn(g—1 N
e Bula=l
rq

Kp(g—1
<= logq((rqq)—l—l) =n

Einsetzen der Groflen K, = 100000, »r = 225,q = %/1.019 ~ 1.0016 ~»

100000 - 0.0016)

595 Toote T 1) ~ 337.014

n & 1ogy o016 (

Norbert muss also mindestens 338 Monate (=338/12 & 28.16 Jahre) sparen.
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11.7 Laufzeitanalyse von Algorithmen x

Die angegebenen Algorithmen besitzen jeweils eine Laufzeitfunktion f. Bestim-

men Sie in beiden Féllen eine von der Eingabe m € N abhéngige Funktion
g:N— R, sodass f € O(g).

Algorithmus 1 Algorithmus 2
1: Eingabe: n € N 1: Eingabe: n € N
2 x4+ 1 22m<—n; 1
3: fori = 1:ndo 3: for j = 1:mdo
4: T—x + xfi 4: x+x-myi+ 1
5: for j = 1:ndo 5: while i < n do
6: Tx-j 6: n<+n/2
7 end for 7 TN
8: end for 8: i1+ 1
9: for k = 1:ndo 9: end while
10: rz-k?P—z 10: n<—m
11: end for 11: end for
12: Ausgabe = 12: Ausgabe x
Losungsskizze

Wir zihlen die FLOPS (Floating Point Operations = Multiplikationen/Addi-

tionen) in Abhéngigkeit von n:

m Algorithmus 1: Jede for-Schleife wird n-mal durchlaufen ~ ,FLOPS &ufle-

re X FLOPS innere for-Schleife + FLOPS dritte for-Schleife*

~ f(n) = 2n-n+4n = 2n® +4n € O(n?).

Algorithmus 2: Da die duflere for-Schleife m = n mal durchlaufen wird
und dort jeweils vor dem Aufruf der while-Schleife eine Multiplikation
anfillt gilt: f(n) = ,,n-FLOPS x FLOPS der while-Schleife”.

Betrachte while(1 < n) anstatt while(: < n) (= obere Grenze der Auf-
rufe, wird wegen der Inkrementierung von ¢ in jedem Durchlauf niemals

erreicht).
Pro Aufruf wird n halbiert, Abbruch nach k-Aufrufen der while-Schleife
n xn k n
~gE = ¢ = o= 2" = k = IOgQZ = logyn — log, c
~ f(n) <n-3-(logyn —log,c) € O(nlogyn).

* ¢ =1, falls n gerade, oder 0 < ¢ < 1, falls n ungerade.
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11.8 Logarithmische Skalierung x

a) Auf einer Petrischale werden zwei Stunden nach dem Aufsetzen ~ 1900 Bak-
terien gemessen und drei Stunden spéter ~ 66 000. Machen Sie von dem Graph
der Wachstumsfunktion eine Skizze in einfach-logarithmischer Darstellung und
bestimmen Sie (nidherungsweise) die Wachstumsfunktion ¢ — w(t). Wie viele
Bakterien waren es zum Zeitpunkt ¢ = 07 logyo ¥y
104 1
103 1
102 1
10 1

1
1071 1

—2
10 /

b) Rechts ist der Graph einer Funktion f in
doppelt-logarithmischer Darstellung abgebildet.

Wie lautet die Funktionsgleichung?

Hinweis: Setzen Sie zur Vereinfachung log,(-) = log().

Losungsskizze
a) Exponentielles Wachstum ~» Ansatz w(t) = k - a’, logarithmieren ~»

logy = log(k-a') = logk +loga’ = log(a) -t + logk

~ Gy wird als Gerade mit Steigung m = loga und log y-Achsenabschnitt z =

log k im tlog y-System dargestellt. log y

106 4
Die Gerade geht im ty-System durch 06 020
A = (2, log 1900) und B = (5, log 66 000) ~» 11200 ‘
103 4
. 102 4
_— log(66 000) — log(1900) ~ 0.5136,

52 10 b
t = log1200 —m -2 ~ 2.2561.

1

Bakterien zum Zeitpunkt t = 0: logk = z ~ k = 107 ~ 102?55 ~ 364

Basis: loga = m ~ a ~ 10°-5135 ~ 3.26, somit w(t) ~ 364 - (3.26)"

b) Gerade auf doppelt-logarithmischer Skala ~ gesuchte Funktion ist eine Po-
tenzfunktion y = a - 2°, denn es gilt:

logy = log(a-2”) = loga +logz” = blogz + loga

Die Gerade geht im log z log y-System z.B. durch A = (1, 10~2), B = (10%,10?)
= A(0, —2), B(3, 2) im xy-System ~

1 2 ( 2) 1 4/3
og a — a I und b —4/3,aso f(a:) 1 €T
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11.9 Checkliste: Exponential- und Logarithmusfunktion
11.9.1 Was bedeutet exponentielles Wachstum?

Man sagt, Funktionen f die der Wachstumsbedingung

[f@+4)=f() f(A), AcR)| (1)

geniigen und nicht konstant sind, wachsen (fallen) exponentiell.

Das bedeutet: Eine relativ kleine Anderung im Argument zieht eine relativ
groBe (kleine) Anderung der Funktionswerte nach sich.

Beispiel: f(z) = 10°. Wenn man das Argument um A = 1 erhoht, werden die
Funktionswerte verzehnfacht:

flz+1)=10""" =10-10" = 10- f(x)

Allgemein erfiillen Funktionen der Bauart f(z) = a®, a > 0 die Wachstumsbe-
dingung:

flo+8)=a"2 =a” 0 = f(z) - f(2)

Man kann zeigen, dass diese Funktionen die einzigen mit Eigenschaft (1) sind.
11.9.2 Die allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Funktion

x—a”, acRT\ {1}

heift Ezponentialfunktion zur Basis a'.

IDie Voraussetzung a > 0 und a # 1 ist sinnvoll. Fiir a = 1 erhilt man z.B. die Funk-
tion x +— 1%, welche zwar fiir alle x € R definiert, aber konstant ist. Fiir a < 0 sind die
Potenzrechenregeln i. Allg. nicht mehr giiltig. Daneben hitte man in jedem reellen Intervall
unendlich viele Definitionsliicken. Betrachte z.B. die Funktion f(z) := (—3)® auf dem Inter-
vall (0, 1). Fiir @ = (1/2)F,k = 1,2, ... ist f nicht definiert, z.B. k = 1~ (=3)~ /2 = /=3
4 k=2~ (=3)"4 = (V=3)'/2 % usw.
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L e

11 Exponential- und Logarithmusfunktion

Eigenschaften der Exponentialfunktion
(i) Doz =R
(il) a® > 0,Vz € R = Wy= = (0, o0)
(iii) a® =1,a' = a
(iv) a > 1: G+ streng monoton wachsend

(v) 0 <a < 1: Gg= streng monoton fallend

Die Exponentialfunktion ist fiir Basen a > 1 streng monoton steigend und fiir

0 < a < 1 streng monoton fallend. Sie ist somit in allen Féllen umkehrbar.

Die Umkehrfunktion nennt man die Logarithmusfunktion zur Basis a:

x> log, r, r € RT a e RT\ {1}

z +— log, @

T +— logs @

z—logy 5@

z—logy px

Eigenschaften des Logarithmus
(i) Diog, = (0,00)
(i) Wieg, =R
(iii) Nullstelle: z =1
(iv) a > 1: Giog, streng monoton wachsend

(v) 0 <a < 1: Glog, streng monoton fallend
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11.9.3 Rechenregeln fiir die Exponential- und Logarithmusfunktion

Aus den Definitionen der Exponential- und Logarithmusfunktion erhalten wir:

Markante Werte

(ii) log,1=0, log,a =1

(iii) log,(a®) = x und a'°%* =z

Mit Potenzgesetzen (mit reellen Exponenten) erhalten wir automatisch Rechen-
gesetze fiir die Exponentialfunktion:

Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion

Fir a > 0 und z,y € R gilt:

(i) a”-a¥ =a""Y
x

Ny
(ii) priake

(iii) (a®)¥ =a™"¥

o o= (1)

Aus den Potenzgesetzen der Exponentialfunktion wiederum gewinnt man Re-
chengesetze fiir den Logarithmus.

Rechenregeln fiir den Logarithmus

Fiir a > 0,a # 1 und z,y € R™ gilt:
(i) log,( - y) =log, « +log, y
(ii) log,(z/y) = log, z —log, y
(iii) log, (z") =k -log, =, k € R

(iv) log, z~ ' = —log, =
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Wir leiten exemplarisch Rechenregel (i) her. Sei dazu u,v € R.

Setze x = a" und y = a", dann gilt z, y > 0 und nach Logarithmieren mit
log,, (+) auf beiden Seiten:

log,z = u, log,y =v (1)

Dies fiihrt auf:

au . av _ au+v

| log, () anwenden
— log,(a" - a") = log, (a" ")
< log,(a"-a")=u + v

<g> log, (zy) = log, x + log, y v/

Die anderen Regeln erhélt man durch analoge Rechnungen.

Basisumrechnung

Der Logarithmus einer beliebigen Basis a ldsst sich durch den Logarithmus einer
anderen beliebigen Basis b ausdriicken:

_logyx

1 =
8a ® log, a

Dies folgt direkt aus den Logarithmengesetzen:

a'®%® =z | log,(-) <= log,(a'°%* ") = log, = | Logarithmenregel (iii)

<= log, x -log, a = log, =
log; =

— 1 =
%8 ® log, a

Mit dem Logarithmus lésst sich auch jede Exponentialfunktion zu einer Basis a

durch eine Exponentialfunktion zu einer Basis b ausdriicken:

a® = blogb(a“’) _ blogb(a)z

Aus Sicht der Mathematik kann man sich somit auf eine spezielle Basis be-
schrianken. Jede andere Basis ldsst sich dann durch die spezielle Basis aus-

driicken.
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11.9.4 Die natiirliche Exponentialfunktion und der natiirliche Loga-
rithmus

In der Mathematik spielt die irrationale Euler’sche Zahl
e = 2.7182818284590452353602874...

als Basis eine herausragende Rolle.

Wihlt man e als Basis, so erhélt man die natiirliche Exponentialfunktion (= e-
Funktion) und den natiirlichen Logarithmus:

x
€

exp(z) :

Inz := log,z

z — e” = exp(x)

z— Inx

In diesen Basen ergibt sich:
(i) =1, et =e
(i) In1=0, lne=1

(iii) In(e*) =z und ™% =g
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Und da man jede beliebige Basis in eine andere umrechnen kann, folgt:

o z_lna:
8a " lna

und

Die Rechenregeln nehmen in diesen Basen die folgende Gestalt an:

Rechenregeln fiir die e-Funktion

Fiir und z,y € R gilt:

(i) e”-e¥ =e" 1Y

Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus
Fiir und z,y € R gilt:

(i) In(x-y)=Inz+Iny

(ii) In(z/y) =lnx —Iny
(iii) In(z") =k -Inz, keR

(iv) nz™!' = —Inz

Bemerkung: Natiirlich kann man fiir die natiirliche Exponentialfunktion
auch die exp(-)-Schreibweise nutzen. Hier ergibt sich z.B. fiir Rechenregel (i):
exp(z) exp(y) = exp(z + y).

Diese bietet sich immer an, wenn im Exponenten ein ldngerer Ausdruck oder
ein grofler Bruch steht. So liest sich z.B. damit die Basisumrechnung ein wenig
augenfreundlicher:

a” = exp(In(a) - )
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142 12 Trigonometrische Funktionen

12.1 Anwendung der Additionstheoreme

Bestétigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme von z +— sinz und x — cosx
die folgenden fiir alle x € R giiltigen Identitéten:

a) sin(z — %) = cosw b) cos(z + 5) = sin(z — )

2sin (m + %)
Ccos T

c) cos(z — Z)sinz + coszsin(z — %) d) = tanz + V3

= —cos(2x)

Losungsskizze
=0

. ” . ™ L (T
a) sin (ac + 5) = sIn x cos (5) + sin (5) cosT = cosx v
=1
=0
—_———
0 . LT .
b) cos (ac + g) = COS T oS (5) —sinxsin (§> = —sinzx
=1
=-1

—_——
und sin(x — 7) = sinx cos(—7) + coszsin(—7) = —sinz v’

s

c) Linke Seite: sin (z — ) = sinx cos (5) — sin (g) COST = —COST
=1
=0
——
. m (T :
und cos (z — §) = cosz cos (5) + sin z sin (5) =sinx

1

™ . . 7T 22 2 2 2
~ cos (T — 3 sin x + cos x sin T—5) = sin"z—cos x=(1—cos"x)—cos” x

= 1-—2cos’x

Rechte Seite: — cos(2z) —cos(x +z) = —(cos® z — sin’ z) = sin® z — cos® x

= 1-2cos’z v

d) cos (%) = % und tan (%) =43~

2-sin (z + §) sinw cos (5) + cosz sin (%) _ sinzcos{Z cos sin (§)
cos T o COS T COS (%) T coszc Z COST COS (%)

= tanz + tan (%) =tanz + V3V
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12.2 Elementare trigonometrische Gleichungen

Finden Sie alle x € R, fiir die gilt:

V2

a) sinx = % b) cosz = — c) tanz = ?3 d) sin3z =1

Losungsskizze

Zum besseren Versténdnis wird exemplarisch fiir a) eine sehr detaillierte Lésung
angegeben:

a) Anwendung der Umkehrfunktion auf beiden Seiten:

arcsin(sinz) = arcsin (1/2) = erste Grundlésung z1 = /6 im Intervall
[ s us

—%, 5] (= Wertebereich von x — arcsin ).

Die Sinusfunktion ist achsensymmetrisch zu @ = 7/2 ~ zweite Grundlésung

ro=m—x1=7—7/6=>57/6

~> dies sind alle Losungen in einem Intervall der Lénge 27 (z.B. in [0, 27| oder

[—7/2, 37 /2]).

2m-Periodizitat von z — sinx ~ alle Losungen via periodischer Fortsetzung:

6 2k
T = m/6 + Zkm keZ

5m/6 + 2km

b) 1 = arccos (—v/2/2) = 3w /4, Symmetrie ~ z2 = 2 — 21 = 27 — 37/4 =
5m/4

Lo 3r/4 + 2kw
Periodische Fortsetzung ~ x = , keZ

5m/4 + 2k

¢) x1 = arctan (\/5/3) = 7/3. Dies ist die einzige Lésung in (—7/2, 7/2). Wegen
der w-Periodizitat des Tangens folgt:

x=rn/3+kn, kKEZ

d) Substitution: & = 3z ~ sinZ =1 = & = 7/2 + 2km, k € Z Riicksubstitu-

tion:

3r=7/2+4+2kr — x=7/6+2kr/3, k€EZ
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12.3 Trigonometrische Gleichungen

Finden Sie alle x € R, fiir die gilt:

a) 4sin(x/2 —1)+3 =1 b) sin(2x+7/5) = cos(x — 7/3)

c) sin®z — cosx = 1/4 d) cos’z — lsinz = 2

Losungsskizze

a) 4dsin(z/2 — 1) +3 =1~ sin(z/2 — 1) = —1/2; Substitution: & = z/2 — 1~
sini = —1/2

Somit ist &1 = arcsin(—1/2) = —7/6 4+ 2k7 und 2 = ® — (—7/6) + 2k7 =
117/6 + 2k7, k € Z.

Riicksubstitution und auflésen nachx ~ = = { (2—7/3) + 4dkm keZ

(2+117/3) + 4km '
b) cos(z — 7/3) = sin(x — 7/3 + 7/2) = sin(z + 7/6)
~> cos(z — m/3) = sin(2z + 7/5) <= sin(2z + 7 /5) = sin(z + 7/6)
Substituiere & := 2z + /5, setze y = sin(zx + 7/6) ~ sinZ = y und

arcsiny = = + /6

iny + 2k = x+7/6+2k
~ Grundlésungen: & = aresimy T v/ " , keZ
(m —arcsiny) + 2kr = 57/6 —x + 2kw

—r/30 + 2km

, kez
197/90 + 2km/3

Riicksubstitution und auflésen nachz ~ z = {

¢) Trig. Pythagoras ~ 1 — cos®>xz — cosx = 1/4~ cos’z + cosz = 3/4

Substitution cos z = u ~ quadratische Gleichung u? + u — 3/4=0

3
1+ 1+4-4_1i2{_3/2

Mitternachtsformel ~ w12 = 3 = 5 12

Da ug < —1, ist nur u; = % relevant. Riicksubstitution

~ cosx = 1/2~ x1 = arcsin(1/2) = 7/3und xo = 27 — w/3 = 57/3

w/3 + 2kmw
v {571'/3 4 ookr o "€

d) Esist 0 < cos’z < 1 und |isinz| < 3|sinz| < 3~ —

z€R~

SIS

2

1
——<cos"z——sinz <=, z€R
2~ 2 -

N | Lo

~» Gleichung unerfiillbar.
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12.4 Darstellung von Sinus und Kosinus durch Tangens

Driicken Sie die Sinus- und Kosinusfunktion nur mit Hilfe der Tangensfunktion
aus. Fiir welche = € R ist das nicht moglich?

Losungsskizze
(i) Sinus: Fiir z # (2k + 1) %, k € Z gilt:

sin

tanz = (1)

COsS ™

Ersetze mit trigonometrischen Pythagoras « — cosz durch x +— sinz:
sinz4cos’z=1 = cos’z=1-—sin’z
Da allgemein /y? = |y| fiir alle y € R ist, folgt:

|cosz| = V1 —sinz

Sinus und Kosinus sind 2w-periodisch, Auflésen des Betrags, z.B. iiber [0, 27),
ergibt:

V1 —sin?z fir z € [0,7/2) U (37/2,2m)
—V/1—sin?zx fir = € [r/2,37/2]

Dies kann man periodisch auf R fortsetzen. Da wir aber in (1) sowieso qua-

CcCosT —

drieren, brauchen wir an dieser Stelle den Betrag nicht auflésen und koénnen

2

cosx = £4/1 — sin“ x schreiben ~

sin? x

2

2 .2 2 .2
— = tan“x = sin“z = tan”z —tan”-sin“x
1 —sin“x

— sin’z-(1+tan’z) = tan’z

. 2 tan?
— sinxr = —— 2
1+ tan?x (2)

= |sinz| = 7tan2 <
V1 +tan2x
Wegen der 2r-Periodizitit geniigt es, z.B. das Intervall [0, 27) zu betrachten:
sinz > 0 fir z € [0,7) und sinz < 0 fiir « € |7, 27)

Auflésung des Betrags ~
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/ tan® x .
m, fiir x € [O,g)u(%,ﬂ']
/ tan® x . - .
- 1—|—tan2m’ fiir x € (ﬂ-’%)u(%72ﬂ-)

tan x
* V1+tanZz

tan x . < 37
- fiir z € (57 5

V1+tanZz

sinx =

fir = €[0, ) U (3F, 2m)

(ii) Kosinus: Trigonometrischer Pythagoras ~ cos’z =1 —sin’z

2 (2 tan? x 1+ tan?a—tan’ z
cos"z = 1 — 7= = -
1+ tan®x 1+ tan®z
1
= —— fii 2k+ 1) /2, k€ Z
1+ tan?x ir @ 7 (2k+ 1)m/2, k €
1 .
= |cosz| = fir @ # 2k+ )7/2, k€ Z

V1+tan?z

Betrag auflosen:

cosz > Ofirz € [0,7/2] U [37/2, 2r] und cosz < Ofiirx € [n/2,37/2] ~

1

V1+tan?z
—1

V1+tan?z

, fiir z € [0,%) U (37”,271')

COsx =

, fiir x € (%,37”)

Periodizitit —

Formeln fiir Sinus und Kosinus sind fiir alle € R bis auf 2 = (2k+1)F, k € Z
giiltig.

* Vtan?x = |tanz|, Betrag auflésen: vtan?z = tanz fir x € [0, 7/2) U
(m, 37/2) und vtan? = —tana fir z € (7/2, ) U (37/2, 27), aufpassen auf
das ,,—“ vor der Wurzel und Intervalle anpassen.
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12.5 Aligemeine Sinusschwingung *

Die auf ganz R definierte Funktion
f@)=a-sin(B-z - 8) + v

mit Parametern «, 8,7,0 € R, a, 8 # 0 beschreibt eine harmonische Schwin-
gung. Die Gréfie |a| nennt man Amplitude Ay und das Verhiltnis §/5 die
Phase von f.

a) Bestimmen Sie die (minimale) Periode Py von f.

b) Interpretieren Sie die Phase von f.

c) Begriinden Sie: Es gilt —|a|+v < f(z) < |a|+7 fir alle € R. Interpretieren
Sie das Ergebnis.

Losungsskizze
a) Die Parameter «, d, vy sind fiir die Periode von f irrelevant; wir setzen deshalb
zur Vereinfachung o =1 und § =~ = 0.

Da die Sinusfunktion 27-periodisch ist, folgt

sin(fz) = sin(Bz + 27)

. 2
=gin(fB|x+ — ,
< ( B >>
also f(z)=f (m + 2%) fur alle z € R, und damit ist ’%T eine Periode von f.

27

Wihlen wir € € (O, 3

) (beachte, dass 8 auch negativ sein kann), dann ist

B

da wegen |Bz| € (0, 27) offenbar |27 — Be| < 27 und Psin = 27 ist. Somit kann

f keine kleinere Periode als ‘%r

sin (5 (ac p A s)) — sin (B + 27 — fe) # sin(B),

besitzen.

b) Es ist f(z) = a-sin(Bzx —§) + v = a - sin (ﬁ (x— %)) + 7. Die Phase
ldsst sich somit als Verschiebung des Graphs von x — asin(8z) + v um 6/ in
z-Richtung interpretieren.

¢) Es gilt | sin(x)| < 1 fiir alle x € R. Daraus folgt:

lasin(fz —9)| < |a| <= —|a] < asin(fz — ) < |q|
— —la+7 < asin(Bz - &) +7 < |al +7
— —lal+v < f(z) <ol +7v

Interpretation: Da f stetig ist, folgt daraus Wy = [—|a| + 7, |a| + 7).
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12.6 Konkrete Sinusschwingung
Bestimmen Sie die Amplitude Ay, Periode Py, Phasenverschiebung und den
Wertebereich Wy von

™

f(x) =1+ 2sin (gx - 2) .

Fertigen Sie anschlieflend eine Skizze an und machen Sie sich klar, wie man
ausgehend vom Graph der Funktion z + sinx den Graph von f erhilt.

Losungsskizze

(i) Amplitude und Periode, Phase und W (vgl. Aufg. 12.5)
27
=2 = — =
~ Ay , Py 23 3
Wegen v = 1 gilt fiir alle z € R:

—Ap+y < fl@) S A +y = —1< f(z) <3

3 _
P_om

~> Wertebereich Wy = [—1, 3]. Die Phase betrégt §/5 = 1

T
2

(i) Skizze: Gy erhélt man ausgehend vom Graph von z — sinz via:

1. Verschiebung um ¢/ nach rechts in z -Richtung ~  sin (ac — %ﬂ)

2. Skalierung des sin-Arguments mit dem Faktor 5 = 2/3 ~ sin (%L — g)

3. Multiplikation von sin(...) mita = 2 ~ 2sin (%z -7
4. Verschiebung um v = 1 in y-Richtung nach oben ~ f(x)

| Bemerkung: Die Reihenfolge der Variationen ist irrelevant.
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12.7 Periode trigonometrischer Funktionen

Bestimmen Sie die (minimale) Periode Py der folgenden Funktionen:

a) f(z) = 2sinzcosz b) f(z) = sin(3z/2) + tan3z ¢) f(z) = exp(cos® z)

Losungsskizze

a) Mit dem Additionstheorem fiir den Sinus folgt

sin 2z = sin(z + x) = sinz cosx + sinz cos z = 2sinx cosx
. 27
und damit Py = -5 =7 (vgl. Aufg. 12.5).

2m

b) Minimale Periode von fi(x) := sin(3z/2) ist Py = 32 =

47 /3, und die

minimale Periode von fa(z) := tan3z ist Py, = 7/3

~> Py, ist als ganzzahliges Vielfaches von Py, ebenfalls Periode von fo*

47
= 'Pf :Pﬁ = ?

¢) Mit dem Additionstheorem des Kosinus folgt

2 .2
cos2x = cos(x +x) = cos” x —sin” x

2z) = 2cos’z — 1

= cos’z — (1 — cos
— cos’x = % (cos(2z) + 1) (1)
und mit Peos2. = 7 folgt Py = 7.

Alternative: Direkte Rechnung unter Ausnutzung von (1):

flz+)

exp(cos®(z + 7)) w exp (; (cos(2(x +m)) + 1))

= exp <; (cos(2x) + 1)> = exp(cos®z) = f(z), z €R

:>Pf:W

* Ist x — g(x) eine Funktion mit Periode p, dann gilt fiir k¥ € Z mit k # 0:

g((x+ (k= 1)p) +p) = g(z + (k- 1)p)
= g((z+ (k—2)p) +p))
= ...=g(x)

g(x + kp)

= |kp| ist ebenfalls Periode von g. Oder kurz und knapp: ,Ein ganzzahliges
Vielfaches einer Periode ist ebenfalls eine Periode.“
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12.8 Rechnen mit den Arkusfunktionen

Geben Sie den Definitionsbereich der folgenden Funktionen an und vereinfachen
Sie die Funktionsterme so weit wie moglich:

1

a) f(z) = cos’(arcsinz) + sin’(arccosz) b) f(z) = cos(arcsinz)

¢) f(x) = sin(arctan z) + tan®(arccosz) d) f(z) = cos?(arctan z)

Losungsskizze

Trigonometrischer Pythagoras:

Es gilt cos?y =1 —sin? y und sin? y = 1 — cos? y bzw.

|siny| = /1 —cos?2y und |cosy|=/1—sin?y

fur alle y € R.

a) x — arcsinz und z — arccos z sind fiir —1 < < 1 definiert ~ Dy = [—1, 1]

f(z) = cos®(arcsinz) + sin®(arccos )
= 1 —sin®(arcsinz) + 1 — cos?(arccos )

l—a2?+1-22=2-222 fir—-1<z<1.

b) x — arcsinz ist die Umkehrfunktion von = — sinz mit D = [—7/2,7/2],
somit ist Darcsin = [—1, 1] und Waresin = [—7/2, 7/2].

AuBerdem ist arcsin(—1) = —7/2 und arcsin(1/2) = 7/2 ~ cos(£7/2) =0 =
Df = (_15 1)

1
cos(arcsin )

flz) =

/1 — sin?(arcsin z)

1
= ——, fir —1<z<1.

V1=a2’
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¢) Darctan = R. Also ist z — sin(arctanz) auch fiir x € R definiert und
Darccos — [_1, 1]

Der Tangens x — tanz ist auf (0, ) (= Warccos) fiit & = 7/2 nicht definiert.
Wegen arccos(0) = /2 folgt Dy = (—1, 0) U (0, 1)

f(z) = sin(arctanz) + tan’(arccos x)

12.4(i) tan(arctan x) sin?(arccos x)
/1 + tan(arctanz)  cos?(arccos )

B x 1 — cos?(arccos )
1+ 22 x?
1 . 2
= T 4% fiwae(—1,0U(0,1)

St o

d) Darctan = R und = +— cosz ist fiir alle € R definiert, somit ist Dy = R.
Aus 12.4(ii) wissen wir

2 1 .
COs x:m fur x:(2k+1)7r/2,k’€Z

Da aber ohnehin —7/2 < arctanx < 7/2 fiir alle z € R ist, d.h.

Warctan - (_7T/27 77/2),
folgt:

1 1
1 +tan?(arctanz) 1+ a2

f(x) = cos® (arctan z) = firz € R

* Trigonometrischer Pythagoras ~» |cosy| = /1 — sin? y; fiir y = arcsinz gilt —7/2 <y <
7/2 und somit cosy >0 = cosy = /1 —sin?y. v
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12.9 Nichtperiodische trigonometrische Funktion %

Die auf ganz R definierte Funktion
f(z) = cos(z® + 1)

besitzt keine Periode. Begriinden Sie diese Behauptung.

Losungsskizze
Angenommen, es gibt eine feste reelle Zahl p > 0, so dass

flz +p) = f(z)
fir alle z € R ist, dann gilt:

cos((z + p)® + 1) = cos(z? + 1)

Setzen wir # = (z + p)? + 1 = 2? + 2zp + p* + 1 und y = cos(z? + 1), so
erhalten wir die trigonometrische Gleichung
COST =Yy

mit den Ldsungen:

22+ 2p+pP+1 = 22+ 1+ 2k

, keZ
2?4+ 2xp+p*+1 = 2 —2® — 1)+ 2kn

2
Il

~ fiir jedes k € Z und x € R erhalten wir zwei quadratische Gleichungen fiir p:

p? + 2xp — 2kw =0 (1)
p? +2p+ 222 +1—n(1+k))

I

o
—

2o
=

Mitternachtsformel ~»

(1)~ pro=—-azxtVa?2+2kr, (2)~pi2=-az+ \/277(1 +k)—a2—2

Ohne genau zu untersuchen, fiir welche z und k iiberhaupt Losungen existieren,
sehen wir in jedem Fall, dass p von x abhéngt. %

Dies widerspricht der Annahme, dass p eine fest gewéhlte Zahl sei. Daraus folgt
die Behauptung.
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12.10 Checkliste: Trigonometrische Funktionen
12.10.1 Mogliche Definitionen der trigonometrischen Funktionen

Der aus der Schule geldufige und anschauliche Weg gelingt geometrisch iiber
das Bogenmaf$ eines Winkels im Einheitskreis, welchen wir hier kurz skizzieren:

Am Einheitskreis lasst sich zu jedem Winkel im
Gradmaf « € [0°,360°] via

s

a T 1800

eine reelle Zahl € [0, 27] zuordnen (Winkel im

Bogenmaf), welche genau der Lénge des Bogens
des entsprechenden Kreissektors entspricht.

Aus der Elementargeometrie folgt damit am rechtwinkligen Dreieck im Einheits-
kreis mit Hypotenuse h = 1, Ankathete a, und Gegenkathete g, fiir x € [0, 7/2]:

T2
qtanz
sinz sine — % = gs
h x
Ay
o X1 CosSx = 7 = Qg
cos
9z sinx ™
tanx = =& = , T FE =
Ay cosx 2

Fiir die Koordinaten von P erhalten wir P = (z1,z2) = (sinx, cosx).

Diese Uberlegungen lassen sich zuniichst elementargeometrisch auch fiir Werte
in z € [0, 27] erweitern.

Insbesondere kann man sich durch elementare Trigonometrie (vgl. Aufg. 4.2) die
Funktionswerte zu speziellen und haufig genutzten x-Werten exakt berechnen:

0| 7/6|m/4 | /3 |m/2| 3n/4 | =
sinz 0] 1/2 [3v2[3V3]| 1 | 3v2 | 0

1

0

V3| 3V2|1/2 | 0 |—-3v2|-1
VBl 1 | VB —| -1 |0

COs ™

tan x
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Bewegt man den Punkt P = (cosx,sinz) mit oder gegen den Uhrzeigersinn
(= mathematisch positiv) und mit mehreren Umlidufen auf der Kreisbahn, so
gilt anschaulich offenbar fiir z € R

sin(x + 2km) = sinz, cos(z + 2kw) =cosz, k€ Z.

Tragen wir die entsprechenden Werte in ein xy-Koordinatensystem ein, so haben

wir uns die Sinus- und Kosinusfunktion

rr—sinx und x> cosx

fiir beliebige = € R zumindest anschaulich klargemacht:

Analog erhélt man x — tanx mit

tanz = tan(x + km), «x # 2k + 1)%, k € Z.

Y T — tanx

—3m/2 —7/2 /2 3m/2

Dieser Zugang ist zwar anschaulich intuitiv, aber aus Sicht der Analysis streng
genommen nicht unproblematisch, da die fundierte analytische Betrachtung z.B.
den Begriff des Kurvenintegrals (~ bijektive Abbildung der Linge des Kreisbo-
genstiicks auf Winkel im Gradmaf) benotigt.
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Alternative rein analytische Zuginge gelingen z.B. iiber Potenzreihen (vgl. Ab-
schn. 16.11.4). So kann z.B. die Sinusfunktion durch eine unendliche Reihe dar-

gestellt werden:

oo
x 1,2k+1

sinz = Z(—l) )

k=0

Oder nach der Einfiihrung der komplexen Zahlen C kann man die Fuler’sche
Identitit!

| exp(iz) = cosz +isinz [2

nachvollziehen, welche einen fundamentalen Zusammenhang der natiirlichen
Exponentialfunktion exp(x) = e® mit den trigonometrischen Funktionen im
Komplexen darstellt.

Aus beiden rein analytischen Zugéingen erhilt man genauso wie vom elementar

geometrischen Zugang alle Eigenschaften und Rechneregeln der trigonometri-
schen Funktionen sinz, cosx,tanz = S

(und von exp(x)).

12.10.2 Elementare Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

Fiir k € Z gilt:

Funktionsgleichung | f(z) =sinz | f(x) = cosx f(z) =tanx
Definitionsbereich D¢ | R R R\ {z|cosz = 0}
Wertebereich Wy [-1,1] (—1,1] R

Periode Py 2 2m ™

Nullstellen T, = k7 xp = (2k+1)5 |2 =k
maximale Stellen 5 + 2km 2km —

minimale Stellen 3T 4 2k (2k+ 1) —

!Lehonard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker und Universalgelehrter.
2i = (0,1) € C imaginire Einheit
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m Trigonometrischer Pythagoras

Aus dem Satz des Pythagoras erhédlt man am Einheitskreis unmittelbar:

sinz +cos’z =1 fiir allex € R

m Symmetrie trigonometrischer Funktionen

Fiir x € R gilt:

(i) sin(—z) = —sinz (ungerade)
(ii) cos(—x) = cosxz (gerade)

(iii) tan(—=x) —tanzx firz # W, k € Z (ungerade)

m Additionstheoreme

Fiir z,y € R gilt:

(i) sin(x +y) = sinz-cosytsiny-cosz

(ii) cos(x £y) = cosxz-cosy Fsinz-siny

Daraus folgt z.B. mit x = y:

sin(2x) = 2sinzcosz

2 .2 .2 2
cos(2z) = cos"x —sin“z = 1—2sin“z=2cos"x — 1

m Verschiebungsformeln

Fiir alle z € R gilt:

(i) sin(z + 7/2) = cosz
(i) sin(z + ) = —sinz
(iii) cos(x + w/2) = —sinx

(iv) cos(x +7) = —cosz
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12.10.3 Die Arkusfunktionen

Fiir x € [-7/2,7/2] ist  — sinx streng monoton (~ bijektiv), also eindeutig
umkehrbar.

Genauso z — cosz fiir € [0, 7] und « — tanz fir z € (-7 /2, 7/2).

Natiirlich konnte man auch andere Intervalle, auf denen strenge Monotonie
herrscht und die den Wertebereich abdecken, wahlen.

Deswegen nennt man die Umkehrfunktionen auf diesen speziell in der Néhe der
0 gewéhlten Intervalle auch Hauptzweige der entsprechenden Arkusfunktionen:

m Umkehrfunktion von z + sinz fiir « € [—7/2,7/2]

Y
T > arcsinx
U
PR ¢ i
1
1
) xT—=sinz
1 e p;
,
k4
s
4,
L 4 L @ L 4
x
us ™
z 1 1 2
(4
4
4
4
4 -1 @
4
1
1
' ™
1 I
5@

Hauptzweig des Arkussinus: x +— arcsinx

mit Darcsin = [—1, 1] und Waresin = [—7/2, 7/2]
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m Umkehrfunktion von z — cosz fiir z € [0, 7]

0
l T — CosST
Hauptzweig des Arkuskosinus: x +— arccos

mit Darceos = [—1, 1] und Warccos = [0, 7]

m Umkehrfunktion von z — tanz fir x € (—n/2,7/2)

y T — tanx

x — arctanx

[SE

______
-
-

2%

Hauptzweig des Arkustangens: x — arctan x

mit Darctan = R und Warctan = (_71—/27 —7T/2)
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12.10.4 Lo6sen elementarer trigonometrischer Gleichungen

m Losung der Gleichung sinz =y
Welche z € R 16sen die Gleichung sinz = y?
Zunichst findet man fir —1 <y < 1:3

r1 = arcsiny.
Eine weitere Losung erhiilt man wegen sin(m — ) = sin 2 somit durch

X =T — I1.

/N
[\ \

iz T2 1,—1 T2,—1 : T1 T2 : T1,1 962,1\ T
: : T+ sinw

Séamtliche Losungen der Gleichung sin x = y erhélt man somit in der Form

|
[ME]

T = arcsiny + 2kw
r = Lk 4 k € Z.
xo = (m—arcsiny) + 2km

m Losung der Gleichung cosz =y

Analog zu den Uberlegungen beim Sinus erhalten wir simtliche Lésungen
der Gleichung
y=-cosz, yé€[-11]

via

T = arccosy, T2 = 2T —T1

mit

3Fiir y > 1 oder y < —1 kann es keine Losung geben. Anschaulich: Es gibt keine Schnitt-
punkte vom Sinusgraph mit einer Geraden y = ¢ fiir ¢ < —1 oder ¢ > 1.
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12 Trigonometrische Funktionen

T2,k

arccosy + 2km
(27 — arccos y) + 2k

keZ.

Y \—

T — COsST

/

VAN .
' /

N a\
N

m Losung der Gleichung tanx =y

FEine Grundlésung der Gleichung

tanx =y,

N,
L\

yeR

erhilt man durch den Arkustangens via 1 = arctany.

Dies ist die eindeutige Losung innerhalb eines Intervalls der Linge m (=
Periode des Tangens). Somit erhalten wir alle Lésungen durch Verschie-

bung um ganzzahlige Vielfache von 7:

|oc17k =arctany+knr k€E€Z

T — tanx

y=c
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162 13 Grenzwert und Stetigkeit
13.1 Grenzwerte von Funktionen

2
. 5 4 3 . ¢ —2x+3
W gt et - et ) i e

mad + 42 + 22 + 8
45 4 %xz

¢) lim (;) ;Eli_{réologl/:;x d) lim sin

z—Foo z— 00

Losungsskizze

a) z — —2z° + 6z* — 2% + 1, Polynom vom Grad 5 ~ nur das Verhalten
der hochsten Potenz von z und das Vorzeichen des Leitkoeffizienten z — —22°
spielen fiir x — +o00 eine Rolle:

lim —22° + 62* — 22 4+1 = lim —-22° = p—2+ (+o0)“ = Foo

r—Foo z—Foo

b) Zweierpotenz von x jeweils ausklammern (oder Zihler und Nenner analog zu

a) behandeln) und kiirzen ~»
—1

—_——
2 —22+3 A1 -2/ +3/1°) 1,
lim ————— = lim =,—“ =0+
z—+oo 32 + Hxr — 1 z—+oo %(3%‘#—5—1/332) +o0
N~~~

—too 0

¢) Grenzverhalten von x +— log, z und x — a” kann wegen und

| log,z=Inz/Ina | iiber das Grenzverhalten von = — e” = exp(z) und  — Inz

bestimmt werden:

- 1\* . ——\ e
(i) lm (=) = lim exp | In(1/2) -z = 0
<0
— 00
" . 1\* . 1\ : N
(i)  lim <) = lim <> = lim 2° = lim exp | In(2) -z = ©
z——o00 \ 2 z—00 \ 2 T—00 x—00 ~——
>0
— 00
1
. . nz
(i) Him logysz = [lim 575 = =0
——
<0
d) x — sinz stetig ~ ,lim kann in den Sinus gezogen werden*:
—0
5 3, .2 2 3 5
(2 42® 2?48 | (r+ 42 +1/2 +8/20)
lim sin T 12 = sin | lim
T—00 4a5 4 S z—ro0 ,ZK (4 + 4/m2?)
——
—0

(T _ V2
~n(3)- 2
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13.2 Links- und rechtsseitiger Grenzwert

Bestimmen Sie den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert f(zo+) = limi f(z):
T—xo

2 5

z°—1 x> —x+4

a) f(x):7x2_4,$0=2 b) f(x):72x3_2x2+1,x0:—1
1 _

C) f(m)zm,xo:() d) f(m):ln|:z:—1\ 1,%0:1

Existiert der Grenzwert lim f(x)?
T—To

Losungsskizze
2 2
.ot =1 . z°—1 3.
a) f(2_) - xl_I}IQl_ .’132 —4 - zl_lfg_ (x — 2) (.’13 -+ 2) - ”Oi = (0]
S——
—0— —4
2 2
z©—1 z© -1 3
2 = 1 = = 1 -_ = — ¢ =
S———

—0+ —4
~ f konvergiert in zp = 2 links- und rechtsseitig uneigentlich, f(2—) #

f@2+) = A lim2 f(x) (auch nicht uneigentlich).
T—

b) Nenner # 0 fiir zo = —1 = f stetig in g = —1, d.h. limlf(z) = f(zo):
T——

lim 2 —x+4 (1) —(-D+4 _ =FT4+4 4
e—-1223 — 222 +1  2(-1)3—-2(-1)2+1 -2-2+1 3

Grenzwert existiert == links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen iiberein
~ =43 = lim f(z) = f(-1-) = f(=1+).

1 1 1
0— — 1 — — R 1
¢) £(0-) z—%l—lfexp( 1/z) "1—e" 1-0
~—
——00
1 1 1 1
O — 1’ — = -« :O—
1(0+) m—%l—s-l—exp(l/x) 71 —e> 1—o00 —00
~—
— 00

Einseitige Grenzwerte existieren, aber f(0—) # f(04+) = A lin}) f(z).
r—r

d)Injz - 1" = —Injz —1|:

f(0—) = xlg{lﬁ—lnkr—l\ = xlg{lﬁ—ln(l—x) = ,—(—00)“ =
—0-+

FO4) = Jim —nje—1] = Jim —Ine 1) = ~(~00)* = 00
—0+

~> uneigentlicher links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen {iberein —-

lim1 f(x) = oo, uneigentlicher Grenzwert existiert.
T——
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13.3 Stetigkeit
Fiir welche x € R sind die angegebenen Funktionen stetig?
425 — 222 +

3 — 512 +8x — 4

c) sin(cos(z® 4+ 1)) - 2***1  d) f(z) = ﬁ

a) f(z) =3z +2:° -2  b) flz) =

Losungsskizze
a) Allgemein ist jedes Polynom auf ganz R stetig, f ist Polynom vom Grad
4 ~ f auf maximalem Definitionsbereich D = R stetig.

b) Ganzrationale Funktion, Zihler und Nenner sind Polynome ~> f nur in even-
tuellen Definitionsliicken nicht stetig.

Nullstellen vom Nenner 2® — 5z + 8z — 4: Sinnvolles probieren (vgl. Abschn.
10.7.3) ~ z1 = 2, Polynomdivision:

( x3—5x2+8x—4)+(x—2):x2—3x+2

— 23 4 222
— 322 + 8z
322 — 6z
20 — 4
—2x+4+4
0

x? — 3z + 2 = 0: Mitternachtsformel ~» 22 = 1; 23 = 2 (oder scharfes Hinsehen)
~ [ fiir alle x € D =R\ {1, 2} stetig

¢) Funktionen z + sinz;x +— cosz;x +— z° + 1,2 — 22241 gind fiir alle z € R
definiert und stetig ~ f ist als Komposition und Verkniipfung (ohne Division)
dieser stetigen Funktionen fiir alle z € R definiert und auch stetig.

!
d) Argument von /- > 0: x sin? z > 0 fiir alle z € R ~» Nenner als Kompo-
sition stetiger Funktionen mit Definitionsbereich R iiberall stetig

!
Argument von In(-) > 0: 1 —2? > 0<= -1 <z <1
Zihler #0: In(1 —2%) =0<=1-2>=1<=2=0

~ f fiir z € D= (—1,0)U (0, 1) stetig
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13.4 Kilassifikation von Unstetigkeit (stetige Ergidnzung)

Untersuchen Sie, welche Art von Unstetigkeit an der Stelle zg bzw. Nahtstelle
bei b) vorliegt. Geben sie ggf. die stetige Ergéinzung an.

3 2 ..
3 — 312 + 2z 2z — |z|)/z fir x#0
a) f(x):ﬁaxOZQ b) f(z) =
r — 5w+ 2 fir x =0
1 . 1
c) f(:v)zm,xozo d) f(x) = sin . ,x0=0
Losungsskizze
a) o = 2 ist Nullstelle von Zidhler und Nenner ~ Linearfaktor (z — 1) lisst sich
kiirzen:
( :1:3—3952+2x)+(x—1):x2—2:1: ( x2—5x+4)+(x—1):x—4
—2® +a? -z 4z
—22° + 2z — 4z +4
22% — 2z 4z — 4
0 0

-3+ 20 (z—1(2® —22)  az(z-2) .
flz) = P —brtd . i e—4)  w—4 fire #1 Ax#4
rrx—-2) _ 11-2) -1

S @) = i = s o T T YA fU) =70

= li_>m1 f(z) = 1/3 ~ xo = list hebbare Unstetigkeit

f(z) fir x#1,2#4

~> stetige Erginzung: f(z) :=
1/3 fiir x=1

.2z — (=) .3
b) f(0-) = zl—l>%l+? = zl_l,%l_j =3 - Unstetigkeit 1. Art
f(0+) = lim 2o = lim £ 1 (Sprungstelle)
z—0— x z—0+

§) f(0-) = lim exp(-1/z) = o0

— 00

Unstetigkeit 2. Art

o

fo+) = m1_1>151+ exp(—1/z) =0 (Polstelle)

——o0

d) lim sin(1/x) Y27 fim siny = f(0—) und f(0+) existieren nicht
z—0+ y—too

~ Unstetigkeit 2. Art.
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13.5 Folgerungen aus der Stetigkeit
Begriinden oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Das reelle Polynom p(z) = z° + z* — 1 besitzt im Intervall I = [0, 1]
mindestens eine Nullstelle.

b) Die Gleichung 27 = x besitzt im Intervall I = [0, 1] eine Losung.

¢) Die Funktion f(z) = 2sin(z)e” nimmt auf I = [0, 1] einen maximalen und
minimalen Wert an.

d) Die Funktion f(z) = exp( L ) nimmt auf [0, 1) ithr Maximum an.

l—x

Losungsskizze
a) p ist als Polynom auf ganz R stetig (insbesondere auch auf dem Intervall I).

p(0) = =1, p(1) = 14+1—1 =1 = Vorzeichenwechsel von G, auf I

Aus dem Nullstellensatz (~ Zwischenwertsatz von Bolzano-Weierstra8) folgt:
p besitzt in I mindestens eine Nullstelle.

b) 27% = ¢ < 2% — x = 0, Nullstellengleichung der auf ganz R stetigen
Funktion:
frx—2"% -2z

f0)=2°-0=1-0=1>0, f(1)=2""-1=1/2-1=-1/2<0
Analog zu a): f besitzt mindestens eine Nullstelle in I = die Gleichung
27" = x hat eine Losung x € I.

¢) f(z) = 2sin(x)e” ist als Produkt von auf ganz R stetiger Funktionen ebenfalls
stetig auf R (und damit insbesondere auf I = [0, 1]).

Jede auf einem abgeschlossenen Intervall definierte Funktion nimmt dort auch
ihr Maximum und Minimum an (Satz vom Maximum und Minimum), somit
auch f auf I = [0, 1].

d) D =R\ {1} ~ f ist stetig auf D, somit auch auf [0, 1).

[0,1) nicht abgeschlossen ~» aus Stetigkeit kann nichts geschlossen werden. Es

ist aber
— 00

——
lim exp(1/(1 — ) = ,,e“ = 00
z—1

= f kann auf [0, 1) keinen maximalen Wert haben.
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13.6 Bestimmung von Asymptoten

Geben Sie die Asymptoten der folgenden Funktionen an:

2zt 4323 —2? —x 4+ 1 ze’ +x+1 In(z? + 2)z* + In(2? +2) + 2
a) 5o b) c) 5
T+ T T 4 +1
Losungsskizze

a) Polynomdivision:

1

224 + 323 —xQ—x+1)+(ac3+x2—x):29:—}—1—1—#
e +x —x

—2x* — 2% + 222
z> +x27x

— 3 fx2+x

1

~ Asymptote a : © +— 2z + 1, Probe:

lim 2x4+3w3—x2—x+1_a(x) = lim .
z—+oo 3422 —2x T ozotcoxd 422 — 1o
: 1 1 [ —
= LR T oTe T 0EY
b) xe$+x+1:ﬁ+x+1:em+1+l
T T x x

~ Asymptote a : © +— e” 4+ 1, Probe:

v 1 1 1
lm 2T @) = lm - =, =0ty

z— oo x z—+oo T " +00

¢) In(z? + 2) ausklammern und kiirzen:

2 2 2 2 2
In(x* 4+ 2)x* + In(z= + 2) + 2 _ In(z® 4+ 2)(z* + 1)+ 2 — @ +2)+ 2
2 +1 x2+1 22+ 1
~+ Asymptote a : x — In(z? + 2), Probe
2 2 2
lim In(z® +2)z" + In(z" +2) +2 a(z) = lim 1 ”i“ oy
z—+oo 2 +1 ztoo 2 + 1 00
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13.7 Geometrische Bestimmung von lim % *

x—0
T2
= Setzen Sie die Flichen der Dreiecke
o AABC, AABE sowie den Kreissektor mit
he1 x tanz Bogenlinge 2 und Offnungswinkel ¢ ins
Verhiltnis und folgern Sie daraus
sinx z1 .
P . osinz
\ A ] B zh—% x .
Losungsskizze
Flachenformeln fiir Dreieck und Kreissektor:
1
FDreieck = 3 X Grundlinie x Hohe
1 . .
Fireissektor = 5 X  Bogenldnge x  Radius

mFall 0 <z < 7/2~ sinz > 0:

Dreiecksflichen AABC', AABE sowie Fliache des Kreissektors Sapc der
GroBe nach ins Verhiltnis setzen (Grundlinie = Radius = h = 1):

>0

1 . 1 1
Faape < Fs,pe < FAABE = 5-51nx< §'$< 5-tanx|-

€T 1 —1
— < ()
sinx cos T

sin x

— 1<
sinx

<= cosr < — <1
T

Ungleichungskette erfiillt fiir 0 < z < 7/2: Sandwichsatz ~

sin x

lim cosz=1 und lim 1=1 = f(0+)= lim
x—0+

=1 (1
z—0+ =0+ X

m Fall —7/2 < <0, sinz < 0: analoge Abschiitzung:

—Faapc > —Fs,po > —Faape <= sinz >x >tanx| - <0

sinx

T <cosz ()7t

— 1< —
sin x
sinx

<= 1>

> cosx
x

sinx

Analog zu (1) = f(0—) = lim

z—0— T

=1

sinx
=1

Somit f(0—) = f(0+)=1 = ;1_% .

* Bemerkung: Mit dem Satz von L’Hospital (Differentialrechnung; vgl. Aufgaben 15.5 und
15.6) oder der Potenzreihendarstellung vom Sinus (vgl. Aufg. 16.5) erhiilt man das Ergebnis
vergleichsweise sehr einfach.
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13.8 Grenzwertbestimmung durch Umformung *

a) lim V22 —2z—+22—1 b) lim 1osine c) limM

T—>00 z—mw/2 COST z—0 x

Losungsskizze

Hinweis: Vor allem ¢) geht mit dem Satz von L’Hospital (vgl. Aufgn. 15.5 und
15.6) oder mit der Potenzreihe vom Kosinus (vgl. Aufg. 16.5) einfacher. Ohne
dieses Hilfsmittel miissen wir ein wenig in die Trickkiste greifen, weshalb die

Aufgabe ihren  redlich verdient hat.

a) Typ ,,00—o0“, Idee: erweitern mit v/22 — 2x++/x2 — 1 (3. binomische Formel):

o —\ (Va? -2z 422 1) P |
(\/332 2x \/x2 1) Vo =2z +Vx? — 1 - ViZ -2z + V22 -1

~ Bruch mit Grenzfall ,,—oco/00%, gemeinsamen Faktor = ausklammern:
—-2

1-2 1 2
lim — = lim ?L{(/m_) = —
z—00 /32 — 21 + /a2 — 1 2= g (/1 —2/x++/1—1/22)
—_——— N——
—1 —1
=1l—cos’z
. . . 1—sinxz 1+sinx 1— sin’x
b) T 0/0¢ t t1 : . =
) Typ ,0/0% erweitern mit 1+ sinz cosx  14sinx  cosz(l + sinx)
—0
. 1—T+cos’z . coslz(1 T . cos® 0
= hm ﬁ = hm ?’) 1m 1_’_7' = 5 = 0
/2 COS T sinx /2 COST sinx /2 sinx
z—m/ z—m/ z—m/ =
—

¢) Typ ,,0/0%, erweitern fiihrt hier nicht weiter. Idee: Setze x = x/2 4+ x/2 und
wende das Additionstheorem fiir den Kosinus an:

cosz — 1 cos(z/2+x/2)—1 _ cos? (z/2) — sin? (x/2) — 1

x x x
_ (A—sin?(z/2)) —sin® (z/2) T —2sin® (z/2)
N x N x
= =/ SH;/(;/Q) -sin (x/2)
o Tim ST g ZI@D) Gy = - im S in E
x—0 x x—0 ;L'/Q x—0 ;L'/Q x—0
—_——— ~—~—
=1, vgl. Aufg. 13.7 —0

= —-1-0=0
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13.9 Das groBe (und kleine) O von Landau x

Begriinden oder widerlegen Sie jeweils fiir x — 0 und x — oo die folgenden
Aussagen:

a) 22— 20 +14+V2> € O(x®) b) e* —1—x—2%/2 —23/6 € O(z*)
¢) sin3z € o(x) d) 2sinxz 4+ 3cosz € O(1)

Losungsskizze
a) Betrachte das Grenzverhalten von (22 — 2z 4+ 1 + V%) /2 fiir 2 — oo

x2—2m+1+m5/2

lim 3 = lim 1/z —2/2° +1/z° —|—1/\/§— 0
z—00 x TH0ON ol Nm -
—0 —0 —0 —>O

— 2 — 2z + 14 Va5 ist sogar in 0(2®) (= 2? —2z+1+Vab € O(z®) V).
Fiir z — 0 ist z.B. lin%) 1/z = o0, d.h. 22 — 2z + 1 + Vb ¢ O(2®) fiir £ — 0.
z—

b) Setze t(z) := 1+ z + 22 /2 + 2°/6:

m Fall x — ©

Wir betrachten zunichst nur das Verhalten von e” /z*:

xT xT
e .e . 1
lim — = lim — = lim ——— =,1/0“ =00
T—00 I T—00 I T—00 /ez
——
—0

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Exponentialfunktion schneller
als jedes Polynom wéchst. Prézise gilt

lim p(@) =0(= p(z) € O(e") fiir x — o0)

rz—oo eT

fiir jedes Polynom p, also auch fiir p(z) = z* (vgl. Aufg. 15.5d).

Also ist €* ¢ O(z?) und damit auch e® — t(z) ¢ O(z?) fiir z — oo.

mFallz — 0

e —t(x) . w4 4 3 2
lim ———— = lim e’ /x —1/2" —1/z”> —1/22" — 1/6x
z—0+ x z—0+ —— [ S g
»— 1/0 = oo — 00 —too — 00 —+oo
— ”w _ OO“

~> unbestimmt. Nutze alternativ Potenzreihenentwicklung von e”:



171

&0 k
e =" x—' =1+az+22/24+2%/6+2*/24 +2°/120 + 2°/720 + . ..
k=0
z 4 5 6
o Tim & t(x) _ limm/24+a:/120+x/720...
z—0 x4 z—0 x4
= 11%1/24+x/120+x2/720+... = 1/24
T—
—0

— " —t(z) € O(z*), (x = 0) v

Hinweis: Gilt allgemein f(z) — g(z) € O(h(x)) fiir £ — xo, so schreibt
man hierfiir gerne

f(z) = g(z) + O(h(z)) firz — zo

und meint damit, dass der ,,Fehler®, wenn man f(x) durch g(z) ersetzt
(= f(z) — g(zx)), sich in der Nihe von z = xg wie h(z) verhilt. Im Fall
h(z) = 2" und zo = 0 bedeutet das beispiclsweise salopp gesagt: Je
hoher die Potenz k ist, umso schneller wird der Fehler klein bzw. umso

besser wird f in der Ndhe von 0 durch g approximiert.

in3x y:=
c) Fall 2 — 0: lim ST yide
z—0 X y—0 y/3 y—0

—1,vgl. Aufg. 13.7

Somit gilt zwar sin 3z € O(x) aber sin3x ¢ o(x) fiir z — 0
m Fall 2 — co: Wegen |sin3z| < 1 gilt
—1/z <sin3z/x < 1/z firallex #0
Sandwichsatz — mlLrI;O sin3z/z =0 = sin3z € o(z), (z = c0) v
d) Fallz — oo (2sinz + 3cosz)/l = 2sinz + 3cosz ~» Grenzwert
xli_)ngo(2sinx + 3cosx)/1 existiert nicht. Wegen |cosz| < 1 und |sinz| < 1

ist aber
—5 < 2sinx + 3cosx < 5, fiir alle z € R.

Es gibt somit eine Konstante C' € R, 0 < C' < 5 mit |2sinz + 3cosz| < C fiir
allez € R = 2sinz + 3cosz € O(1) fiir x — 0. vV’

m Fall x — 0: lir%Qsinm+3cosa: = 2sin0 + 3cos0 = 3 — 2sinx +
xr—r

3cosz € O(1) firx - 0 v
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13.10 Checkliste: Grenzwerte von Funktionen
13.10.1 Definition

Mit Hilfe von Folgen (vgl. Abschn. 8.12) lisst sich eine sinnvolle Definition fiir
den Grenzwert einer Funktion f: D C R — R angeben:

Gilt fiir alle Folgen (x )y mit

lim x, = a,
n—oo

dass die entsprechenden Folgen der Funktionswerte (f(zn))n allesamt gegen ein
und dasselbe v € R konvergieren, d.h.

im f(zn) =7,

dann konvergiert f fiir x — a gegen 7.

Die Zahl v nennt man den Grenzwert von f fiir z — a, und man schreibt:

lim f(z) =~

T—a

Beachte: Die Stelle a bei der Grenzwertdefinition muss nicht unbedingt in D
liegen. Es muss nur garantiert werden, dass jede Folge (zr ), in D enthalten ist.

Bemerkung 1: Links- und rechtsseitiger Grenzwert: Nahert man sich der Stelle
a nur von rechts oder links (symbolisch © — a+, © — a—) und konvergiert
dabei f gegen 4+ respektive 4~ mit ’yi € R, so schreibt man

Jm S0 = im0 =
fiir den sog. links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle a.!

Stimmen der rechts- und linksseitige Grenzwert iiberein, d.h. ist v~ =~y = ~,

dann konvergiert auch f fiir x — a gegen .

1Eine exakte Definition gelingt analog zu der Definition des Grenzwerts einer Funktion,
wenn man nur Folgen (z,), mit z, < a (z, > a) fiir fast alle n betrachtet.
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Genauer gilt das niitzliche Grenzwertkriterium:

lim f(z) =7 <= lim f(z) = lim f(z) =~

r—a+

Bemerkung 2: Man kann auch a,y € {400} zulassen, wenn man die Definition
in naheliegender Weise analog zu den uneigentlich konvergenten Folgen abéndert
und Regeln fiir das Rechnen mit den Gréfien +oo einfiihrt (vgl. Abschn. 8.12.4).

Bemerkung 3: Alle grundlegenden Grenzwerte von Folgen (vgl. Abschn.
8.12.2), welche sich auf den kontinuierlichen Fall z € R, z — oo bei Funk-
tionen iibertragen lassen, bleiben giiltig. Zum Beispiel gilt fiir & € N:

lim ik:OM lim i:O,k‘zl

n—oo N T —00 :L‘k

lim Yn=00 ~ lim ¥z =00, kEN
n— oo &Tr—r o0

13.10.2 Grenzwertsitze fiir Funktionen

Insbesondere iibertragen sich auch die Grenzwertsétze von Folgen sinngeméf
auf Grenzwerte von Funktionen (was keine Uberraschung ist, da wir den Grenz-
wert einer Funktion iiber den Grenzwert von Folgen definiert haben):

Grenzwertsétze fiir Funktionen
Sind f, g Funktionen mit lim f(z) =+ und lim g(x) = 4, dann gilt:
r—a r—ra
(i) lim f(z) £ g(z) = lim f(z) £ lim g(z) =~ +6
(i) lim f(z)-g(x) = lim f(z)- lim g(z) =~ -6

(iii) lim % = lim f(x)/g}g% g(x) =

T—a g r—a

. 040

o2

Viele unbekannte Grenzwerte lassen sich somit analog wie bei den Folgen auf
der Basis von bereits bekannten berechnen, ohne dass man auf die etwas un-
handliche Definition zuriickgreifen muss.

Analog zu Folgen lassen sich die Grenzwertséitze fiir Funktionen auch fiir
v,9,a € RU{£o0} unter Beachtung der Rechenregeln fiir die Unendlichkeit an-
wenden. Auch der Sandwichsatz (vgl. Abschn. 8.12.3) iibertrégt sich sinngemésf.
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Bemerkung: Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Berechnung von Grenzwerten
stellt die Differentialrechnung mit dem Satz von L’Hospital bereit (vgl. Aufg.
15.4 und 15.5 bzw. Abschn. 15.13.4).

13.10.3 Stetigkeit

Funktionen dienen oft zur Beschreibung von Vorgingen in Natur, Wirtschaft
und Technik.

Sowohl die Funktionswerte f(z) als auch ihre Argumente = werden hiaufig durch
Messungen gewonnen. Eine fiir das Problem ,,passende® Funktion sollte sich des-
halb so verhalten, dass ein kleiner Fehler in der Eingabe a auch nur einen kleinen
Fehler in der Ausgabe f(a) nach sich zieht.

Eine Funktion mit solch einem Verhalten nennt man stetig in a.

Die folgende Definition? prizisiert diese intuitive Vorstellung. Insbesondere
schliefit sie oszillatorisches Verhalten und Spriinge von f an der Stelle a aus:

Stetigkeit

Fine Funktion f: D C R — R ist genau dann stetig im Punkt a € D, falls

lim f(z) = f(a).

Ist f in jedem Punkt aus D stetig, so ist f stetig auf D.

Aus der Definition der Stetigkeit erhalten wir dariiber hinaus noch ein weiteres
niitzliches Hilfsmittel bei der Grenzwertberechnung von Folgen:

Folge der Funktionswerte einer stetigen Funktion
Ist f eine auf D C R stetige Funktion und ist (an ). eine konvergente Folge in

D, dh. lim a, =a mit a € D, dann gilt:

n—0o0

Jim f(an) = f(a)

2Die Stetigkeit wird somit indirekt auch iiber den Grenzwert von Folgen definiert. Eine
dquivalente Definition, welche sich auch auf sehr allgemeine Mengen verallgemeinern lisst,
arbeitet mit einem geeigneten Umgebungsbegriff und spielt in der Mathematik eine wichtige
Rolle. Dieser fiihrt in R auf die sog. e-0-Definition der Stetigkeit, welche wir aber hier nicht
weiterverfolgen (wer mehr dariiber wissen mag, findet dies in jedem an den Grundlagen
orientierten Analysisbuch wie z.B. [25], [38], [39], [63]).
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Stetigkeit bei einer Funktion im Punkt a € D bedeutet ja gerade, dass fiir jede
gegen a konvergente Folge lim f(a,) = f(a) gilt, somit auch fiir eine beliebige.
n—o0

13.10.4 Die Landau-Symbole

Mit Hilfe der folgenden von Edmund Landau® eingefiihrten Definitionen und
Symbole lidsst sich das qualitative Wachstumsverhalten von Funktionen be-
schreiben.

Das grofie O von Landau

Gibt es zu zwei Funktionen f, g eine Konstante C' > 0, so dass |f(x)| < Clg(z)]

auf einer Umgebung? von a gilt, so sagt man, f ist ,,in groB O von g fiir  — a*,
und schreibt dafiir

f(z) € O(g(z)) fir o — a. (1)

Der Fall a = +00 wird analog definiert.

Interpretation: Ist f € O(g) fiir x — a, so wiichst f in der Ndhe von a € R
maximal so stark bzw. nicht wesentlich schneller als g. Entsprechend sagt man
im Fall a = 400, f wichst fiir groe (kleine) z maximal so stark bzw. nicht
wesentlich schneller als g.

Um nachzupriifen, ob (1) gilt, ist folgendes hinreichendes (aber nicht notwendi-
ges) Kriterium niitzlich: Existiert der Grenzwert |f(x)/g(z)| fir + — a, d.h.,
gibt es eine reelle Zahl v € R mit

i @
z—a |g(z)|
dann ist f € O(g).
Das kleine o0 von Landau
Sind f, g zwei Funktionen mit
b L@ _
z—a |g(z)]

3(1877-1938), deutscher Mathematiker

4Prizise ausgedriickt: falls es neben C' > 0 noch eine Konstante § > 0 gibt, so dass
|f(z)] < Clg(z)| fur alle € (a—0d, a+9) aber x # a gilt. Das offene Intervall (a—6, a+06)\{a}
nennt man auch eine punktierte §- Umgebung von a.



176 13 Grenzwert und Stetigkeit

so sagt man, f ist ,in klein o(g(z)) von g fiir x — a*“, und schreibt dafiir

f(z) € o(g(z)) fir z — a.

Interpretation: Die Funktion f wichst fiir £ — a langsamer als g.

Insbesondere folgt nach dem hinreichenden Kriterium:

|/(2) € olg(x)) = f€O(())]

Landau-Symbole bei Folgen und deren Anwendung in der Informatik

Die Landau-Symbole iibertragen sich fiir den Fall x = n € N fiir n — oo analog
auf Folgen und spielen z.B. in der Theoretischen Informatik eine wichtige Rolle
bei der Klassifizierung von Algorithmen.

Durch eine Folge (an)n lasst sich z.B. die Laufzeit oder der Speicherplatz eines
Algorithmus in Abhéngigkeit von der Linge der Eingabeinstanz (=n, z.B. eine
Anzahl von Elementen, die sortiert werden soll) beschreiben.

Da eine Folge nichts anderes als eine auf einer Teilmenge von Ny definierte reelle
Funktion ist, spricht man hier auch von einer Laufzeit- oder Speicherplatzfunk-
tion.

Zum Beispiel sagt man, ein Algorithmus habe polynomielle Laufzeit zum Grad
k >0, falls
an € O(n®)  fiir n — oo

fiir die zugehorige Laufzeitfunktion a, gilt. (Die Spezifizierung ,,fiir n — oo
lasst man bei Folgen meist weg, da sich dies aus dem Zusammenhang ohnehin
ergibt.)

Grundlagen zu diesem spannenden Thema lernt man z.B. in einer Veranstaltung
zu Algorithmen und Datenstrukturen/Theoretischen Informatik im Rahmen ei-
nes Studiums der Informatik kennen.

Die Wissenschaft, die sich generell mit der Komplexitéit von berechenbaren Pro-
blemen (Algorithmen) beschiiftigt, ist die Komplexititstheorie. Ein interessantes
interdisziplindres Grundlagengebiet, das irgendwo zwischen diskreter Mathema-
tik und Informatik angesiedelt ist und in dem auch das berithmte Millenium-
problem Nr. 4: /N = P?7“ formuliert wird.
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14.1 Untersuchung auf Differenzierbarkeit

Untersuchen Sie, fiir welche x € D die folgenden Funktionen differenzierbar sind
und bestimmen Sie ggf. ihre Ableitung:

a) f(z) = 2$3, D=R b) f(z) = vz, D= [0, 00)

Losungsskizze
a) Wéhle xo € D = R beliebig, Ansatz Differenzenqoutient™:

3 3 3 3
. z)— f(z . 27 =2z N A
lim 7f( ) — f(z0) = lim &=—=9 — 2. lim 0
T—x0 T — X0 T—z0 T — X0 T—x0 T — X0

Polynomdivision: (2 — z3) : (z — x0) = (z — x0)(z? + z20 + 23) ~

3 3 2 2
. r° —x . 0)(x° +xx0 +
9. lim 0 _ o, qyy &= 0)
rz—=x0 T — L0 T—x0 m
. 2 2
= 2- lim x° + xzxo + xo
T—x

= 2. (25 +xf + 285) = 2- 325 = 6]

xo war beliebig gewiihlt = f iiberall differenzierbar mit f'(z) = 622

b) An der Stelle 2o = 0 kann nur der rechtsseitige Grenzwert gebildet werden
~> Fallunterscheidung:

\/5_7 \/1:0’ Fall ,,0/0¢
T — T

mzo>0: lim , erweitern und 3. binomische Formel:

T—xq
lim\/_ii VIO _ lim \/_7':60~\/5+'x0:11m ]
oz T — To Tz T — To \/5 + /7o 0 Mﬁ + /7o
1 1
= lim

w20 /T +/To  2/T0

= fist fiir z > 0 differenzierbar mit f'(x) = %:c_l/Q =—

m o =0:

i YEZVO g VT

. 1
lim —— = ,—
=0+ x—0 =0+ T z—0+ /T 0+

— f ist fiir x = 0 nicht differenzierbar.

* Alternativer Ansatz mit der h-Methode: Setzt man z = zg + h, so ist der Grenzprozess
x — xo gleichwertig zu h — 0 mit
_ h) — h) —
i L@ = fl@o) _ . fl@o+h)— flxo) _ . flzo+h) — flzo)
T—x T — g h—0 %+h—% h—0 h
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14.2 Parameter fiir Differenzierbarkeit bestimmen

Bestimmen Sie die Parameter a, b € R so, dass f an der Stelle z = 0 differen-
zierbar ist:

2 + cos (bx — w/4) fur x>0

alr — 1 fir x <0

flx) =

Losungsskizze
/ ist auBerhalb von 0 fiir a, b beliebig differenzierbar, da f(z) = a(—(x — 1)) =
a(l — ) fir x < 0 und 2 + cos(bx — 7/4) fiir x > 0 differenzierbar sind*

~ Hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit an der Stelle x = 0**:

m Stetigkeit: lim f(z) = f(0)
x—0

f(0) = 2+cos(b-0—m/4) =2+ cos(—m/4) =2+ V2/2

S S = By de il = iy a-er=a
. . ™ T
Il_l)%l_i_f(]?) = Il_1>161+2—|—cos (bx— Z) = 2+ cos (_Z) =2+2/2
————
=v2/2
— a=2++2/2
. / L . /
. ! . . o ! — . _ - _
Jip 116 = i e = lig o= o
lim f'(@) = Tim (24 cos (be— 7))
a:—1>%1+ = wi}I(I)l+ cos e 4
= lim —bsin (bx—z) = —bsin (_E) =bV2/2
z—0+ 4 4
———
=—v2/2

—a=bV2/2 = b:—2a/\/§:_4\;§\/§:—1—2\/§

= fistfiira= 2—|—\/§/2 und b = —1—2v/2 an der Stelle zz = 0 differenzierbar.

* Polynome und trigonometrische Funktionen sind beliebig oft differenzierbar.

** Eigentlich: Untersuchung auf Differenzierbarkeit an einer Stelle o € D iiber Grenzwert
z)— f(z
des Differenzenquotienten: lim M
x—0 T — X
cher anzuwendende Kriterium: Ist f stetig in xp und auflerhalb von x( differenzierbar mit

lim f/(z) = lim f/(z) = «, so ist f an der Stelle zo differenzierbar mit Ableitung
rT—>xTH— r—xo+

[ (xo) = a.

. Aus dem Mittelwertsatz folgt das oft einfa-
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14.3 Potenz- und Summenregel

Bestimmen Sie mit der Potenz- und Summenregel die erste und zweite Ablei-

tung:
o5 _Lla 253 15 _ Va?
a) f(x) == 8x + Sx 5% +1 b)) fo) = e
2
c) f(z) = 2z + ln% + a? d) f(z) = 2sinx + 3cosz

Vereinfachen Sie jeweils so weit wie moglich.

Losungsskizze
a) Summenregel ~

1 2 1 ' 1
f'(x) = (w5 — §m4 + ng - 51‘2 + 1) = 5z* — §x3+2w2 —x

/
f(z) = (5364 — %x?’ +22° — m) = 202° + %x2 +4x -1

2
b) Umformen mit Potenzrechenregeln: TQ S 8/3
T

/
f'(x) = (xs/s) _ §$s/3—1 _ §x5/3: g\z/;

3 3
won (8 53\ _ 8 5 551 40 o3 40 5
¢) Logarithmengesetze: hrlgc—2 =Inz? —Inz'/? =2nz — llnalc = §lnx
& gesetee: Mz T - 2 TS
l 2
f’(x) — 2x1/2+§lnaz+x2 :2.1x1/2*1+i+2xzw
2 2 2z 2z

2 2

R S BRI et Rl
2¢3/2  2z2 - 222

1 _ _ ! 1 _ _
Mf//(x) — <x 1/2+§x 1_’_4:1:) _ _5-1‘ 3/2_%32 2+4

d) f(x) = 2cosx — 3sinz,

f’(z) = (2cosz — 3sinz)’ = —2sinz — 3cosz = — f(z)
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14.4 Produkt- und Quotientenregel

Bilden Sie mit der Produkt- und Quotientenregel die erste Ableitung;:

3
B 1) = Qo )@t ) b) S = 5L
¢) f(z) = €% -sinx-cosw d) f(z) = tanz

Losungsskizze
a) f'(z) = 2z + 1) (32® — ) + 2z + 1)- (32 — )

= 20322 —2) + 2z +1)(6z — 1) = 627 — 2z + 122? — 2z + 62 — 1

= 182" + 2z — 1
22° + 1) - (42® + 2?) — (22° + 1) - (42® + 2*)’
b) f(z) = ¢ ) - ( g (22 ) - ( )
(43 + x2)
62?42 + 2?) — (22° + 1)(1227 + 27)
N (z2(4a + 1))
_F (242" +62°) — # - (242 + 42® + 122 + 2)
x/(3(4x+ 1)2
_ 2drt 24T 4+ 62° —42® — 120 -2 22° — 120 -2
n x3(4x + 1)2  a3(dx +1)2
c) f'(z) = (e* - (sinz - cosxz)) = (e*) - (sinz - cosz) + e”(sinx - cosx)’

= e” ((sinw - cosz) + (sinz - cosx))
NR: (sinz-cosz) = (sinz) cosx +sinz - (cosz) = cos®x — sin®z

Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus ~»

= é sin 2x =cos 2x
—_—— ‘ sin 2z
/ . 2 i 2
= f'(z) = € |sinz-cosz+cos”x —sin”x :ez( + cos2x
p / sinz\’  (sinz)’cosx —sinz - (cosx)’
d) f'(z) = (tanz) = - .
cosx cos? x
1
24 4 sin? o
cos"xr +smn-xr cos2 ¢
= 2 = . . 2
cos= T sin’ x sin x 9
1+ s— =1 = 1l+4+tan"x
cos? x cosx
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14.5 Kettenregel

Bestimmen Sie mit Hilfe der Kettenregel die erste Ableitung:

B f@) = @+ 20 = 5 b) fa) = o

¢) f(z) =In ( /(1 + sin® ac)2) d) f(z) = x-arccos (V1 —2?)

Losungsskizze
a) f/(z) = 2021 - (3z% + 2z — 5)2°2' =1 . (322 + 22 — 5)’
= 2021- (322 +22—5)2%0. (62 +2) = 4042 (322 +22—5)%02°. (32 +1)

b) Anwendung von Quotienten- und Kettenregel:

(32%) - (1 —2z)* — 32 - ((1 — 2z)*)

fe) = (2077
6 (1-20)* —322-4(1—22)% - (=2) _ 6z (1—2z)A1 + 2402 - (1 27
- (1—2x)8 B (1— 290)}3/5
_ 6r —122° +242°  62(1 + 22)
(1 —2zx)3 - (1—-2x)5

¢) Vereinfache: In {/(1 + sin® 2)2 = In (1 + sin® m)2/3 = % “In(1 + sin® ) ~

/
fl(x) = (; -In(1 + sin® x)) = ; . l—l—sﬁ (1 4 sin® z)’
2 1

2sin? z cos x
N 31 +sin®x

-ZsinQ:E-cosa:: —
1+ sin”x

1
—_ ~
V1 — a2

f(x) = (m - arccos (M))/ =1 arccos(ﬂ) +x (arccos(ﬁ))/
= arccos(v/1 — 22) — ! (V1 = 22

d) Ableitung von Arkuskosinus: (arccosz)’ = —

1— (V1 —22)2
= arccos —xQ—#-l — 2?7V (g
= anccos(1 =) = =T 5027 ()
—_———

= Va?=[e|
2

T
= arccos(\/1 —22) + ——
( ) |z]V/1 — 2?2
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14.6 Logarithmisches Ableiten

Bestimmen Sie die erste Ableitung:

a) f(x)=2" b) f(z) ="
¢) fz)=a"" d) f(x) = cos™(a?)
Losungsskizze

Funktionen der Form y = f(z) = u(z)"®) lassen sich durch Logarithmieren und

anschlieflende Anwendung der Kettenregel ableiten.*

a) y = 2%, logarithmieren: Iny = In2* = zIn2, ableiten:
!
(Iny) = (zIn2) — Y — o ey =y -In2
Yy

N y/ = f/(ZE) = 290 1n2 = 111(2) 296 *k

b) y = 2%, logarithmieren: Iny = Inz® = x In z, ableiten:

/

(Iny)" = (a:lnm)'<:>y§ = 1-lnx+x-ic>y' =y -(Inz 4+ 1)

= y = f'(z) = 2"(lnz + 1)
c)y = x%m, doppelt logarithmieren:

Iny = 22°Inz = Inlny = In(22°Inz) = In2+ zlnz + Inlnz, ableiten:

(Inlny)" = (In2+2zlnz +Inlnz) < L~l-y/ =1l+nz+
Iny y zlnx

1
— ¢ = fl(z) = 2™ ~2xmlnx(1+lnx+ )
rlnz

d) y = cos”(z?) logarithmieren: Iny = zIncos(z?), ableiten:

’ ! 1
1 ’:(1 2)<:>y—:1-1 %) b g (—sin(z?) - 2
(Iny) x In cos(z”) ) ncos(z )—l—xcosxz (—sin(z”) - 2x)
/ : 2
— L= In cos(z?) — 227 Sme
y cosx

= y' = f'(z) = cos”(2?) - (Incos(z?) — 22° tan(z?))

* Alternative: Exponentialterm durch z +~ Inz und z + e® ausdriicken

~ y = u(z)?®) = ev(@) In(u(2)) ynd ebenfalls Kettenregel anwenden.

** Analog erhélt man fiir a > 0, a # 1 die Ableitungsregel (a”)’ = In(a) - a®.
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14.7 Funktionen mit Parametern ableiten

Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen mit reellen Parametern die erste
Ableitung:

a) f(z) = az® + (bz® — ¢)> b) z(t) = acos(Bt+6)+~
k

2
c) t =V /F.
) i) =

d) u(t) = e (asinwt + bcoswt)

Losungsskizze

a) f = Funktion; x = Variable, a,b,¢c = Parameter ~

dj;(;) = (az® + (bz® — ¢)*)" = 3az® + 3(ba® — ¢)* - (bz® — ¢)’

= 3az® + 3(b°z* — 2bea® + ¢*) - 2bx
= 6b°2° — 12b%ca® + 3az® + 6bc*x

b) x = Funktion; ¢t = Variable, a, 3,7, = Parameter ~

da;it) = (acos(ft +6) +v) = —asin(Bt +6) - (Bt + ) = —aBsin(pt + )

¢) t = Funktion; y = Variable, k = Parameter ~

dat(y) _ (ezﬂ/k_ky—k)' _ (ezﬂ/k kly—1] )'

dy y? -1 1y +1)
= o () +ey2/k.( k >
y+1 y+1
Foy+1 (y+1)2

_ Uk <2y L —’f> _ vk (2y2+2?¥_k)
y+1  (y+1)° (y+1)2

d) v = Funktion; t = Variable, a,b,d,w = Parameter ~

du(t)
dt

A !
= (e “"(asinwt + bcoswt

= (e ") (asinwt + beoswt) + e °" (asinwt + bcoswt)’
= —ge % (asinwt + beoswt) + e % (aw cos wt — bw sin wt)

= —e " (a(dsinwt 4+ w coswt) + b(8 coswt — wsin wt))
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14.8 Bestimmung der n-ten Ableitung

Bestimmen Sie eine Formel fiir die n-te Ableitung(n € N) der folgenden Funk-
tionen:

a) f(z) = =" b) f(x) = sin2z

Uberpriifen Sie Thre gefundene Formel mit dem Induktionsprinzip.

Losungsskizze
a) (z") = nz"" Y (™) = nn—-1)2"" 2, .., @")" = nn—-1)(n—-2)-..2-1-

20 =nl

~» Formel: dci—xf(x) = jn—xx" = (x")(") =n!

"= (™)™ = p!fiireinn € N

LBun=1:(2')=12"=1=1v,LA.: ——

n (z7) x v, P

L.S.: (z" 1) (n+D) = A (ac"'H)/ = ﬁ(n—l—l)-x" | (n+1) ~ Konstantenregel
drx dnx

mn

(n+1)-$7x” — Dl = (1)

LA.=n!
b) (sin2z) = 2cos2z cos2z, n(mod4) =1
sin2z)” = —4sin2x —sin2z, n(mod4) =2
( ) ~ (sin2z)™) = 2™ . ( )
(sin2z)” = —8cos2x —cos2x, n(mod4) =3
(sin2z)® = 16sin2z sin 2z, n(mod4) =0

Verschiebungsformeln ~» Beobachtung:

sin(y + 5) = cosy; sin(y +25) = —siny; sin(y + 35) = — cos y;
sin(y +4%5) = sin(y 4 27) =siny, y € R

y = 22 ~» Formel: (sin2z)™) = 2" sin(2z + ng), n €N

Uberpriifung per Induktion (vgl. Kap. 7):
ILB.:n=1:(sin2z) =2cos2z =2sin(2x+ 5) v

L.A.: j— sin 22 = 2" sin(2z + n3) fiir ein n € N
nx

drx
277,—',—1

n+1 n / !
I.S.:msinln = <dsin2w> LA (Qnsin(Zerng))

cos(2x + ng) | Verschiebungsformel ~
™

= 2" lgin(20 + 2
s1n(x+n2+2

) = 2" sin(2z 4+ (n + 1)%) v
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14.9 Ableitung des Areakosinus hyperbolicus *

Bestimmen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung die gréfitmoglichen Intervalle,
auf denen x — cosh x umkehrbar ist, und berechnen Sie mit der Formel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion die Ableitung von z — cosh™ 'z

Hinweis: Zeigen Sie vorab: cosh? z — sinh? z = 1L,z eR

Losungsskizze
2 . 2 1 x —z\2 1 x —z\2
m Formel: cosh®z —sinh“x = 7 (e +e ) -7 (e —e )

= 1(9%-{-26230 T2 022 _ T 4 962% _2’:7(%/2""') =1V

— e() 1 e(] =1

m Umkehrbarkeit:
b (Y o) = Lier oy -
(coshz) = 5(6 +e ) = i(e —e¢ ") = sinhz
x>0:e ¥ <e® = sinhz > 0~ coshz streng monoton steigend (s.m.s)

x <0:e®>e” = sinhz < 0~ coshz streng monoton fallend (s.m.f)

x =0:sinh0 = %(e0 —e’) =0 = cosh umkehrbar fiir < 0 und z > 0.

m Ableitung der Umkehrfunktionen via Formel: sinh z = 4+/cosh? z — 1 ~>

1 1
sinh(cosh~!(x)) ++/cosh?(cosh ™t z) — 1
1 1

++/(cosh(cosh~Tz))2 — 1 VP 1

~ definiert fiir x > 1 und x < —1

(cosh™'z) =

z < 0: coshz s.m.f = cosh™' s.m.f = cosh™! < 0 (~ neg. Wurzel)
x> 0: coshz s.m.s = cosh™! s.m.s = cosh™ > 0 (~ pos. Wurzel)
—1/vV22 =1 fiir = < —1

1/vVx2 =1 fir z>1 (= (arcoshz))

:*> (Coshfl:p)/ =

* Hinweis: Da sich die Umkehrfunktionen explizit bestimmen lassen (vgl. Aufg. 11.5),
erhalten wir das Ergebnis natiirlich auch direkt durch Rechnung. Zum Beispiel ist cosh~™! z =

arcoshz = In(z + Va2 — 1) fir x > 1~

d
o In(z + vz2 — 1)
x

1 x 1
B e - o
Tz +Vx? -1 ( ;v2—1) 2 —1
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14.10 Ableiten von Potenzreihen

Leiten Sie die angegebenen Potenzreihen einmal nach x ab:

J+1

Z (x — 1)j g (2k

Jj=1

Losungsskizze

a) Gliedweises Differenzieren:

!

2 16
- 1—%(x—1)+g(x—1)2—%(93—1)%...
- 1—%(35—1)4— (@—1) —i(m—l):;i
% yitl ‘
= Z( 1) (a:—l)]_1

Alternative: Anwendung Ableitungsformel (konstantes Glied fehlt, somit keine
Indexverschiebung):

b) Gliedweises Differenzieren:

o0 22k ! 22 2 6 !
(Z(_l)k(%)!) = (1 TR T ] +_'">

k=0

o xS .’EB

= —r + ? - y + —
_ i(_l)k $2k—1
= (2k — 1)!

Alternative: Anwendung Formel (konstantes Glied ~» Indexverschiebung):

/ 2k opa S 24 2k—1
(Z( b* 2k)'> = Z( Femt = XY e

— Z(,l)kﬁ
2V @)

oo ()it ,
Z%(m_l)ﬂ _ ((w—l)—l( 24l (a:—l) Laonte.
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14.11 Checkliste: Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln
14.11.1 Differenzenquotient, Differentialquotient und die Ableitung

Anschaulich gesprochen ist eine Funktion f an einer Stelle o ihres Definiti-
onsbereichs differenzierbar, falls man an ihrem Graph G eindeutig eine Tan-
gente anlegen kann. Anders interpretiert: f ist dann an der Stelle xzg linear-
approximierbar, d.h., wir kénnen f in der Ndhe von zo durch eine affin-lineare
Funktion (Gerade) ersetzen.

Bei der Konstruktion der Tangente startet man z.B. mit der Steigung einer
Sekanten (Differenzenquotient) von G¢ und fiihrt einen Grenziibergang durch.
Gliickt der Grenziibergang, so erhalten wir als Grenzlage der Sekante eine
eindeutige Tangente mit dem Grenzwert der Sekantensteigung (Differentialquo-
tient, Ableitung) als Steigung.

Die folgende Definition prézisiert dies:

Differenzierbarkeit und Ableitung

(i) Eine Funktion f: D C R — R ist an der Stelle 29 € D differenzierbar, falls

der Grenzwert des Differenzenquotienten

L 4 ) = f(@o)

T—x0 T — X0

existiert. Der Grenzwert wird dann als Ableitung oder Differentialquotient von
f an der Stelle ¢ bezeichnet: f’(z0).

(ii) f heiBt differenzierbar auf D’ C D, wenn f fiir alle x € D’ differenzierbar
ist und f’ : D’ — R selbst eine reelle Funktion ist.

m Gleichung der Tangente

Wie eingangs schon anschaulich erwidhnt, bedeutet Differenzierbarkeit ei-
ner Funktion f an einer Stelle z9 € D, dass der Graph Gy der Stelle

(o, f(z0)) eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt:

trao () = f'(20)(x — 20) + f(20)
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Die Ableitung an der Stelle x¢ entspricht dann der Steigung der Tangen-
ten und kann auch als lokale Anderungsrate interpretiert werden.

m Links- und rechtsseitige Differenzierbarkeit

Analog zur links- und rechtsseitigen Stetigkeit ldsst sich am Rand vom
Definitionsbereich einer Funktion die einseitige Differenzierbarkeit als
die entsprechenden links- und rechtsseitigen Grenzwerte des Differenzen-

quotienten definieren.

Ebenso kénnen auch uneigentliche Ableitungen mit den Werten +oo auf-
tauchen, welche als Tangenten mit unendlicher Steigung interpretiert wer-

den konnen.

m Zusammenhang Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Ist f an der Stelle zg differenzierbar, dann ist f auch stetig. Die Umkeh-
rung gilt nicht, wie man an dem Beispiel z — |z| sehen kann.

m Leibniz’sche Schreibweise

Fiir die Ableitung wird auch die Leibnizsche Schreibweise

df (x)
dx

lies ,, df(x) nach dz*

verwendet?.

L4 (z)

Gcradcwin den Anwendungen (z.B. Physik, Ingenieurswesen) wird damit praktischerweise
aber oft so gerechnet, als ob dies tatséchlich ein Quotient wére. Auch in der Mathematik
kommt das gelegentlich vor (Stichwort: Substitutionsmethode bei der Integralrechnung). Man
muss sich dies dann so vorstellen, dass man eigentlich mit dem Differenzenquotienten rechnet
und dabei gleichzeitig den Grenziibergang durchfiihrt. Das dies nicht in allen Fillen gut gehen
kann liegt auf der Hand. Allerdings ist die Methode sehr praktisch und eine Probe rechtfertigt
dann die Mittel.

ist kein Quotient, sondern genauso wie f’ nur ein Symbol fiir die Ableitung.
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m Hohere Ableitungen

Ist f mehrmals differenzierbar, so schreibt man f’, f”, f"' fiir die ers-
te, zweite, dritte Ableitung usw.. Ab der vierten Ableitung schreibt man
zweckméaBiger f, O .

m n-te Ableitung

Ist f n-mal differenzierbar (n € N), so wird die n-te Ableitung rekursiv
definiert:

£ @) = A (5D @)

In Leibniz’scher Schreibweise:

d" f(z)

dx™

14.11.2 Ableitungsregeln

m Summen-, Produkt- und Quotientenregel

Sind f und g in z differenzierbar, dann ist f(x) + g(x), f(z) - g(z) und
f(@)/g(x),g(x) # 0 in x differenzierbar, und es gilt:

(i) (f(z) +g(x)) = f'(x) +g'(x)
(ii) (f(z)-g(z))" = f'(2) - g(z) + f(z) - ¢ ()

o (f@Y @) g(@) - f2) g (2)
(i) (g<x>> - #()

m Kettenregel

Ist f in y = g(z) und g in = differenzierbar, dann ist die verkettete Funk-
tion f(g(z)) in x differenzierbar, und es gilt:

(f(g(2)))" = f'(9(x)) - g'(x)
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m Logarithmisches Ableiten

Sind f und g in z differenzierbar, dann auch f9, und es gilt:

(1@@) = £@* - u(s2) - gla))

m Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f in z € D C R differenzierbar und auf D umkehrbar mit f'(z) # 0,

dann ist f~!in f (z) differenzierbar, und fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion gilt:

—1\/ . 1
MR T)

14.11.3 Formelsammlung: Erste Ableitung der elementaren Funktio-
nen

Mit ein wenig Aufwand kann man die folgenden Ableitungsregeln herleiten:

(i) (*) =az®"!, fira € R
(ii) (exp JJ)/ = expx bzw. (ez)' =7
1
i) (Ing) — L
(iii) (Inz) -

(iv) (sinz) = cosx

(v) (cosz) = —sinzx
1
. t, / —

(vi) (tanz) oo

(vii) (arcsinz) = _
V1—2?

/ 1
viii) (arccosz) = ————
(i) (arocose) = = A=

1

(ix) (arctanz) =
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14.11.4 Ableitung einer Potenzreihe

oo

Man kann zeigen: Eine Potenzreihen Z ag(z — :L’o)k stellt im Inneren ihres
k=0

Konvergenzintervalls Kr(zo) eine stetige Funktion f dar, d.h.

o0

flx) = Z ar(z — x0)*  fiir & € Kg(zo).
k=0

Dariiber hinaus gilt:

Ableitung einer Potenzreihe

f ist auf Kr(xo) beliebig oft gliedweise differenzierbar mit

f(z) = Z kag(z — z0)" 1|,
k=1

Hierbei iibertrigt sich der Konvergenzradius von f auf f’.

Bemerkung: Das Konvergenzverhalten in den Randpunkten kann sich &ndern.
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15.1 Globale Extremwerte eines Polynoms

Bestimmen Sie die globalen Extrema von f: I — R mit
2
flx) = g:vS — 327 4 6z — g

und [ = [1, 4] und geben Sie den Wertebereich an.

Loésungsskizze

m Lokale Extrema

(i) Notwendige Bediningung ~ kritische Stellen:

f’(x):§x2—6x+6éo | 5/6 = 2> — 5z 4+ 5 =0

5—/5
: 54 /25 — 20 T = —5— ~ 1.382
Mitternachtsf.: ~ 2190 = ——————— =—
’ 2 5+5
Ty = 5 ~ 3.618

= wmi12€1

(ii) Hinreichende Bedingung* via Vorzeichenuntersuchung von sgn(f’):

Yo 1,5—\/5 5—\/575+\/5 5+\/5,4
sgn(f’){ +f >< : -1 : )( i1 w«»

x1: VZW** + — — — f(z1) lokales Maximum
z2: VZIW — — 4+ = f(x2) lokales Minimum

m Globale Extrema: Vergleich lokale Extremwerte mit Randwerten:

Lokale Extremwerte:

Flar) = f (5‘2ﬁ> ~1118;  f(xs) = f( g > ~ 1118

Randwerte:

FO) = 2/5-3-6-5/2=9/10; f(4) = > '543 —3.16424—5/2 = —9/10

Wegen f(z1) > f(1) > f(4) > f(z2) sind die lokalen Extrema auch die
globalen Extrema =— W = [f(z2), f(z1)].

* Alternative via 2. hinreichendem Kriterium mit zweiter Ableitung: f''(xz) = 12x/5 —
6; f(x1) = —2.68 < 0 = (x1, f(z1)) lokales Maximum; f’/(z2) ~ 2.68 > 0 —
(z2, f(xz2)) lokales Minimum.

** VZW = Abkiirzung fiir Vorzeichenwechsel
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15.2 Globale Extrema einer Logarithmusfunktion

Bestimmen Sie von f(z) = —In(z(x — 1)(z — 2)) den maximalen Definitionsbe-
reich sowie die globalen Extrema, die Monotoniebereiche und den zugehdorigen
Wertebereich von f: D — R fiir D = (0, 1).

Losungsskizze
(i) Definitionsbereich: Setze p(x) := z(z — 1)(x — 2).

f(x) ist genau dann definiert, wenn p(z) > 0 ~ Vorzeichenuntersuchung von

p*: Nullstellen von p kann man ablesen: 1 = 0,22 = 1,23 = 2. Es ist p(z) =

3 — 322+ 22 = lim p(z) = lim 2® = 4oco. Somit ist p(x) < 0 fiir
z—to0 xz—+oo

x € (—o0, 0) U (1, 2) und sonst ist p(x) > 0, also
Dmax = (0, 1) U (27 OO)

(ii) Lokale Extrema und Monotoniebereiche auf D = (0, 1):

f(z) = % —In(p(z)) = —p'(z)/p(z) = 0 <> p/(z) = 0 <322 — 62 +2=0

. J36—-4-3.92
Mitternachtsformel: z1,2 = 6+ 362 3 =1++3/3

~ nur 21 = 1 —+/3/3 € D = (0, 1), Vorzeichenuntersuchung von f’(z):

ze|(0,1-v3/3)|(1-v3/3,1)
sgn(f’(z)) —1 +1
Monotonie Gy ™\ Gy /

VZW von — — +

— lokales Minimum

(iii) Globale Extrema und Wertebereich auf D = (0, 1):

f(1—+/3/3) ~ 0.9547 .. .; Vergleich mit Randwerten:
—0+ —0+

1' 1 “ l l “
Jim —In(p(z)) =, —(-00)* =0c0;  lim —In(p(z)) =,—(-00)* = o0

Somit ist 1 = 1 — v/3/3 globales Minimum und W = [f(1 — v/3/3), c0).

* Alternative: Punktprobe von p ~» Vorzeichentabelle:

z €| (—00,0)](0,1)(1,2)](2,00)
sen(p(z)) -1 +1 -1 +1

= Duax = (0, 1) U (2, 00)

Oder man bestimmt die Vorzeichen der Linearfaktoren von p und leitet daraus das Vorzeichen
fiir p ab.
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15.3 Bestimmung von Wertebereich und Monotoniebereichen

2
Bestimmen Sie fiir f : D — R mit f(z) = Lﬁ” und D = Dpax den
T

Wertebereich sowie die grofitmoglichen Bereiche aus D, auf denen f streng mo-
noton/umkehrbar ist.

Losungsskizze

Polynomdivision ~ f(x) = 1+ x + % = D= (—o00, 1)U (-1, c0)
x

(i) Grenzverhalten an den Rédndern von D:

a(r) =z + 1 ist Asymptote ~ hrf f(x) = +oo.
xTr—r o0

. . 1 1 « _
Am S = dm, 1hed g =004 gy = 0F 00t = oo
(ii) Extrema und Monotonie:
1y 0-(1+x)—1-1 1 x? + 2z
/ = (|1 - = 4" - 7 1 =
P = (1rer ) =G 1 ~ @r1p
2
! z° 4+ 2x 2
— kritische Stellen: 1 = —2, x2 =0
Vorzeichenuntersuchung: sgn(f’): Ty =—2:
VZIW + — —
z €| (=00, =2)| (=2, =1) | (=1,0) [ (0, 00) |~ (=2, f(=2))
sgn(w2 +20) 1 1 1 1 lok. Maximum
2
sgn((z + 1)) +1 +1 +1 +1 20 =0:
sgn(f)|  +1 ~1 -1 | +1 VZW — — +
~ (0, £(0))

lok. Minimum
f(0)=2;f(-2) =—2und (i) = W = (—o0, —2]U[2, o0)

Aus Tabelle: f'(z) > 0 fiir z € (—oo, —2) U (0, 0©) = Gy streng monoton
steigend auf (—oco, —2] und [0, co) = f umkehrbar auf (—oo, —2] und [0, o)

f(x) > 0 fir x € (-2, 1) U (—1,0) = Gy streng monoton fallend auf
[—2, —1) und (-1, 0] = f umkehrbar auf [-2, —1) und (-1, 0]
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15.4 N&herungsweise Bestimmung einer Nullistelle (Newton)

Begriinden Sie. Das reelle Polynom p(z) = 2® 4 322 + 2z — 1 besitzt im
Intervall I = [0, 1] genau eine Nullstelle &.

Bestimmen Sie einen sinnvollen Startwert xg € I fiir das Newton-Verfahren
und berechnen Sie damit (fiinf Iterationen) einen Néherungswert von £ auf vier
Nachkommastellen.

Losungsskizze
(i) Existenz genau einer Nullstelle:

p(0)-p(1) = -1-1+34+2-1)=-5<0
—> Vorzeichenwechsel von p an den Intervallenden, p ist Polynom vom Grad

3, d.h. iiberall stetig = es gibt mindestens eine Stelle £ € I mit p(§) = 0
(Nullstellensatz).

Monotonieverhalten von G auf I: f'(z) = 3z% + 6z + 2 < 0, Mitternachts-
formel ~
V3 15774

-1+ — =~
3 —0.4226

N ;1’,‘1’2 =

—6++/36—-4-3-2
- -

x1, x2 ¢ I, und G, ist eine nach oben gedffnete Parabel = p’(x) > 0 fiir
x € (—14+/3/3, 00). Damit ist insbesondere G, auf I streng monoton steigend
— ¢ ist einzige Nullstelle von p im Intervall I.

(ii) Newton-Verfahren:

Kriimmungsverhalten von G,, auf I: p”(z) = 6z +6 20 o=-1
= p”(z) > 0 fir x > —1 ~ G, auf I linksgekriimmt (streng konvex)
Hinreichende Bedingung fiir Konvergenz des Newton-Verfahrens: p’(z) >

0, p"(z) > 0 ~ Startwert o € I mit p(xo) > 0, z.B. zo = 0.9; p(0.9)
3.959 > 0 ~ Newton-Folge:

p(zn) 3+ 322 + 22 -1

322+ 62 +2 5 Iterationen:

Tn+l = Tn +

1 = 0.9 — p(0.9)/p'(0.9) ~ 0.4973

0.4973 — p(0.4973)/p’(0.4973) ~ 0.3472

zs ~ 0.3472 — p(0.3472)/p' (0.3472) ~ 0.3252 ¢ = £ ~ 0.3247
x4 ~ 0.3252 — p(0.3252)/p’(0.3252) ~ 0.3247

x5 ~ 0.3247 — p(0.3247)/p'(0.3247) ~ 0.3247

Q

)

Q
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15.5 Grenzwerte mit dem Satz von L’Hospital

Berechnen Sie:

23 -2 ™ ] 404
a) lim vt e b) lim < c) lim 0 Ox—l—\/_
x——13x5 + 22 +2x+4 0 22 + 2 z—o00 21 4 24/2x —
2x
e (1 — cosx) .
lim —————— B f) 1 1
d) 00 78 + 22 + 1 ) 250 2(sinz — x) ) e T
Losungsskizze
. 234322 —2—-2 00 . 6z +6x—1 6—-6-1 1
a) lim L lim = -
z5—-13x° 4+ 22 +2x+4 ¢H a——-1 15zt + 220+ 2 15—-242 15
b)h 10/01, T-e” _ﬁ-eo_w
=0 x2+x oH 2002241 041
2500 27 1 2v/2% —_ oH z—>002—|—2~1/2-(250—|—1)71/2-2
—0
—N
— lim 4040+1/2\/_ 4040 — 2020
z—00 2—|—2/\/2x—|— 2
—>0
—00
~~
d) lim eQw ooLoo im 2629” ooioo 46290 ooioo im 8629: — ¥
g0 x3 +a24+1 ¢H 2500322 +2x ¢H 6x+2 ¢H z—occ B

x(1 —cosx) 0/0 1—cosz+xsinz 0/0 lim 2sinz + z cosx

e) lim lim -
200 2(sinx —x) ¢H 2—0 2cosx — 2 CH =0 —2sinz
0/0 o 3cosz —xsinz _ 3cos(0) —0sin(0) 3
¢H 20 —cosx N —2cos(0) 2

f) Grenzfall nicht von der Form 0/0 oder 00/ + 0o ~ Produkt in Quotient via

Kehrwertbildung eines Faktors umformen: xzlnz = llnﬁ ~> Grenzfall —co/00 ~

L’Hospital anwendbar v
Inz —oco/c0 1z .= 71

Iim zlnx = lim = lim — = — lim 2 =0
z—0+ e=0+ L/ en —1/a2 ~ as0+  # z—0+

* Hinweis: Fiir ein beheblges Polynom p(z) = anz™ +an—_12"~ 1+ ...+ a1z + ao mit reellen
Koeffizienten a; € R,i =0...n,a, # 0 gilt allgemein (analoge Rechnung): hm p?m) = oo.
Dies kann man so interpretieren: ,Die (bzw. jede) Exponentialfunktion wichst schneller als
jedes Polynom* (vgl. Abschn. 15.13.4).
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15.6 Noch mehr Grenzwerte mit dem Satz von L’Hospital

Bestimmen Sie mit den Satz von L’Hospital die Grenzwerte:

2
a) lim (1+ %+ xg)l/x b) lim (sinz)***
z—0 x;)%
Losungsskizze

a) Ausdruck umformen, so dass Bruch mit Grenzfall 0/0 oder £00/+00 entsteht:

1. Schritt: Exponentialausdruck durch die bekannten Funktionen z +— &% =
exp(z) und x +— In z ausdriicken ~ (1+w2+x3)l/x2 = exp(In(1+z2+2%)-1/2%).

2. Schritt: Da x — exp(z) iiberall stetig ist ,darf lim in die Exponentialfunktion
gezogen werden: lin% exp(...) = exp( lirr%) ...) ~ Nebenrechnung:
z— —

1

2
lim In(1 + 2 +2%) o/0 iy L+ 22 + a3 $3z7 + 2z ~ lim 32 4 2z
x—0 :L‘2 Z’_H x—0 2x B z—0 21 —+ 213 + 2%4
S T Ny

¢H z—0 2 + 622 + 823

= lirr})(l + 2+ x3)1/m2 = limoexp(ln(l + 2%+ 2% 1/2%) = exp(l) =e
z— z—

b) Analog zu a): lim (sinz)*"® = lim exp (In(sin z) tan x)

Ausdruck In(sin z) tan z fithrt auf Grenzfall 0 - oo, Produkt zu Quotient umfor-
men via Kehrwertbildung eines Faktors ~ Grenzfall 0/0:

. In(sin x In(sin x .
In(sinzx) - tanz = ( ) = ( - ) , da tanz = sinz/cosz, NR:
1/tanz cosx/sinx
—0 — 00
A et . In(sinz) o/0 . sing (o7
lim In(sinz)tanz = lim ———— = lim 5 —5
- c—T cosx/sinx ¢H z—T —cos®x — sin’x
sin? z
. cosz/sinx . —Cosx sinfz(1 x
= lim ———— = lim —————
z—I —1/sin”x z—Z ST
= — lim coszsinx = — cos(w/2)sin(7/2) = 0
. . t . In(si t 0
—  lim (sinz)"™® = lim eMGn@tane _ 0 _

us us
m—)z :c—)z
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15.7 Diskussion einer trigonometrischen Funktion

Diskutieren Sie die trigonometrische Funktion:

cos 2x

fix—cosx+ >

Losungsskizze
(i) Definitionsbereich:

f ist fiir alle z € R definiert = D = R.
(ii) Periodizitét:

x + cosx besitzt die minimale Periode 2m; fiir © +— cos(2z) mit minimaler
Periode 7 ist auch 27 Periode = P; = 2.

(iii) Symmetrie: z +— cos z ist gerade Funktion, somit auch f:
1 1
f(=x) = cos(—z) + B cos(—2x) = —cosx — 5 cos 2z = —f(x), Ve €R
(iv) Nullstellen
1 , 1
flx) = O<:>cosz+§c052m = cosx + cos” x — 5 = 0
Substitution: u = cosz ~ u® +u—1/2 = 0

0.37
—1.37< —1%

V3

2

Q

Mitternachtsformel ~ w12 = —= £

1
2

Q

~> Riicksubstitution nur mit u;. Wegen Periodizitédt geniigt es, z.B. Losungen
in [0, 27) zu bestimmen:

1 V3 arccos (; + \ég) ~ 1.1961
cosx:f§+7<:>ac: 13
2m — arccos (—2 + 2> ~ 5.0871
(v) Extrema und Monotonie:
f/(x) = —sinx —sin2z = sinz — 2sinxcosz = sinz - (1 — 2cos x)

f'(x) = 0 &= sinz = 0 V cosz = 1/2; Losungen in [0, 27):

sint =0 <= 21 =0Vx=m
2 2 4
cosx = 1/2 <= x3 = arccos(1/2) = ?ﬁ Vg = 21 — ?ﬂ- = ?Tr
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x € [0, 27/3) | (27 /3, 7) | (7, 47/3) | (47/3, 27)
sgn(f") -1 +1 -1 +1
Gy N\ | Gy /| Gy N\ | Gy /

VZW + — — an den Stellen ;1 = 0 und 22 = 1 = f(z1), f(x2) lokale
Maxima

VZW — — + an den Stellen 3 = 27/3 und z2 = 47/3 = f(z3), f(z4)
lokale Minima

(vi) Wendestellen und Kriimmung:

f’(x) = —cosz —2 cos2x = —(cosx+4cos’z —2) =0

=2cos?z—1
Substitution: u = cosz ~ 4u® —u — 2 = 0, Mitternachtsformel ~» uj 2 =
—1/8 £+/33/8;

cost = uy <= x5 = arccos(u1) ~ 0.9359 V z¢ = 27 — arccos(u1) ~ 5.3473

COST = U < X7

arccos(uz) ~ 2.5738 V zg = 27 — arccos(uz) ~ 3.7094

x € 0, z5) | (x5, z7) | (z7, x8) | (z8, 6) | (x6, 27)
sgn(f”)| -1 +1 -1 +1 -1
Gy konkav | konvex | konkav | konvex | konkav

= s, ..., 8 Wendestellen

(vii) Skizze (Hoch-, Tief- und Wendepunkte iiber [0, 27)):

T
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15.8 Diskussion einer Funktionenschar

z(z? — k?)
(1—=)?

Bestimmen Sie auflerdem die Ortskurven £, der Extrem- und Wendepunkte

Diskutieren Sie die Funktion fi : x — in Abhéngigkeit von k > 0.

sowie die Einhiillende H von G, . Fertigen Sie eine Skizze an.

Losungsskizze
(i) Definitionsbereich, Nullstellen und Randverhalten:

1-2P =0<=2=1= D = (—o0, 1) U(1, x0)

Nst:k#1:a(@® —k?)=0<=2=0Ve = thk;k=lL2z=0Vr=—1

—1
—_——N—
2 2 2,2
b fe) = tm ZEED o AR
r—too z—+oo (1 — 1‘)3 r—+oo ,Zz/(l/il? _ 1)3
——
-1
2 _k? —k? fir k>1
lim fo(z) = lim x(x k:3) _ ”1 k= _ oo fiir
z1- e=l= (1 —x) 0+ —oo fiir 0< k<1
2_k? —K? —oo fir k>1
lim fo(z) = lim z(x k:s) _ ”1 k= _ oo fir
a1+ a=1t (1 -x) 0— oo fiir 0< k<1
. o x@®*=1) 00 . (@*-1)+22> 2,
I, hil@) = T (1—2z)3 ¢n oI —3(1—2)2 70— >
(ii) Extrema, Monotonie und Ortskurve der Extrema:
=:Q ()
—_—
) — (322 — k2)(1 — 2)P! — 2(2? — k%) - 30 —1)%(—1) _ 32> — 2k°x — K
i (1- ac)}'ol‘1 (z —1)*
2 2
I () 0= Qr(x) = 0, Mitternachtsformel ~ z12 = % + %
k#ov k#lv T e (—OO, xl)\{l} ($1,$2)\{1} (332, OO)\{]'}
sgn(Qk) +1 -1 +1
sgn(z — 1)* +1 +1 +1
sgn(f’) +1 -1 +1
Gy, S G\ Gyp, /

— fiir k # 0, k # 1 lokales Maximum an der Stelle z; und lokales Minimum
an der Stelle 2, Randvergleich ~ f(x1,2) kein globales Extremum

k = 0: 1 = x2, kein Vorzeichenwechsel (Scheitelpunkt von Q(x) liegt auf
x-Achse) ~ kein Extremum

k=121=1/3-2/3=-1/3;22=1¢ D = f1(—1/3) lokales Maximum
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2 /1.2
Ortskurve der Extrema £: x = % + % nach k auflosen ~»
2 2
RS 8 L s (3 0) C s
3 3 k k
2 2
<:>9i2—6x+k22k2/+3<:>9k%:6x+3
6x—|—3 3z
— 1/k* < ki = +——
/ 022 2= A
Probe: k12 sind Losungen. v/
z(z? — (£3z//6x + 3 %) —223
fk1,2(x) = ( 3 ) = 3 - Gfk =&
(1—-x) (x—1)3(2z +1) 12

(iii) Wendestellen, Kriimmungsverhalten und Ortskurve der Wendepunkte:

i) = (62 — 2% (x — 1 —4M —k?)
(v — 1))5(5
=:Zy ()
2 2 2
x® — (6k” — 6)x — 6k i 0 — o3 = —1&aq = k2
(z —1)°

sinnv. Raten od. Formel

Fallunterscheidung nach k: Gz, = nach oben gedfinete Parabel ~

0<k<1l |(—o0, =1)|(—1, k?)| (k% 1) | (1c0)
sen(Zy) +1 -1 +1 +1
sgn(z — 1)° -1 -1 -1 +1
segn(f") -1 +1 -1 +1
Gy, konkav | konvex |konkav |konvex
k>1 (—o0, —=1) | (=1, 1) | (1, k?) | (k?, o0)
sen(Zy) +1 -1 -1 +1
sgn(z — 1)° -1 -1 +1 +1
sgn(f") -1 +1 -1 +1
Gy, konkav | konvex | konkav | konvex

= x3,4 fiir K > 0,k # 1 Wendestellen, analoge Betrachtung fiir £ = 1 ~ nur
x3 Wendestelle fiir k =1
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Ortskurven der Wendepunkte:

Witz = —liz=k> = k =z (k>0)

We =Gy p it () = x(x(1__ Ez:\)/j) - (:c__xng

(iv) Einhiillende H:

Bestimme Wertemenge von k — fi(x), © # 1

dfi(x) = —2zk 1 _
e —(1_z)3—0<:>k—0

fx(x) quadratisches Polynom in k = :

fo(z) fiir x € (—o0, 0) U (1, 00) globales Maximum = W, = (—o0, fo(z)]

fo(z) fiir x € (0, 1) globales Minimum = W, = [fo(x), c0)

.1'3

(z — 1)

= H = Gfg(:c) mit  fo(z) =

Wi k€ Yy
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15.9 Die optimale 0.33 1-Getrankedose

Bestimmen Sie die Abmessungen einer zylindrischen Getriankedose aus Alumi-
nium mit einem Fassungsvermogen von 330 ml so, dass am wenigsten Material

verbraucht wird.

Losungsskizze
Getrankedose ~ Oberflache eines Zylinders mit Radius » > 0 und Hohe h > 0:
( = 2x Kreisflichen + Mantel):

O(r, h) = 2nr® + 2mrh

(i) Nebenbedingung: Volumen V < 330ml:

V =V(r, h) = nr’h = 330ml = 330 cm®

(ii) Formulierung als Extremalproblem:

Aus der Oberflachenfunktion ldsst sich mit der Nebenbedingung die Variable h
eliminieren: V' = mr?h <= h = V/mr?

Einsetzen in O: O(r) = O(r, %) = 2mr? + 2}7’L}/ = 21r? + 2V/r
r /7/7“ 1

Wenigster Materialverbrauch = minimale Oberfliche

(iii) Notwendige Bedingung fiir Extremum:

O'(r) L0 — (27?7“2 +2V/7")/ =0 < 4777"—2V/r2 =0
= dqr = 2V/r? = = V/or
= " = {V/2r = {/330/2m ~ 3.7449 (cm)

0-72 -2V -2r 4v
g =4+ 3
T

(iv) Hinreichende Bedingung: O”(r) = 4m —

r

0" <3 2‘;) — A + Vfl/‘;ﬂ- =4+ 87 > 127 > 0 = r* lok. Minimum

(v) Randvergleich: Sinnvoller Definitionsbereich fiir das Problem (0, oo)

lim O(r) = lim 27r? + 2V/r = oo; lim O(r) = lim 27r® 4+ 2V/r = oo
x—0+ x—0+ T —r 00 xT—00
= r” globales Minimum

(vi) Mafle fiir optimale Getrinkedose:

3
S0em 74899 em

r* ~3.7449cm; h = ————
m(r*cm)
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15.10 Ist €™ > 7© oder e™ < 7w°e?

Finden Sie eine geeignete reelle Funktion, mit der Sie diese Frage ohne Hilfe
eines (Taschen-)rechners mit einer Kurvendiskussion (Skizze von G¢!) beant-

worten konnen.

Losungsskizze

Eine von beiden Aussagen muss wahr sein,  + In x ist streng monoton steigend
~ Ordnung bleibt bei Anwendung von In(-) erhalten (,,>, < Zeichen dreht sich
nicht um*®):

> > > Ine > In7
" < 7 < Ine” <lnn® < 7-lne <e-Inm | I/re &= — < —
e

T
- 1
~» diskutiere Monotonieverhalten von | f : ¢ +— 2~ ' - Inz = ﬂ, D = (0, o0).
x

. , _1 / _9 1 1—Inx
(i) Extrema: f'(z) = (z7'Inz) = -z ?lnz+2~"'-1/z = .

’ ! 1—Inzx

f(z) =0 — =0<=1-lnz =0<=Inz =1

— einzige kritische Stelle z = e

(ii) Monotonie iiber Vorzeichenuntersuchung von f’:

7 €](20, 9)|(e ) ~ Gy fiir x > e streng monoton fallend:
sgn(l —Inz)| +1 —1
Sgn(a;z) +1 +1 e < T — f(e) = h’le/e > f(ﬂ-) — lll?ﬂ'
sgn(f') | +1 —1
— e > 7V
Gy /|Gy ™\
Fiir Skizze:

r=e: VZIW + — —
~ f(e) = 1/e lokales Maximum

Randverhalten:
lim Inz oo/o lim I/—x @ 1/e
r—oo I ¢H z—oo 1

=0

lirg 1lnz = 00 (—00)" = —00
z—0-+

= 1/e globales Maximum /1 P T
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15.11 Nichtlineare Ungleichung *
Bestimmen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung alle € R, welche die Unglei-
chung f(x) < 1/2 mit der reellen Funktion
flz) = 22%|x — 3/2]
erfiillen.

Nutzen Sie Ihre Ergebnisse, um eine Skizze vom Graph der Funktion f anzufer-
tigen, und machen Sie die Lésung der Ungleichung kenntlich.

Losungsskizze
Betrag auflésen ~» Fallunterscheidung:

2 3 1 ..
2x <x 2> < 2 fiir

g(x) == f(z) —1/2 = g(x

N o

und 2x2<g—x)<; fir x< =

= —22% + 327 —1/2 fir x < 3/2
2% — 3z% —1/2 fiir > 3/2

Es ist f(z) < 1/2 <= f(zx) —1/2 = g(x) < 0 ~ Vorzeichenuntersuchung von
g1 und ga:

(i) Nullstellen von g;: Probieren ~» 1 = 1/2, Polynomdivision:

(—2x3+3x2 —%)+(1‘—%):—21‘2+2x+1
22% — 22
27
—2z% +x
o3
—rtl
0

Nullstellen von z? — z — 1/2 = 0 via Mitternachtsformel:
1-— 1+V3
2 2

x1,x2, 3 sind einfache Nullstellen

S

~ 1.366

~ —0.366, x3 =

~» Lo =

Grenzverhalten: lim g¢i(z) = lim —22° = Foo
r—+oo z—+oo

— gi(z) <Ofiira € (1 _2‘/5, 1/2) U (1 +2\/§, 3/2)
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(ii) Nullstellen von go: Probieren fiihrt nicht zum Ziel ~ Nullstelle kann nur
néherungsweise bestimmt werden. Vorab beschaffen wir uns weitere Informatio-
nen iiber Anzahl, Lage und Art der Nullstellen:

Lokale Extrema: gh(z) = 622 — 6z 20~ 2 =0und z = 1 kritische Stellen

2. Hinreichendes Kriterium:

g5 (0) =12-0 — 6 < 0 ~ lokales Maximum in (0, g2(0)) = (0, —1/2)
g5 (1) =12-1—6 =6 > 0 ~ lokales Minimum in (1, g2(1)) = (1,—-3/2)

. . _ . 3 .
Rand: xgr:?oo g2(z) = mgrjrzloo 2x° = 00
= g2 besitzt genau eine Nullstelle £ > 3/2. Wegen ¢2(3/2) < 0 und g2(2) > 0

muss Z im Intervall (3/2,2) liegen (Nullstellensatz), somit ist ga2(z) < 0 fiir
z € (3/2, ).

(iii) Ndherungsweise Bestimmung von # mit Newton-Verfahren: z.B. zwei Itera-
tionsschritte mit Startwert g = 3/2 ~

_ 3 g2(3/2) 25 25  g2(25/18)
_ 3 __2% = 22 92080/8) 1508
T 2T 2(3/2) 18 27T 18 gh(25/18)

— T~ 0.1598

— f(z)<1/2firz e (1 — \/3,1/2) U (1+\/§, 3/2) U (3/2,

N

2 2

Yy Gy

1/2
(0, £(0)) = (0,0) lokales Min. und 5 f S!
(1, f(1)) = (1,1) lokales Max. 1—

Losungsmenge = gepunktete Abschnitte ! N "o

1

\
auf der z-Achse / A 4

Graph Gy
f(z) = —ga(z) und f"(z) = —g5(x) !
fiir x < 3/2

2\/§ ’//
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15.12 Diskussion einer gedampften Schwingung *

Die auf ganz R definierte Funktion: f : z — e °%sin(wz) beschreibt eine har-
monische gedimpfte Schwingung.

Diskutieren Sie f fiir x > 0, w > 0, 6 > 0. Skizze fiir § = 1, w = 2.

Losungsskizze

Fiir die Extrem- und Wendestellen benétigen wir die 1. und 2. Ableitung;:
f'(x) = (e %% sin(wz)) = —de % sin(wz) + we™?
= %% (wcos(wz) — dsin(wz))

¥ cos(wr)

(e_‘sz (wcos(wz) — 6sin(wx)))/
—8e %% (wcos(wz) — dsin(wzx)) + e (—w? sin(wz) — dw cos(wz))
= e 0 ((6? — w?)sin(wz) — 26w cos(wz))

f(=)

(i) Nullstellen und Beriihrpunkte:

daxz>0

——
f(z) = 0= e %sin(wr) = 0 < sin(wz) = 0=z = kj—ﬂ-, k € No
w

sin(2rz) = 1 <= zpm = 1/4+m,m € Z = Gy berithrt in den Punkten

B(Zm, f(xm)), m > 0 abwechselnd die Graphen von  — +e°

(ii) Grenzverhalten: & — oo:

<1
— Sz . —8x f_Aﬁ —dx
|f(@)] = [e7* - sin(wz)| < |e™||sin(wz)| < |e™]
— —e % < f(x) < e~ °% ~ Einschniirungslemma (Sandwichtheorem):

lim f(z) = 0, da lim e 9% — Jim —e %% =
z—00 00 Jm

(iif) Symmetrie und Periodizitét:

f(—:L‘) _ e_(;(_x) sin(—wm) (sin urgerade) -

5% sin(wa) # f();
—f(—z) = " sin(wz) # f(r) = G weder gerade noch ungerade
x — e~ %% besitzt keine (reelle) Periode ~» f kann nicht periodisch sein.

(iv) Extremstellen und Monotonie:

f(z) =0 <= e % (wcos(wz) — §sin(wz)) =0
< wcos(wz) = 0 sin(wx) (1)
< tan(wz) = w/§ < wx = arctan (£) +kn, k€ Z
= r =ux = %(arctan(%) +k7r),k€Z

xéOM arctan(%)—l—szO — kz—arctan(%) /T
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Hinreichende Bedingung: xj, explizit in f” einsetzen zu umstindlich
Besser als Parameter einsetzen und umformen:
" (xr) = e %% (1 — w?) sin(war) — 20 wcos(wzy)

= 4§ sinwaxy,vgl. (1)
= eI (5 4+ ) sin(w)

Wegen w/d > 0 ist 0 < arctan(w/d) < /2, d.h. way, € (k, km + 7/2)

(<) >)
= fiir k gerade (ungerade) ist sin(wzy) > 0 = f"(zx) < 0 = lokales
Maximum (Minimum)

= fiir € [zy, TK41], k gerade (ungerade) ist G streng monoton fallend
(steigend).

(v) Wendestellen und Kriitmmungsverhalten:

" (x) 20 < ((62 — w?) sin(wz) — 20w cos(w;z:)) =0
26w

— (6% — w?)sin(wz) = 20w cos(wz) <= tan(wz) = et (2)
<= wzx = arctan (2&0) +km, ke
52 — o2
= T =T = L arctan 257w +kr|, ke’
w 02 — w?

. 2 . ~ o~
Tangens streng monoton steigend ¥> Vorzeichenwechsel G~ an Stellen z,=

Wendestellen
Liegt zwischen zwei Wendestellen ein lokales Maximum (Minimum) = Gy
ist dort rechtsgekriimmt/konkav (linksgekriimmt/konvex).

3m o

Hoch- und Tiefpunkte: Abszissen x) = (arctan(2w) + km) /2, k > 0
z.B. Koordinaten erster Hochpunkt: H: z¢ & 0.2249, f(z0) &~ 0.7887;
erster Tiefpunkt: T z1 &~ 0.7249, f(z1) ~ —0.4784
Beriihrpunkte sind keine Extrema: vgl. Vergroferung mit
B = (1/4, f(1/4)) ~ (0.25, 0.7788)
75 H = (ZL‘Q, f(l‘())) ~ (0.22249, 0.7887)
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15.13 Checkliste: Anwendung der Differentialrechnung

15.13.1 Bestimmung von Extremwerten

Lokale/globale Extremwerte

Man sagt, die Funktion f : D C R — R besitzt in g € D ein lokales Maximum
(Minimum), falls es eine Umgebung U gibt, so dass

f(@) < f(zo) (f(z)> f(xo)) fiirallex € UND.

Gilt sogar

f(x) < f(zo) (f(x) > f(xo)) fir alle xz € D,

so besitzt f in zo ein globales Maximum (Minimum).

In beiden Féllen ist (zo, f(zo)) jeweils lokales bzw. globales Eztremum mit

Extremwert yo = f(xo).

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Ist zo € (a,b) eine lokale Extremstelle von f so folgt f'(xo) = 0.

Dies ist keine hinreichende Bedingung, wie das Beispiel z — 2> zeigt.

Kritische Stellen

Die Losungen der Gleichung f’(x) = 0 nennt man die kritischen Stellen von f.

Diese sind mogliche Kandidaten fiir Extremstellen.

Erstes hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremwerte

Ist x¢ € (a,b) eine kritische Stelle von f und wechselt f’ an der Stelle z¢ sein

Vorzeichen, so ist o eine Extremstelle von f.

Genauer: Wechselt f’ sein Vorzeichen an der Stelle g
von + nach — == f besitzt in zo ~~ ein lokales Maximum,

von — nach + = f besitzt in 2o ~ ein lokales Minimum.
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Zweites hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremwerte

Ist 20 € (a,b) kritische Stelle von f (f'(wo) = 0) und ist f zweimal in zg
differenzierbar, dann besitzt f in xg ein

(i) lokales Minimum, falls f’(xo) > 0,

(ii) lokales Maximum, falls f"'(xo) < 0.

Bemerkung: Das 2. hinreichende Kriterium ist zwar sehr beliebt in der An-
wendung, ist aber nicht automatisch die einfachere Wahl (versuchen Sie es z.B.
bei der Funktion z +— (sinz)“*®** anzuwenden ...).

Globale Extremwerte

Die Funktion f kann z.B. auch an den Randpunkten ihres Definitionsbereichs
oder an Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist (sogenannte Singularititen')
extrem werden.

Deswegen bestimmt man zunéchst die lokalen Extremwerte und vergleicht diese
im Anschluss der Gréfie nach mit den Randwerten (bzw. mit den Funktionswer-
ten an den kritischen Stellen).?

15.13.2 Monotonie

Mit Hilfe der ersten Ableitung erhalten wir auch globale Informationen iiber das
Monotonieverhalten einer Funktion:

Monotoniekriterium
Ist f auf einem Intervall (a,b) C R differenzierbar, dann gilt:

f'(x) >0, Vz € (a,b) = fstreng monoton steigend auf (a, b)
f'(z) <0, Vz € (a,b) = fstreng monoton fallend auf (a, b)

Ist f in a oder b definiert, dann gilt die Monotonie auch in den Randpunkten.

1Zum Beispiel besitzt z — 1 — |z| an der Stelle z = 0 ein globales Maximum. Diese Stelle
wird aber durch die Bedingung f’(z) = 0 nicht gefunden, da die Funktion in z = 0 nicht
differenzierbar ist.

2Hierbei kann es vorkommen, dass die Funktion an den Stellen gar nicht definiert ist. In
diesem Fall untersucht man das Grenzverhalten von f, wenn x gegen diese Stellen strebt.
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Bemerkung: Bei differenzierbaren Funktionen kénnen wir somit die Monoto-
nie nur mit Hilfe des Vorzeichens der Ableitung sign(f’) bestimmen.

Oder anders gesagt: Durch das Loésen der Ungleichung f/(x) > 0 koénnen wir
den Definitionsbereich Ds in Monotoniebereiche von f zerlegen.

Damit gewinnt man fiir f auch eine Methode, um Bereiche zu bestimmen, in
denen f umkehrbar ist:

Zusammenhang: Vorzeichen der Ableitung — Monotonie — Umkehr-
barkeit

f'(z)>0
fl(z) <0

fir « € (a,b) = f streng monoton auf (a, b)

= f umkehrbar auf (a, b)

Einfach gesagt: Dort, wo die Ableitung strikt ungleich 0 ist, ist f streng mono-
ton, d.h. injektiv® und damit auch umkehrbar.

15.13.3 Kriimmung und Wendepunkte/Sattelpunkte

Die zweite Ableitung kann man wie die erste Ableitung geometrisch interpre-
tieren. Sie ist ein Maf fiir die Anderung (Monotonie) der Tangentensteigung,
durch die man die Kriimmung eines Graphs definieren kann®:

(i) f ist auf (a,b) linksgekrimmt (konvexr) <= f"(x) > 0,VYx € (a,b).

(ii) f ist auf (a,b) rechtsgekrimmt (konkav) <= f"(z) < 0,Vz € (a,b).

Gilt > oder <, dann spricht man auch von streng konver bzw. streng
konkav.

3Strenge Monotonie und Injektivitit sind fiir stetige Funktionen dquivalente Begriffe. Eine
bijektive Funktion f : A — B mit A, B C R ist umkehrbar. Gilt B C f(A) (= Wertebereich
W), dann geniigt die Injektivitit, da f dann automatisch surjektiv ist. Falls nicht explizit
etwas anderes gesagt wird, so betrachten wir immer: f: A — f(A).

4Betrachtet man etwas allgemeiner Kurven, so kann die mittlere Kriimmung als Anderung
des Steigungswinkel der Tangenten in Bezug zur Bogenlinge aufgefasst werden. Mit Hilfe
des 2. Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ergibt sich analytisch eine Formel fiir die
Kriimmung in jedem Punkt auf der Kurve, die im Fall einer Funktion die folgende Gestalt

annimmt: k(x) = W
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Ist zo € (a,b) mit f”(xo) = 0 und wechselt f” dort das Vorzeichen, so markiert
ro eine Anderung des Kriimmungsverhaltens. Den Punkt (zo, f(z0)) nennen
wir einen Wendepunkt. Ist zusitzlich noch f'(xzo) = 0, hat also f dort eine
horizontale Tangente, so ist in xo ein Sattelpunkt.

Die Voraussetzung
f"(w0) =0

stellt somit wieder nur eine notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt dar.

Hinreichende Kriterien fiir einen Wendepunkt

Ist f”(z0) = 0,20 € (a,b), dann besitzt f in zo einen Wendepunkt, falls
(i) Ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an der Stelle zo stattfindet.

oder

(i) f""(wo) # O ist.

15.13.4 Grenzwertbestimmung mit dem Satz von L’Hospital

Besitzen zwei differenzierbare Funktionen f und g fiir + — a beide den Grenz-
wert 0 oder haben beide einen uneigentlichen Grenzwert +oco (Vorzeichen kann
jeweils unterschiedlich sein), dann gilt der Satz von L’Hospital® fiir den Grenz-
wert der Quotientenfunktion:

Hierbei ist auch a = £o00 zugelassen.

Mit diesem Satz lassen sich oftmals auf konventionellem Wege sehr schwierig zu
bestimmende Grenzwerte relativ einfach durch Differentiation berechnen.

. . !
sinx 0/0 .. sin
Sz o/ lim 7( in z)

Beispiel 1 (vgl. Aufg. 13.7): lim

= lim cosz = cos(0) =1
z—0 x C¢Hz—0 z’ z—0

Beispiel 2: ,,Jedes Polynom wichst langsamer als die Exponentialfunktion“: Be-

trachte dazu ein Polynom vom Grad n,

5Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L’Hospital (1661-1704), franzésischer Mathe-
matiker.
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—1

p(z) = anz”™ + an—12"" " + ... + asz® + a1 + ao

und den Quotienten: p(x)/e”.

Da lim p™®(z) = oo, fiir k < n und p(™ (z) = n! - an ist, sowie (%) = &”
xr—r 00

gilt, konnen wir den Satz von L’Hospital n-mal hintereinander anwenden:

/ /1
pa) s/ D) s P ()

lim —= = =
r—o0 e~ {/H z—o0 (ex)/ H z—o0 (ew)ll
= ... = lim
0'H VH z—oo e
nla
== ” o« - 0 J
(0.0}

Der Satz ist aber nicht immer niitzlich. In dem folgenden Beispiel drehen wir

uns mit L’Hospital im Kreis:

€T x

lim e’ —e” ooioo I em—l—ef"r ooioo I e’ —e” ooioo

_— = m = m ——— =
z—oo e? +e % ¢H z—ooc e —e T ¢H z—oo e +e T ¢H

Hier rechnet man geschickter direkt:
—0

~ =
. ev—e" . (1 +e ) 140
r—o00 eT e % T—00 _ z
(1-e - )
—

15.13.5 Nidherungsweise Bestimmung von Nullstellen mit dem New-

ton®-Verfahren
Oftmals lassen sich die Nullstellen einer Funktion nicht direkt berechnen.

Idee: Nahere eine Nullstelle von f sukzessive durch die Nullstellen geeigneter
Tangenten an Gy an. Starttangente im Punkt (zn, f(2n)) mit f/(xy) # O:

tre, (@) = f(@n)(@ — zn) + fl@n) =0

Bezeichne die Nullstelle von ¢y, mit zn41. Ansatz Ly, (Tnt1) L0~

f'(@n)(@ns1 — xn) + f(zn) = 0

P wt ) = e | (1 @)
= me gy =

6Sir Isaac Newton (1643-1727), Mathematiker und Universalgenie seiner Zeit.
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Ausgehend von dem Startwert zo, mit f'(zo) # 0 erhiilt man die Newton-Folge:

f(zn)

Tn+l = Tn — fl(l' )
n

Gilt hm Tn = &, dann ist f(€) =07, d.h., falls die Newton-Folge konvergiert,

dann automatlsch gegen eine Nullstelle von f.

Die Frage, ob und wie ,,schnell“ die Newton-Folge konvergiert, héngt von der
betrachteten Funktion und vom Startwert ab.

Man kann zeigen: Das Newton-Verfahren konvergiert, wenn der Startwert eine
»hinreichend* gute Ndherung von der gesuchten Losung € ist.

Was man hier unter , hinreichend“ versteht, sprich wie weit man von ¢ mit
dem Startwert entfernt sein darf und in welchem Sinn ,schnell“ im Falle von
Konvergenz gemeint ist, bleibt offen. Diese und weitere spannende Fragestel-
lungen werden in der Numerischen Mathematik (Numerik®) genauer untersucht.

Exemplarisch zitieren wir das folgende praktische Ergebnis aus der Numerik:

Hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz der Newton-Folge

Essei f: [a,b] — R mit f(a)- f(b) <0, f streng monoton, konvex oder konkav

und zweimal differenzierbar mit f’ und f” stetig. Dann gilt:

f hat genau eine Nullstelle ¢ € (a, b), und die Newton-Folge konvergiert fiir
jeden Startwert o

mit

m 20 € [a,€], falls f(a) > 0 und f konvex oder falls f(a) < 0 und f konkav,

m xo € [€,b], falls f(a) > 0 und f konkav oder falls f(a) < 0 und f konvex
f(a) > 0 und f konkav

gegen &.

"Folgt direkt: € = ¢ — L& = 0= O f(e) =0.

8Nicht zu verwechseln mit der Numerologie.
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218 16 Taylor-Reihen

16.1 Taylor-Reihen von einem Polynom

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von

1
p(x):§x3+2x2+x+1

um die Entwicklungspunkte zo = 0 und o = 1.
Verifizieren Sie auerdem: Ty (z;0) = Tp(z;1) = p(z).

Losungsskizze

m Entwicklungspunkt o = 0

Bestimmung der k-ten Ableitung:

/ 2 p(0) =1

p”(x) = " +4z+1 p'(0) 1

pm(x) = 2044 ~  p'0) =4

p(x) =2 p"(0) =2

p(k)(x) =0,k>4 p(k)(o) =0,k>4

~ Tp(x;0) = Zp(k)(o = lve +%x +%x ot

T /3+2x+x+1 = px)v

m Entwicklungspunkt o = 1

p(l) = 4+41/3=13/3, p" (1) = 2
p'(1) = 14+5=6, P (1) = 0, k>4
p'(1) =6
_ p(k)(l) 6 2 2
Tp(x;1) = Z (z—1)" = = 13/3+6(x—1)+ 5 (z —1)" + 3,(93—1)

- 13/3+6x—6+3(:c2—2x+1)+1/3<x3—3:ﬁ2+3x—1)
2?/3+ (3 -1)a 4+ (6 -6+ 1)z +(13/3 - 6+3 —1/3)
= 2/3+2+z+1 = p)v

Alternative: p ist Polynom vom Grad 3, d.h., jede Taylor-Reihe von p stimmt
schon mit p iiberein, egal um welchen Entwicklungspunkt entwickelt wird:

= Tp(x;0) = Tp(x;1) = p(x)
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16.2 Taylor-Formel mit Restglied von Lagrange

Bestimmen Sie von f : xz — sinz die Taylor-Darstellung zur Ordnung n = 6
um den Entwicklungspunkt zo = 0.

Skizzieren Sie die Taylor-Polynome 7%, (x;0) fir n =0,...,6.

Losungsskizze

" "

(sinz) = cosx; (sinz)” = —sinz; (sinz)” = —cosz; sin® z = sinz; sin® 2 =

CoS x; sin®® 2z = —sin x; sin™ 2 = — cosz ~

N 5. gin® in(™M
sine 2 Ty o(a:0) 4 Ro(a:0) = 3 sin . (O)J:k L sin - (3] o7
k=0 ’ ’

S.n( )(f)
— . _ 1

3 5
T2 cos() 7

=T T3 Boao ® 0§ €0
Taylor-Polynom T ¢(x;0) hat Ordnung n = 6, aber nur Grad 5. Die Ableitung

beim Restglied von f wird mit Ordnung + 1 = 7 gebildet.**

Taylor-Polynome bis Ordnung 6, qualitativer Verlauf von T ,,, n = 3,4,5,6 z.B.
via kleiner Kurvendiskussion (ab n > 6 besser mit Hilfe eines CAS):

| Ts ¢
Tt,0(x;0) = 0
Tya(;0) = Tpa(x:0) = 2 s sin g
3 To.s
T ya
Tt,3(x;0) = Tt a(x;0) = x — 5 %4 -
~  Nullst: z =0&z = +V6;
lok. Max.: x = —\/5; lok. Min.:z = V2
3 5 T,y
T T
T : = T : — _ = el
fﬁ(xvo) fﬁ(xvo) &z 6 +’120

~ Nullst: = 0; lok. Max.:x = \/672\/§Vas = —\/6+2V3

lok. Min.:z = —\/6 —2V3V a2 = \/6—}—2\/3

* Alternative: sinz = Z:‘;O(—l)k%

2k+1
~ Ty6(x;0) = Z( 1)* T =z —12°/6 +2°/120

** Zum Beispiel wére fir Ordnung n = 5 zwar Ty 5(x;0) = Ty 6(x;0), aber
Rs(;0) = sin® (£)z% /6! = —sin(€)z°/720 # Rg(x;0) (~ & = £(x) von Rs und
R sind i. Allg. voneinander verschieden).
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16.3 Taylor-Reihe der Logarithmusfunktion

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von f : x + In z im Entwicklungspunkt o = 1.

Fiir welche « € R konvergiert die Reihe?

Losungsskizze
flz) = nz = f91) = In(1) = 0
fP () = Ve = fO1) = 1 = o(-1)°
fP) = ~1/2* = fP1) = -1 = 1=}
fO) = 2/ = fO1) = 2 = 2(-1)?
fB@) = —@2:3)/a" = fP1) = —2.3 = 3l(-1)°
fO@) = (2-3-4)/2° = fOQ1) = 2-3-4 = 4l(-1)*

1
M (Verifikation z.B. per Induktion; vgl. Abschn.
xk

©) o (Lqyk—l(p
— Ty(w1) = Zf SR P LA P

Z ()t - et e D
k(E—1)T k
Konvergenzradius: ax = (—1)" "' /k = |ax/ans1| = (k+1)/k=1+1/k:
= lim 1+1/k=1=R=1
k— o0

Konvergenzintervall: [z — 1| <1 <= 0<z <2~ K;i(1) = (0, 2)

Randpunkte: :(71)2’“—1:71 VkEN

-p'to-vF &1 . .
mzr=0: Z A = ; A divergiert, da die harmoni-

sche Relhe divergiert.

T = . .
=2 Z -1 = Z -———— ~ alternierende harmonische
"1 k=1 k
Reihe, konverglert nach dem Leibniz-Kriterium

= Ty (x;1) konvergiert fiir 0 < z < 2%,

* Tatséichlich gilt sogar Inz = Ty(z;1) fir 0 < z < 2 ~ Potenzreihenentwicklung fiir
z—Inz, 0 <z <2 (vgl. Abschn. 16.11.4).
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16.4 Reihenentwicklung zusammengesetzter Funktionen

Bestimmen Sie fiir f eine Potenzreihenentwicklung um den Entwicklungspunkt
xo = 0 bis zur Ordnung 4:

_1
1+ 2

Nutzen Sie hierfiir Potenzreihenentwicklungen elementarer Funktionen.

a) f(z) = e - cos(v/) b) f(z) = {2 —

Losungsskizze
x — 2" 2 2t
a) e :exp(ac)zzk 1+m+?+€+ﬁ+(’)( %)

4
Substitution: = > —z° ~ e ¥ = 1— 22+ % + O0(2°)

oo 2k 2 4 6

. -1 X €T x 8 o) 10
cosa:—kz:( 1k (Zk) = —7—%-% a-l—g—l- (z™)
=0

Substitution: z <+ vz ~ cos(v/z) =

24 6 8l

+
2
1 1\ 3 1 1\ 4
a:+(2 ) ( 6'+2')$ +<8! 24+2>x +..
T
2

Il
P
[
|
|8
_l’_
IS
(]
]
w
Jr
)
i
2=
+
/?
8
[ V)
_|_
| %
|
| 8.
_H
-~ &
_|_
S

23 22 3593:3 18481904 (x5)
24" 720 40320

= f(z) =1-

+
)

1 1 _ o2k o4 2 4 6y o
b)1+w2—1_(_x2)—2(x) =1—-—2"42 +0() fir [z] < 1

(geometrische Reihe)

1 1 1/3 1/3
T ( T — + ) A +

Binomialr.* mit o = 1/3, Subst.: z <> 1 — (1 — 2?4zt + ) =22 —stF.~

f@) =% <1]/€3) (@ -2t . = 1450 oY)
k=0

—_

(® =z + ...

|

=1+ éx2 — %x4 — %x4 + 0% =1+ éxQ — gx4 + O(x%)
o [«
* Binomialreihe fiir « € R und k € No: (z + Z k)x fiir |z| < 1 mit
k=0

« 1 a
(k) :E(a'(afl)m.uaf(kfl)) fir £ > 0 und 0) =
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16.5 Bestimmung von Grenzwerten mit Potenzreihen

Nutzen Sie zur Bestimmung der Grenzwerte die Potenzreihenentwicklungen ele-

mentarer Funktionen:

1 2r—1 In(1 — 22
a) lim ° b) lim S5 21 oy gy, M =27
z—0 T z—0 x-sInx z—0 3x2
Losungsskizze

a) Entwicklung von e” bis zum quadratischen Term: ¢” = 14z +2°/2+ O(z”)

T _1 2 2
lim & — 1im/r+3”+x/2+ 7/rzhm%
x—0 xT x—0 X x—0 X

Fl+z/2+ ...)

= lim =liml+4z/24+... =1
x—0 ¢ x—0 N——
—0

b) Entwicklung von cosz bis zum quadr. Term: cosz = 1 —22/2 4+ O(z?) ~
cosz = (1—2°/2+...)-(1—2%/2+ ...) = 1 -2 +2"/3+ O

Entwicklung von sin z bis zum Term dritter Ordnung: sinz = z — 22 /6 + O(z°)

. coslz—1 . X—x2+:c4/3:|:...7/1’
lim — = lim
=0 x-sinz =0 z-(z—2x3/6+ ...)

—0
(14223 —a2%/24 % ...)
=0 A (1—x/6E...)

———

—0

= —1/1=-1
¢) Potenzreihenentwicklung bis quadratischer Ordnung von z +— Inz um Ent-
wicklungspunkt 2o = 1 (vgl. Aufg. 16.3):

Ine=(x-1)— %(m— 1)2—|—O((:17— 1)3) — ln(l—xg) =2 —x4/2+(9(m6):

_ .2 _2_ 4
limln(l x<) ~ lim =% x5/24+ ...

=0 32 z—0 3x?

—0
——

_ ;%/f(—l—&—;i;Qi ) iy
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16.6 Direkte Berechnung von Taylor-Polynomen

Bestimmen Sie zu den folgenden Funktionen das Taylor-Polynom um den Ent-
wicklungspunkt zg zur Ordnung 2:

3 —
a) f(z) = ﬁ, b) f(z) = ﬁ, ¢) f(z) = In(sinz + z?),
zo = 0 zo =1 o = /2
Losungsskizze

Taylor-Polynom der Ordnung 2 um Entwicklungspunkt zo:

2 (k) P " )
Tyoteizo) = Y0 Tl (0 a) = flao)+ £ o) a—20) + LD (0 )

~ Bestimmung von f’, f” und Einsetzen von zg:

32z +1)2 -2z -2)(x+1)  2®+32% +4

») f(@) = @+ 1)° BN CESE
F(z) = (322 + 62) (x + 1)?2’/1 —3(z® 4+ 32% + 4)(z+1)° 62— 12
B (z — 1)f4 BCERE

~ f(0) = -2, f/(0) =4, f"(0) = —12

— Ty(2;0) = —2/0! + 4x/1! — 1227 /2! = -2 + 4z — 62°

—T

b) @) = (@ + 1)) = @+ 1) Y2 2w = e

2 2
" _ (... 2 3/2 o 3z . 1 o 2¢° —1
(x) = ( z- (a7 +1) ) T @24 152 (@2+41)32 (224 1)5/2 ~

(1) = 1VE=V3/2, f'(1) = —VE = VE/4, (1) = —1/VB = —/2/8

— Tyt = 2oL Y2y
. 2
¢) fz) = cosT + 2x F(a) = —sinz +2 (cosx + 2x)

sinz + 22’ sinz +22  (sinz + x2)?2

—142 T —1272416

f(%) = ln(l + %)7 fl(%) = 2+47 f”( ) = 1+7r/2 (AF72/4)2 — ~ (n2+4)

2 2
i 47 T 8 — 67 T\ 2
— Ty(z;m/2) = 1n<1+4)+wz+4(x—2)+w+@(x‘g)



224 16 Taylor-Reihen

16.7 Reihenentwicklung von Funktionen mit Potenzreihen
bekannter Funktionen

Geben Sie mit Hilfe bekannter Reihenentwicklungen die Taylor-Reihenentwicklung
T¢(x;z0) der angegebenen Funktionen um den Entwicklungspunkt zg an:

a) f(z) = QJ;EW’ b) f(x) =¢e*, ¢) f(x) = cosz,

z0 =0 o = 2 zo = w/4

Losungsskizze

1
a) Nutze geometrische Reihe Ty Sore oyt fiir Jy| < 1t

1 1
R T e )
_ oz 1 — /2. — _ k .2k
=2 a—(say) P ];)( 3/2)

x/2 kann als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo = 0 und Konvergenzradius
R = oo aufgefasst werden:
Z(—3/2)kx2k konvergiert fiir | — 327 /2| < 1 <= |z|* < 2/3 <= |z| < \/2/3
k=0
Reihenmultiplikationssatz (,,Das Produkt konvergierender Potenzreihen konver-

giert auf dem Schnitt der Konvergenzintervalle*) ~

oo (e}

f(x) = Ty(z,0) = 33/22( 3/2)k 42k

k=0 k=0

22 fir |z| < \/2/3.

. r __ ,x—242 __ 2 x—2, . . : r oo zF
b) Esist e =e =e“-e ; Substitution z <+ x — 2 in e —Zkzoﬁ'\”

oo

]‘(96)2(32-(395_222(;7 (z —2)% = Ty(2;2), fiirz € R

¢) Ersetze x durch z + /4 — /4 und wende Kosinus-Additionstheorem an:
cos(x — /4 +w/4) = cos(x — w/4)cos(mw/4) — sin(x — w/4) sin(w/4)
= V2/2 (cos(z — w/4) — sin(x — 7/4))

Substitution z <+ x — 7/4 in Potenzreihenentwicklung von sinz und cosz und
Reihenadditionssatz (,,Die Summe konvergierender Potenzreihen konvergiert auf

dem Schnitt der Konvergenzintervalle“) ~ fiir z € R:

o T2kt
f(a) = Ty (@ m/4) = (Z( A Z( T )
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16.8 Lineare Naherung der Wurzel

In vielen praktische Anwendungen nutzt man ,,fiir kleine z* gerne lineare Néhe-
rungen von Funktionen, wie z.B. bei f(z) = V1 + z.

Wie grof} ist der Fehler fiir x € [0,1/10] hochstens, wenn man f durch das
Taylor-Polynom T 1 (z;0) ersetzt?

Losungsskizze
f ist in o = 0 beliebig oft differenzierbar, 1. und 2. Ableitung von f:

, _ 1

Taylor-Formel zur Ordnung 1 um den Entwicklungspunkt zo = 0:

Pi@) = =5 ()~

1
f#) = Tpa(@:0) + Rpa(s0) = fO)a + /(0 + 110
= 1+%x—é(1+£)_3/2w2 fiir £ € (0,z)
Abschitzung des Restglieds fiir x > 0 und £ € (0, z) :
o o L —3/2 2| _ _3j2| @
|Ry1(2;0)] = —§(1+§) | = |(1+¢) 'y

g:&— (1 —1—5)3/2 fiir £ € (0,x) streng monoton steigend =— Kehrwert
(14 &)~%/? ist streng monoton fallend fiir £ € (0, z).*

Grenzverhalten:

lim _ 1 und lim _ 1/o0“ =0
€0 (1 +£)3/2 £ o0 (1 +£)3/2 ”
~— ~—

—1 —>00
1 . x?
— ‘W <1, &€ (0,z) und somit |Rs 1(x;0)| < 3

Abschétzung Fehler: z € [0, 1/10] ~

1‘2

8

. L = i = 0.00125

<
- 100 800

ool =

* Mithsame Alternative: Vorzeichenuntersuchung von &+ ((1+ 5)_3/2)/ fiir & € (0, x).
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16.9 Taylor-Reihe und Taylor-Approximation einer Funktion
mit Fehlerabschatzung

Es sei f(z) = cos(z/2) — 3z% gegeben.
a) Geben Sie die Taylor-Reihe T (x,0) von f an und bestimmen Sie f(2929)(0).

b) Wie gro ist der maximale Fehler, wenn man f auf dem Intervall [0, 7 /2]
durch T 4(x;0) ersetzt?

Losungsskizze
a) cosz = Y oo o(—1)F 2

Ry Substitution x > z/2 ~

_ 95/2 2 j 2 -
f(z) =Ty (,0) Z( 1" 2h)] =1-= Z 2k)' (1)
F2029(0) : 2k = 2020 = k = 1010 ~ Ansatz:
FC290) (=100 (2020) v 20200 9090
0200~ 2w .20 (O = Zammggggr — 2
b) Taylor-Polynom zur Ordnung 4 z.B. aus (1) fiir k = 2:
25 2, 1 4
Trale) =1= 50+ 557
Alternative:
fO(z) = cos(z/2) — 3z> = @) =1
fP(z) = —1/2sin(z/2) — 6z = fH(0) = 0
fP (@) = —1/4cos(z/2) —6 = [P (0) = —25/4
@) (z) = 1/8sin(x/2) — @) =0
f®(z) = 1/16cos(z/2) = f®0) = 1/16
4 k)
R N A (U DS 91_25 > 0 3
~ Tra(z:0) = ];0 k! =gt TR TR T TW TR
25 2 1 4
= 1 —_ — _
s Tt Y

Abschitzung des Fehlers via Restglied von Lagrange: f(5)(a:)

~ Tga(z;0) —

| Ra(z;0)]

f(x) = Rya(z;0) = £

o
N ' 5(! Lot = 32 g7 sin(€/2°
V2. 7®
= — X~ 0. 1 4
a5 ~ 00017609749

— 3840

= — 35 sin(z/2)
[0, /2] :

sin(r /4) (gf

) C

* Folgt, da = + sinz/2 und x — z° auf [0, 7/2] streng monoton steigend sind.
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16.10 Na&herungsweise Bestimmung von e *

Welche Ordnung n muss das Taylor-Polynom T ,, mit Entwicklungspunkt o =
0 der Exponentialfunktion f(z) = exp(xz) mindestens haben, damit man die
BEuler’sche Zahl e bis zur fiinften Nachkommastelle genau mit 7' ,, berechnen
kann?

Losungsskizze
Nach dem Satz von Taylor gilt (Taylor-Formel)

e’ =exp(x) = Ty n(2;0) + Rf pn(z;0)

mit dem Lagrange-Restglied

(exp(€) ™Y i

RByn(@:0) = =000

» £€(0,2).
Insbesondere fiir = 1 folgt e = ' = exp(1) = T,,(1;0) + Ry, (1;0)
und damit

Rf n(l 0) — eXp(g) 1n+1

(n+1)! ’

Ersetzen wir die Exponentialfunktion durch das Taylor-Polynom vom Grad n,

£ (0, 1).
so konnen wir den Fehler mit dem Restglied abschétzen:

o= Tya(1:0)] = [Rpn(1;0) = SPE st e g1

- (n+1)!
exp(1) e
(n+1)!  (n+1)
2.8
S e

Gewiinschte Genauigkeit von mindestens fiinf Nachkommastellen:

2.8

L s o
CEI 107° = (n+1)! > 2.8-10° = 2800000

Wegen
10! = 3628800 > 2.8 - 10° > 9! = 362880

braucht man also mindestens ein Taylor-Polynom mit Ordnung 9 um den Ent-
wicklungspunkt 0, um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.
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16.11 Checkliste: Taylor-Reihen

16.11.1 Taylor-Darstellung fiir ein Polynom

Werten wir das Polynom p(z) = 2® — 22% + 5z 4+ 3 an der Stelle z = 0 aus, so
folgt p(0) = 3 = ao.

Fiir die iibrigen Koeffizienten a1, as, as beobachten wir die folgenden Beziehun-
gen:

p(z) = 322 —42+5 = p'(0) =5 = a1

p'(z) = 6x—4 = p"(0) = -4 ~  p'0)/2 = -2 = as
p"(z) = 6 = p""(0)=6 ~ p"0)/(2:3) =1 = a3
11 /!
Es gilt also: p(z) = b 6(0) 23+ L 2(0) 22 +p'(0)x + p(0).

Betrachten wir allgemein ein Polynom n-ten Grades, so folgt:

71—|—...—|—a2x2—|—a1x+ao

2 42+ a
p'(x) = nn—1anz" >+ (n—1)(n—2)an_12""> 4+ ...+ 2a2

p(z) = anz" +an—12"

p(z) = nana" '+ (n—1an_12"

™ (x) nn—1)Mn-2)-...-2-1-ay, = nla,
p™(z) = 0, fir m>n

Daraus erkennen wir den folgenden Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
von p und den an der Stelle 0 ausgewerteten Ableitungen von p:

©) (o
a = p(0)="2 0!( )
(1)
~ p(0)
“= o
(2)
_ p(0)
2 = Ty
(n)
a, — P (0)
n!

Verschieben wir p in xz-Richtung um x¢, so erhalten wir auflerdem:

p(z) = an(z — 20)" + an—1(z — xo)nfl +...+az(z— aco)2 + a1 (z — xo) + ao
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(0) 5(1) ~(n)
Hieraus folgt analog zu p: ag = 0('960), a = p 1('m0) e an = pi('xo)
! n!

Da man jedes beliebige p € P, immer auf die Form p(z) = >} ar(z — x0)k
fiir beliebiges xg € R bringen kann, haben wir gezeigt:

p(x) = Z p (aco) l‘o)k fiir p € Py,

Dies nennt man auch die Taylor-Darstellung' des Polynoms mit Entwicklungs-
punkt o und die Koeffizienten Taylor-Koeffizienten.

16.11.2 Taylor-Polynom und Taylor-Reihe

Den gefundenen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und den Werten
der Ableitung bei Polynomen nimmt man sich nun bei dem folgenden formalen
Verfahren zum Vorbild.

Ist ndmlich eine beliebige Funktion in einem Punkt z¢o € Dy mindestens n-mal
differenzierbar, so sind wir offenbar in der Lage, das n-te Taylor-Polynom fiir f
formal aufzustellen:

Taylor-Polynom einer Funktion

Man nennt

*) (g
T (3 20) Zf ( ) o)

das Taylor-Polynom von f zur Ordnung n im Entwicklungspunkt xg.

Ist f in o sogar unendlich oft differenzierbar, so kénnen wir formal auch eine
unendliche Reihe bilden:

Taylor-Reihe einer Funktion

o0

®) (0
Ty (z;2z0) := Z fi()(x — z0)"

k=0

!Nach Brook Taylor (1685-1731), britischer Mathematiker, Mitglied der Royal Society.
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_ M (@)

Dies ist eine Potenzreihe mit den Koeffizienten | ay, : Tl

und dem Entwicklungspunkt zo.
16.11.3 Der Satz von Taylor und die Taylor-Formel

In welchem Zusammenhang steht eine Funktion f mit ihrem formal gebildeten
Taylor-Polynom bzw. ihrer Taylor-Reihe? Dariiber gibt der Satz von Taylor
Auskunft:

Satz von Taylor

Eine Funktion f sei in einer Umgebung von x¢p € R mindestens n + 1-mal
differenzierbar. Dann gilt:

| /(@) = Tyn(320) + Ru(as o) |

Hierbei ist T, (x; zo) das Taylor-Polynom zur Ordnung n von f und

Fr (g

Ry (x5 x0) := CE]

“(z — o)

das Lagrange-Restglied mit Zwischenstelle £ € (xo, x).

Bemerkung: Das Restglied R, (z; xo) beschreibt den punktweisen Fehler, wenn
wir f durch das Taylor-Polynom T, (z; zo) ersetzen:

|1/ (@) = Tr.n (s 20)| = | Ru(w; 20)| |

Die Zwischenstelle ¢ hiangt i. Allg. von z, o und n ab. Von ihr ist nur bekannt,

dass sie zwischen xg und z liegtz.

2Die Herkunft dieser omindsen Zwischenstelle machen wir uns am einfachsten Fall klar:
Legt man durch die Endpunkte (a, f(a)) und (b, f(b)) einer auf [a,b] C R stetigen und auf
(a,b) differenzierbaren Funktion eine Sekante s, so muss es am Graph G irgendwo eine
Tangente mit derselben Steigung wie der von s geben (was man z.B. durch Parallelverschie-
bung von s praktisch bestétigt). Das heifit, es muss eine Zahl (= Zwischenstelle ) £ € (a, b)

b) —
geben, so dass f/(£) = w
—a

Differentialrechnung). Wéhlt man fiir a = xo, b = z, so folgt der Satz von Taylor im Fall
n = 1. Der allgemeine Fall n > 1 baut auf den 2. Mittelwertsatz auf, bei dem es auch eine
Zwischenstelle gibt.

ist (dies ist gerade der Inhalt des 1. Mittelwertsatzes der
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Mit Hilfe des Satz von Taylor kann man nun zeigen:

Ist f in einer Umgebung von z¢ € R unendlich oft differenzierbar und Tt (x; x0)
die zugehorige Taylor-Reihe, dann gilt

| f(2) = Ty(asa0) ]

genau dann, wenn das Restglied verschwindet:

nh_{r;o Rn(z;20) =0

Konvergenzkriterium: Bleiben alle Ableitungen f(™ (z) auf einem Intervall®
I mit xo € I beschriankt, so verschwindet, wie man zeigen kann, auch das
Restglied fiir n — oo. Das heiflt, es gilt f(z) = T (z, zo) fiir z € 1.

Man kann dann f auf I theoretisch beliebig genau approximieren.*

16.11.4 Reihendarstellung einiger elementarer Funktionen

Die folgenden elementaren Funktionen lassen sich fiir alle x € R durch ihre
Taylor-Reihe darstellen:

&S]
T _ § :xk
e — —
k!
k=0
+1

sinz = Z( 1)k (2k+1)’

oo . a2k
cosx = Z(—l) 20!

k=0

Der natiirliche Logarithmus stimmt dagegen nur fiir z € (0, 2] mit seiner for-
malen Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt x¢g = 1 iiberein:

n(z) =3 %(I “)F fir @ e (0,2
k=0

3Das Intervall kann auch unbeschrinkt sein, d.h. I = (—o0, 00).
4Es gibt aber auch Funktionen, bei der die zugehérige Taylor-Reihe nur im Entwicklungs-
punkt zo gegen f konvergiert, wie man z.B. fiir  — e~ /=" mit 2o =0 zeigen kann.
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17.1 Integration mit Riemann’scher Summenfolge

Es sei das reelle Intervall [a, b] mit b > a > 0 und f(z) = 2? gegeben. Bil-
den Sie mit Hilfe einer dquidistanten Zerlegung von [a, b] eine Riemann’sche
Summenfolge und zeigen Sie damit:

" Haydo = L7 — 0
[ t@as = 50~

Losungsskizze
(i) Riemann’sche Summenfolge:

Aquidistante Zerlegung: Unterteile Intervall [a,b] in n gleich grofle Intervalle der
Lange Az = Ax = b_T“ mit Zwischenstellen & = a + kAz, k=1,...,n~

Z Flér)(zr — xp—1) = Z fla+ kAz)Ax.
k=1 k=1

(ii) Grenziibergang n — oo:

Umformen unter Anwendung der beiden Summenformeln (vgl. Aufg. 7.1 und
7.2)

Zk
k=1

n

n

1 - 1
= gn(n+1), ;kz = gn(n+1)(2n+1);
fEAz = Y (a+kAz)? Az = > (a2 + 2akAz + szm) Az
k=1

D

n

k=1 =
= n-azAac—l—ZaAQka_,_ABkaz
k=0 k=0
= a2(b—a)—|—a(b_a)2 . nT—H+(b—a)3~ (n+1)6n(227’b+ 1)
lim ntl =1 und lim (n+t1)-(2n+1) =1/3~
n— 0o n n—oo 6n2
. - - 9 B B 5 1 B 3
"IL%;f(gk)Ax’“ = a(b—a)+ab—a)+3(b-a)
= a’b—a® +ab® —2a°b+a’ + %(b3 — 3b%a + 3ba® — a®)
— %(b3 _ (13)

f stetig ~ Grenzwert unabhéngig von Zerlegung

b
— / f@ydz = 2~ o)
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17.2 Stammfunktion verifizieren durch Differenzieren

a) Zeigen Sie: F(z) = In(z”? + 1) + Vze® ist eine Stammfunktion von

fz) = 2, (1+2)e""
2 +1 IV

Berechnen Sie damit ff f(x) dz und interpretieren Sie das Ergebnis.

2
b) Zeigen Sie: F(z) = % arcsin(z/r) + = \/ — 22, r > 0 ist eine Stammfunk-
tion von f(x) = V7?2 — x2. Bestimmen Sle damit die Flédche eines Kreises mit
Radius 7.

Losungsskizze
a) Ob eine gegebene Funktion Stammfunktion ist, kann man i.d.R einfach

priifen: Es muss ,,nur“ abgeleitet werden (ungleich schwerer ist es, eine Stamm-

funktion einer gegebenen Funktion zu finden).

2z 1 2z (14 z)e”
F/ _ =t s T Ty _
(LL‘) 22+ 1 + o/zor (e + ze ) 22 + 1 2\/561/2
2z (1 + z)e®/?
= + = fl@)v
241 2
x* + VT

—_———
>0 fiir x>0 >0 fiir >0

~ f(x) > 0 fur z € [1,2] = ff f(z) dez = Flidcheninhalt zwischen G und
x-Achse:

[ u@ia = [ @i = Fw =

b) Analog zu a):

In5/2 + v2e — e'/?

2
1 z 1 1
F'(x :7;7 (x/r) + = —z24 - r? — 22y
@) = 5 W gV G g 0P )
2
1 1 1 xz 1 1
U BN —_x24 2z )
2 [(r2 —a2)/r2 v 2 -z +2 212 — 22 (—22)

= %\/7‘2—%24-%\/7‘2—{172 = \/r2 — 22

= F'(z) = f(z) und damit ist F' Stammfunktion.

G ¢ beschreibt oberen Kreisrand (Kreis mit Radius r um Mittelpunkt (0, 0))
~> Kreisflache: 2 f(z)dz = 2[F(z)]" . =r®arcsin(1) — r* arcsin(—1)

2T 2
= 2r'— =7r"n.v
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17.3 Elementare Bestimmung von Stammfunktionen

Bestimmen Sie die uneigentlichen Integrale:

L ||
4\/?dz b) /e dx

10z* + 1222 + 4
2 / x® + 223 + 2x dx d) /COS(SCU — 2m)dx

Bestimmen Sie bei b) zusitzlich noch alle stetigen Stammfunktionen.

Losungsskizze

/\/_+

dr = /x2/3 + ix_B/de

2 71231 1 3 - 3/2+1
(3+1) a3t +4~(—+1> e

™

3 53 1 L-1/2 33
= 245/3 __ = VaP - = R
e 5% +C = \/_ +C,C¢c
b) Fallunterscheidung nach |z| ~» abschnittsweise Stammfunktionen:
/ || Jetdx fir x>0 e +C1 fir >0
eldr = =
Je Pdx fir x <0 —e "4 Cy fir <0

Bedingung fiir Stetigkeit: lim e® + C1 2 lim —e " +Ch =+
x—0+ x—0
= 1+ C1 = —1+ Oy, iiberbestimmt, wihle C; =t beliebig = Co =2 +1¢

) ) e’ +1t fir >0
~> Menge aller stetigen Stammfunktionen: ,teR

—e T4+ 2+t fiir <0

¢) Beobachtung: (z° + 2z° + 2z)’
Formel logarithmisches Ableiten: f

% (10304 + 1222 + 4) ~> Anwendung

A 2 dz =In|f(z)|dz + C,C € R

/1Ox4 + 1222 + 4

5 3
5 1 225 1 22 dx = 2In|z° + 22° + 22| + C, C €R

d) Kettenregel ,,invers“: a - (sin(3z — 27))’ = cos(3z — 2m) ~ 3acos(3x — 27) =
cos(3z —27) = a=1/3:

1
/cos(3x —2m)dx = 3 sin(3z —27) + C, C €R

Alternative: (lineare) Substitution (vgl. Aufg. 18.3).
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17.4 Elementare Bestimmung bestimmter Integrale

2 1/2 —1/2

a) / 22° — 32% + 1dx b) / (1 — acg) dx
—1 0

mit f(z) = logy ¥/ (z + 1)2

Losungsskizze

/4
c) d) / sinz + tanx dx
0

2 1 g 26 1
a)/ 2z° — 327 + 1dz = {xﬁ—x:)’—l—x] :—23—1—2—(—1—1—1)
_1 3 1 3 3

=%-1l_6=21-6=15

b) Grundintegral: / dr = arcsinz +C, C € R~

1
V1 — 22
1/2 _1/2 1/2 1 T
1 — 22 dr = ————dx = arcsin(1/2) — arcsin(0) = —
=) = (1/2) ="

c¢) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: ff f'(z)dx = f(b) — f(a)
und (In(2—2)) = 3=-2-2) = -3~ [s—dz = —In(2—2)+C, C € R:

/Olf’(x)+ 2ixd:1: = /Olf'(x)d;zr—l-/olzl

—dz = [f(a)]} + [~ In(2 - )]}

=0

_ {logQ(S(a:—Fl)Q)T—l —1)+1n2
0
2In(z+1)]" Anr?
= |22 e = 22
{3 In2 ]O+ 02T BT
i 12—
d sinzdr = [—cosz]™/* = — cos(m/4) + cos(0) =1 — — =
) | [~ cosalg (/) +cos(0) =1 = == = 25
Logarithmische Integration: | J;/((f)) de = In|f(z)| + C,C € R~
/4tana:d:r = /4 Smggda::—/4 TOT g = —[ln|cosw\]g/4
0 o COST 0 COsS T
S :1 = Inv2
V2

i 2 — /2
— / sinx +tanxz dr = 2\/_—&-111\/5
0
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17.5 Integration durch Umformung des Integranden

Vereinfachen Sie zunéchst die Integranden durch Umformung und bestimmen
Sie anschlielend die Stammfunktionen durch elementare Integration:

4 3 2
2) /230 + 12 +6wdx b) / x> — z? x+3dx

422
) [V [

Losungsskizze

4 3 2 1 2
1
a)/Qx + 122 +6xdx:/2w N 227 LS /x PPV
4z2 4)% 4)% 4%‘;‘(1 2 2z
3 2
1
—:”6+—3"§ 3”+C CeR

o n 3
x2/3 22/3 T p2/3

/ 3-2/3 _ 2-2/3 _
2.

b)/ x> —z? —ac+3 da

2t 78 4 327 dx

3 2T/34+1 _ 3 243+ _ 3 p1/3+1 —2/3+41
_ 3.3 c
10 77 1" Fosr +

= gxs/xlo - %\3/;1:7 - %\4/903—1—9\3/5 +C,CeR

\/ 2 2/3 1/2
c)/7x+ﬁdx=/( ) + x—/ d
\/m (z - z1/2)1/2 3/4 gc3/4
_ /x75/12+$71/4dx _ Ex7/12+éx3/4+c
7 3
12 12 4 4
:7VCC7+§V$3+C,CER
d) (tanz) = 1/cos® z (vgl. Aufg. 14.4) und sin 2z = 2sinz cos  ~»
/t.anxdx: SHIT . 1 da::l/ 1 da
sin 2x cosx 2sHITcosx 2 ) cos?x

1
= itanx—i—C’,CeR
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17.6 Flachenberechnung

Bestimmen Sie die Fléche, die zwischen dem Graph Gy der Funktion
f:xr—sinxcosx

und der z-Achse fiir 0 < z < 27 eingeschlossen ist. Nutzen Sie dazu Symme-
trieeigenschaften von Gy aus.

Losungsskizze

Additionstheorem ~» f(z) = sinz cosz = 4 sin 2z

= Periode Py = 27/2 = 7 und Amplitude Ay = 1/2 (~ Gy ist in 2- und y-
Richtung gestauchter Sinusgraph)

Eel
~ Fléache zwischen Gy und z-Achse: S

27
A = / | sin x cos x| dx

0 TA2 3my/2 ™
1 2m
5/ | sin 2z| dx
0 Gy
—1/2

Symmetrie ~ Flidchen von G iiber [0,7/2], [7/2, 7], [, 37/2], [37/2, 27]
gleich grof und |sin 2z| = sin 2z fir z € [0, 7/2]

2m /2 /2
= [Tr@iar =4 [ i@l = 4 [T @

Stammfunktion: Kettenregel ,,riickwérts* und Bestimmung von geeigneter Kon-

stante (Alternative: lineare Substitution; vgl. Aufg. 18.3):

1 1
a - (cos2x)’ < sin 2z <= —2sin2z = —sin2r = a = —5
a

= [sin2zdr = —Jcos2z+C, C €R

[ s 4/0”/2 !

—sin 2z
(2-(—1/2)) [cos 2x]g/2 = — (cosm — cos0)
—(-1-1)=2

/2
dr = 2/ sin 2x dx
0
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17.7 Diskussion einer Integralfunktion

2
Diskutieren Sie die zu f : = — 2arctan( z

F:gcb—>/m f(t)dt mit F(6) > 0.
—1

241

) gehorige Integralfunktion

Losungsskizze
xT

Fl(z) = % l (0t = [(z) und P (@) = ['(@): (sxctanz) = g ~

2. (22 +1)?

—22% + 22+ 2

f@)—1+é$0f(zibl

— 4% + 42 + 4
x4 + 622 —4x + 2

- (2 +622 —dz +2

m Extremstellen und Monotonie von F:

F'(z) = f(z) = 0
20 — 1
2 +1

=0<=z=1/2

@+ 17

z € |(—o0,1/2)|(1/2,00)

sgn(F")

-1 +1

Gr \, Gr /

VZW von f bei x =1/2 von — — + = F(1/2) lokales Minimum

m Wendestellen und Kriimmung von F: F”(z) = 0 <= —4z? 44z +4 = 0

1
Mitternachtsformel: 12 = B

+

z*42 > 2und 62% —42 = 6(2> —2x/3) = 6(x—1/3)2—2/3 > —2/3 Yz € R

= Zihler von F"' > 0~ sgn(F") héngt vom Nenner ab (= Parabel):

T (=00, 1/2 —/5/2)

(1/2—=5/2, 1/2 +v5/2)

(1/2 4+ /5/2, 00)

sgn(F") -1

+1

—1

Gr konkav

konvex

konkav

m Nullstellen von F':

F(-1)= / f(z)dx =0 = =z = —1 Nullstelle, Gg \ fiir
x € (—o0, 1/2) (= F(1/2) <0).

Wegen F(6) > 0 (Angabe) und da F' stetig ist, muss es innerhalb von
(1/2,6) noch eine weitere Nullstelle geben (Nullstellensatz!).

Mehr als zwei Nullstellen kann es nicht geben, da Gg 7 fiir z € (1/2, c0).
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17.8 Flache zwischen zwei Graphen

Berechnen Sie den Inhalt A der zwischen den Graphen der gegebenen Funktio-
nen eingeschlossenen Fléche:

a) f(z) = 2 —6x + 7und g(z) = 3 — = mit g(z) > f(z)
b) f(z) = el —1 und g(z) = 1 fiir z € [0, 2]

Losungsskizze
a) Schnittstellen von Gy und Gy:

f(z)—g(z) = 0 < 2® —5x+4 = 0; Mitternachtsformel: ~ z; = 1, 22 = 4

Gy ist eine nach unten gedfinete Parabel ~ f(z) < g(z) fir 1 <z <4

Y
4
A = / (3—1z) — (¢ — 6z +7)dx

1

4 G 4
= / —2 + 5z — 4dx f / g(z) — f(z)dz

1 1

3 4 |
o x 5 2 o 9 1 T
= [ 3 + Qm 441 =3 -
Gy
b) Gy ist achsensymmetrisch zu @ = 1, es geniigt somit nur fiir z > 1 die

Schnittstelle von G ¢ mit Gy zu bestimmen. f(x) = e * fiir x > 1~

ol =1 < " '=2= z=1+mh2
Yy
~ f(z) < g(z) firz e[l —1n2, 14 In2] a;
Gg
Symmetrie ~ Flidchen bzgl. [1 —In2, 1] und !
[1, 14+1n 2] sowie [0, 1 —In2] und [1+1n2, 2]
sind gleich groB (s. Skizze)
3 T
1—1In2 1 1+1n22
f(z)—g(x)
1+4+In2 2 e N
~A =2 / 2—e71 dx—l—?/ "t —2da
@ 1) i
1+1n2 i 2
= +2 [e —Qx}
1+1n 2
= ( (1+m2)—e™?—(2-e) | +2(e—4— (2*=2-2In2))
——
ey =2-1=1
= —2+4In2+4+2—-8+4+4In2=2¢—-10+48In2
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17 Integralrechnung 1 — Elementare Integrationsregeln

17.9 Flache zwischen Sinus- und Kosinusgraph

Berechnen Sie fiir ¢ = 0 und ¢ = —1 den Inhalt A., der zwischen den Graphen
von f(z) =sinz + ¢ und g(z) = cos z eingeschlossenen Fliche fiir z € [0, 27].

Losungsskizze

(i) Fall ¢ = 0:

Schnittstellen von G¢ und Gy in [0, 27]:

sin «
=tanx =1

sinx = cosx <=
CcoS T

— xk:%Jrlmr,keZ

1 1Y
~> Schnittstellen 1 = 7/4, z2 = 57/4 in [0, 27] Gy
~ sin(z) > cos(x) fiir x € [r/4, 57 /4]
E.d 5
Symmetrie ~ Flichen bzgl. [0, 7/4]U[57/4, 27] * o 4
und [r/4, 5w /4] gleich grof (s. Skizze) .
—1
5m/4
~ Ay = 2/ sinz — coszdr = 2([—cosx—sinaz]i%4)
/4

=—V2/2 =—V2/2
—2.(—2v2) = 4V2

—3/2

(i) Fall ¢ = —1:

sinz —1 = cosx <= cosx —sinz = —1]| - V2/2

—2(cos(5m/4) +sin(bm/4) — cos(m/4) —sin(w/4) )
e e

—v3/2

= V2/2 coszx— V2/2 sinz = —V2/2
—— ——
=sin(w/4) =cos(mw/4)
<= sin(7/4) cosx — cos (7/4)sinz = —/2/2
<= cos(z 4 7/4) = —v/2/2]| (Additionstheorem!)
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~> Schnittstellen von G¢ und Gy in [0, 27]*:

x1 = arccos(—V/2/2) —w/4 = 7/2,
—_——
=37/4
xo = 2r—3r/d—7w/d=m
Somit ist sinz — 1 > cosx fir x € [r/2,n] und sinz — 1 < cosz fiir
x € [0,7/2] U [, 27] (s. Skizze).

ME]

Gy

27
A, = / 1£(2) — g(x)] da

= [T - s [ ReEery| 7 o)~ fo) do

/2 T
= / cosac—sinx+1dac+/ sinex — 1 — cosxzdr
0 /2

2
+/ cosx —sinx + 1dx

/2 T 27
= / 1dx—/ 1da:—|—/ ldx
0 /2 ™

=n/2—(n—7/2)+(27—7)=m

+[—sinz + cosac]g/2 +[—cosx —sinz|z /5 + [~ sinz + cos z]2"

=—14+1=0 =1—(—1)=2 1—(=1)=2
= w44

* Alternative: Die Schnittstellen hitte man auch durch ,scharfes Hinsehen* leicht aus der
Skizze raten und verifizieren kénnen. Durch ein klein wenig Uberlegung kann man sich klar
machen, dass es fiir |¢| < v/2 immer genau zwei Schnittstellen innerhalb von [0, 27] geben
muss. Diese kann man i. Allg. zwar nicht mehr ablesen, dafiir aber analog wie wir im Fall
¢ = —1 vorgegangen sind (ndherungsweise) berechnen. Vielleicht probieren Sie es fiir z.B.
¢ =1/2 selbst aus? (Losung: z1 ~ 0.4240, zo ~ 4.2884).
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17.10 Integration von Potenzreihen

Bestimmen Sie zu den angegebenen Funktionen eine Stammfunktion in Potenz-
reihendarstellung:

Q) f@) = e 2 b)f(a) = sin2e o) f(z) = Hle

Losungsskizze

zk

a) Substitution z «» —22° in e” = 3% | £ mit Konvergenzradius R = oo ~

f(z) = Z( 207) Z

Gliedweise Integration ~» Potenzreihe mit Konvergenzintervall (—oo, 00) :

/e_hzdaj - /i (=2)" 2k g, = Z (2" o | o oer
2 gl Kl(2k+1)" ’

?F =1 -20% 422 —42%/3 4+ 22%/3F ...

(=2 sk s 5k a7 9 g
F(x)—k!(2k+1)x =x—22°/3+2x°/5— 42" /21 + O(z”) firz € R

b) Substitution = <+ 2z in Potenzreihe fiir « +— sinz ~

1 2k+1 I o] (_1)k2k+1 2kt C C R &
/Z( 2k:—|—1) 2(2k+1)!(2k+2)x TOUeR&R=00

—1)kok+1
Plo) = S G2 okta _y2 1044 206 108 L 0(9) fire € B

2k 1 2)!
Alternative: Stammfunktion von f durch lineare Substitution: F(z) = 75005(21). Sub-
stitution x <+ 2z in Potenzreihe fiir z +— cosz ~ F(z) = —% S o (=1)k(2x)%F ) (2k)! =
—1/2+ 22 —2*/3 +225/45 — 28 /315 + O(x?)

¢) Geom. Reihe ~ f(2) = 3z = 1oy = S0 o(—1)Fa™ fiir [of < 1

Gliedweise Integration ~ Potenzreihe fiir Stammfunktion (Konvergenzradius
R =1 iibertriigt sich)

k 22k (=1)" opt1
§ AN + € 1
/ mz / g dx A T C,CeR,|z| <

B (—1)k Qkt1 1 53 135 17
—Z%Haz R =N CONE RS

Bemerkung: Da z + arctanz eine Stammfunktion von f ist, gilt arctanz = z — 23/3 +
2°/5—27 /TF ...+ C (zwei Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine Konstante).

0=arctan(0) =0-04+0—-0F...C = C =0~ arctanz = (chrszk*l fiir 2| < 1
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17.11 Na&herungsformel fiir die Parameter der
Einheitsklothoide x

Entwickeln Sie mit geeigneten Potenzreihen eine Ndherungsformel fiir die beiden

Integralfunktionen:*
s 2 s 2
x(s) = / cos (u) du, y(s) = / sin (u) du
0 2 0 2
Lﬁsungsskizze
p2k+1 ) . 2k
L B _ 1
sinz = I;)( 1)k [CTESYE cos ];)( ) 28!

Substituiere jeweils > u?/2 ~»
u? (u?/2)"" (GO
o8 (2) - ji:( D" @Rl g;% 2k (2%)1 "

sin (U2> = i(_l)sz S ¢u4k+2

| 2k+1 |
2 Pt @k+ 1)1~ & 22RFI(2k + 1))

Abbruch der Summation an geeigneter Stelle** (z.B. nach drei Summanden der
Reihe) ~ Approximation der Integranden:

2 ( 1)° (D' 4 (-1 5 ut Wl
cos(u”/2) o +?m +%4ﬂ_1 8+%Z

Q

2 (=1)° ( D', (BD? 0wt W Wt
2 _u v
sin(u”/2) 2.1 S+ m“+%5ﬂ 2 18 T 3810

Q
=,

~> Néherungsformel fiir die Koordinaten der Einheitsklothoide:

z(s)w/ S VA SN Sl R
- 8 ' 384 5.8 90-384), ° 40 ' 3456

Q

(8) / ui u® ulO LS B ’U,7 N ull s
Y T G mm |37 7B B0 .
S 8 Sll

6 336 T 42240

* Durch ¢ : [0,00] — R? mit o(s) := (z(s),y(s)) wird die sog. Einheitsklothoide im R?
parametrisiert. Die Kriimmung der Klothoide nimmt proportional zu ihrer Bogenldnge zu.
Sie ermoglicht z.B. einen kriimmungsstetigen Ubergang von einer Geraden und wird deshalb
z.B. als Zwischenstiick bei Uberkopfelementen (Looping) in Achterbahnen und im StraBenbau
zur Beschreibung von Trassenabfahrten verwendet.

** Den Approximationsfehler kann man abschitzen (vgl. Abschn. 16.9) Dies empfiehlt sich
eigentlich immer, bevor man mathematische Naherungsverfahren in technischen Anwendun-
gen nutzt.




246 17 Integralrechnung 1 — Elementare Integrationsregeln

17.12 Checkliste: Bestimmtes und unbestimmtes Integral
17.12.1 Das Riemann-Integral

Konstruktion: Ist eine beschriinkte Funktion auf einem Intervall [a,b] C R
gegeben, so teilen wir [a, b] mittels einer Zerlegung

Z:irxo=a<zri<x2<...<xp=2>0

in n Teilintervalle auf. Fiir eine Zerlegung schreiben wir im Folgenden kurz auch
Z = (x0,...,%n).

Anschlielend wahlen wir aus jedem der Teilintervalle eine Zwischenstelle

& € [Th—1,2k,], k=1, ... n,

aus und setzen £ = (£1,...,&y). Daraus bilden wir via

S(Z,& f) =Y f(&) Ay,
k=1

mit Axy := (zr — zr—1) eine Riemann’sche Summe®.

Die Grofie

|Z] ;== max |Axg]
k=1,....,n

nennt man die Feinheit der Zerlegung.

Fir f > 0 lésst sich eine Riemann’sche Summe z.B. als Summe von Rechteck-
flachen mit Inhalt f(&g)Azy interpretieren.

Sie stellt in diesem Fall eine Ndherung an den Flidcheninhalt dar, welcher vom
Graph von f und der z-Achse eingeschlossen wird.

Die folgende Skizze illustriert dies. Die Zerlegung wurde in diesem Beispiel dqui-
distant gewahlt. Das bedeutet, alle Teilintervalle sind gleich grof, d.h.

Az =0b—a)/n,k=1,....n und |Z|=(b—a)/n.

INach Bernhard Riemann (1826-1866), deutscher Mathematiker. Eine alternative
Moglichkeit besteht darin, das Integral {iber sog. Ober- und Untersummen einzufiihren.
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Als Zwischenstellen wurden die Mittelpunkte & = a + (2k + 1)|Z]/2, k =
0,...,n — 1 der Intervalle genommen (n = 10).

SY

fr)f------ I N B

AN

a = xg Ty b=xnpx

Nun betrachten wir eine Folge S(Z;,&7; f) von Riemann’schen Summen mit

lim |Z;| = 0. Eine Folge mit dieser Eigenschaft nennen wir Riemann’sche
Jj—oo

Summengfolge.

Zur Zerlegung Z; = (x%, . ,:cﬁ;j) beschreibt hierbei &7 = ( {, . ,5%) eine pas-

sende Wahl von Zwischenstellen.

Insgesamt fithren unsere Uberlegungen zu der folgenden Definition:

Riemann-Integrierbarkeit und das bestimmte Integral

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit (Riemann-)integrierbar iiber [a, b], falls jede
zugehorige Riemann’sche Summenfolge S(Z;,&7; f) gegen den gleichen Grenz-
wert konvergiert. Den Grenzwert bezeichnet man dann als das bestimmte Integral

von f iiber dem Intervall [a, b], in Zeichen:

/ab f(z)dx
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Bemerkung 1: Konvergieren zu einer beschrinkten Funktion f : [a,b] — R
alle Riemann’schen Summenfolgen, so kann man leicht zeigen, dass alle diese
Folgen bereits denselben Grenzwert besitzen miissen.

Bemerkung 2: Ist bekannt, dass f iiber [a,b] integrierbar ist, so geniigt es,
irgendeine Riemann’sche Summenfolge S(Z;, €7: f) zu betrachten, und es gilt:

b _ ) . .
[ f@de = lim S(Z,.55) = lim 3" p(€))ad]
a k=1

Bemerkung 3: Stetige und stiickweise stetige beschrinkte Funktionen mit
endlich vielen Unstetigkeitsstellen iiber einem abgeschlossenen Intervall sind

integrierbar.?

17.12.2 Die Integralfunktion

Zwar miissen wir nach Bemerkung 2 zur Berechnung des Integrals einer inte-
grierbaren Funktion nur eine Summenfolge konstruieren, aber selbst das ist oft
sehr miithsam (vgl. Aufg. 16.1).

Wir suchen deshalb nach einer einfacheren Methode. Den Schliissel dazu liefert
die Integralfunktion:

Integralfunktion

Ist f auf [a, x] integrierbar, so wird durch

Fu(x) = / " (e

eine Funktion mit Fy,(a) = 0 definiert. Sie wird die Integralfunktion von f ge-

nannt.

Man kann zeigen, dass Fy stetig ist. Dariiber hinaus:

2@Genauer existiert das bestimmte Integral auch fiir beschrinkte Funktionen mit abzdhlbar
unendlich vielen Unstetigkeitsstellen.
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Ableitung der Integralfunktion

Ist f im Intervall I mit a € I stetig, dann ist F,, in = € I differenzierbar und

Fiw) = [ 50t = ).

Die Ableitung der Integralfunktion F, einer stetigen Funktion f ist also f selbst.
17.12.3 Stammfunktionen und das unbestimmte Integral

Wollen wir also die Integralfunktion bestimmen, so miissen wir praktisch das
Ableiten in gewisser Weise ,,umkehren® (tatsiichlich sind , Differentiation* und
»Integration® z.B. nur fiir bestimmte Funktionen ,,bis auf eine Konstante® invers

zueinander). Dies fiihrt uns auf den Begriff der Stammfunktion.

Stammfunktion

Essei F, f: I CR — R mit F differenzierbar gegeben. Gilt

F'(z) = f(x) fiir allex € I,

dann ist F' eine Stammfunktion von f.

So ist z.B.  — —sinx 4 C fiir jedes C' € R eine Stammfunktion von x — cosz.

Da eine Konstante abgeleitet immer 0 ergibt, ist zu jeder Stammfunktion F'
einer Funktion f auch F' + C eine Stammfunktion, f besitzt somit unendlich
viele Stammfunktionen. Zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur

durch eine Konstante.

Mit dem Symbol / f dx bezeichnet man die Menge aller Stammfunktionen ei-

ner Funktion f und nennt sie das unbestimmte Integral von f:

/fdx :={F(z) + C'| Fist eine Stammfunktion von f,C' € R}

Datfiir schreibt man kurz: /f dx =F(x)+C, C €R.

Bemerkung: Im Unterschied zum bestimmten Integral wird hier zu einer Funk-
tion f kein eindeutiger Wert (= reelle Zahl) zugeordnet, sondern eine Menge
von Funktionen.
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17.12.4 Bestimmtes Integral und Stammfunktion: Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

Fiir stetiges f ist die Integralfunktion F,(x) = / f(t) dt eine Stammfunktion
von f mit Fy(a) = 0. ‘

Sei dazu F noch eine beliebige andere Stammfunktion von f und setze F(z) :=

F(x) — Fo(x).

Offenbar ist F konstant, d.h. F(z) = C. Die Konstante kénnen wir einfach
bestimmen: Wegen

F(a) = F(a) ~ Fa(a) = F(a)
ist C' = F(a). Also ist

F(b) = F(b) — Fa(b) = F(a),
d.h. Fo(b) = F(b) — F(a) und

/ ft)dt = Fo(b) = F(b) — F(a).

Zusammengefasst:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f auf [a,b] stetig und ist F' eine Stammfunktion von f, so ist

b
/ (@) dz = F(z)2 = F(b) — F(a).

Bemerkung: Wie man zeigen kann, bleibt der Hauptsatz auch fiir auf [a, b]
integrierbare Funktionen mit einer Stammfunktion giiltig. Es gibt ndmlich auch
unstetige, aber integrierbare Funktionen, welche eine Stammfunktion besitzen.
Auch gibt es Funktionen mit einer Stammfunktion, die aber nicht integrierbar
sind, und solche die integrierbar sind, aber ohne Stammfunktion: , Stammfunk-
tion* und ,,Integralfunktion® sind also i. Allg. verschiedene Begriffe.

Eine Stammfunktion zu finden ist im Allgemeinen eine schwierige Aufgabe; man
spricht auch von der Kunst des Integrierens. Im Folgenden sehen wir uns aber
Moglichkeiten an, bestimmte Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen zu be-
rechnen (vgl. Abschn. 18.12).
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17.12.5 Einige elementare Stammfunktionen

Durch Differenzieren erhalten wir z.B. fiir C' € R folgende Stammfunktionen:

(i) /expxdaz = expz+ C
(ii) /azo‘dx = anH—FC aceR, a# -1
Oé+1 ) )
1
(iii) /de = In|z|+C, z #0.
(iv) /Sinxdx = —cosz+C
(v) /coswda: = sinz + C

(vi dx = arcsinz + C = —arccosz + C

=

(vii) / 12 dr = tanx + C
cos? x

(viii) /Tlﬁdx = arctanz + C

Bemerkung: Beachte bei (vi) arcsinz — /2 = —arccosz, z € [—1, 1].
17.12.6 Elementare Integrationsregeln

Wir fassen einige fiir das praktische Rechnen mit Integralen niitzliche Regeln
zusammen. Sind f, g auf dem Intervall [a, b] integrierbar, so gilt:

m Linearitidt des Integrals

Q) /aba~f(a:)dx—a-/abf(a:)dx7 a€R

(i) / @)+ gla) da = / " @) da + / ' g(a) do
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Dies kann man in einer Regel zusammenfassen:

/aba'f(a:)+5-g(x)da;:a./abf(x)dx+5./abg(x)dx

Vertauschung der Integrationsgrenzen

Bei der Vertauschung der Integrationsgrenzen éndert sich das Vorzeichen:

/abf(x)dx = f/baf(x)dx

Besitzt f eine Stammfunktion F', so folgt dies z.B. direkt mit dem Haupt-

satz:

a b
| f@yde = F@ = P®) = ~(F®) = Pla) = = [ f@)dav

Abschnittsweise Berechnung des Integrals

Es gilt:

/abf(cc)dx:/jf(x)dx+/:f($)d$> fiir £ € [a, b]

Dies folgt z.B. fiir eine integrierbare Funktion f mit Stammfunktion F
ebenfalls direkt aus dem Hauptsatz: Ist £ € [a, b], so gilt:

¢ b
/ flx)de + L f@)de = BT — F(a) + F(b)=FeT

b
F(b) — F(a) :/ F@)da v
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m Symmetrie

Oft lasst sich die Berechnung bestimmter Integrale auf symmetrischen In-
tervallen durch Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften der Integranden

vereinfachen:

Bestimmte Integrale symmetrischer Funktionen

Ist € > 0, so gilt auf dem zum Ursprung symmetrischen Intervall [—¢, ¢]:

(1) ) f(z)dx =0 fiir f ungerade

—£

(i) E f(z)de = 2/0‘E f(z)dx fiir f gerade

—€

Bemerkung: Ist ¢ € R, so bleiben die Aussagen auch fiir Intervalle und
entsprechende Funktionen symmetrisch um (zo,0) giiltig.

17.12.7. Stammfunktion stiickweise stetiger Funktionen

Eine stiickweise stetige Funktionen ist zwar integrierbar, besitzt aber nach un-
serer Definition® i. Allg. keine Stammfunktion. Diese Einschrinkung kann man
aber leicht fiir endlich viele unstetige Stellen aufweichen.

Ist z.B. f auf [a, b] integrierbar und auf [a, ] und [€, b] jeweils stetig, dann be-
rechnen wir das bestimmte Integral einer stiickweise stetigen Funktionen stiick-

/abf(x)dx = /jf(x)dcc + /;f(l“)d:c
4

Und damit kénnen wir auch stiickweise differenzierbare Stammfunktionen® zu-

weise:

lassen (was die Praktiker beim Rechnen meistens stillschweigend ohnehin einfach
machen).

3Wir hatten eine Stammfunktion als differenzierbar vorausgesetzt
4Die auftretenden Konstanten kann man so wihlen, dass die beiden differenzierbaren
Stammfunktionen auf [a,£] und [£,b] zu einer auf [a, b] stetigen Funktion verschmelzen.



254 17 Integralrechnung 1 — Elementare Integrationsregeln

17.12.8 Integration von Potenzreihen

Potenzreihen lassen sich auf ihrem Konvergenzbereich gliedweise integrieren:

Stammfunktion einer Potenzr;gihe

Sei f die durch eine Potenzreihe Z ap(z — xo)k auf ihrem Konvergenzintervall
k=0
Kr(zo) dargestellte stetige Funktion. Dann ist

> a
F(z) = Z k_:l(ﬂﬁ—fﬂo)]wrl
k=0

eine Stammfunktion von f auf Kgr(xo).

Bemerkung: Das Konvergenzintervall von f iibetragt sich auf F'. Die Konver-
genzeigenschaften in den Randpunkten des Intervalls konnen sich aber &ndern.
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18.1 Partielle Integration

Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mit partieller Integration:

a)/x-sinxdw b)/emcosxdac c)/v3z21nxdx

Losungsskizze

Partielle Integration bei unbestimmter Integration:

/u(x)v’(w) dr = u(z)v(z) — /u/(:c)’u(a:) dz

a) Setze u(z) = z, v'(z) = sinz ~ v(z) = — cos z:

/x-sinxdw = —x-cosx—/(m)/(—cosx)da: = —xcosx—l—/cosxdm
= —zcosz+sine+C, CeR

b) Setze u(x) = e*, v'(x) = cosz ~ v(z) = sin x:

/ez ccoszdr = e sinz — /eI sin x dx
Nochmalige partielle Integration:

W(z) = u(z) = e, ¥'(z) =sinz ~ (x) = —cosx

/ez~cosxdac = ¢“sinz — (—emcosx—/ez'(—cosx)dx)

= emsinm—i—emcosx—/ez-cosxdac + /ez~cosxdac
xT 1 xT .
== /e -coszdr = 5¢ (sinz 4 cosz) + C, C €R
¢) Setze u(z) = Inz, v'(x) = Va2 = 2?3 ~ ' (x) = 1/z; v(z) = %x‘r’/?’:
/v3x2~1na:dx = §x5/31nx7/1~§x5/3dx = §x5/31nx7§/a:2/3dx
5 z 5 5 5
= §x5/3lnx—§-2x5/3+0

_ 3B MY s o cer
2 ’
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18.2 Substitution durch scharfes Hinsehen

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a) /(2x3 +62° +1) - o /22T gy b) / 3cos(2z) In(sin(2z) + 1) dz

Losungsskizze

Fiir Integranden der Form ¢'(z) - f(g(x)) gilt mit einer Stammfunktion F von
f die Substitutionsregel:

/ ¢ (2)(9(z)) dz = F(g(x)) + C,C € R

Scharfes Hinsehen: Die Integranden bei a) und b) sind von dieser Form:

a) g(z) = /2 + 223 + x; ¢'(x) = 22 + 622 + 1, F(z) = e” ~
/(2363 +62° +1) e 22T gy /242 L o 0 e R
b) (sin(2z) + 1) = 2cos(2z) = ¢'(z) ~
In (sin(2z) + 1) dzx
~——

/3(208(21}) In(sin(2z) + 1) dz = §/2(:05(2;1:)
2 \T’_/\’;
=g = =g

Stammfunktion von f : u — Inwu aus Tabelle oder per partieller Integration mit
Trick: Inu =1-Inw:

/lnudu = / o 'IHUdu:u'lnx—/l~yidu
e #

=1
u-lnu—u+C,CeR

~ F(u)=u-Inu—u+C, C € R. Mit u := g(z) folgt
F(g(xz)) = (sin(2z)+ 1)In(sin(2z) + 1) —sin(2z) — 1

Somit:

/3 cos(2x) In(sin(2x) + 1) dz = 3(sin(2x) + 1) (In(sin(2z) + 1) — 1) /24 C, C € R

Alternative: Formale Substitution via u := sin(2z) + 1 und du/dz =
2cos(2x) ~ dx = du/2 cos(2x) ~

/3cos(2x) In(sin(2z) + 1) de = 3/2 / Inudu, u = sin(2z) + 1

liefert nach dhnlicher Rechnung das gleiche Ergebnis (~ analog bei b)).
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18.3 Lineare Substitution

Berechnen Sie die Integrale mit linearer Substitution:

x 2021 o
a) /3- (5 + 1) dx b) / 4sin(m — 2z) dx
0

_ b
c) /de d) /a flax + B) dx, fstetig,a # 0

Losungsskizze
a) Lineare Substitution v = § + 1~ du/dx = 1/2 ~ dx = 2du:

z 2021 _ 2021 6 9020
/3 (§+1) dx—3/u 2du = oo™ 4 C

3—;7( /24122 40, CeR

b) Bestimmung einer Stammfunktin via linearer Substitution v = © — 2z ~
du/dr = =2~ dx = —du/2:

/4-sin(1—27m:)dac = Z~2/sinu~(—du/2) = —2(—cosu)+C,u=7—2zx
= 2cos(m—2z)+C,CeR

/2
~ / 4sin(mw — 2z) dx = 2 [cos(m — 235)]3/2 = 2—2cos(m) =4
0

c¢) Idee: Umformen des Radikanden, so dass nach linearer Substitution das

-1
Grundint | [ ——
rundintegra fm

922 =120 —3 = —92% — 120 —44+1=1-92> — 122 —4 = 1 — (32 + 2)%;
lineare Substitution u = 3z 4+ 2~ dx = du/3 ~

dx = arccos ¢ + C' anwendbar ist:

| e A T

= arccosu + C = arccos(3z +2) +C, C € R

-3
dx
/ V=922 — 122 — 3

d) f stetig ~ es existiert Stammfunktion F mit F’ = f.

Lineare Substitution v = azx +  ~ du/dz = a ~ dz = du/«a, Transformation
der Grenzen: u(a) = aa + 3, u(b) = ab+  ~

b ab+8 »
/ Flaz+ B)do = / . Py ™ = 2[RI = T (F(ab+ B) - Flaa + )
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18.4 Integration durch Substitution

Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen eine Stammfunktion mittels Sub-

b
stitution und berechnen Sie damit / fx)dx :

2
a) f(z) = 31236—+4x; a=-1,b=1 b)f(z) = cos(lnz);a=1,b=2
203 + 22 4+ 1
Losungsskizze
a) Substitution u = 22> + 2 + 1; du/dx = 62 + 2z ~ dx = Eix;lﬁ:
1222 + 4z de — 1222 + 4z du _ 5 622+4dr du
/273 + 22 + 1 - Yu 62 +21 NATE e

1 ~1/3
:2/—du:2 U du
— 2.%.u2/3+0 =3Vu2+C,u=2z"+2°+1

= 3223 +22+1)2+C,C€R

C = 0 ~ Stammfunktion F'(z) = 3¢/(22 + 22 + 1)?, damit bestimmtes Inte-
gral:
1 1
/ f(z)de = F(1) - F(~1) =3 [(213 +a2® 4 1)2/3}
-1 —1

- 3((2+1+1)2/3—(;LH<FD2/3):3~€/4_2:6€/§

b) Substitution Inz = v = e" = z; du/dx = 1/z ~ xdu = " du = du:

/cos(lnx) dr = /Cos(u)-e" du = /e” cos(u) - du
1 ., .
= e (sinu + cosu), u =Inzx

Riicksubstitution:
/cos(lnoc) dx = %x(sin(lnx) +cos(lnz)) +C, C €R
C = 0 ~ Stammfunktion F'(z) = %x(sin(ln x) + cos(lnz) ~

2
= sin(In2) 4 cos(ln2) — 1/2

/2 f(z)de = F(2)—F(1) = 1(2 sin(In2) + 2 cos(In2)) — (sin(0) + cos(0))
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18.5 Substitution nach Umformung *

Berechnen Sie das bestimmte Integral:

/ V1 — coszdr
0

Loésungsskizze
Substitution 1 — cosx = z;dz/dx = sinx ~ dz = dz/sina:

/\/1—cosxd;1: = / \/Z dz, 1 — cosx =z

s T

Die Substitution fiihrt nicht zum Ziel, da sich sin z nicht kiirzen l&sst.

Idee: Anwendung 3. binomische Formel und Potenzgesetze ~ Umformung des

Integranden:

V1 4cosz V1 — cos?x

V1 4 cosx N v1 + cosx

V1 —cosz =+1 —cosz -

Trigonometrischer Pythagoras:

V1 —cos2z  Vsin?z  |sing]
VI + cosz 1+ cosz 1+ cosz

Substitution z = 1 4 cosz ~ dx = dz/(—sinx).

Transformation der Grenzen fiir 2z~ 1 4+cos0 =2, 1 +cosmt=1—-1=0:

™ 0 . . 2 .
/ V1—cosxdr = / |sinz[ dz ol 7/ M,Zflmdz

Vz —sinz —sinzx

2 . 2
ok sHT —1/2 / —1/2
= 4 —z dz = z dz
/0 —siTT 0

- [2z1/2]z =2v2 - 2V0 = 2v2

* Beachte: Ist a < b, dann gilt z.B. fiir f stiickweise auf [a, b] stetig:

/abf(;r)dx:—/baf(:c)dx

** Fiir 2 € [0, 2] ist « € [0, 7], d.h. sinx > 0 = |sinz| = sinz.
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18.6 Rationale Integranden

Bestimmen Sie die Stammfunktionen:

922 — 6z + 1 T+ 2 6
= 1oy b) | — = 4 —d
a)/ 9r — 3 * )/ac2+x—6$ C)/12+4$

Losungsskizze

a) Integrand ldsst sich elementar umformen:
9302—695—1—1:9(1‘2—238/3—1—1/9) —9(z—1/3) und 9z — 3 =9 (z — 1/3) ~
/9x26x+1dx_ gx71/3)%
9z —3 gﬁ/’lfgj
= /x71/3dsc:x2/2—x/3+C,C€]R

b) Integration durch Partialbruchzerlegung (PBZ):

Bestimmung der Pole (Nullstellen des Nenners):

1+,/1-4-(—6) 1i\/%_1i5_{3

2 _ _ _
' +z—6=0~m2= 2 272 T2 2

~ Linearfaktorzerlegung: 2% + 2 — 6 = (z + 3)(z — 2)
T+ 2 A B
~> Ansatz PBZ: =
fsat (z+3)(x—2) x—|—3+x—2
~x+2=Ax—-2)+B(x+3)=(A+ B)x —24+ 3B

. A+B =1
II. —2A+3B = 2
AusI:A=1-Binll: —2(1—B)4+3B=2 = B=4/5;A=1/5~

2¢ + 1 B 1/5 4/5
M/x2+m—6dx_/m—|—3 :U—de

1 4
gln|x+3| + gln|x—2|+C,C€R

Koeffizientenvergleich ~»

6 1 31

22+ 4 4(1 + x2/4) 21+ (x/2)2

Lineare Substitution: u = /2 ~ dz = 2 du und Anwendung des Grundintegrals
i 1Jr%daﬂ =arctanz + C,C € R:

/Hix?dm - §/1+(1c/2)2 z/1+ 2

= 3arctanu + C = 3arctanz/2 + C,C € R

¢) Integrand umformen:
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18.7 Uneigentliches Integral

Existieren die uneigentlichen Integrale? Bestimmen Sie ggf. ihren Wert.
a)/lidx b)/oox e " dy c)/OO ! dx
0o Va? 0 5 zlnz

Losungsskizze

a) Integrand in @ = 0 nicht definiert.

Bestimmung einer Stammfunktion direkt moglich, anschliefend Grenziibergang:

—1
/%\/_de = /30_2/3d33 = (_?)2—1—1) a2 Lo = 33:1/3+C,CER
T .

2

1
1 o . 3 1 o . 3 3 _
M/O \S/_dx = tgrg+3[¢5]t = 3t5%1+\/_ Vi =3
—0
b) Bestimmung einer Stammfunktion via partieller Integration:

e dy = —2ze /7 —/(—Qe_z/g)dx
Yu/ ——

=/

—(2z+4)e *? + C,CeR

t—o0 0

oo t
~ / r-e®?dy = lim r-e " ?dg
0

t
= lim [—2xe_x/2 4o /2

t— 00 0
. 2% 4
T AT 2
é’_H 4_12113 %et/Q—ﬁ
—
—0

=4

—0

¢) Scharfes Hinsehen (logarithmische Integration) ~ Stammfunktion:

/ ! dx:/l/—wdlen(lnx)—l—C,CeR

rlnz Inz
— 00
oo 1 . ¢ . /_/A
'\»/ dz = lim [In(lnz)], = lim In(lnt)—In(In2) = oo
9 zlnz t— o0 t—o0 :f.:

—> uneigentliches Integral existiert nicht.



263

18.8 Bestimmung eines uneigentlichen Integrals mittels
trigonometrischer Substitution

2

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von x +— % und berechnen Sie damit
—
den Wert des uneigentlichen Integrals:

1 2
x
/7d$
0 \/1—.’E2

Losungsskizze
Integrand definiert fiir —1 < = < 1; Stammfunktion via trigonometrischer Sub-
stitution:
x = sinu: dr/du = cosu ~ dr = cosudu; u = arcsinz, —w/2 < u < 7/2

/ z? de — sin® u
V1—a? V1 —sinu

.2
= /% ~cosudu| cosu > 0wegen — /2 < u < —m/2
u

.2
= /sm u~ggsﬂdu: /sin2udu
COSTT

- war%JrC,CGR,u:arcsinx

- cosu du

Riicksubstitution ~»

1
—3 (sin(arcsin x) cos(arcsin z) + arcsin x)| (Trig. Pythagoras)

——dx =
V1 —z2

arcsin x

2

fg\/l — sin?(arcsin ) +

—% (x\/ 1 — 22 — arcsin x)

1 2 t
1
A ﬁ dr = th_IS |:_2 (x \V/ 1- 132 — arcsin CU):| .

1 1 ™

— —lim = 2 ; - —

}1%2 tv1—t arc&/nt —l—M 1
—1.0=0 —/2

* Die Stammfunktionen von u + sin?u bestimmt man z.B. mit partieller

Integration: [sinudu = [(—cosu) sinudu = —cosusinu + [cos®udu =
—cosusinu + [1 — sinudu = —cosusinu + Jldu — fsin2udu ~
2fsin2udu:—cosusinu—|—uw>

/sinQudu = —(cosusinu)/2+u/2+C, CeR.
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18.9 Uneigentliches Integral einer rationalen Funktion x

Bestimmen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals:

/°° 8% — 24 i
3 xt+222-3

Losungsskizze
Nullstellen des Nenners via Substitution v = x% ~ u? + 222 — 3 = 0:

—14+/4—4-(=3)
2

Riicksubstitution: > =1 = x1,2 = +1, keine weitere Nullstellen

Losungsformel: uy,2 = ~u=—-3, ux=1

~ Linearfaktorzerlegung des Zihlers: z* 4 222 — 3z = (z + 1)(z — 1)(z* + 3)

8z® — 24 A B | C+ Dz
Ansatz PBZ: =
neatz (z —1)(x 4+ 1)(x2 + 3) x—1+x—|—1 z? +3

822 —24 = A(x +1)(2® +3)+ B(x — 1)(2* + 3) + (C + Dx)(2* — 1)
= (A+B+D)2*+(A-B+C)2*> +(3A+3B - D)z + (3A—-3B—C)

I. A+B+C =0
. . II. A—-B+C =38 A=-2 B=2
Koeffizientenvergleich ~» ceno
1. 3A+3B—-—D =0 C=12, D=0
IV. 3A-3B-C = —-24
=4/(1+(2/V3)?)
8z — 24 —2 2 12
/m4—2x2—3d$:/m—1dx+/x+1dx+/ 2+ 3 du
1
= 21n |z+1|—21n |z—1|+4+v/3arctan(z/v3) = 2In x+1 +4+/3 arctan(z/v/3)
o
> 8?2 —24 oy EE W 3 ‘
, mdxftggo 2nx71 + 4v/3arctan(z/ 3)3

= <tlim 21n i+ H + 4\/§arctan(t/\/§)> — (2 In2 4+ 4v/3arctan \/g)
—00 —
= lim 2In trl ’ +44/3 lim arctan(t/v/3) —2In2 — dm/3
t— 00 t—1 t— 00 3
=Inl1=0 =m/2
= 273 —2In2 — 4”§/§ - 2”?:5 22 ~ 2.2413...

* Lineare Substitution: u = x/v/3, du/dz = 1/v/3 ~ dz = /3 du:

1 1
4 7dx:4\/5/7du=4\/§arctanu:4\/§arctanx V3)+C,CeR
/1+(m/\/§)2 1+ u? (2/V3)
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18.10 Na&herungsweise Integration mit Potenzreihe

Bestimmen Sie mittels Potenzreihenentwicklung des Integranden einen Néhe-

1 .
sinx
dx.
Jo X

Wie viele Summanden der Reihe sind notwendig, damit die Ndherung bis auf 5

rungswert fiir das Integral

Nachkommastellen genau ist?

Losungsskizze
lir&_ sinz/x =1 (vgl. Aufg. 13.7) ~ Integral existiert fiir stetige Fortsetzung.
T—

m Potenzeihenentwicklung des Integranden:

sinx 1

= (x — 2?3+ 25 — 27T+ 2 )9 + (9(3:11))
1—22/6 4+ 2*/120 — 2°/7! + 2®/9! + O(2'°)

x

m Néiherungsformel:

. 2
sinx _ z” 1 4 16 135 10
/ s = /1 ¢ it Tt tgr TO)de

1 3 1 5 1 7 1 9 11
- - o
3.6 st Tt tggt TOE)

1 1 1 1
3 5 7+ :E9+O(CC11)

=TT T600° 352807 T 3265920
> 1
F _ _1 k 2k+1 t _
~ F(x) Z( ) agz mit ay SET 1) @k

k=0

= F(0) = 0, F(1) = 37 ;(—1)*ay;, alternierende Reihe, mit monoton
fallender Nullfolge ay:

Leibniz-Kriterium =— Z(—l)kak —F()| < |an+1|
k=0
1 1 S
a1l = = 10
lan-1] QmiD+D) CrtD+D)!  @ni3)-nt3) °

— (2n+3) - (2n+3)! > 10°
~> n durch Probieren: 8 -8! < 10°4: 9.9 > 105 —= n=3 v
~ 4 Summanden, Ndherungswert mit 5 richtigen Nachkommastellen:

1 . 1
Sin 1 3 1 5 1 7 1 1 1
/0 z {“: 18" T6o0” " 35280° |, 18 7600 35280

l

= 0.9460827664 . . . (exakter Wert: 0.9460830704...)
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18.11 Lange von Parabelstiick x

Berechnen Sie die Lange des Parabelsegments von p : x — % € [0, 1]. Nutzen
Sie bei der Integration eine geeignete hyperbolische Substitution.

Losungsskizze
N 1
y=nplx)=2%p(r) =22,a=0,b=1~ 4G, = / V1 +4x2dx
0

dz(u)
du

Substitution: z(u) = 1/2 - sinhu = =1/2-coshu = dx =1/2- coshu

/\/1+4x2dac %/\/1+sinh2u~coshudu = %/\/coshzu-coshudu

= %/\coshu|coshudu = %/coshQUdu

Partielle Integration: (sinhu) = coshu; (coshu)’ = sinhu; cosh? u — sinh? = 1:

/cosh2 udu = /(sinh u)’ cosh u du = sinh u cosh u — /sinh2 wdu
= sinhucoshu—/ cosh?u—1du = sinhucoshu—/ cosh? udu + u

== %/coshQUdu = i(sinhucoshu—ku)

Riicksubstitution: u = arsinh(2z) = In(2z + vV4x? + 1) ~

/\/1+4x2dx = (sinhwcoshu+ u) /4

(sinh(arsinh(2z)) cosh(arsinh(2zx)) + arsinh(2z)) /4

— <2x\/1 + sinh?(arsinh(2z)) + arsinh(2x)> /4

= (2:3\/1 + 422 + In(2z + V422 + 1)) /4
:>/\/1+4x2d$:a:/2-\/1+4x2+1n(2w+\/4w2+1)/4+C, CeRr

1
0

UGp) = /01 V1+4a2de = [x/2m+1n(2x+ \/W)/Ll]

= V5/2+1In(2 + V5)/4(~ 1.478942857)

* Die Linge ¢(G¢) des Graphs einer Funktion f : [a, b] — R lésst sich mit der Formel

16y = [ VITT@Fd

bestimmen.

** Es gilt (vgl. Aufg. 11.5): arsinhz = In(z + V22 + 1).
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18.12 Checkliste: Die Kunst der Integration

Von einigen elementaren Funktionen kennen wir die dazugehorigen Stammfunk-
tionen. Wie findet man aber z.B. eine Stammfunktion von zusammengesetzten
Funktionen, z.B. von

z-lnx, 34 2z, exp(\/E), Smx?

xT

In der Differentialrechnung lassen sich z.B. mit den Ableitungsregeln einfach
Ableitungen von zusammengesetzten elementaren Funktionen bestimmen.

Bei der Integration gilt eine entsprechende Aussage im Allgemeinen nicht, d.h.,
es gibt keine allgemeingiiltigen Regeln, mit denen sich immer eine Stammfunk-
tion bestimmen liasst. Es ist sogar nicht einmal klar, ob eine Stammfunktion
iiberhaupt durch elementare Funktionen geschlossen ausdriickbar ist.!

Ein prominentes Beispiel hierfiir ist die sog. Dichte der Normalverteilung, die in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik eine wichtige Rolle spielt:

p(z) = exp(—a?/2).

Das unbestimmte Integral von ¢ iiber einem Intervall existiert auf jeden Fall,
da ¢ auf ganz R stetig ist. Liouville? konnte aber 1833 zeigen, dass die Stamm-
funktion nicht geschlossen durch elementare Funktionen ausgedriickt werden
kann?®.

Im Folgenden sehen wir uns aber zwei Methoden an, mit denen man bei manchen
Funktionen doch eine elementare Stammfunktion ,,per Hand“ finden kann. Man
spricht an dieser Stelle auch von der Kunst des Integrierens.

1 Kann geschlossen durch elementare Funktionen ausgedriickt werden“ bedeutet, dass
die Stammfunktion durch eine endliche Kompositionen von elementaren Funktionen allei-
ne beschrieben werden kann. Dieser Begriff ist somit ein wenig schwammig, da z.B. die
Sinusfunktion streng genommen auch nicht geschlossen ausgedriickt werden kann, obwohl
sie gemeinhin als elementar gilt (Stichwort: Potenzreihendarstellung des Sinus). Es kommt
eben darauf an, was als elementare Funktion vereinbart wird. In der Regel werden Polyno-
me (rationale Funktionen), gebrochenrationale Funktionen, Wurzeln, die Exponential- und
Logarithmusfunktionen sowie die trigonometrischen Funktionen und Arkusfunktionen als ele-
mentar bezeichnet. Genaueres zu der Thematik zeigt Thnen z.B. Prof. Dr. Edmund Weitz
von der HAW Hamburg in seinem YouTube-Video Warum man manche Funktionen nicht
integrieren kann [64].

2Joseph Liouville (1809-1892), franzdsischer Mathematiker.

3Die Stammfunktion von ¢ lisst sich aber z.B. durch eine Potenzreihe darstellen.
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18.12.1 Partielle Integration

Fiir zwei differenzierbare Funktionen f, g gilt nach der Produktregel:

(f(z) - 9(x))" = f'(2)g(z) + f(2)g (x)

Anders ausgedriickt ist f - g eine Stammfunktion von f'g + fg’.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:
b 1 / b
/ f(@)g (z) + [ (2)g(x) dx = [f(z)g(z)],

Zusammengefasst erhalten wir die Regel der partiellen Integration:

Partielle Integration

Sind f, g : [a,b] — R differenzierbare Funktionen mit stetiger Ableitung, dann
gilt:

b b
/ f@)g (@) de = [f(@)g(@)]’, - / f(@)g(x) dx

Bemerkung 1: Version fiir unbestimmte Integrale:

/ f(@)g () de = f(x)g(z) / f(2)g(x) da

Bemerkung 2: Die Partielle Integration ist immer dann sinnvoll, wenn man
zu ¢’ eine Stammfunktion angeben kann und das Integral [ f'(z)g(z)dz die
urspriingliche Berechnung vereinfacht.

18.12.2 Integration durch Substitution
Praktische Substitution

Die (nicht nur) bei Praktikern beliebte und angewandte Substitutionsmethode
erlernt man am besten anhand von vielen Beispielen.

Exemplarisch bestimmen wir damit das unbestimmte Integral [ /3 + 2z dx.

Dazu substituieren wir den stérenden Term u = u(z) = 3 4+ 2z und berechnen
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Losen wir formal den Differentialquotienten du/dx nach dz auf, so erhalten wir
dr = du/2. Eingesetzt ergibt das:

B2 Lo

/\/3+2xdaz

W It

/ﬁld—zu = 1/2/u1/2du:%-
:§¢§:ﬁﬁ+qc€m
Probe: (5/G+ 2:1:)3)' =1 §(3 20)¥2 g = BT oy

Wo liegt das Problem? Der Differentialquotient du/dz ist kein Bruch, wird aber
hier formal wie einer behandelt.

Eine Erklarung, warum dies hier trotzdem funktioniert, liefert z.B. die sog.
Theorie der Differentialformen. Diese iibersteigt an dieser Stelle allerdings ein
wenig unsere Moglichkeiten.

Fiir praktische Rechnungen ist diese Form der Substitution aber auf jeden Fall
die Methode der Wahl, die durch eine Probe in gewisser Weise auch gerechtfer-
tigt werden kann.

Im folgenden Abschnitt Subsitutionsregeln habe ich noch die eigentlichen Sub-
stitutionsregeln, die man aus der Kettenregel der Differentialrechnung gewinnt,
mit aufgenommen.

Falls Sie interessiert, wie man ohne das unbegriindete Rechnen mit Differentialen
korrekt substituiert, schauen Sie doch mal rein.

Substitutionsregeln

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung lédsst sich eine weitere Methode
zur Integration gewinnen. Betrachten wir differenzierbare Funktionen F, g mit
F’' = f, so folgt aus der Kettenregel:

DR = Fo0) ')

Das heifit, F((g(t)) ist eine Stammfunktion von f(g(t)) - ¢'(t). Mit der Substitu-
tion = ¢(¢) und weil F' eine Stammfunktion von f ist, folgt:
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Substitutionsregel 1. Version
/ f(g(t) - ' (B)dt = F(z) +C = / f(x)dz

Entsprechend zeigt man

B g(B)
/ Fa(®) - g W)t = F(g(8)) - Flg(a)) = / f(z)da

g(a)

fiir bestimmte Integrale.

Bemerkung: Diese Regel ist immer praktisch, wenn man schon einen Integran-
den der Form f(g(t))g’(t) erkennt.

Haufig kommt der Fall vor, dass man einen stérenden Term des Integranden
substituieren mochte. Ist g aus der 1. Substitutionsregel streng monoton (=
umkehrbar), so setzen wir g~ '(t) = z ein und erhalten:

/f(:c dx—/f g @) dt mitt=g '(z)
Fiir bestimmte Integrale muss g nicht unbedingt streng monoton sein, dafiir

muss aber zumindest a = g(a),b = g(8) und g(Dy) C Dy erfiillt sein.

Mit F’ = f sind F(z) und F(g(t)) Stammfunktionen von f bzw. f(g)g’, daraus
folgt

F@)]2 = [F(g(t))] / f(x) dz = / Fa()d' ().

Zusammengefasst:

Substitutionsregel 2. Version

Ist g(t) = « differenzierbar und streng monoton, dann ist

/ f(@)dz = / fa(t) g (Ddt mit t = g~ (x).

Mit a = g(a), b = g(B) ist

/ f(@)de = /B " Fle®) - g/ (Dt

fiir bestimmte Integrale und g nicht notwendigerweise streng monoton.
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19.1 Rechnen mit komplexen Zahlen

Gegeben sind die komplexen Zahlen z = 1 4+ 2i und w = 3 — i. Berechnen Sie:

a)Re(z+w) b)z-w c¢)z ' d)% e)z—w| fHZ2+w?

Losungsskizze
a)ztw=14+2i+3—-i=4+i~ Re(z+w)=4

b) W =3— (—i) =3+ —
) w (—1) i~ 1

zw=(14+2)-34+i)=3+i4+6i+2 i> =3-246+1)i=1+T7i
)Z=1-2~2-Z = (Rez)?+(Imz2)? = 14+22 =5

4z 1-2 1 2
z = — = = — — —1
2z 5 5 5
Probe:z-2z~ ' = (142i)-(1/5—2/5i) = 1/5 — 2/5i + 2/5 — 2/5i — 4/5i*
= 1/54+4/5=1v
d) === w Lo
1 ﬁ w 3—1i 3 — .
= = = - 1
v ww ww (Rew)?+ (Imw)? 32—|—12 =(B-1)/10
= zow ! = 210 = (142i)(3—1)/10 = (3 — i+ 6i — 2i%)/10

(5+51) /10 = 1/2 +i/2
ui=z—w=142—B-1)=-2+3i

|z —w| = |u] = Vua = \/(Reu)2 + (Imw)? = \/(_2)2 +32 =13

f)22=(1+2)2=1+20+2i+4i’=-3+4i; 0w ?=(w )~
wl = L = (341)/10 = (3+1)/10*
ww
Damit: (w™")? = i(3+i)2 — (9461 +1i°) = — (8 + 6i) = 243
' 100 100 100 25 " 50
2 s 3. —75+42 20043 3. 73 203,
= — 41 4+ — — 1= = - -
— st 3t l+25+50 25 50 30 25 50

* Allgemein gilt fiir beliebiges 2 € C: 2z ' =271 = 771 =21

Mit d) erhalten wir dann alternativ: w™' =@ ! = (3 —1) = &3 +1). v
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19.2 Real- und Imaginarteil, Argument und Betrag

Bestimmen Sie von folgenden komplexen Zahlen den Realteil, Imaginérteil, das
Argument und den Betrag:

) o\ 171242 )
a)z=3+4+4i b)z=+v2-"? ¢)z= G*?) d)z = (2+1) - e3/4
—1

Losungsskizze
a) Rez = 3;Imz =4; |z| = /32 +42 = /25 = 5,arg z = arctan(4/3) ~ 0.9273
b) Polarkoordinatenform ~» |z| = /2, argz = 7/3

Kartesische Form via Euler’scher Formel: [e'* = cosx +isinz, z € R

™3 = cos(m/3) +isin(n/3) = 1/2 +1V3/2 ~ z = V2/2 + iV6/2
= Rez=12/2; Imz = 6/2

¢) Umformen des Ausdrucks in der Klammer ~

1-+i L1

11_;:(1—5—1)-5(1—1—1 = /1/+1+1+)/2/ 7(21 =
Es gilt | i¥ = i* ™4 L ez~ 17242 = 112 4 2 (mod 4) = 3 (vgl. Aufg. 3.4)
~o =TT 8 Rez=0;Imz=1; |z| = —1; argz = 37/2

d) Umwandlung von w := 2 4 i in Polarkoordinaten (vgl. Aufg. 19.3):
lw| =22+ 1 =+/5; ¢ := argw = arctan(1/2) ~ w = /5 - ¢'?
— /5. 6lP . 3T/A _\[BoietisT/4 _ [543 /4)

~ |z| = V5, argz = ¢ + 31/4 = arctan(1/2) + 37/4 ~ 2.8198

= Rez = +//5cos(argz) ~ —2.1213, Im 2z = /5sin(arg 2) ~ 0.7071

Alternative: Euler (vgl. b)

B/ = cos(3m/4) + isin(37/4) = —V2/2 4+ 1V2/2
~z2=12/2-(241)  (—1+i) =v2/2- (-2 42 —i4i%) =V2/2- (=3 +1i)
— Rez = —3v2/2~ —2.1213v,Imz = \/2/2 =~ 0.7071 v

und |2 = \/(~3v2/2) + (vV3/2)2 = /02 T 1/2 =5 ¢

2
arg z = arctan()gé7/2 + ) = arctan(—1/3) + 7 ~ 2.8198 v

— arctan(1/3)+4m

+m,da Rez<0
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19.3 Komplexe Zahlen in Polarkoordinatendarstellung

Bestimmen Sie die Polarkoordinatendarstellung von den folgenden komplexen
Zahlen:

a) z=1-—1 b) z = 2i c) z = —m
1 — 9 NG /32 2021
Losungsskizze

i-arg z

Allgemein: z = a + ib € C ~ Polarkoordinatendarstellung z = |z| - e

a)Rez=1;Im z=—1~ |2| = /12 + (-1)2 = V2
¢ =argz = arctan (1/ — 1) = arctan(—1) = —7w/4 ~ 2z = V2. e im/4
b)Re z=0;Im z =2~ |2| = V22 =2

Imz=2>0~p=argz=17/2 ~ 2=2.¢"/?

¢c)Rez=-mImz=0~ |z|=/(—7)2 =

+m,daRez <0,Im2=0

— p=argz=arctan(0/ — )+ 7 =047 =7~ z=7-€"

d)Rez=3Tmz=3~ |z =4/32+(V3)2=V/9F3=14-3=2V3

¢ = arg z = arctan (\/§/3) =7/6 ~ z =23 e"/°

1—2 1-2i 3-4i 1 o —5-10i 1 2,
© =T 3v 4 3 4 55 (3 —4i—6i+85%) 25 5 5

= Re z=-1/5Im z = —2/5~ |2| = \/(1/5)2 + (2/5)% = \/5/25 = V/5/5

—mda Rez& Imz<0 ~—2.034443936

—_——
arg z = arctan (j?g) —m=arctan(2) — 7 ~ z=+5/5-¢ (arctan(2) — )

) wi=Vv2/2+V2i/2 ~ |w| = /2(/2/2)2 = /4[4 = 1;
argw = arctan((v/2/2)/(V/2/2)) = arctan(1) = 7/4 ~

z = 2021 — (1 . eiﬂ/4)2021 — 12021 i20217/4 _ (i20217/4 _ i57/4
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19.4 Geraden und Kreise in der komplexen Ebene

Skizzieren Sie in der Gaufy’schen Zahlenebene die Menge M aller z € C mit:

a)(l —1)z+(1+1)z+2=0 b)lz4+1>2 )l<]z—1—-1i <2

Losungsskizze

Allgemein: Die Menge {(z,y) € R*|(z —20)*+ (y —yo) =7, 7 >0} be-
schreibt einen Kreis(rand) mit Mittelpunkt (xo, yo) und Radius r im R?.

a) Setze z = x + iy:
(L—Dz+ (1407 = (- De+iy) + 1+ ) —iy)
= & 4y —T — i’y + =AY AT — iy
= 2z + 2y

~2r4+2y+2=0<=y=—x — 1, lineare Gleichung —

Alle z€ Cmit (1 — i)z + (1 +1)z+2=0

liegen auf dem Graph von x + —z — 1.%

b) 21 = o+ iy — 1] = (2 — 1) + ¢ -
M
M = KreisduBeres vom Re 2
Kreis mit Mittelpunkt (—1, 0) -1

und Radius v/2
Q) 2 =1 =il =z +iy—1—i| = [z = 1 +i(y— )| = (@ = 1)? + (y — 1)?
~3<(z—1)2+(y—1)° <5

M = Kreisring mit Radien v/3 und /5
um den Mittelpunkt (1,1) mit M

Aulerem aber ohne inneren Rand Re 2

* Dies gilt auch allgemein: Die Menge

{zeClwz4+wz+c=0,weC\{0},ceR}

stellt stets eine Gerade in der Gauf3’schen Zahlenebene dar.
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19.5 Mengen in der GauB3’schen Zahlenebene

Skizzieren Sie in der Gaufy’schen Zahlenebene die Menge M aller z € C mit:

1
a)Imz? <2 b)Rez ! > 5 c)Rez >2Imz d)|z] <2+ Rez
Losungsskizze
2 SN2 2 o SN2 22 2 _
a) z° = (z+1iy)° = 2% + 2izwy + (iy)° = 2° — y* + i2zy ~ Im 2° = 2y
Im z, ]
! <1/z fur >0 M
20y < 2 <= 2y < 1 <= 4 / ~
y>1/c fir e<0 [ T
""""""" Re z
b)zil—z—i1 (aj—i)MRezfl—ix
T3 2+ Y R
x bl 9 2, 2 2_, 2 _
— (z-— 1)2 —144* <0 | quadratische Ergénzung
— (z-1*+4* <1
Im 2
M= Kreisinneres des Kreises M -
um (1,0) mit Radius 1 1 1 Rez
Im 2
!
c)Rez>2Imz <=z >2y<=y<z/2~ 1
= Re z
M = Halbebene unterhalb der Geraden = — x/2 ‘M
Im z,
d) |z]<2+Rez <= Va?+y?><2+z i
— i <A irdrt4 Y
PN y2_4<4$ Re z
—= y’/A-1<z

M= Gebiet zwischen den Parabeliisten von y — y?/4 — 1
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19.6 Komplexe Wurzeln

Bestimmen Sie sdmtliche Losungen z € C von:
a) 22 —-2=0 b) 22 +i=1

Skizzieren Sie diese in der Gauf3’schen Zahlenebene.

Losungsskizze
a) B 2=0<==2<—= =72

~» Losungen sind die komplexen dritten Wurzeln von 2 = 2 - ¢'":

zk:x?/i-exp(ik'%), k=0,1,2

3
Im 2z
21
. zZ0 = \S/iy \ = 120°
20, 21, 22 liegen auf X on
ey s = V2
Kreis mit Radius v/2 . . Re z

20 = V2-€73

22

b) P +i=le=2P=1l-i<=2z=V1-1
Losungen sind die komplexen fiinften Wurzeln von w := 1 — i:

argw = arctan(—1) = -7 /4= Tr/4; |w| = V2~ w =2 7/* ~

Zp = \5/\/5 eXp(i(;ngm;W))_ZO‘eXp(iM)? k=0,....,4

NI 5
=(21/2)1/5 = 21/10

mit zo = /2exp (i;—g).

Alle z, liegen auf Kreis mit Radius %/2. Beginnend bei zp mit Winkel
arg(w)/5 = IZ (= 63°) erhalten wir alle iibrigen Wurzeln z1, 22, 23, 24 durch

sukzessive Drehung (= Addition) um den Winkel ¢ := 2% = 5% (= 72°):

Im z
2 o= /2374 2[R0
29 = 1\(7561237r/20 794 g
25 = W/2e317/20 g -~ P Re z
24 = 1\<y§e1397r/20 2o :
zZ3
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19.7 Quadratische Gleichung im Komplexen

Bestimmen Sie die Lésungen der quadratischen Gleichung
22— 224+ 1-8 =0

mit und ohne Verwendung von Polarkoordinaten.

Loésungsskizze
Quadratische Losungsformel ist auch im Komplexen giiltig ~

:—(—2)i\/(—2)2—4-1-(1—81)zli\/ﬁ
2 2

21,2
m Komplexe Wurzeln wo 1 von v/32i direkt, Ansatz: v/32i La +ib
— 32i = (a+ib)® = a® — b* + i2ab

Vergleich von Real- und Imaginérteil ~ reelles nichtlineares Gleichungs-

system:

L a®=b* = 0 :
~ aus IL.: b=32/2a = 16/a, in IL.: ~
II. 2ab = 32

a®—16%/a®> =0 < a* — 16> = 0 < a* = 16>
= a1,2 = —4,a3,4 =4 und b1 2 = £4, also

wo =4+ 4undw; = —4 — 4i

m Komplexe Wurzeln wg,1 von v/32i mit Polarkoordinaten: 32i = 32 exp(in/2) ~

wo

V32 exp(in/4) V2 - 16 (cos(m /4) + isin(r/4))
= 4V/2(V2/2 +iV2/2) = 4 + 4i

w1 = V32exp(i(m/4 + 7))V2 - 16(cos(57/4) + isin(57/4))
= 4V2(—V2/2 —iV2/2) = -4 — 4

m Losungen der quadratischen Gleichung

—1—-2i

1 1
zipg=1+-wo1 =1+ =(£(4d+4i)=1+(-2-2i) =
2 2 3+2i

Probe: (z 4+ 1+ 2i)(z — 3 — 2i) = 2% — 32 =21z + 2 — 3 — 2i 4 2i7 — 6i — 4i®
=22 -2241-8iv
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19.8 Komplexe Nullstellen eines reellen Polynoms

Bestimmen Sie sdmtliche (komplexen) Nullstellen von
3 2
p(z) = —2z° — 11z — 1da + 10

und geben Sie auch die reelle und komplexe Linearfaktorzerlegung von p an.

Losungsskizze
p besitzt nur reelle Koeffizienten, ist somit ein reelles Polynom vom Grad 3.

~> p hat entweder genau drei reelle Nullstellen oder nur eine reelle und zwei

zueinander konjugiert komplexe Nullstellen (Fundamentalsatz der Algebra).

Suche reelle Nullstelle durch Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3) ~ p(1/2) = 0.V

Polynomdivision: ( — 223 ~ 1122 — 14z + 10) - (a: - %) — — 2% 12220
S
— 1222 — 14z
1222 — 6z
— 20z + 10
20z — 10
0

—22%2 — 120 —-20=0 <= 2+ 62+ 10 =0

—6+v36-4-1-10 _ V1

Losungsformel ~ z23 = 5 = —3+ N
V32 2
= —3&x ;4:—31\/2‘/1:7311

~ =227 — 122 — 20 = —2(2” 4 62 + 10) ist reell nicht weiter zerlegbar ==

m Reelle Linearfaktorzerlegung:

p(x) = —2- (z — 1/2)(z* + 62 + 10)

m Komplexe Linearfaktorzerlegung:

p(x)=—2 (x—1/2)- (z+3—1) (x+3+i)
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19.9 Nullstellen eines komplexen Polynoms

Von dem komplexe Polynom
p(z) = 2° — (1—i)2°> + (346i)z+5—1i

ist die Nullstelle 21 = 1 bekannt. Bestimmen Sie die restlichen Nullstellen.

Losungsskizze
Komplexe Polynomdivision:
22— (1-1)22 + B3+6i)z +5+i + (2—1i) = 22— (1 —2i)z+ 1+ 5i
— (2* — i2?)
(1-2i)2°> + (3+6i)z
- ((1=20)2 + (2+1)2)
(1+5i)z+ 5—1
— ((1+5)z+ 5-1)
0

22 — (1 -2z + 1+5i = 0, Mitternachtsformel ~

(-2 /(1 -2i)2-4-(1+5) 1
#238 = 2 ~ 2

_ %(1+21ix/ﬂ)

(1+2ii\/—3—4i—4—201)

Komplexe Wurzeln: /—7 — 24i: —7—24i < a2 —p? + 2iab ~ Gleichungssystem:

I a®>—0b°
1. 2ab

:274 } ~ aus Il.: a = —24/2b = —12/b,

inL: (—12/b)? = b = -7 <= —144/b*> —b* =T = —b* + 70> + 144 =0

Substitution: u := b und Mitternachtsformel ~

—T+ 7P —4-(-1)-144 -7+25 | -9
-2 =2 ] 16

P Tu+144 =0~ u1 2 =

Riicksubstitution: b> = —9 ~» keine reelle Losung

> =16~ b1o =44 = a3 = —12/4= -3, ap = —12/(—4) =3

~ +(—3+4i) sind die komplexen Wurzeln von +/—7 — 24i

2—3i

— zz,3—§(1+2ii(3+4i))—;(1q:3+2ii4i)—{_Hi
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19.10 Umwandlung in Sinusschwingung *

Stellen Sie die reelle harmonische Schwingungsfunktion
f(t) = 2sin(t/2 — 7 /4) + cost/2

mit Hilfe komplexer Rechnung durch eine Sinusschwingung ¢ — asin(8t+v)+9
mit «, 3,7,0 € R dar.

Losungsskizze

Durch Komplexifizierung lassen sich manchmal reelle Probleme einfacher im
Komplexen behandeln. Grundlegende Idee: Formuliere reelles Problem als Re-
alteil einer komplexen Grofle und fithre die Berechnung im Komplexen durch ~»
der Realteil des komplexen Ergebnis ist reelle Losung.

Beobachtung: « cos(Bt +v) = Rea (cos(Bt +v) + isin(Bt + 7)) = Re ae! (Pt
Darstellung des Sinusanteils als Kosinusschwingung:
2-sin(t/2 —7w/4) =2-cos(t/2 — /4 —7/2) =2 cos(t/2 — 7/4)
Komplexifizierung ~
2-cos(t/2 —7m/4) = Re2(cos(t/2 —7m/4) +1isin(t/2 — 7/4))
= Re2e!(*/277/%) — Re2e ™/ . o!/2
und cost/2 = Re (cost/2 +isint/2) = Re e'/?

- 2sin(t/2 — 7 /4) + cost/2 = Re-elt/? .o /L G2 )
= Re2- (e ™" +1/2) "2
—— —
=:a

a in Polarkoordinaten: a = 2 (cos(—7/4) 4+ isin(—m/4) +1/2) =1 — /2 —iy/2

~ a = lale'® mit |a] = \/(1 - V2)2 + (-v2)? = V5 2V3,
—V2
1-v2

@ 1= arga = arctan < > — 7~ —1.8557

~ Rea-e'’? = Relale'? - e'/? = Re|a|e'(/?T¥)

= Rela| (cos(t/2 + ¢) +isin(t/2 4+ ¢)) = |a|cos(t/2 + @)

A 9sin (t/2 — w/4) — cost/2 = |a| cos(t/2+p) = \/5 — 2V 2sin(t/2+p+7/2)

~> reine Sinusschwingung mit Amplitude a = /5 — 2v/2 ~ 1.4736, 3 = 1/2 ~
Periode 27/2 = 7, Phasenwinkel 7 = ¢ + 7/2 ~ —0.2849, § = 0

— f(t) =1/5—2V2sin(t/2 + ¢ + 7/2)
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286 20 Vektorraume

20.1 Die Assoziativgesetze des R"

Uberpriifen Sie im R™,n > 1 bzgl. der komponentenweise Addition und der
Standard-Skalarmultiplikation die Giiltigkeit der folgenden Vektorraumaxiome
fiir alle z,y,z € R" und A\, u € R:

a) (z+vy) +2z=21+ (y+2) (Assoziativgesetz fiir Vektoren)
b) (A-p) -z =X (- z) (Assoziativgesetz fir Skalare)

Losungsskizze
Setze fiir x,y,z € R™:

r = (CUl,.’L‘Q, "'7xn)—r7y = (yla Y2, "'7yn)—r72 = (Zla 22, "'72n)—r

a) Assoziativgesetz fiir Vektoren (bzgl. ,,+%):

1 Y1 Z1 1+ Y1 z1
T2 Y2 z2 T2 + Y2 22
(z+y)+2z = St +1 .= . +
(r14+y1)+ 21 1+ (y1 + 21) T Y1+ 21
(z2 +y2)+22 | & | 22+ (y2 + 22) ) y2 + 22
= . = . =1 .|t .
(@n + Yn) + 2n ZTn + (Yn + 2n) Tn Yn + Zn
1 Y1 21
T2 Y2 z2
ol I D e A A
Tn Yn Zn
b) Fiir A, u € R folgt das Assoziativgesetz fiir Skalare (bzgl. ,,-“):
(A~ p) - a1 A () [ @1
(A p) -2 A (p-z2) [ T2
() = . = . =x |0 T = M) v
(A p)-an A (p-an) B Tn

* In jeder Komponente gelten die bekannten Assoziativgesetze der Addition und

Multiplikation fiir reelle Zahlen.
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20.2 Der Vektorraum der reellen m X n-Matrizen: R™*"

Uberpriifen Sie in R™*™ (= Menge der reellen m x n-Matrizen mit m Zeilen, n
Spalten) die folgenden Vektorraumaxiome:

a) M(A+ B) = MA + AB fiir alle A, B € R™*™ X € R (Distributivgesetz)

b) Zu A € R™*" gibt es genau eine Matrix X € R™*"” mit A+ X = O
(inverses Element bzgl. Addition).

Losungsskizze
a) Definition der Skalarmultiplikation: Fiir A € R gilt:

a1l ai2 - Ain Aa11 Aaiz - Aain

a1 a2 - Q2n Aa21 Aa2z - Aaz2n
AA = A =

aAml Am2 - Amn Aam1 Aam2 -+ Aamn

Oder mit A = (aij)lgigm;lgjgn = (aij) kurz: \ - (aij) = ()\ . aij)
Somit folgt das Distributivgesetz fiir Matrizen A, B aus dem entsprechenden
Distributivgesetz der reellen Zahlen:
AMA+B) = A (aij + bij) = (Aaij + Abij)
(Aaiz) + (Abij) = Aaij) + A(bij) = AA+ABV

b) Das Nullelement bzgl. Addition ist die Nullmatrix:

000 ---0
O=|:: : . | (mZeilen, nSpalten)
000 ---0

Es gilt A+ O = O + A = A fiir jede Matrix A € R™*",

Sind A = (a;;) und O gegeben, dann gilt:
A+ X ; O <— (a,-j)—l—(ccij) =0 <— (aij +£Cij):0
= ajj+xi; =0 firl<i<m;1<j<n
= iy =—a, firl<i<m;1<j<n

=—> jeder Eintrag von X ist eindeutig bestimmt bzw. die Gleichung A+ X = O
besitzt die eindeutige Losung X = —(a;5) = —A*. V

* Die Matrix X = —A nennt man auch die zu A bzgl. der Matrixaddition inverse
Matrix.
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20.3 Funktionenrdaume

Uberpriifen Sie, ob die Menge aller iiber dem Intervall I = [a,b],a,b € R,a < b
a) stetigen Funktionen Cla,b] := {f|f: I — R, f stetig},
b) integrierbaren Funktionen R[a,b] := {f|f: I — R, f integrierbar}

ein R-Vektorraum ist.

Losungsskizze

Die Funktion, die jedem z aus [a,b] den Wert 0 zuordnet: x — 0 ist der ,,Null-

vektor“ 0 in beiden Mengen.

a) Cla, b]:

Sind f, g auf I stetig und A € R, dann sind, wie wir aus der Analysis wissen,
auch f 4 g und X f stetig.

Da f(x) fiir jede Belegung von x € I eine reelle Zahl ist, folgen alle Vektorraum
-axiome (VR-Axiome) aus den entsprechenden Rechenregeln fiir reelle Zahlen.

Zum Beispiel ist fiir f, g, h € Cla,b] auch f+g+h € C[a, b], und die Reihenfolge
der Addition ist irrelevant:

(f(@)+g(2))+h(z) = f(2)+(9(z)+h(z)) firz € [a, b] = (f+g)+h = f+(g+h)

—> Assoziativgesetz bzgl. der Addition in Cf[a, b]. Analog folgen alle anderen
VR-Axiome. v/

b) R[a, b]: Die Vektorraumaxiome folgen sofort aus den entsprechenden Rechen-
regeln fiir Integrale:

Sind f,g € R[a,b] und A, u € R, dann gilt (~ Analysis)
b b b b b
[ M@ +ng@ds = [ A@dot [Cpg@)de = A [ fadesp [ g do

Sind z.B. f,g,h € Rla,b], dann ist auch f + g+ h € R]a, b] und

b b b
/ (/(2) + g(x)) dz + / h(z) dz = / (/(z) + g(2)) + h(z) da

=/ f($)+(g($)+h(x))d$=/ f(:r)dw+/ (9(z) + h(z)) dz.

Es gilt also das Assoziativgesetz der Addition (f+g)+h = f+(g+h) in Ra,b].
Die restlichen VR-Axiome folgen analog. v/



289

20.4 Rechnen mit Vektoren
Es sei V' ein Vektorraum mit u, v, w € V.

Driicken Sie v jeweils durch die iibrigen Vektoren aus.

a) u+ (v/342w) =v—w b) u+2w = 2(v—u) + 3(w —v)

c) v = %(u—l—v) Au—5v =2w—u) d) ula—2)+2v =2-(3w)—av

mita € R
Losungsskizze
a) u—(v/3 —2w)=v—w
~u—0v/34+2w =v—-—w <= —v/3-v=-"2w—w-—u
— —4dv/3 = -3w—u

= v=-3/4-(-3w—u)=1/4- (9w + 3u)
b) u+ 2w =2v —2u+ 3w — 3v
— ut2w=-v—-2ut+3w~v=3utw
c)v=u/24+v/2<=v—v/2=u/2~v/2=u/2
Aus der zweiten Gleichung folgt: u = 2(w — u) + 5v ~ u/2 = w — u + 5v/2

Eingesetzt in die erste Gleichung ~

v/2-bv2=w—u = -w=w-—u = v:u;w
d)aou—2u+2v=6w—av~ (a—2)u—6w=—av—2v=—(a+2)v =
—(u(a — 2) — 6w) .
= fi -2
@+2) v, fir a#

Fir « = —2 folgt: —6(u +w) = 0-v = 0, d.h., v ldsst sich nicht durch v und w
ausdriicken, es sei denn, v ist selbst schon der Nullvektor (v und w sind linear
abhingig).
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20.5 Lineare Unabhangigkeit

Uberpriifen Sie die folgenden Vektoren auf lineare Unabhingigkeit:

) A 6 4 -2 0
a)V:R2,<4>,<2),<8> by V=R | 3|, 21,1
-1 1 )

2
c) V=R |-2],
0

,0 d) u+3v,v+4 2w, w+ 2(u+ v)
mit u, v, w € V, linear unabhingig

0
3

Losungsskizze

a) dim R? = 2, somit sind drei Vektoren immer linear abhiingig.

) 0 L 4x — 2 0
b) Ansatz: A | 3 |+pu| 2 |+o| 1 [=0~ 1L 3\ + 2u + ¢ =0
1 1 ) ML -XA + g — 20 =0

Aus o p=2\,inll.. TA\+0=0~oc=-=7T\,inIl.: ~ = A4+2X\+ 14\ =0~
15 =0 = A=p=0=0

—> Vektoren sind linear unabhéngig.

c) Wegen A -0 = O fiir A € R ist der Nullvektor immer zu sich selbst line-
ar abhéngig. Somit ist auch eine Menge von Vektoren, welche den Nullvektor
enthélt, linear abhéngig.

d) Bilde mit Skalaren A, u, 0 € R aus den Vektoren eine Linearkombination zum
Nullvektor:

AMu+3v) + p(v + 2w) + o(w+ 2u+2v) =0
= (A+20)u+BA+p+20)v+ (2u+o)w=0

Da u, v, w nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, miissen die Koeffizienten
0 sein ~ LGS:

LA + 20 =0 = A=-20
II. 3\ 4+ p + 20 =0 in II. einsetzen ~
I11. 2u + 0 =0 = p=—0/2

—60 —0/2+20 = —90/2 =0~ o =0 und damit A = p = 0, also u + 3v,
v+ 2w, w + 2(u + v) linear unabhéngig.
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20.6 Untervektorrdume

Uberpriifen Sie, ob es sich bei den folgenden Teilmengen U C V um Untervek-
torrdume von den gegebenen Vektorrdumen V' handelt:

a) V=R3,U:{(w,y,z)6R3|2y—2223w+z}

b) V=R U={z= (292 €R¥n'z=d}mitdeR
und n = (n1,n2,n3)" € R?

¢) V=RCU={(21,22,23, 74,25 26) € R®| 223 + 425 = 1}

d) V=R*U={(z,y) e R?|z*+y* =0}

Losungsskizze
a) Es ist: 2y — 22 = 3z + z <= 32 — 2y + 3z = 0. Priife Unterraumkriterien

nach:
Nullvektor enthalten?
0=(0,0,00€U,da3-0-2-0+3-0=0 = 0€U v
Setze: &1 = (1, Y1, 21), T2 = (T2, Y2, 22) und © = (z,y,2) €U
Dann gilt fiir 1 + x2 = (x1 + z2, y1 + Y2, 21 + 22):
3(x1 4+ x2) —2(y1 +y2) +3(21 + 22) = 321 — 2y1 + 321 + 3x2 — 22 + 322

=0 =0
0+0=0 = 1 +tx2€ UV

Fiir o € Rist o = oz, y, 2) | = (az, ay, az)’
~ 3(axr) —2(ay) + 3(az) =aBx —2y+32) =0 = ax €UV

Somit ist U < V.

Alternative: Die Gleichung 2y — 22 = 3z + 2z — 3z — 2y + 3z = 0
beschreibt eine Ebene durch den Ursprung — U < V.

b)n'x =d <= niz1+noze+nszs = dmit x = (z,y,2) " und Normalenvektor
n = (n1,n2,n3) " beschreibt eine Ebene in Normalenform (vgl. Aufg. 24.4)

(0,0,0)" € U <= d = 0~ Ebene geht durch den Ursprung, somit U < V.
Fiir d # 0 ist U ein affiner Unterraum von R, aber kein Untervektorraum.

¢) 2x3 + 4xs5 = 1 beschreibt affinen Unterraum (Hyperebene) von R®. Wegen
2:0+4-0=0#1ist0¢U = U LV.

d) Die Gleichung 2% 4+ y? = 0 kann nur von 0 = (0,0)" erfiillt werden, d.h.
U={0}. Wegen 0+0=0c€ U unda0=0€U fira e Rist U < V.
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20.7 Untervektorrdaume von Funktionenraumen

Uberpriifen Sie, ob die Teilmengen U C C(R) Untervektorriume sind:
A U=P, bU={peP|p(l)=k},kecR ¢)U=C"R)

Hierbei ist C'(R) die Menge aller auf R stetigen Funktionen, P, = P,(R) die
Menge aller reellen Polynome vom Grad < n und C* (R) die Menge aller auf R
differenzierbaren Funktionen mit stetiger Ableitung.

Losungsskizze
a) Wihle f,g € Pn, d.h. f(2) = 31 aiz’ und g(z) = 31" bz’

flx)+g(x) = Zaixi+2bixi
i=0 i=0
= apnz" + ... +a1x+ag+ bz + ... + b1z +bo
= (an +0bn)z" + ... 4 (a1 + b1)x + ao + bo
= Z(az +b1)xz elP,v

1=0

n
Fiir € R folgt: af(z) = - Zaixi =alapz™ + ... + a1z + ao)
i=0

= aanz™ + ... + aa1x + aag = Zaaimi eP, v
i=0
Fiir die Wahl a; = 0,i =0, ... ,n ist f(x) = 0 die Nullfunktion (= Nullvektor),
d.h. f(z)=0(z)=0€P, = P, <C(R). v

b) Wéhle f,g € U. Dann ist f(1) = k und g(1) = k. Fiir f(z) + g(z) folgt
f)+9(1) =2k, dh. f+geU<=k=0 = U £ Vfir k #0.

Betrachte somit nur noch den Fall £ = 0: Fiir o € R ist
af)=a-0=0 = af €UV

P,, als Untervektorraum von C'(R) (vgl. a) ist selbst ein Vektorraum, d.h. 0 € P,,.
Der Nullvektor ist die Nullfunktion, d.h. 0(1) = 0 und damit 0 € U v/

— U < O(R) fiir k = 0.
¢) Sind f,g € C*(R), dann gilt (~ Analysis): (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢’ ()
Die Summe stetiger Funktionen ist stetig, somit f + ¢ € C*(R). v
Daneben ist (af(z)) = af'(z), dh. af € C*(R). v

Die Ableitung einer konstanten Funktion ergibt die Nullfunktion: (const)’ = 0,
die Nullfunktion selbst ist stetig differenzierbar = C*(R) < C(R). v/
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20.8 Lineare Unabhangigkeit von Funktionen

Untersuchen Sie die gegebenen Funktionen aus C'(R) auf lineare Unabhéngigkeit:

. 2
a) e”, sinzx, cosx b) e”, e

Losungsskizze
a) Ansatz ae® + bsinz + ccosz = 0 fiir alle z € R

Spezielle Wahl z =0, z = 7 /2, x = 7 ~ LGS:

=0 ~ a’ 4 bsin(0) + ccos(0) =0
z = /2 ~ ae™? + bsin(/2) + ccos(w/2) = 0 ~
r =7 ~ ae” + bsin(mr) 4+ ccos(mr) =0

I. a 4+ c¢c=20

II. ae™2 + b =0 aus I.: c= —a,inlll.:ae” —a=0 = a=0

III. ae™ + ¢ =0

InIl.: ~b=0, also a=b=0 = e, sinz, cosz linear unabhéngig

b) Ansatz ae” + be** = 0, fiir x € R. Wihle = 0 und 2 = 1:

ae® + be° 0 I. a + b 0 ~b=—a

ae + be> =0 II. ae + be?> = 0

Eingesetzt in I1.:
ae—ae’ =ale—e’)=0 = a=0

2x

~a=b=0 = €%, *” sind linear unabhingig

Alternative: Angenommen, e®,e?® wiren linear abhiingig. Dann wire einer
der Vektoren ein Vielfaches vom anderen ~> es gibt eine Konstante a # 0, so

dass N 1
2 (S
ew = ae b _ — = — = a%
e2x e

Widerspruch, da a demnach nicht konstant sein kann = €%, €*® linear un-

abhéngig.
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20.9 Basis und Dimension

Bestimmen Sie dim U und geben Sie eine Basis von U an:
a) V=R U=span((1,-2,1)", (1,-1,0)7, (2,0,-2) ")
b) V =Ps, U =span(z® + 1, 2% + 2* — 1, 22% + 22 + 1)
) V=RU={(z,y,2) eR®|2z+3y = 2}

Losungsskizze
a) Setze u = (1,—-2, 1)T, v = (1, —1,0)T, w = (2,0, —2)T und untersuche auf
lineare Unabhéingigkeit:

1 1 2 L A +pu+2 =0
A 2| +p|-1]+0]| 0|20 1. —2x — 4 =0
1 0 ) I A — 2 =0

Aus IL.: = —2X; aus IIL.: 0 = A\/2; einsetzen in I.: X — 2X 4+ 2A/2 = 0A =0
—_—
=(1—241)A
~ wird fiir jedes A € R erfiillt, u, v, w sind linear abhingig und somit dim U < 3.

1 1

u, v, w sind aber paarweise linear unabhingig: | —1 < pl -2 ~p=1=
0 1
1/2=0% undanalog:uéuw«»,u:1/2271/26; wéuv«»uzl/Q:O%

= dim U = 2; mogliche Basen z.B. {u, v}; {u, w} und {v, w}.

b) Setze p1(x) = 2® + 1, pa(x) = 2® + 2% — 1, p3(x) = 22° + 2% + 1.

Ansatz A(z® + 1)+ p(@® + 22 — 1)+ 0(22° +2°+1) =0,z € R~
=0 ~L X —p+ o0 =0

1 ~ I 2\ + p + 4o 0
= —1 ~ IIL - =0~ p=0,

inl:~A=—-0c,inll: 20 +40=0~0=0 = A=pu=0=0
= p1, p2, p3 linear unabhéngig, dim U = 3 mit Basis {p1, p2, p3}
¢) 2z + 3y — z = 0 beschreibt eine Ebene E im R® = U ist affiner Unterraum
der Dimension 2. Da 0 € U, ist U Untervektorraum mit dim U = 2.

Umformung Ebenengleichung in Parameterform: Setze z.B. e =y=1~ 2 =5
undz=1,y=—-1~2z=—1

1 1
=1 +ul-1], MNpeR,
5 —1

~ B

SIS

d.h., {(1,1,5)7,(1,—1,-1) "} ist Basis von U (vgl. Abschn. 24).
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20.10 Vektorraum mit unendlicher Dimension %

Die Monome 1,z,2%, ... 2", n € N aus der Menge aller Polynome iiber R mit
beliebigen Grad (= P(R) = P) sind linear unabhéngig.

Uberpriifen Sie diese Behauptung mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion
und bestimmen Sie damit dim P und dim C'(R).

Losungsskizze
(i) Lineare Unabhéngigkeit von 1,z,...,2" fir n € N:

m I.B.: Fiir n = 1 stimmt die Aussage, da A+ pxz = 0 nur fiir A = p = 0 fiir
alle z € R erfiillt sein kann. v/

m 1.S.: Wir nehmen an, die Monome 1, z, 22, ..., " sind fiir ein n € N linear
unabhéngig (Induktionsannahme I.A.).

Bilde mit Mo,...,Ant1 € R Linearkombination von 1,z,z2,...,2™ und
:I;,n-‘,-l,
=:p(z)

M1z T Az Az L+ XMz + Ao =0

Dann muss aber A,4+1 = 0 sein, denn andernfalls wire

Anp1a™ = = (An2™ 4 Anc1@™ T L Mz o)

~» unmdglich wegen grad A\p112" T = n 4+ 1 # gradp(z) = n

~o A1z 4 p(r) =0 <= p(@) =0 = No=...=X, =0
nach ILA.:
= At1l =M = ... =X =0, also 1,z,2%, ...,2", 2" linear un-
abhéngig.

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion sind somit 1,z,...,z" fir n € N
linear unabhéngig. v/
(i) Angenommen dimP = n mit n € N. Dann wire nach (i) B =
{1,z,22 ..., 2"} eine Basis von P. Nach (i) sind aber auch 1, z, 22, ... "™, 2" !

linear unabhéngig ~» Widerspruch dazu, dass B Basis von P ist 4 = dimP =
00.

(iii) Da P C C(R), ist dim C(R) = oo.
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21.1 Skalarprodukt und Betrag im R3
Esseiv = (-1,3,2)",v=(4,0,-2)", w= (2,1, 5" €R3 gegeben.

Berechnen Sie:

a)lu—v]® b)[Jo/2—w/3|—ul| ) (' d) [ul+ o] — 2(u, v)

v —w]” v —wl

Losungsskizze

a) |u7v|2:( (ufv,ufv))gz(ufv,ufw

~(=1,3,2T = (4,0, =2)T|* = ((=5,3,4)7, (=5,3,4)7)
= (=543 +4% =50

b) v/2=1/2-(4,0,-2)" = (2,0, -1)"; 2 =1.(2,1,5)" =(2/3,1/3,5/3)"

~v/2—w/3 = (2,0, -1)" —(2/3,1/3,5/3)" = (4/3, —1/3, —8/3)"

[o/2 = w/3] = lul| = ||4/3, <173, —8/3)T| - |(=1,3,2)7||

= |/16/9 +1/9+64/9 — /1 + 9 + 4]
= |\/81/9 — V14| = V14 — 3 ~ 0.7417

c)v—w=(4-2,0-1,-2-5)" = (2,-1,-7)" ~ Jv—w| =22+ 1 + 72 = /54

v—u=(4-(-1),0-3,-2-2)" =(5-3,-4)"

v—w  v—Uu 1
) = |v_w‘2<v—w7v—u)

(

v —wl|" [v—w|

1 41
= @54 () (3 + (D (-0) =

d) Jul> =12 +324+22 =14, [v|* =4* +22 =20

2u,v) =2 (=4 —4) = =16 ~ |u]® + [v]* — 2(u, v) = 14+ 204 16 = 50

Ergebnis ist identisch zu a) ~» ist keine Uberraschung, da allgemein in einem
Vektorraum mit Skalarprodukt eine verallgemeinerte binomische Formel gilt:

lu —v|* = [ul® + |[v|* = 2(u, v), Vu,v € V
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21.2 Winkel zwischen Vektoren

2 1
Bestimmen Sie den Winkel zwischen v = | 3 | und v = | 2 | aus R3.
6 2

Wie muss A € R gewihlt werden, damit w = (1, 2, 3)" auf u 4+ \v senkrecht
steht?

Losungsskizze

m Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren ist definiert als die eindeutig be-
stimmte Zahl 0 < ¢ < 7/2, welche die Gleichung

(u, v)

|ulv]

=cosyp

erfiillt ~ wir berechnen die Betrage von v und v und das Skalarprodukt:

lul = V22 +432462=V4+94+36=v49=7
12422422=/14+4+4=vV9=3

[l

Skalarprodukt von u und v:

2 1
(13|, [2])=2-14+3:2+6-2=2+6+12=20
2
2 2 ~ °
’\»M = —O:20/21 = (p = arccos 20 ~ 0.3099=17.76
[u||v| 3.7 21

m Fiir zwei Vektoren a, b aus einem euklidischen Vektorraum (= Vektorraum
mit Skalarprodukt) gilt: a 1L b <= {(a, b) =0~

2 1 1 24 A 1
wrrw) =0 < ([3|+x[2]. 2] =(3+20].|2]) =0
6 2] \3 6+2)) \2

— 24+ A+2(3+2)N)+2(64+2X) =0
<— 20+92=0

= fiir A\=-20/9 ist (u+ \v) L w
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21.3 Skalarprodukt fiir stetige Funktionen

Wir betrachten den Vektorraum der stetigen Funktionen iiber einem reellen
Intervall Cf[a, b]. Priifen Sie nach, dass durch

b
(f. g)2 = / f(@) - g(a) do

mit f,g € Cla,b] ein Skalarprodukt auf Cfa,b] definiert ist.

Losungsskizze
Die Skalarproduktregeln ergeben sich alle aus den entsprechenden Rechenregeln
fiir Integrale:

m Symmetrie:

(f, g)2 = / f(@) - g(x) dz = / o(x) - f(z)dz = (g, f)v
m Linearitat:

b
g+ hys = / F(@) - (9(z) + h(x)) dx

b
/ F(@)g(@) + f(@)h(z) d

[ 1@ g@dz+ [ @) hiz)da
= <fa g>2 + <g7 h>2 v

m Fiir einen Skalar k € R folgt:

b b
k1. g)s = / k~f(w)~g(w)dw:k~/ f(@) - g() da
E-(f, g)2v

m Fiir f(z) # 0 folgt:

b b "
f fe= [ 1@) f@)do= [ Payde o
= (-, )2 ist positiv definit. v’

Somit ist (-, -)2 ein Skalarprodukt und damit Cfa, b] ein sog. euklidischer Raum.

* f ist stetig und nicht die Nullfunktion == f2 > 0, und das Integral von
positiven stetigen Funktionen ist immer grofler als null.
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21.4 Winkel zwischen zwei Funktionen
Bestimmen Sie die Winkel zwischen den gegebenen Vektoren aus (C10, 1], (-, - )2):

a) f(e) = (1-a)% g(x) = 22 D) f(z) = % g(z) = €

Losungsskizze
Skalarprodukt und Betrag in C[0, 1]: )2 = fO (@)g(x) dx; [fla = /(f, f)e-
a) (f.9)2 _ fol(l _33)2 2z dx _ fol 22 — 4a® + 2z dx
lgl2 - | f]2 \/f01(1_$)4d:6-\/f014$2dx \/[7(1—5m)5](1),\/[%m3}(1)
_ (et -3’ +a®ly _1/2-4/341
—x)5 1 .
\/[_(15) ]5'\/[%953]0 V1/5-1/4/3
16 VT
2/V15 12

= = arccos (‘{1275) ~ 1.24x71.17°

b) Skalarprodukt von f(x) = 2% und g(x) = ® ~ Stammfunktion von f(z)-g(z)
via zweimaliger partieller Integration:

/cheI dr = z%e* — Q/xem dr = z%e* — (230693 — Z/eI da:)

= (@®—22)e" +2x+C = (z° —22+2)e"+C,CeR

L 1
~ (22 ") = / " dr = [(12—23?—{—2)69”}
0 0
= (1-2+42)' —(0-0+2)’=e—2
1 1 1
1 1 1
|f|§:/ em-emda::/ dr = |Ze*| =Ze? —Ze’ =e?/2-1/2

0 0 2 2 2

0
1

|9|2_/1x2~x2dx—/1x4dx— [1555} _ !
R 0 571, 5
~> Betrage: |fl2 = /e€2/2—1/2, |gl2 = /1/5
_ <fa g>2 _ e—2 _ e—2
|fl2 - |gl2 Vve2/2—1/2-4/1/5 e2/10 — 1/10

= ¢ = arctan(w) & 0.73205 = 41.94°

~ 0.8986
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21.5 Anwendung der Skalarprodukt-Rechenregeln

Gegeben ist ein Vektorraum V mit einem Skalarprodukt (-,-) sowie Vektoren
u,v €V mit |u| =2, |v] =5 und Z(u,v) = 7/6.

Bestimmen Sie aus diesen Angaben (2v — 3u, v) und |2v — 3u].

Losungsskizze

m (2v — 3u, v):

{u, v)

Aus der Angabe Z(u, v) = 7/6 folgt cos(7/6) = [u||v]

= (u, v) = cos(n/6) - |u|-|v| = \f -2-5="5V3.

Daneben: [v] = /(v, v) ~ |v|> = (v, v) ~
(2v —3u, v) = (2v, v) — (3u, v) = 2(v, v) — 3(u, v)
= 2|v]® = 3(u, v) = 2-25 — 3- 5v/3 (= 24.0192)

m Berechnung von |2v — 3u| ebenfalls iiber das Skalarprodukt:

Skalarprodukt ist linear in jedem Argument ~

120 — 3ul®* = (20— 3u, 2v — 3u) = (20, 2v — 3u) — (3u, 2v — 3u)
= (2v, 2v) — (2v, 3u) — ((3u, 2v) — (3u, 3u))
= (2v, 2v) — (2v, 3u) — (3u, 2v) + (3u, 3u)

=22 {(v,v)+3-3-(u,uy—3-2- (v, u) —2-3-{u, v)
——

=(u, v)

= 9(u, u) 4+ 4(v, v) —2-3-2(u, v) = ul* + 4|v|* — 12(u, v)*

~ |20—3u|? = 9224452 -12-5v/3 = |2v—3u| = V/61 — 60V/3 (~ 6.552)

* Alternative: Anwendung der Formel |a —b|? = |a|? 4 |b|*> —2(a, b), Va,b € V
fiir a = 2v, b = 3u fiithrt auf:
12v — 3ul”> = (2v, 20) + (3u, 3u) — 2(2v, 3u)
= 4(v, v) + Yu, u) — 12(v, u) v’

~ mit analoger Rechnung wie oben kann man die benutzte Formel iibrigens
herleiten. Probieren Sie es vielleicht doch mal aus?
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21.6 Gram-Schmidt’sches Verfahren

Gegeben ist die Basis B = {(—1,2,1)", (1,0, =1)", (0, =1, —1) "} des R3.
Transformieren Sie B in eine Orthonormalbasis.

Losungsskizze
Gram-Schmidt’sches Verfahren: Ist B = {b1,...,by,} eine Basis des euklidischen
Vektorraums V', so wird via p1 := b1/|b1]; qr := bx — Zf;ll (bk, pj) - Pj; DR =

ar/|akl, & = 2,...,n induktiv eine Orthonormalbasis (= Orthogonalbasis mit
normierten Basisvektoren) {pi,...,pn} von V erzeugt (~ die ¢; erzeugen eine
Orthogonalbasis).

Anwendung von Gram-Schmidt auf B: p1 = b1/|b1| = m =b1/V6
b1 b1

2 — (b2, |b1\> b =2 |2< 2, b1) -
~—~ ~——
=p1 =1/6
1 1 -1 -1 2/3
1
=10 _6< o, 2] 2]|=1|2/3
-1 -1 1 1 —2/3

~ p2 = q2/|q2| = \/m = 2\%/3 = (v/3/3, V3/3, —\/3/3)1'

= £(bs,b1)b1

—_—~—
g3 = bz — | (b3, p1)p1 +(bs3, p2)p2

0 A V3/3 V3/3
= |-1]- 6< —-1 1 1 V33 )| V3/3

-1 —1 -1 —/3/3 —/3/3

0 1/2 1/3 1/3 —1/2
= |-1|- —1 1/3 1/3 =] 0

-1 —-1/2 —1/3 —-1/3 —1/2

=0
~ ps = q3/|gs| = q3/\/1/4 +1/4 = q3/\/2/4 = V/2q3

—/6/6 V3/3 —V2/2
~» Orthonormalbasis: {p1, p2, p3} = V6/3 || V33 |, 0
V6/6 —-V3/3) \~Vv2/2

Probe: (p1, p2) =0, (p2, p3) =0, (p1, p3) =0V, |p1| = |p2| = [p3| =1 V
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21.7 Skalarprodukt fiir Matrizen %

Zeigen Sie, dass durch (-,-)p : R™*" x R™*"™ — R mit
(A, B)p = Z Z aijbij
i=1j=1

ein Skalarprodukt* und durch |A|r := /(A A) r eine Norm* auf R™*" definiert
wird, und bestimmen Sie fiir

A — 0 6 8 wmd B = 4 26
1 -10 374
die Grofen (A, B)p und |A|p.
Losungsskizze
(i) Betrachte A = (a;;), B = (bij) und C = ¢;5, i = 1,....,m; j = 1,...,n (zur
Vereinfachung der Schreibweise vereinbaren wir: 35, = 37" und 37, = 370 ):
m Symmetrie: <A, B)F = Zl Zj aijbij = Zl Zj bijaji = <B, A>F v
m Linearitét:

(A,B+C)p = ZZ% (bij + cij) ZZa”b” + aijci;

J

ZZawb” + ZZ&MCU =(A,B)r+ (A C)rVv

</\'A, B>F:ZZ/\~aijbij :A'ZZ'aiﬂ'bii :/\<A,B>F\/
i 7 i 7

m Positive Definitheit: Fiir A € R gilt:
<A, A>F = ZIZJ AijQi; = ZZZJ a%j >0= <A, A)F =0&ai = 0v

(ii) Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V induziert durch die Setzung

|-]:= /() automatisch eine Norm (Betrag) auf V. Somit ist | - |r eine Norm
fiir Matrizen aus R™*"™.

(iii) (A, B)p =0-44+6-2+8-6+1-3+(=1)-7+0-4=56
Alp = (A, A)p =37 30 a3 = 0°+6°+8 +1°+1% = 102
= |A|lp = V102

* Das Subskript ,, F'“ beim Skalarprodukt (-, -) g steht fiir den Namen des beriihmten Ma-
thematikers Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917). Das Frobenius-Skalarprodukt und die
Frobenius-Norm | - | spielen z.B. in der numerischen Linearen Algebra eine wichtige Rolle.
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22.1 Matrizenmultiplikation

Gegeben sind die folgenden Matrizen:

12
A=(1712) B[4 o], u:(1, 2, —1), v:(2, 3, 1)
01 3 5

Berechnen Sie, falls moglich: AB, AB", wv', uv, A(u'v), B2

Losungsskizze
(i) AB definiert (,2x3-3 x 2~ 2x2%) V

~1 2
Apo (t-r2) [ ol o (146 2+2) _ (14
01 3 - 4+9 3.1 13 3

(i) BT = ( 2 2 ;) ~> A- BT nicht definiert (,2 x 32 x 3%) 4

2
(i) v" = [ 3| ~ u-v" definiert (,1 x3-3x 1~ 1x1%) Vv
1

2
w' = (1,2, -1)-|3]|=1-242-34+(-1-1) = 7(= (u, v))
1

(iv) u - v nicht definiert (,1 x 31 x 3%) %

1
Wu'=] 2 | ~u' - vdefiniert (,3x1-1x3~3x3% v
—1
1 1-2 1-3 1-1 2 3 1
wo=|2]-@231)=1]22 2.3 2.1 =4 6 2

-1 -1-2 -1-3 —-1-1 -2 -3 -1

~ A(u'v) definiert (,2 x 3-3 X 3~ 2x 3%) vV

2 3 1
A(uTv) = <1 1 2>. 16 o |-(2-4-43-6-61-2-2
0 1 3 9 -3 1 4—-6 6—-9 2-3

_ (693
231

(vi) B? nicht definiert (,3 x 2-3 x 2) %
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22.2 Rechnen mit Matrizen

Gegeben sind die folgenden Matrizen:

200
A:<322>, B:<§;>, c=1o030|, D (‘()2?1)_31)
004

Berechnen Sie, falls moglich:

a) A-Bb) A+B+C ¢) D-A d) (A-D)+(D-C)
e) C* f) A4 24AB+B? g) (A+B)*> h) 2A+uE3)? peR

Losungsskizze

A= (20) (21) (4 —2)_ (42

3 4 0 2 6 3+38 6 11
b) A+ B + C nicht definiert, da A + B € R**2, aber C € R3*3 ¢
¢) D - A nicht definiert (,2 x 3-2 x 2¢) 4

-2 0 -21 3 -2

d)A-D+D-C =
) + (3 4)(0 3 1>+<0
_ [ 4 -2 —6 i -2-2
—6 3+12 9—-4 0

e) C = diag(2,3,4)

w =

L w

—_
[ Y

DRSOy

0
— C® = diag(2%, 3%, 4%) = diag(8, 27, 64) = ( 0
64

o= () (Y- (a) -G (- ()
st (g ) (50) (1) - (8 )

oo (796 2)) - (69) (o) )

138 369 2. (A4 B)?# A2+ 2AB + B2, d.h. binom. Formel

wW =
w
|
—_
S

SO

0
27
0

gilt i. Allg. nicht fiir Matrizen

e () ) () 0)

-4 0 —4)? 0
— (" = ( ) mit p € R
6 p+8 120+ 24 (u+8)2
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22.3 Lineare Unabhangigkeit von Matrizen

Gegeben sind die folgenden Matrizen aus R?*? :

2 1 ~13 0 —1
A= , B= , C =
0 -1 1 2 -1 2

Untersuchen Sie die Matrizen auf lineare Unabhéngigkeit:

a)A, B,C b)A, A+B,B+C ¢)A B, C,A+B,B+C

Losungsskizze
a) Betrachte Linearkombination von A, B, C' zur Nullmatrix 0 ~

2 1 -1 3 0 -1 2A—p A+3u—o
+ 1 =
0 -1 1 2 -1 2 w—0 —=A+2u+20

. . A +3u — o =
~ tiberbestimmtes LGS:
I11. uw — o =

IV. =X 4+ 2u + 20 =

o o o o

Ausl: A=p/2;aus Il p=cin IL: p/2+3u—pu =0~ 5u/2 =0~ p =0,
d.h.
A=p=0c=0

— A, B, C sind linear unabhéngig.
b) Betrachte Linearkombination von A, A+ B, B+ C:
M+ u(A+B)+0(B+C) = 0= A+ A+ (u+0)B+0C =0

A, B, C sind linear unabhéingig ~ A+ =0, p+oc=0und c =0 = A =
uw=o0 =0, also sind A, A+ B, B+ C linear unabhéngig.

¢) dimR?*? = 4 ~ fiinf beliebige Vektoren aus R?*? sind somit immer linear
abhingig = auch die Matrizen

A B, C,A+ B, B+C

sind linear abhéingig.
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22.4 Berechnung von Determinanten

Gegeben sind die folgenden Matrizen: A = -2 3 , B= 1-10
-1 1/2 2 3 -1

Berechnen Sie, falls moglich, die folgenden Determinanten. Nutzen Sie dabei die
Determinantengesetze.

a) det(A) b) det(A™1) c) det(AT) d) det(2-A°%) — 27
e) det(A-B) f) det(B)-det(A) g) det(B'B) h) det(ATA™ 1)

Losungsskizze
a) Formel: Determinante fiir eine 2 x 2-Matrix: det (

@ Z) =ad — bc

C

~detA=-2-1/2—-(3--1)=—-1+3=2

b) Es gilt | (det A) ™' = det(A™"), fiir det A #£ 0| = det A~ = ﬁ =1/2.%

c) det(A) = det(A") = 2 (Determinante éndert sich beim Transponieren nicht)

d) det(2- A%) — 27 = 2% . det(A)? —27 = 4-27 —27 = 4.2 — 27
= 4-512 27 = 2048 — 27 = 2021

e) Produkt A- B definiert (,2 x 22 x 3~ 2 x 3“), aber Determinanten nur fiir
quadratische Matrizen definiert ~ det(AB) 4.

f) B e R*3 ~ det B4 (vgl. e)

g) B'B=|-1

SRS

> = aei+bfg+ cdh
—ceg — afh — bdi

h) det(ATA™Y) = det(AT) - det(4™}) =2.1/2 =1

* Miihsame Alternative: Bestimmung der Inversen via Formel

1 (d b 1 _q9(1/2 -3
det A#£0 = A _detA<c a)«»A —1/2(1 5

— det A™! = det (1/2 <1{2 :g)) = (1/2)? det <1{2 :g) =2/4=1/2
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22.5 Determinante einer 4 X 4-Matrix

Bestimmen Sie die Determinante der gegebenen 4 x 4-Matrix:

1 3 1 1

0 -2 -1 =2
A =

2 2 0 =3

3 0 -1 1

Losungsskizze
Determinante einer n x n-Matrix {iber Determinantenentwicklungssatz ~»

Entwicklung nach einer Spalte oder Zeile, welche méglichst vielen Nullen enthélt.

Bei A z.B. Entwicklung nach erster Spalte:

-2 -1 -2 3 1 1 3 1 1
detA =1-det| 2 0 —3|+2-det| -2 —1 —2|—3-det|—-2 —1 —2
0 -1 1 0 -1 1 2 0 -3

Bestimmung der Determinanten der 3 x 3-Untermatrizen ebenfalls mit Deter-
minantenentwicklungssatz (alternativ Sarrus-Regel):

U11, Entwicklung nach erster Spalte ~

0 -3 -1 -2
det Uiy = —2-det —2-det = —2:(0—3)—2:(—1-2) = 12
-1 1 -1 1

=0-1—(—1-—3) =(—11)—(—1-—2)

Us1, Entwicklung nach erster Spalte ~

-1 -2 1 1
det Us1 = 3-det +2 - det =3-(=-3)4+2-(-1-1)=-5
-1 1 —-11
—_————
=73 =(1-1)—(—1-—1)

Ui1, Entwicklung nach dritter Zeile ~

11 301
det Uy; = 2-det —3-det =2.(-241)—3-(-3+2) =1
-1 -2 -2 -1

=1.—2—(1--1) =(3-—1)—(—2-1)

~det A=1242-(=5)—3-(1)=12—-10-3 = —1
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22.6 Rang einer Matrix

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen:

2 -1 1 2 2 -3 =2
a)A=1|-2 2 0 b)B=|[3 1 2 0
-1 -1 -2 -3 2 1 -1
Losungsskizze
Rang einer Matrix = maximale Anzahl an linear unabhéngigen Spalten =

maximale Anzahl an linear unabhéngigen Zeilen (Spaltenrang = Zeilenrang)

a) Determinante von A (Entwicklung nach der letzten Spalte):

det A det (_2 2 > — 2. det ( 2 _1>
-1 -1 -2 2
21224 2)=4-4=0

~ Spalten- und Zeilenvektoren linear abhéngig — rg A < 3

2 -1
-2 <A 2 | ~A=-1/2 A A= —1% somit a1, a2 linear unabhingig
1 -1
=a; =as
= 1rgA=2

b) B R¥>** — rgB < 3.

Untersuche Zeilenvektoren auf lineare Unabhéngigkeit:

2 3 -3 L 2\ + 3u — 30 =0

2 1 2 I 2\ + p+ 20 =0
A =0

S R P R THL -8\ 4+ 24 4+ o =0

) 0 -1 Iv. — 2~ ¢ =0

AusIV.: =2 —0 = 0~ 0 = —2X

In IIL.: =3A 42 —2A =0~ —5A+ 2 =0~ p = 5\ /2

InIL: 2A 4+ 5A/2—4A =0~ \/2=0

= A =pu =0 =0~ die drei Zeilenvektoren sind linear unabhingig

— rgB = 3.
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22.7 Sarrus-Regel fiir 4 X 4-Matrizen?

Archibald behauptet, er habe eine Sarrus-artige Formel fiir die Determinante
einer reellen 4 x 4-Matrix gefunden:

1A abcd
a bediab.e e fgh , .
e f g hle fg ~det | = afkp+ bglm + chin + dejo
i Gk ]Gk gkt

U Y

+ o+ ++ CRixa

Uberzeugen Sie Archibald davon, dass seine gefundene Formel nicht richtig sein
kann.

Losungsskizze
Wir iiberzeugen Archibald durch ein Gegenbeispiel. Betrachte z.B. die Matrix:

1 0 0

1 2 2 -1
A =

0 2 1 -2

0-13 1

Bestimmung von det A via Determinantenentwicklungssatz (Entwicklung nach
der ersten Zeile):

2 2 -1
detA =1-| 2 1 =2 (Entwicklung nach erster Spalte ~)
-13 1

1 -2 2 —1 2 —1
= 2-det — 2 -det — det
3 1 3 1 1 -2

=2-(146)—2-2+43)—(-4+1)=14—-10+3=7
Berechnung mit Archibalds Regel vom Sarrus-Typ:

0
v

~detA=2-1=1

o o~

By
0

Widerspruch %, somit kann Archibalds Formel i. Allg. nicht stimmen.
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22.8 Invertierbarkeit

Fiir welche i1 € R ist die Matrix

2101
B, — w012
1210
10w 2
invertierbar?
Losungsskizze

Allgemein gilt: A € R™*"™ invertierbar <= det A # 0

Bestimme det B, via Entwicklungssatz, z.B. Entwicklung nach erster Zeile ~

012 w1l 2 w01
det B, = 2-det |2 1 0| —det |1 1 0| —det|1 2 1
0 p 2 1 p 2 10 p
1. Spalte 2. Zeile 1. Zeile
1 2 1 2
= 2. | —2det — | —det + det
w2 n o2

21
— | pdet + 2det
0 p 10

2- (=22 —2p) — (—(2—2p) + 2 — 2) — (2 — 2)
= 8+ 8u+2—2u—2u+4—2u%+2

—2u2 +4p—2

det B, = 0 < —2u° +4u—2=0
< u? =2+ 1 = 0|scharfes Hinschen ~
= (u1—1°=0

= 1,2 = 1 (Alternative: Mitternachtsformel)

~ B, invertierbar <= p # 1
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22.9 Kern und Bild einer Matrix

Bestimmen Sie dim Ker A und dim Im A von:

5154 130
a) A= (4322 b)A=1231
2014 260

Geben Sie eine Basis von Ker A und Im A an.

Losungsskizze

Auffrischung: Kern und Bild einer Matrix

Jede Matrix A € R™*"™ kann als lineare Abbildung A : R — R™ aufgefasst
werden.

Es gilt der Dimensionssatz:

n =dimR" = dimKerA+dimImA|

Hierbei ist
Ker A:={z ¢ R" | Az = 0}

(Kern von A) ein Untervektorraum von R™ und

ImA:={yeR™ |3z e R"mit Az =y, }

(Bild von A) ein Untervektorraum von R™. Insbesondere gilt:

|dimImA:rgA

a) Bringe A € R*** durch GauB-Elimination auf Zeilenstufenform:

4 —4/5 1-2/5 5 1 5 4
4 322 <:|+ ~ |0 11/5 —2 6/5 2/11
2014 J+ 0 —-2/5 —1 12/5 J+

ot
—
ot

5 1 5 4 51 5 4
~ o1y -2 65 | |5 ~|011 —10 6
0 0 —15/11 24/11) |-11 00 —15 24



315

Bestimmung von Ker A: ~ Losung von LGS Az = 0 mit (x1, z2, x3, .’L’4)T e R*

Ergénze Nullzeile zu LGS ~ Systemmatrix:

5 1 5 4]0
0 11 -10 6|0
0 0 —15 2410
00 0 0]0

Wihle x4 = A\, A € R.

In IL: —15z3 + 24X = 0 ~ 23 = 8)/5, in II. 11za — 10(8A/5) 4+ 6A = 0 ~
1lzg + 220 =0~ 22 = 2, in L: 521 + 2X + 8A +4A = 0~ 21 = —14)/5

~ {(—14/5, 2, 8/5, 1) T} ist Basis von Ker A und dim Ker A = 1.
Dimensionssatz ~ dimIm A = dimR* —dimKer A =4 — 1 =3 (=1g A) v
Bild von A: Wegen dimIm A = 3 und weil Im A Untervektorraum von R? ist,
folgt Im A = R®. Das heift, z.B. {(1, 0, 0)", (0, 1, O)T, (0, 0, 1)T} ist eine Ba-
sis von Im A.
b) Analog zu a) transformiere A € R**? auf Zeilenstufenform:

130 -2 -2 1 30

231 <:|+ ~ |10 —-31

260 + 0 0 O

Losung des homogenen LGS Ax = 0:

Nullzeile ~ x2 = A, A € R, in II.: =3\ + 23 = 0 ~ x3 = 3\, in L:
z1 + 30~ 1 = —3)\

~ {(—3,1,3) "} ist eine Basis fiir Ker A ~» dim Ker A = 1 und aus dem Dimen-
sionssatz folgt: dimIm A = dimR® —dimKerA =3 -1=2(=1gA v).

Das Bild von A (Im A) wird von den Spaltenvektoren von A aufgespannt.

Wegen
dimIm = 2

bilden zwei linear unabhingige Spaltenvektoren eine Basis, beispielsweise
{(1,0,0)7, (3, =3,0)"} oder {(1,0,0)", (0, 1,0)"}.
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22.10 Magische Quadrate x

Man sagt, eine Matrix mit ganzzahligen Eintrigen M € Z™*™ ist ein magisches
Quadrat, falls es ein m € Z gibt (= magische Zahl), so dass die Summe jeder
Spalte, die Summe jeder Zeile und die Summe der Hauptdiagonalen von M
immer die magische Zahl m ergeben.

Ist
U:= {M € Z"*"™| M ist ein magisches Quadrat}

ein Untervektorraum von R™*"™?

Losungsskizze

Uberpriifung der Untervektorraumkriterien:

m Die Nullmatrix ist in U, da diese fiir m = 0 ein magisches Quadrat ist. v’

m Ist M € U, d.h.,ist M zur magischen Zahl m ein magisches Quadrat, dann
ist aM zur magischen Zahl am ein magisches Quadrat =— oM € U. v

m Sind A = (as5), B = (bi;) € U, d.h. zwei magische Quadrate mit magi-
schen Zahlen @ und b, dann gilt fiir A+ B = (ai; + bij):

Summe der Hauptdiagonalelemente:

n n n
Zau‘ +bii = Zau‘ +sz‘i =a+b
i=1 =1 =1

Spaltensummen:

n n n
Zaij+bij = Zaij+zbij:a+b7 fir i=1,2,3
i=1 J=1 =1
Zeilensummen:
S ayg+by =Y aij+ Y by=a+b fir j=1,2,3
=1 i=1 i=1

A+ B ist magisches Quadrat mit magischer Zahla+b= A+ B e U. vV

nxn

= Die Menge der magischen Quadrate ist ein Untervektorraum: U < R
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23.1 Losungsverhalten von linearen Gleichungssystemen

Bestimmen Sie vorab (ohne direkte Losung der Systeme) die Anzahl der Lésun-
gen der gegebenen linearen Gleichungssysteme:
a) x1 — x2 = 3 b) 2z1 — 322 = 1
r1 + 222 = 6

¢) Oz1 + Ox2 = 0 d) 221 + 22 =1
O0z1 + Oz2 = 0 41 + 220 = 4
Berechnen Sie anschlielend die Lésungen direkt.
Losungsskizze
a) Setze A := (1 ‘21> y = (2) ~ detA =241 =30, also ist LGS

Az = y eindeutig l6sbar.

Losung: Aus L: 21 = 3422, in IL: 34204212 = 6 = = = (z1, 22) | = (4, 1) "
b) Unterbestimmtes System (Anzahl Gleichungen < Anzahl der Unbekannten).
Losungsmenge dndert sich nicht, wenn man Gleichung 0z1 +0z2 = 0 dazunimmt

~ 221+ 312 = 1 <=
2 -3

0 0
entweder keine Losung oder unendlich viele. Genauer via Rangbetrachtung:

2 -3 2 -3
rg A= <0 0 > =1 rg(Aly) = (0 0

~» Az = y besitzt unendlich viele Losungen.

A= ~ det A = 0, d.h., das System Az = y mit y = (1, 0)" hat

1
0

>_1 = rgA=rg(Aly) =1<2

Losung: System besitzt eine Nullzeile, eine Variable kann bel. gesetzt werden:
zo=MAER. InL:2x1 —3X =1~ 21 =1/2(143X))

~ (z1,29) 0 = (1/243X/2,A) ", A eR

c) A:= (8 8) ,y =0~ det A =0, d.h. keine oder unendlich viele Losungen.

Rang: rg A = 0 und rg(A|0) =0 = Az = 0 hat unendlich viele Lésungen.
Losung: Zwei Nullzeilen ~ jede Variable kann beliebig gesetzt werden:

~ (1‘17 xQ)T = (Av M)Tv Av/j‘ eER

d) A= (Z ;) ~ det A = 22— 4 = 0 und rechte Seite # 0 — LGS unlésbar.

Direkte Rechnung: I.: 2z1 + 22 =1 und II. ~ 221 + 20 =2 = 1=2%
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23.2 Losen eines LGS mit dem GauB-Algorithmus

Bestimmen Sie mit dem GauB-Algorithmus die Losungen der linearen Glei-

chungssysteme:
a) 3z1 — 4dwe + 2z3 = 1 b) x1 4 2z2 — z3 =1
1 + x3 = 2 —x1/2—x2 + 23 = 0
x1 + 2x2 + 2z3 = 1 21+ 4xo = 4
Losungsskizze

a) Elementare Zeilenumformungen via erweiterter Systemmatrix:

3 —4 2|1 —1/3 4-1/3 3 —4 2 1
1 0 1|2 <:|+ ~ |10 0 1/2|-7/2 :|
1 2 2|1 + 0 4/3 1/3| 5/3

3 4 2| 1 3 -4 2
~ (0473173 5/3 |13 ~ |0
0 0 1/2|-7/2) |2 00 1|-7

Aus letzter Zeile III: 23 = —7 in Il.: 429 — 7 = 5~ z2 = 12/4 = 3. Beide in
I:3x1—4-34(2--7)=1~321=27T = 21=9

2 (:L‘l, 2, xg)T = (9, 3, —7)T

b) Analog zu a):

1 2 —1|1 12 -1]1 12
~1/2 =1 1 (0| |--2 ~ |12 —2]0 <:|+
2 4 04 24 0|4 ¥

12 —-1]1 12 —-1]1
~ (00 —1|—-1 2 ~ |00 —-1]|-1
00 2|2 <:|+ 00 01O
AusIl: —23=—-1~x3 =1

III. ist Nullzeile = das LGS besitzt unendlich viele Losungen, eine der iibrigen
Variablen kann beliebig gesetzt werden, z.B. x2 = A\, A € R.

Beidesin I. ~ 21 +2\—1=1~ 21 =2 — 2\

~ (x1, T2, xg)T = (2 =2\, ), 1)T, AeR
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23.3 Uberbestimmte und unterbestimmte LGS

Bestimmen Sie mit Hilfe einer Rangbetrachtung die Anzahl der Losungen der
linaren Gleichungssysteme Ax = y mit:

36 3 1 2 1
a)A=[2 2 |,y=|6 HA=|2 -1],y=|-3
1 —4 3 1 -4 -5

2 1 3 -1 4

QA= |4 -12 3 |,y=|¢

2 3 3 -4 9

Bestimmen Sie ggf. die Losung.

Losungsskizze

Anwendung des GauB-Algorithmus auf (Aly) ~ Rang kann abgelesen werden:

3 6|3 —2/3 7-1/3 3 6|3 3 6| 3
a) |2 2|6 :|+ ~ |0 —24 6/2 ~ |0 —2| 4
1 —43 + 0 —6|2 <:|+ 0 0 |—-10

~ 1rg(A) =2 < rg(Aly) = 3~ LGS unlésbar

1 2|1 —2 o—1 1 2|1 1 2|1
b) |2 —1|-3 <:|+ ~ [0 =5|-5 6/5 ~ |0 —5|—5
1 —4|-5 + 0 —6|—6 <:|+ 0 0|0

~rg(A) =rg(Aly) =2 und n —rg(A) = 2 — 2 = 0 ~ eindeutige Losung:

—Bre=-F~axe=1inL:z4+21 =1~z =1 = (21, 22) =(-1,1)7
2 1 3 14 —2 41 2 1 3 —1]4
c) |4 -12 316 <:|+ ~ 10 -3 -4 5 |2 2/3
2 3 3 —42 + 0 2 0 —3|-2 :|+
2 1 3 —1| 4 2 1 3 —1| 4
~ 0 -3 —4 5| -2 ~ 0 -3 -4 5| -2
0 0 —8/31/3/-10/3) |-3 00 -8 1/[-10

n =4 und rg (A) = rg (Aly) = 3 ~ unendlich viele Losungen
Wegen n —rg (A) =4 — 3 =1 lésst sich eine Variable frei wihlen, z.B. z3 = u.

AusII.: —8u+x4 = =10~ 24 = —1048u, in I1.: —3z2 —4pu+5(—10+8u) =
—2~ 22 = =164+ 124.

Beides in 1.: 221 — 16+ 12u+3u+ 10 —8u =4~ 1 = 5 — Tu/2

= (xla Z2, T3, x4)T = (5 - 7“/2? —16 + 12,U/a H, _10+8/j')T7 e R
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23.4 Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen

Untersuchen Sie, ob das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 mit den

Systemmatrizen:
1 —2 —4 -1 6
a)A=1]-1/2 1 b)A=|[-1 2 6
-3 6 -1 0 -1

neben der trivialen Losung noch weitere Losungen besitzt, und berechnen Sie
diese gegebenenfalls.

Losungsskizze

Ein homogenes System Az = 0 mit A € R™*" 2 € R™ und 0 € R" besitzt
immer den Nullvektor x = 0 als triviale Losung.

Ist rg A < min{m,n} oder ist det A = 0 im Fall n = m, so gibt es neben der

trivalen Losung noch unendlich viele weitere Lésungen.

a) A € R**? ~ maximal moglicher Rang von A ist min{3,2} = 2.
Scharfes Hinsehen: —1/2- (1, —2) = (—1/2, 1) und —3- (1, —2) = (-3, 6)

~ Zeilenvektoren von A sind linear abhéngig. Alternative Gauf-Algorithmus:

1 —2|o0 ~1/2 1-3 1 —2|o
-1/2 1|0 <:|+ ~ 10 00
-3 6|0 + 0 010

~ rg A = rg(A|0) = 1 < 2 ~ homogenes LGS hat neben der trivialen noch
unendlich viele weitere Losungen.

Wegen min{n,m} —rg A =2 — 1 = 1 kann eine Variable frei gewiihlt werden,
zB. 2o = A~ 21 —22 =0~ 21 = 2\

— :)\ 7>\ER.

b) A € R¥*3: Bestimme det A nach Entwicklungssatz (Entwicklung nach dritter
Zeile):
-16 -4 -1
det A = —det — det = —(—6+12) — (-8-1)
2 6 -1 2
= 18+9 =27T#0

— homogenes LGS besitzt nur die triviale Losung z = 0 = (0, 0, 0) .
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23.5 Von Parametern abhdngige LGS

Bestimmen Sie die Losungen der linearen Gleichungssysteme in Abhéngigkeit
von den Parametern a, b € R:

a) 3z1 + x2 = axi b) x1 — z2 + 223 =1
—2x1 + axs = 4xo r1 + bre + 3wz = —1
—x1 + 329 + brs =1
Losungsskizze
a) 31 + 2 = an1 B—a)z1 + 2 =0
—2r1 + axe = 4w —2r1 — (a—4)z2 = 0
3—a 1

~» homogenes LGS Ax = 0 mit Systemmatrix A =
-2 a-—4

und det A = (3 —a)(a —4) + 2= —a® + 7a — 10

det A = 0~ a2 =

—7+7?—4.(-1)-(-10) -7+3 |2
-2 2 s

~ fiir a € R\ {2, 5} gibt es nur die triviale Lésung und fiir a = 2Va =5
unendlich viele:

1 10 2 110
(-2 ) o) :|+ ”(ooo)

Nullzeile ~ eine Variable kann frei gewéhlt werden, z.B. zo = A\, A € R. In 1.

T1+A=0~ 21 = —A
xXo 1
-2 110 -1 -2 110
(-210) <:|+ M(o 00)

Nullzeile ~ eine Variable kann frei gewédhlt werden, z.B. 1 = A, A € R. In 1.:

—2 4+ 2 =0~ x2 = 2\
xr2 2
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b) Wende den GauB-Algorithmus auf erweiterte Systemmatrix an:

1 -1 2|1 -1 q1 1 -1 2 1
1 b 3|-1 <:|+ ~10b+1 1 |-2 —2/(b+1), b#—1
-1 3 b| 1 + 0 2 b+2|2 <:|+

1 -1 2 1 1 -1 2 1
~ [0 b+1 1 —2 ~ |0 b+1 1 -2
b(b b
0 0 bF2-55 |2+ 57 0 0 P[RS 0+
1 -1 2 1
~lob+1 1 ) b#—1

0 0 bb+3)[20b+3)
Aus I1L: b(b+ 3) = 2(b + 3) ~

(i) Fallunterscheidung nach b fiir b # —1:

m b = —3 ~ Nullzeile:

Setze x2 = A\, A € Rin Il.: =2\ + 23 = —2 ~ 23 = —2 + 2\ in IL.:
1 —A+4 -4 =1~ 21 =5— 3\

~o (21, 2, 23) T = (5— 3\ A, —2+2X)"
mb=0~0=6% LGS unlésbar
m b# -3, b# 0~ ecindeutig losbar*:
Aus IT1.: 23 = 2/b, in IL.: (b+ D)xg +2/b= -2~
xo = (—2-2/b)/(b+1) = (—=2(1+1/b))/(b+1) = (—2(b+1)/b)/(b+1) = —2/b

Inl:z1+2/b+4/b=1~21=1-6/b=(b—6)/b

(v, e ay)T = (2262 2)T

17 27 3 - b7 b?b

(i) Fall b = —1:
1 -12]1 1 -12]1

.~ 10 0 1|-2 j:lM 0 2 1|2 ~ aus IIl.: z3 = =2
0 2 1|2 0 0 1|-2

InIl: 229 —2=2~22=2,inl.: 21 —2—4 =1~ 21 =7~ dieser Fall wird
schon von dem oben betrachteten Fall (*) fiir b € R\ {—3, 0} mit abgedeckt. v’
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23.6 Bestimmung der Inversen mit dem GauB-Algorithmus

Die Matrix
1 -1 1
A=12 1 -1
3 1 2

ist invertierbar. Bestimmen Sie mit dem Gauf}-Algorithmus ihre Inverse.

Losungsskizze
Transformiere A via elementarer Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix FE.
Wende diese Umformungen simultan auf E an ~» A~

1 -1 1 —2 -3 100 -2 -3
A=1[21 <1 <:|+ 010 :|+ = E
31 2 + 001 +
1 -1 1 1 00
) 0 3 -3 —4/3 -2 10 —4/3 3
0 4 -1 <:|+ -301 <:|+
1 -1 1 + 1 0 0 +
) 0 3 -3 j+ -2 1 0 j+ 0
0 0 3 1 Jd-1/3 -1/3 —-4/3 1 1 Jd-1/3
1 -10 i|+ 10/9 4/9 —1/3 i|+
) 0 30 1/3 -7/3 -1/3 1 1/3 1
00 3 ~1/3 —4/3 1
100 1/3 1/3 0
) 030 1]-1/3 -7/3 —1/3 1| |-1/3 )
003/ ]-1/3 —1/3 —4/3 1) |-1/3
100 /3 1/3 0
E=1(010 —7/9 —1/9 1/3 = A!
001 —1/9 —4/9 1/3
Probe:
1 -1 1 /3 1/3 0
A-AT =2 1 —1|-|=7/9 =179 1/3
31 2 —1/9 —4/9 1/3
1/34+7/9—-1/9 1/3+1/9—4/9 —1/3+1/3 10
= 12/3-7/94+1/9 2/3-1/9+4/9 1/3—-1/3 | = [0 10
1-7/9-2/9 1-1/9-8/9 1/3+2/3 001

=LV
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23.7 LGS mit komplexen Variablen

Bestimmen Sie die Losung (21, 22, z3) " € C* des komplexen Gleichungssystems:

(1 + i)Zl + (2 — 2i)2’2 + 223 = 1—1
(2 — i)z1 + (1 + i)ZQ — izg = 0
z1 — 21z + (1 + i)Z3 = 3-2i

Losungsskizze
Der GauB-Algorithmus ldsst sich auch fiir LGS in C anwenden*:

Zeilenfaktor pi o fiir erste Spalte via Ansatz (1 +1)p1,2 = —(2—-1)
~pre = FEE =172 (<2410) - (1-1) = 1/2(—2+2i+i—i%) = —1/2+3/2i

und Zeilenfaktor p1,3 aus (1 +1)z1,3 1

~pry=—1/(14+1) = (-1-1)"t=1/2(-1+i) = -1/2 +i/2

1+i2-2 2 |1-i s oo14d (145221 2 1—i
2—i 1+i —i| 0 <:|+ ~ | 0 345 —1+42i|1+2i
1 =2 1+4i|3—-2 + 0 0 2i | 3—i

~ ist schon obere Dreiecksmatrix, keine weitere Umformung mehr nétig. Be-
stimmung der Losung durch Riickwértseinsetzen:

Aus TIL: 2iz3 =3 —i~o> 23 = (3—1) - (2) ' = (3 —1i) - (—i/2) = —1/2 — 3i/2

In IL: (3+ 5i)zo 4 (—142i) - (—1/2 — 3i/2) = 1 + 2i

=7/2+4i/2
~ (B345i)z0 =1—2i —7/2—i/2~ 20 = (=5/2 4 3i/2)(3 + 5i) ' = i/2

=—5/2+3i/2

InL: (L+1)z1 + (2 —2i)- (i/2) +2(~1/2 - 3i/2) =1 —1i

=-—2i
~ (l+i)n+=1-i+2i=14+i~vz =1

~ (21, 22, z3) | = (1,1/2, —1/2 —3i/2) "

* Plausibilitéitsbetrachtung: Der Gau-Algorithmus beruht im Wesentlichen
auf den vier reellen Grundrechenarten +, —, - =, welche sich auf den Kdrper
der komplexen Zahlen erweitern lassen. Alle Formeln, welche im Reellen mit
+, —, -, + gebildet werden kénnen, bleiben prinzipiell auch im Komplexen giiltig.
Zum Beispiel gilt die binomische Formel in C: (a + b)? = a® + 2ab + b? fiir
a,b € C. Gauf} iibertragt sich nach demselben Prinzip. Noch allgemeiner: Der
GauB-Algorithmus lésst sich in jedem Kdrper ausfithren.
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23.8 Lineares Gleichungssystem mit mehreren Parametern x

Bestimmen Sie mit Hilfe des GauB-Algorithmus die Losung des LGS

r1 + T2 =
—r1 + 222 + 3 =
+ x2 + pr3 — x4

r3 + 3x4 =

I
w e o =

in Abhéangigkeit von p, ¢ € R.

Losungsskizze
Transformiere (erweiterte) Systemmatrix durch elementare Zeilenumformungen
in obere Dreiecksmatrix:

1 10 011 1 110 0|1
—121 0|2 <:|+ 031 013 _1/3
>
0 1p-1jg 01p —1|gq <:|+
0 1 3|3 001 313
11 0 0] 1
« 03 1 0| 3
~ ,p#1/3
00p—1/3 —=1|q—1 —3/(3p—1)
00 1 31 3 <:|+
L1 0 1 11 0 0 1
03 1 0 3 03 1 0 3
~ ~>
00p—1/3 -1 |qg—1 00p—1/3 —1| g—1
00 0 3231 931;__31(1 |'3p_1 00 0 9p 9p—3q

mp=0,q7#0:1IV. Zeile: 0x1 + Ox2 + O0x3 + 04 = 3¢ # 0 4 LGS unlésbar

mp=0,¢g=0:
~» IV. Zeile ist Nullzeile ~ LGS hat unendlich
11 0 ol 1 viele Losungen, eine Variable ist beliebig wihl-
03 1 0 3 bar, z.B. x4 = X\, A € R.

(a4
00 —=1/3 =1/ =1| InIL: —25/3 -\ =—1~> 23 =3 — 3, in IL:
00 0 0]0/ 33,43-3\x=3~mz=Anliz+r=1~
xr1 = 1—)\
— (21, T2, T3, z4) | = (1—=X\ A 3-30, 0, eR
* Nebenrechnung: Zeilenfaktor k aus: p —1/3 = %fw %-kéfl'\»k: ﬁ_sl;
(g—1)- =3 _ 13— —3(g—1) + 3(3p—1) _ —3g+349p—3 _ 9p—3q

3p—1 3p—1 3p—1 3p—1 3p—1
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mp#1/3Ap+#0und q € R¥ :~ LGS eindeutig 16sbar:

Aus IV.: 9pxy = 9p —3q~ x4 = % = 3;;;q;

In TIL: (p—1/3)zs — o9 = g~ 1~ 25l = g — 14 229 = 9@r21)

3 aBp-1)
3p—1 3p

= q/p

In II.: 3:r2+q/p = 3~ 3x2 = 3—q/p'\,> To = 3p—q

3p
Inl:xz1 + Sg—;q =1~z =1— Sggq _ 3P—(33pp—q) = q/3p
- q/3p
3p—q
X
— 2 — 3p
3 q/p
T4 3p—q
3p

Der Fall p = 1/3, ¢ € R muss separat untersucht werden. Die ersten beiden
elementaren Zeilenumformungen sind analog zum allgemeinen Fall:

110 0]t L q-1/3 110 0] 1
—121025 031 0| 3
0 11/3 —1|q + Tlooo —1l¢g-1
0 1 33 001 3| 3 :l

~aus IV —z4y =q—1~ x4 =1—g;

110 0 1
031 0 3 InIII:c3+3(q—1):3f\/>:c3:3—3(q—1):3q,
a4
001 3 3 InIl.: 322 4+3¢g=3~z2=1—g;
000 —-1|g—1
Inl:.xzi+1—g=1~x1=¢q
T q
xr2 1—gq
— =
T3 3q
T4 1—gq

~ die Losung fiir den Fall p = 1/3 ist somit tatséchlich schon im Fall* von oben
enthalten.
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23.9 Magische Quadrate mit Computeralgebra x

Wie viele magische Quadrate’ M € R3*3 gibt es zu vorgegebener magischer
Zahl m € Z?

Holen Sie sich fiir die Beantwortung dieser Frage und der folgenden Aufgaben
die Unterstiitzung von einem Computeralgebrasystem (z.B. Maple™; s. Abschn.
23.10).

Bestimmen Sie alle Losungen und berechnen Sie fiir m = 6 ein magisches Qua-
drat, welches niemals die Zahl 0 oder nur die Zahl 2 enthélt.

1 Definition magisches Quadrat/magische Zahl vgl. Aufg. 22.10.

Losungsskizze
Ty z

Fasse die Eintrdge der Matrix A = | ¢ b ¢ | als die zu bestimmenden Va-
a B vy

riablen auf, welche die acht Bedingungen fiir ein magisches Quadrat erfiillen
sollen: (Summen der Zeilen, Spalten und Diagonalen der Matrix sollen Zahl m
ergeben) ~ LGS in Matrizenform Ax = m:

x m

111000000
y m

100010001
m

001010100
m

001001001
= | m

010010010
C m

000111000
« m

000000111
15} m

100100100
vy m
=A ~——  ——

Zum Beispiel ergibt das Skalarprodukt des ersten Zeilenvektors von A mit dem
Variablenvektor m genau m, d.h. x+y+ 2z . m, was der ersten Zeile I. des LGS
entspricht.

Das LGS 16sen wir mit dem LinearAlgebra-Paket von Maple™. Einbinden des
Pakets sowie Festlegung der Matrix und der rechten Seite ~»

with(LinearAlgebra) :
A:=Matrix([[1 11 000000], ... , [1001001001 1);
magic:=(m, m, m, m, m, m, m, m, m;
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Wir bringen mit der Funktion GaussianElimination (= Anwendung des Gauf}-
Algorithmus) die erweiterte Systemmatrix (A|m) auf obere Dreiecksform ~

GaussianElimination(<A|magic> , ’method’=’FractionFree’);

1 1.0 0 0 0 0 0] m
-1-10 1 0 0 0 1 0
-1 0 -1 0 -1 0 0] -m
-1 -1 -1 0 0 0] -m

(Alm) ~
-3 0 -1 -1 —1|-2m

0 -3 2 —1 —4|-2m
0 0 -3 -3 =3|-3m
0 0 0 0 O 0

O O O O O o o

S O O O o O
o O O O O
o O O O

Daraus lesen wir ab: rg(A4) = rg(A|m) =7, d.h., das System ist losbar.

Uberpriifung mit Rank-Funktion von Maple™: Rank (A); Rank(<A|magic>); (lie-
fern beide 7 zurtick v')

Wegen n —rg(A) =9 — 7 = 2 kénnen wir zwei Variable frei wéhlen, z.B.: v = k,
B=4 kceR. Aus VII.:. -3aa—3k—3l=-3m~a=m—k— (.

Die restlichen Variablen bestimmt man durch Riickwartseinsetzen oder iiberlasst
die Arbeit Maple™ via Aufruf von LinearSolve(A, magic); ~

Ty z 2m/3 — k 2m/3—4 —m/3+k+1{
M=1|abc|=|-2m/3+2k+L m/3 4m/3—-2k—1¢
a B v m—k—/{ l k

Es gibt also zu allen m € Z mit m (mod 3) = 0 unendlich viele magische Qua-
drate.

Fiir m = 6 erhalten wir z.B. fiir kK =9 und ¢ = 5 das magische Quadrat
-5 —1 12

A=119 2 -15
-8 5 9
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23.10 Checkliste: Losen von linearen Gleichungssystemen mit
Maple™

In diesem Abschnitt illustrieren wir anhand von Beispielen, wie man das Linea-
re Algebra-Softwarepaket LinearAlgebra vom Computeralgebrasystem Maple™
zur Losung von linearen Gleichungssystemen einsetzen kann.

Wichtig: Um die Methoden des LinearAlgebra-Softwarepakets nutzen zu
konnen, muss es vorab durch den Befehl with(LinearAlgebra) : geladen werden
(bei Abschluss des Ladebefehls mit ,,;* anstatt ,,:“ zeigt Maple™ alle im Paket
enthaltenen Methoden an).

Wir diskutieren zunéchst exemplarisch ein paar praktische Methoden dieses
Pakets. Oft ist es moglich, weitere Parameter an die Methoden zu iibergeben.
Details dazu findet man z.B. in der Maple™ -Dokumentation [42] oder speziell
fiir die GauB-Elimination auf [43].

m A:=Matrix([[...],...,[...]1]) ~ Festlegung einer Matrix, ([...]) re-
prasentiert einen Zeilenvektor von A.

2 -10
Bsp: A:=Matrix([[2,-1,0],[0,1,0]1,[2,3,111); ~A= |0 1 0
2 3 1

m Rank(A); ~ berechnet den Rang von A.

m Determinant (A) ; ~ berechnet die Determinante einer quadratischen Ma-

trix.

m GaussianElimination(A); ~ ist A regulér, so wird A in eine obere Drei-
ecksmatrix transformiert. Nichtreguldre Matrizen oder allgemein m x n-
Matrizen werden ggf. entsprechend mit Nullzeilen aufgefiillt. Ubergibt
man als zweiten Parameter z.B. noch ’method’ = ’FractionFree’, so
erhdlt man eine ganzzahlige Matrix, falls moglich.

m LinearSolve(A,y); ~ berechnet die n Komponenten der Lésung des LGS
Az =y mit m X n-Matrix A und dem m x 1 Vektor y als rechter Seite.

m R:=RandomMatrix(m,n, generator = a .. b); ~» liefert eine m x n-
Matrix, deren Eintrédge mit ganzzahligen Pseudozufallszahlen 7;; mit
a<ry; <b,1<i<m,1<j<n besetzt sind.
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Unabhéngig davon ist die folgende Syntax bei der Arbeit mit Matrizen und
Vektoren niitzlich:

mv:= <vi,...,vp >; legt einen Spaltenvektor mit n-Eintragen fest.

mv:= <vil|...|vy >; legt einen Zeilenvektor mit n-Eintrégen fest.

m C=:<A|B>; ~~» erweitert eine m X n-Matrix A durch Hinzunahme
der Spalten einer m x k-Matrix zu einer m x n + k-Matrix C. Ein-
zelne Spaltenvektoren koénnen natiirlich auch hinzugenommen werden,
was gerade fiir das Aufrufen der Maple™ Gauf-Algorithmus-Routine
GaussianElimination(...) mit einer erweiterten Systemmatrix (Aly)
eines LGS Az = y praktisch ist.

Beispiel 1: Bestimmung der Losung eines eindeutig 16sbaren LGS

o Wistrtmw X | [ * AulMafueStusta Magic X *_AulMafueStuSta_Beispiele X
4 Text[Math] | C 20 output v |[TmesNewroman _ ~|[12 -] BT U =% K
with( Lineardlgebra) : ~
A= Marix([[1, 2.3 [-222.1]. [3.2.3]]): y = (1. 2,3);
1 2.3
A= | =2 2 1
3 2.8
1
Jiamai| D @
3
Rani(A); Rank( (4|y) ): Determinant(A);
3
3
—8 )]
GaussianElimination( (4|y), method="FractionFree');
12 & i
06 7 4 3
00 —8 16
LinearSoive(4,y):
1
3 @
-2
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Beispiel 2: Bestimmung der Losung eines unterbestimmten LGS (mit unendlich

vielen Losungen)

4| Wistertmw X | (8 = AulMafueStuSta_Magic X * AulMafueStuSta_Beispiele X
P textjrat] [ C > Math v|[Tmesnewroman  ~|[12 ~] B[J]JU BH% «
with( Linear4lgebra) ~
A= Matrix([[2.3,2], [-1,0,3]]): y= (1, 2);
2 32
4=
[ —-103
1 1
) 2 @
Rani(A); Rank{ {4]));
2
2 ()]
GaussianElimination( (4|y), method=FractionFree');
2321 .
0385 )
LinearSolve( A, y):
-2+3_t4,
5 8_{43
e 4
3 3 @
14,
-2
‘l v
< >
Losung:
1 —2 4+ 3\
x2 | = |5/3-8\/3 |, eR
T3 A

Maple™ gibt nicht selbstdefinierte Variablen/Parameter durch einen Ausdruck

der Form _t... aus. Wie im obigen Beispiel durch 4,
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Beispiel 3: Unlosbares LGS

4§ start.mw X *_AulMafueStuSta_Magic X *_AulMafueStuSta_Beispiele X |

P rextfrath] [ C 0 math v|[Tmesnenroman  ~|[12 ] B[JJU B% «
with(Lineardlgebra) : ~
A= Matrix([[2.3,3],[0,1,0]. [2,3,3]]); y = (1,2.3);

23 3
A=|010
23 3
1
i | @)
3
Rank(A); Rank( {4|)); Determinant(4);
2
3
0 (2
GaussianElimination( (4|y), method="FractionFree');
2.313 1
0204 3
0004
LinearSolve(4, y):
‘Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system "
< >

Dass dieses LGS unlosbar ist, erkennt man schon anhand der berechneten Rénge:

2=rg(A) #rg(Aly) =3
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Beispiel 4: LGS mit Parameter

4 Startmw X | |8 = AulMafueStuSta_Magic X = 3 = AulMafueStuSta_Beispiele X
4 TextMath] | C 20 output v |[TimesNewroman  ~|[12 ] BT U =% «
with( Lineardlgebra) : A
A = Matrix([[2, alpha 2], [-1,0, 3], [alpha -1, 2]]); ¥ = (1, alpha 2);
2 o 2
A=|-—-1 0 3
o —12
1
y=|o @
2
Rank{A); Rank( {4|y)); Determinant(A4);
3
3
3ol +20+8 @
GaussianElimination( {4|y),'method="FractionFree');
2 o 2 1
0 o 8 20+1 3)

0030l +2a+8 o’ +4o+1
x = LinearSolve(4,y) : Transpose(x);

b bl
200 —40-3 20 -Ta+14 o +da+l

2 2 2 O}
3o +20+8 30 +20+8 3o +20c+8 v

Der hier benutzte Befehl Transpose (x) gibt den Losungsvektor x als Zeilenvek-
tor aus.

Das System hat fiir

302 + 20+ 8 =0

entweder keine oder unendlich viele Losungen. Fiir diese o muss das System
separat untersucht werden.
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24.1 Ebenengleichung in Parameter- und Koordinatenform

Im R? betrachten wir die Punkte A(0, 1, 1), B(2, —1, 0) und C(3, 2, 1).
Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene FE, welche die Punkte A, B, C' enthélt,
in Parameter- und Koordinatenform.

Lﬁsungsski_zge
Setze @ := OA, b := O?, c:= O? und ¥ = (z, v, z)—r fiir geom. Ortsvektoren.

(i) FE in Parameterform iiber , Drei-Punkte-Form*:

E:% = i+ \b—a) +u@—a)

0 2 0 3 0
= |1]+A -1 -1 + u 21— 11
1 0 1 1 1
0 2 3
= (1|+X|-2|+n|1
1 -1 0

(ii) £ in Koordinatenform:

m Eliminieren der Parameter: A und p lassen sich wegen der linearen Un-
abhéngigkeit von b — @ und ¢ — @ stets eindeutig aus der Parameterform
bestimmen ~»

aus [II:A=1—zinIl..y=1—-2(1 — 2) +
L =0+ 2\ 4+ 3u v ( ) u

IL y=1—2\+ pg~
L z =1 — A

~p=y—2z+1
inl:z =2(1-2)+3(@y—22+1)
=3y—8z+5

—> Ebene in Koordinatenform: £ : z — 3y +8z —5=0

m Alternative 1: Parameterform umformen zu iiberbestimmtem LGS
in den Variablen g und A ~~ erweiterte Systemmatrix und Gauf-

Algorithmus:

2 3| =x 1 9% 2 3 x 2 3 T

-2 1jy—1 :|+ ~ |0 4d4|z+y—1 -2~ 104 z4+y—1

-1 0|z—1 J+ 03|2+2-1 <:|+ 0 0]2=3=2 4,
=:(A|7)

Nur fir 2 —5/8 4+ 2/8 —3y/8 =0 <= =z —3y+82z—5 = 0 ist rg A

T

= rg(A|¥) = 2. Das heifit, nur wenn ¥ = (z,y,2) auf der Ebene mit

Koordinatengleichung F : x — 3y + 8z — 5 = 0 liegt, ist das LGS losbar. v/

m Alternative 2: Bestimmung der Normalenform von E (vgl. Aufg. 24.4).
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24.2 Umrechnung von Koordinatenform in Parameterform

Gegeben sind die folgenden Ebenengleichungen:

a)E:—de +y —22—-3=0 b)E: =7y + 3z = —2.

Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform der gegebenen Ebenen.

Liegt P(1, 3, —2) € R? auf E?

Losungsskizze
Fasse Ebenengleichung als LGS in den Variablen z,y und z auf (mit zwei Null-
zeilen ~ zwei Variablen diirfen frei gewédhlt werden) und bestimme Loésung:

a) Setze x = A und y = p mit A\, p € R~

—2z=3+4dr—y =3+4\—pu

~ z = —3/2 — 2\ + p/2, woraus eine Paramaterformulierung fiir £ folgt:
T 0 1 0
E: %= |y| = 0 +Al 0o | +p|l 1), NpeR
—3/2 -2 1/2

Ob P € FE liegt, ldsst sich mit der Koordinatendarstellung von E leicht nach-
prifen. Firx =1,y =3, 2 = —2 ist

~4-143-2-(-2)-3=-443+4-3=0 = PcE.V

b) Analog zu a): Setze x = A und y = g mit A\, p € R~

32=-24Ty=-2+7Tn

~ z=—2/3+4 Tu/3 ~ Parameterform:

z 0 1 0
E:2=|y|l=1] 0 |+x|o|+p]| 1|, \peRr
—2/3 0 7/3

P¢FE, da—7-3+3 (=2)=—27%#-2
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24.3 Kreuzprodukt im R3

Zeigen Sie, dass fiir @ = (u1, u2, uz)', ¥ = (vi, v2, v3)' € R mit den Ein-
heitsvektoren e; = (1,0,0)7, ea = (0,1,0)  e3 = (0,0, 1)" fiir das Kreuz-
produkt gilt:

U XU = e1det <u2 U2> — eg det (ul Ul) + e3 det (ul m)
u3 v3 us U3 u2 v2

Verifizieren Sie auflerdem ¢ X ¥ L @, © X ¥ L ¥ und 4 X ¥ = —v X .
Losungsskizze
(i) Definition des Kreuzprodukts zweier Vektoren @ = (u1, ue, U3)T, v =

(v1, v2, v3)T c R3:

u1l V1 U2V3 — U3vV2
UXU = [ug | X |va| = | ugv1 —uivs
us U3 U1V2 — U2V1
1 0 0
~UdxT = 0] (u2vs —usv2) + [ 1| (usv1 —wivs) + | 0 | (u1v2 — ugv1)
0 0 1
u2 V2 ulp U1 uir v1
= eq det — es det + ez det v
us3 v3 us v3 uz v2

(il) ¥ x ¥ L @ <= (u, 4 x ¥) = 0~ Ansatz:

U1 U2V3 — U3V2
(U, @ x¥) = ([uz |, | usvs —urvs |)
us U1vV2 — U2V1

= wui(u2v3 — uzv2) + uz2(uzvy —u1vz) + uz(uive — u2v1)
= UIUVU3 — UIUV2 + UUIV1 — UIU2V3 + UIU3V2 — U2U3V1

= U1y 1TU2V3 + U2U SU3V1 + U1w Tu3ve = 0V

Analog: (U, 4 xU) =0~ 0 Ludxv

(iii) @ x ¥ = —¥ x 4: Folgt aus direkter Rechnung:
v2U3 — V3U2 v3u2 — v2U3 U2V3 — U3V2
XU = — V3U1 — V1U3 = V1U3 — V3U1 = U3Vl — ULV3 = UxXvV

V1U2 — V22Ul v2U1 — V1U2 U1vV2 — U2V1
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24.4 Normalenform und Achsenabschnittsform

Im R? betrachten wir die Ebene E in Parameterform:

1 1 1
E:Z=10|+X|-2]|+n| 1], NpeR
1 1 -1

Bestimmen Sie eine Normalenform und Achsenabschnittsform von FE.

Losungsskizze

Eine Ebene wird durch einen Normalenvektor, d.h. einen Vektor 77, der senkrecht
auf E steht, und einen Punkt A € FE via Standard-Skalarprodukt durch die
Normalenform

E:(f#,Z—ad)=0 bzw. E: (i, & —(H,d)=0

—
mit Ortsvektor @ = OA festgelegt.

(i) Normalenform von FE ldsst sich aus Parameterform bestimmen:

E wird von den Vektoren @ := (1, —2, 1)T und @ := (=1, —1, 1) T aufgespannt.

Vektorprodukt von #, ¥ ~ Normalenvektor 7 zu E:

1 1 -2-1 - 1-1 1
n=uxv=|-2|x]| 1| = 1.1 —1-(=1) | = |2
1 -1 1-1 — (=2)-1 3
1 z—1
a:=(1,0,-1)" € E (A = u = 0) ~ Normalenform: E: ([ 2 |, y |)=0

3 z+1

e G
=n =r—a

(ii) Achsenabschnittsform:

Normalenform ~» Koordinatenform:

1 z—1
(121, y |[)=0<<= z—-142y+3(z+1) =0
3 z+1 — rv+2y+32+2=0

Koordinatenform ~» Achsenabschnittsform:
r+2y+324+2 =0« —z/2—-y—3z/2 =1

~» E schneidet die Achsen in den Punkten X(—2,0,0), Y (0, —1,0) und
Z(0,0, —2/3).
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24.5 Hessesche Normalform einer Ebene

Bestimmen Sie von den folgenden Ebenen die Hessesche Normalform:

2 1 3

aA)E:Z=|—-1|4+A|1]|4+pn]| 2 |, p€R b)E:-3x—2y+62—1=0
0 2 —1

Losungsskizze

Ist ig Normaleneinheitsvektor von E, d.h. ig L E mit |ig| = 1, sowie ein

Punkt A € E gegeben, dann nennt man E : (7ig, Z)—d = 0 mit d = (fig, @) > 0
und @ = OA Hessesche Normalform (bzw. Hesseform) von E.

a) Normalenvektor von E: Setze @ := (1,1, 2)", #:= (3,2, —=1)"
1-(-1)—2-2 —5
~f = UXv=12.3-1-(-1)| = 7
1-2—-1-3 —1

Normieren von 77 ~ Normaleneinheitsvektor:

Ay = i _ (_57 77 _l)T _ (_57 77 _1)T
TTER T £V 4941 +5v/3
—_———
=V75=5V3

Das Vorzeichen wird so gewiihlt, dass d = (fig, d) > 0 (dann zeigt 7y in den
Halbraum, in dem der Ursprung nicht liegt). Mit @ = (2, —1, 0) " € E folgt:

(CBL=DD gy = 1 ((=5)-2+7- (~1) = ~17/5V3

5
~ Ny = —% ~ Hesseform E: L_(| _7

e, ) —17/5v/3 =0

e 8

b) Koordinatenform entspricht einer Normalenform ~ 7 ldsst sich leicht ablesen:

—32—2y+62—1 =0 ((=3, =2,6) ,(z,y,2) )=1=0~7 = (—3,2,6)"

~ il = /(=3)2 + (=2)2 + 62 = V49 = 7T und iy = £1/7(-3, =2, 6) "
Fir A € E mit a = (ﬂ gilt (77, d) = 1 ~ positives Vorzeichen fiir 7y

~ Hesseform : E : ((=3/7, =2/7,6/7) ", (z, y, 2) ) —1/7=0
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24.6 DurchstoBpunkt von Gerade und Ebene

Durch die Punkte A(—1, 4, —2) und B(—2, 3, 1) verlduft die Gerade g. Bestim-
men Sie den Durchstofipunkt D von g mit der Ebene

2 1 2
E:Z2=|0 )| +X|=2]+p|l 0], X\NpueR.
-1 1 -3

Losungsskizze
Setze a = (ﬁ, b= O? ~> Parameterform von g¢:

B ~1 —2 ~1 ~1 -1
g:F=d+ob-a=|4|+o||[3 || 4 =|4|+o]|-1
-2 1 -2 -2 3

g N E ~ gleichsetzen der Parameterformen ~ LGS in den Variablen A, u, o:

-1 -1\ [ 2 1 2

4 | +o|l-1|=]0|[+A]|-=2]+nu|o0

-2 3 -1 1 -3
1 2 1 -3 I. A4+2u+0c = =3
= A 2| +p]l 0|+l 1 |=]|4]|~ IL —2A+o0 = 4
1 -3 -3 -1 III. A—=3u—30c = —1

AusIl: 2  + o0 =4d~o =4 +2\inl: A +2u+4+2\= -3~ u=
—7/2—=3X/2,inI11.: A\=3(=7/2—3X/2) —3(44+2)\) = =1~ —\/2-3/2 = —1

= A=-1l,pu=-20=2V

Alternative: Uber Normalenform der Ebene

1 2 —2-1 — 1-1 6
i=|-2|x|o0o|=] 11 —1-(=1) | =5
1 -3 1.1 — (=2)-1 4

(M, (x —2,y,z+ 1)) =6(x —2)+ 5y —4(z+1) =6x + 5y + 4z — 8
~» Normalenform F : 6z + 5y + 4z — 8 =0

gN E: Einsetzen von t = -1 —o0,y=4—0, 2 = -2+ 30 von g in E ~ lineare
Gleichung

6(—1—0)+5(4—0)+4(—2+30) —8=0 = —2+4+0=0~0=2V

o = 2 einsetzen in Geradengleichung ~» D = (=3, 2, 4) "
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24.7 Schnitt zweier Ebenen und Winkel zwischen Ebenen

Gegeben sind die Ebenen F1 : x +2y — 2z —1 =0 und

1 1 —2
Ex:Z= |0l +XAX| 2| +p]l 1|, ApekR
2 —1 0

Bestimmen Sie £1 N E2 und den Winkel zwischen F1 und FEs.

Losungsskizze
(i) Bestimme die Normalenform von FEs:

(g, (1,0,2)T)=14+10=11~ Ey: 2+ 2y+52+11=0

(ii) Schnitt von E7 und Es:

Normalengleichungen von E; und F2 ~ unterbestimmtes LGS:

12 5 |-11 —1
I. z + 2y + 52 = —11 ~
Y Gauf3 12 —-1] 1 <:|+
I« + 2y — 2z = 1 00 0 0
12 5 |—11
~ |00 —6| 12 aus II.: =62 =12~ 2z = -2
00 O 0

Wegen der Nullzeile kann eine der iibrigen Variablen beliebig gew#hlt werden,
zB.y=0,0 e R.Inl.: 24+ 20 — 10 = —11 ~ & = —1 — 20 ~ Schnittgerade:

T —1 )
ExNEy:Z=|y|l=|0]|+c]| 1
z -2 0
(iii) Winkel ¢ zwischen zwei Ebenen: (= Winkel zwischen entsprechenden Nor-
malenvektoren):
. T . B
cosy = <'I’L1, TL2> _ <(17 27 1) ) (17 2, 5) > _ 1+4 5 _ 0

[i1|liz]  VI+4+1vI+4+25 6v/5

= 71 L i~ ¢ =7/2=90°, d.h., die Ebenen stehen senkrecht aufeinander:
Ei 1 E5 (kann man durch scharfes Hinsehen sogar schon an den Koordinaten
von 7i1,2 ablesen).
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24.8 Kiirzester Abstand: Punkt von Gerade und Ebene

Bestimmen Sie den kiirzesten Abstand des Punktes P(—1, 3, 2) von der Ebene

-1 3
FE:2r—y+22+3=0undder Geradeng: % = | 0 | +o0| -1, oc€R.
1 1

Losungsskizze

m d(g; P) (kiirzester Abstand Punkt—Gerade):

Lot von P auf g ~ Lotfuflpunkt @Q € g, bestimme Ortsvektor ¢ = O—C)Q via
a=(-2,01)",5=(-1,3,2)" und @ = (3, —1, 1) " mit Formel:

-1 -1 3
(| 3]1-={o}|.|-1]
5 G il -1 2 1 1 3
i=arP-au o | |, =1
<aaa> 1 —1 —1 1
(1 of,|o]
1 1
B —01 (14D 3430 (-D+ =11 _31 B —14
1 1+1 1 0

=1
~ Abstand von P zu Q: d(P; Q) = |p — q| = Abstand von g zu P:
p—al =1(-1,3,2)" (-4, 1,0)7| =(3,2,2) | =V +8 = VIT ~ 41231

m Abstand d(E; P) iiber Hessesche Normalform von E:

—
Ist die Hesseform einer Ebene bekannt, E : (g, @) —7fg,m) (M € E,m = OM
so ist d(E; P) = |(fig,p) — fig,m)|.

)

Hesse-Form von E: Normieren des Normalenvektors @ = (2, —1, 2) " von
L 1
|7 =VA+1+4=3~ig= 32 -1, 2)7

~ Hessesche Normalform F : —1((2, —1, )" (z,y,2) ) —1=0

Abstand d(FE; P) via Einsetzen des Ortsvektors von P in die linke Seite
der Hesseform:

d(B; P) = —%<(2, L2 (<1,3,2)T) 1| = | —2/3] = 2/3
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24.9 Lage von Punkten und Teilverhaltnis einer Strecke

Zeigen Sie: Die Punkte A(1, 3, 4) und B(—1, 2, —4) liegen bzgl. der Ebene
E:—-4r—y+82—-3=0

in unterschiedlichen Halbriumen von R>. In welchem Verhiltnis teilt E die
Strecke AB?

Losungsskizze
(i) Lage von A und B im Verhéltnis zu E:

Normalenvektor von E: ii = (=4, —1, 8) T, Normierung ~»

—4,-1,8)" 1 i
iy = (=4, -1,8) " = (-4, -1,8" = n
V42 +1+82 9 9

~> Hessesche Normalform von E : 1/9(((—4, =1, 8) ", (z, 3, 2) ")) —1/3=0

Den kiirzesten Abstand (mit Vorzeichen) zwischen A, E und B, E erhalten wir
via einsetzen der Ortsvektoren d = @i, b= O? in die Hesseform von E:
1/9-((f, @) —3) =1/9((-4 —3+4+32) —3) =22/9 =da
1/9- ((ﬁ, By — 3) =1/9((4—2—32) —3) = —43/9 = dp
da >0 = A und O liegen in verschiedenen Halbrdumen, dp < 0 = B

und O liegen in demselben Halbraum bzgl. £, = A und B liegen in unter-
schiedlichen Halbrdumen. v/

(i1) Bestimme Durchstopunkt 7" von Gerade g durch A und B mit E:

b—d=(-1-1,2-3, -4—-4)" = (=2, -1, —8)"
~> Parameterform von g: 7@ = @+ o(b—a) = (1,3,4)" — ¢(2,1,8)",0 €R

ENng:x =1-20,y = 3—0, 2z = 4 — 80 einsetzen in Normalenform ~-
—4(1-20)—3—-0)+84—-80)—-3=0~22-550=0 = o0=2/5

einsetzen in g ~ T = 1/5(1, 13, 4) T mit Ortsvektor = orT.

(iii) Teilverhiltnis: Strecke AB wird von T € AB geteilt

~ t—@=7(b—t) mit Teilverhiltnis 7 in R.

b1 —t1 . —1—1/5

= = 2/3.
t1 — a1 1/5—1 /

Gleichung gilt in jeder Komponente ~ 7 =

Probe: (t2 — a2)/ (b — t2) = (13/5 — 3)/(2 — 13/5) = (—2/5)/(—3/5) = 2/3v
(ts — as)/(bs — ts) = (4/5 — 4)/(—4 — 4/5) = (~16/5)/(~24/5) = 2/3¢
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24.10 Rund um den Schnitt von Kugel mit Ebene %

Bestimmen Sie den Umfang des Schnittkreises S von der Kugel
K:(z—-22+@w+1)?+(z-1)> =16

mit der Ebene FE : —2x—y+3z—7 = 0 und geben Sie eine Parameterdarstellung
von S an.

Losungsskizze
(i) Mittelpunkt Ms von S:

Mittelpunkt von & entspricht dem Lﬁglﬁpunkt L vom Mittelpunkt der Kugel
Mg (2, =1, 1) mit Ortsvektor my = OM}, auf die Ebene E mit Normalenvektor
= (-2 -1,3)"

~» Ms = L = DurchstoBpunkt der Geraden { : my + o7, 0 € Rmit E :

2 -2
{:Z=|—-1|+o| -1
1 3
Einsetzen von x =2 — 20, y=—1—o0cund 2z =1+ 30 in E:

—2(2-20)— (-1-0)+3(1+30) —7=0 = —T+1dc=0 = o =1/2

— Ms = (2—1,-1-1/2,1+3/2)"
= (1,-3/2,5/2)"

(ii) Radius rgs iiber Pythagoras: (~ Skizze ist hilfreich)

7’§<:|7ﬁs—ﬁiK|2 +T§Mr5:\/r§(—|n35—mK2

2
s — | ’(1, ~3/2,5/2)7 — (2, -1, 1)T’

‘ 2

‘(—1, ~1/2,3/2)"
= 14+1/449/4=7/2

7k =4 (Radius von Kugel) = rs = /16 —7/2 = /25/2 = 57\/5

= Umfang: us = 27rs = 512
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(iii) Parameterdarstellung von S:

Bestimme via 77 = (=2, —1, 3) " Orthonormalvektoren & und €, welche an Mg
angeheftet F aufspannen:

—

HLle) e (&) =0~ —20—y+32=0

Zum Beispiel x =y =1~ z = 1, Normierung ~

z 1 T \/g T
=—(1,1,1 =—(1,1,1
€1 \/g(? 1) 3 (1, 1,1)
Bedingung: &2 L &1 Aéx LA A|E2] =1~ &2 = ilxﬁ
|&1 x i
Hierbei ist
1 —2 3 — (-1 4
S o 3 3
1 3 1 — (-2 1

und

&1 X | \/(4\/5/3)2 +(=5v3/3)2 + (V3/3)2 = \/3/9 - (16 +- 25 + 1)

= 42-3/9 = V14.
. V3 T
Somit: & = Y2 (4, —5, 1
omit: &2 = 2 g ( )

Parameterdarstellung Kreis im R3:

S:T=ms+rscospél +rscospés, ¢ € |0,2)
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25.1 Bestimmung von Eigenwerten

Bestimmen Sie die Eigenwerte der gegebenen Matrizen:
1 2 1
Az(_;(1)>, B=<1_12>, C=10-30
1 20

Losungsskizze
Die Eigenwerte einer Matrix A € R™*"™ sind die Nullstellen des charakteristi-

schen Polynoms x () := det(A — AEy). x ist ein Polynom vom Grad n in der

Variablen A ~ reelle Matrizen kénnen auch komplexe Eigenwerte haben.

. -1 0 10 —1-X 0
(I)A_AE2:<2 1>_’\<0 1)2( 2 1—/\>

1—-X 0
2 1—X

, 1 -2 10 1-x -2
(“)B_)‘E2:<1 1)_’\<0 1):< 1 1—>\>

YO\) =det(B—AE) = (1-A\)2+2=X2—2\+3=0

2i¢T8:21\/12-42:211.2-\/5:&1\/5

X(A) =~ det(A—AEy) = det (‘ ) = —(14+N)(1-A) 20 ~ Ao =+1

Mitternachtsformel ~ A1 o =

2 2 Z2

1 21 100 1-x 2 1

(ili) C=AEs =10 -3 0| —Al010|=] 0 —-3-X 0
1 20 001 1 2 =

X()\) _ det(C’ - )\E) Entw. n.:2. Zeile _(_3 _ )\) det (1 I A 1)\)

- (3+N)-(A2=)\) +1)
= AN 224N +3 20

Sinnvolles Probieren ~ p(—3) =0~ Ay = —3
Polynomdivision: p(A) + (A+3) =...= - 2+ A+ 1

e Vil ) W:_l/zi\/g/g

Mitternachtsformel ~ A2 3 =
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25.2 Bestimmung von Eigenvektoren

Untersuchen Sie, ob u = (2,—1)" und w = (1/2, —1/3) " Eigenvektoren von

03
21

A:

sind. Bestimmen Sie alle Eigenvektoren zum kleinsten Eigenwert von A.

Losungsskizze
Angenommen, u ist Eigenvektor von A, dann gibt es ein A € R, \ # 0, s.d.
Au = Au ~ Ansatz:

| 03
Au =\ = =)\ —_— =\
21

Aus I.: A = —2/3, und aus II.: A = —1/3 ~ Widerspruch %4 u kann somit kein
Eigenvektor von A sein.

Analog fiir w:

v\ _ (w2 () [ e
2 1) \-1/3] " \-13 2/3) ~1/3

Aw =\ =
~ w ist Eigenvektor von A zum Eigenwert —2.

(i) Eigenwerte von A via charakteristischem Polynom:

-\ 3
xa(\) = det(A — AE) = det = .. =X -A=6=0
2 1—-2A
Mitternachtsformel ~ Ay = =2, Ao =3
(ii) Bigenvektoren v = (z1, z2) ' zu A\; = —2 (kleinster Eigenwert):

~ homogenes LGS: Av = oy (A+2E2)v=0

2 3|0 -1 2 3]0
M<2 30) J. ”(o 00)
II. ist Nullzeile ~ eine Variable beliebig wéhlbar, z.B. 2 = 0,0 € R, in L.

221 +30 =0~ x1 = —30/2

~3/2

~ Eigenvektoren von A zum Eigenwert —2: v =0 - ,o0€R
1
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25.3 Bestimmung eines Eigenraums

Bestimmen Sie zum kleinsten Eigenwert Apin von

-2 0 10

0 -231
A:

0 0 58

0 0 03

den zugehorigen Eigenraum Eig, = und dessen Dimension.

rrrrrr

Losungsskizze

Determinante einer oberen/unteren Dreiecksmatrix: Fiir eine obere/un-

tere Dreiecksmatrix A = (a;j) € R™*" gilt allgemein: det A = a11 ...+ Gnn
- det(A — )\En) = (a11 — )\) e (ann — )\),

d.h., die Diagonaleintrige sind die Eigenwerte.

(i) Bestimmung der Eigenwerte:

—2—-A 0 1 0

0 -2-X\ 3 1 )
det(A — AE) = det =A+2)°(A=5)(A=3
eA=AE) =det| o TCU0 T = (4220 5)(A-3)

0 0 0 3-2AX

= A12=-2,A3=3, =5~ Apin = A1,2 = —2
(ii) Eigenraum von A zu Amin = —2:

Nach Definition: Ist A EW zu A € R"*", dann ist Eig, (A) := Ker(A — AE,).

0010\ [ 0

N 003 1| |a]_10
A = =2~ Ker(A + 2E4) ~ homogenes LGS 0078 3 0
0005/ \ay 0

Ausl:z3 =0,undausIV.: 524 =0~ 24 = 0. Dan = 4—rg(A+2E,) =4-2 =
2 (bzw. direkt aus dem LGS abgelesen), kénnen die iibrigen zwei Variablen frei

gewéhlt werden, z.B. 1 = o und x2 = 7 mit 0,7 € R (Alternative: Gauf-
Algorithmus).
1 0
. 4 0 1
~ Eig_,(A) =Ker(A+2E;) = {veER" |v=0 0 +7 0 ,o, TR}
0 0

= span(ei, e2)

—> dimEig_,(A) =2
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25.4 Uberpriifung auf Diagonalisierbarkeit

Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf Diagonalisierbarkeit:

1 -4 8 —6 L 100
4— |4 257 7 B:<02>, C=1010
8 5 3 0 231
-6 7 0 4
Losungsskizze

~

A € R™™ diagonalisierbar <= geometrische Vielfachheit g(A4;)\) = algebrai-

sche Vielfachheit a(A; \) fiir jeden Eigenwert A von A.

a(A; \) = Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms x4 () =
det(A — AEy) und g(A; \) = dim Eig, (A). Insbesondere:

| a(A; N) < g(A; ) |

Besitzt x 4 genau n paarweise verschiedene Nullstellen (= x 4 zerfillt vollstindig
in n verschiedene Linearfaktoren), dann ist A diagonalisierbar.

Reelle symmetrische Matrizen A besitzen n paarweise verschiedene reelle Eigen-
werte, sind also immer reell diagonalisierbar.

(i) A= AT = A symmetrisch, also A diagonalisierbar v/

(ii) B ist obere Dreiecksmatrix ~ yp(A) = det(B — AE2) = (A — 1)(A — 2)

~» x p zerfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren ~» B diagonalisierbar.

(iii) C ist untere Dreiecksmatrix ~ xc(\) = (1=X)® ~ A1 = 1 mit a(A\1;C) = 3
Eigenraum Eig, (C) = Ker(C' — E3): via Losung des LGS (C' — E3)z =0

000 T1 0
~ 1000 zo | = | 0 |; zwei Nullzeilen ~ zwei Variablen beliebig wéhlbar,
230 xrs3 0

zB.xo=0,2z3=71,0,7 € R. In1lL: 221 + 30 =0~ 21 = —30/2

—3/2\ 0\
~ jeder Vektor der Form v = o 1 +710 ist Eigenvektor von
0 1

C zu \1 = 1~ Eig,(C) = span(vi,v2) und dim Eig, (C) = 2

= ¢(C;1) =2<a(C;1) =3 = C nicht diagonalisierbar.
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25.5 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Drehmatrix

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von ¢ € [0, 27) sdmtliche reelle Eigenwerte und
Eigenvektoren der Drehmatrix

cosp —sing
Ay =
siny cosp

Losungsskizze
(i) Reelle Eigenwerte:

xa,(A) = det(Ay, — AE2) =det A, =

cosp — A —sing
sing  cosp — A

= (cosp — \)? +sin’p 20
Eine Summe von Quadratzahlen ist genau dann 0, wenn jeder Summand 0 ist:
(cosp — N)? +sin’ o =0 <= (cosp — N> =0 Asinp=0

~ sin? @ £ 0~ nur fiir ¢ =0V ¢ =7 gibt es Eigenwerte.

(ii) Eigenwerte und Eigenvektoren fiir ¢ = 0; p = 7:

XAg,(A) = (F1 - )\)2 =0~ A ==+1~ homogenes LGS (Ag,» £ E2)v =0

p = 0, A = 1~ Ag— Fy = Ey — Fy = O(Z Nullmatrix)

undtp:W,)\:—lvaw—f—Egz—Eg—i—Eg:O

— Eig,(A4o) = Big_,(A4,) = R?, d.h., alle v € R? sind Eigenvektoren.

Die Skizze visualisiert dies: Die - Ao = Es
Abbildung v — A,v kann geo-
metrisch als Drehung eines Vek-
tors v um den Ursprung mit
dem Winkel ¢ interpretiert wer- p=m

den.

Fiir ¢ = 0 wird jedes v € R? mit 0° gedreht, d.h. auf sich selbst abgebildet — v
ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Fiir ¢ = 7 wird jeder Vektor v mit
180° gedreht: Arv = —F2v = —v, d.h., v ist dann Eigenvektor zu A = —1.
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25.6 Diagonalisierung einer 3 X 3-Matrix

Zeigen Sie:
4 0 3
A=101 0
-2 0 -1
ist diagonalisierbar. Geben Sie eine zu A #hnliche Diagonalmatrix D an und
bestimmen Sie aufierdem eine Matrix U mit U~ *AU = D.

Losungsskizze

Eine Matrix A € R™*"™ heifit diagonalisierbar, falls sie zu einer Diagonalmatrix
D = diag(di1, ..., dnn) dhnlich ist: A ~ D. Zwei Matrizen A, B € R™*" sind
ihnlich (A ~ B), falls es eine invertierbare Matrix U gibt (Tmnsformatwnsma—
triz), s.d. A = UBU~*. Ahnlichkeit unter Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.
Kriterien zur Diagonalisierbarkeit (vgl. Checkbox in Aufg. 25.4).

(i) Eigenwerte von A:

4-X 0 3
3
det(A—XE3) = det| 0 1-X 0 = —(1—X)det \
9 11—
-2 0 —-1-X
= —(1=2)-(4-N(=1-2)+6)
= xa(\) = -A*+4\% -5\ +2
Sinnvolles Probieren (vgl. Abschn. 10.7.3): ~ x4(2) =0~ A\ =2
Polynomdivison: xa(A\) = (A—2)=...= =22 +2X—1=-A—-1)? ~ Ao 3 =1

= a4 =2)=1; a(A X 3=1)=2

(ii) Eigenraum zu \1 = 2:

2 0 310 1 2 0 3|0
(A—2E3)z =0~ [ 0 -1 0 |0 :| ~ [0 =1 0|0 ;ausll:z2 =0;
-2 0 =310 + 0 0 00

aus [11.: zB. 23 =0, 0 ER, in L.: 221 + 360 =0~ 21 = —30/2
—3/2
~ Bigy(A) =S{veR’ jv=0| 0 ,o0€R
1
= ¢g(A4;2) =dimEig,(A) =1=a(2;4) v
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(iii) Eigenraum zu A2 3 = 1:

30 3]0 2/3 30 30
(A—E3)z=0~ |0 0 0 [0 :| ~ [0 o0o0]0

-2 0 =210 + 000]|0
Aus II. und II1.: z3 =0, z2 =7, mit 0,7 € R, in [.: 321 + 30 =0~ 21 = —0
0 -1
~ Bigi(A)={veR’ |[v=0c|1|+7| 0 |,0,7€R
0 1

= g(4;1) =dimEig;(A) =2=a(1;A) v

~> algebraische und geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte stimmen iiber-
ein = A diagonalisierbar.

(iv) Zu A dhnliche Diagonalmatrix:

A diagonalisierbar ~» A ist zu einer Diagonalmatrix mit Eigenwerten von A als
Eintréigen auf der Hauptdiagonalen &hnlich: A = UDU .

Bis auf die Reihenfolge der Eintrige ist die Darstellung eindeutig*. So gilt z.B.

200 100 100
A~fO10|, A~|0O20]|, A~]|O010
001 001 002
(v) Bestimmung von U und U2
L [—3/2 -10
Basisvektoren der Eigenrdume ~ U = 0 0 1
1 1 0
-2 0 -2
Invertieren (z.B. mit GauB; vgl. Kap. 23) ~U"'=| 2 0 3
0 1 0
-2 0 -2 4 0 3 -3/2 -1 0 200
~D=UTAU=| 2 0 3 010 0 0 1]=fo10|V
0 1 0 -2 0 -1 1 10 001

* Befiillt man U mit einer anderen Reihenfolge der Basiseigenvektoren, so fiihrt dies auch
auf D, nur mit permutierten Eigenwerten auf der Diagonalen. Die Reihenfolge ist in diesem
Sinn also irrelevant.
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25.7 Diagonalmatrix einer symmetrischen 4 X 4-Matrix

Bestimmen Sie zu

0 —-10
-1 1 2
A =

0 O 0

1 2
eine invertierbare Matrix U, so dass U~ ' AU = D mit einer Diagonalmatrix D
ist.
Losungsskizze

B ist symmetrisch ~ B reell diagonalisierbar.

(i) Eigenwerte von A:

-s -1 0 1

-5 -1 1
11-s 0 2 :
det(B—AE4) = det Brle 3 _g)det | -1 1—5 2
0 0 3—-s 0
1 2 1-s
1 2 0 1-s
1—s5 2 -1 1 —1
- Spalte (3—=35) | (—s)-det + det + det
2 1-s 2 1-—s 1—s 2

- (3-s) ((75)(52 25— 3) 425 —6) = (3 —s)(—5° + 25>+ 55 — 6))
~oxBA) = (3—8) (=83 + 252+ 55— 6) =0 => s1 =3
Fiir den zweiten Faktor erraten wir s = 3 ebenfalls als Nullstelle. Polynomdi-
vision: (—s® 425?455 —6) + (s —3) = —s? — s+ 2. Scharfes Hinsehen, Probieren

oder Mitternachtsformel: ~ s3 = 1554 = —2

(ii) Eigenvektorbasis zu Ay = A2 = 3: ~ Bestimme Ker(B — 3E4):

-3 -10 110 1/3 11 -3 -1 0] 1

-1 -20 2|0 <:|+ 0 —5/30|5/3
laS=s

0 0 0 0|0 0 0 0 O

1 2 0 -2|0 + 0 o ol o

Zwei Nullzeilen ~ x3 = t; x4 = smit s,t € RausIl.: 2 = s,inl.: —=3x1—s+s =
0~ 21 = 0. Somit ist # = (0,s,¢,s) | Losung

— Ker(B — 3E4) = span((0,0,1,0)",(0,1,0,1) 7).
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(iii) Eigenvektorbasis zu A3 = 1: ~» Bestimme Ker(B — Ej4):

-1 -10 1|0 1 —-1 /=1 -1 0 1]0 -1-101/0
-1 0 0 2|0 <:|+ 0 1 010 -1 0 1 010
0 0 2010 00200:| 0 0 20/0
1 2 00|0 + 0 1 010 + o o0 o0olo
Nullzeile ~ x4 = s,s € R, aus IIl.: 3 =0, aus I[I.: 20 = —sin [.: —x1 +s+s =
0~ 21 = 2s. Somit ist z = (25, —s,0,s) " Losung

— Ker(B — E4) =span((2, —1, 0, 1) ).
(iv) Eigenvektorbasis zu Ay = —2: ~ Bestimme Ker(B + 2E4):
2 —10 1|0 12 -1/2 (2 =10 1 |0 2-10 10
-1 3 0 2|0 <:|+ 0 5/205/2|0 —1 05/2 0 5/2|0

e N

0 0 5010 00500:| 0O 0 5 010
1 2 0 3]0 + 0 5/2 0 5/2|0 + 000 0lo
Nullzeile ~ x4 = s,s € R, in I1.: 22 = —s,in [.: 221 + s+ s =0~ 21 = —s,

aus IIL.: 3 = 0. Somit ist z = (—s, —s, 0, s)T Losung

— Ker(B + 2E4) = span((—1, —1, 0, 1) ).

(v) Bestimmung von U, U~ und D:

Die Basisvektoren der Eigenrdume bilden die Spalten von U. Da A symmetrisch
ist, gilt speziell U~ = U . Probe:

00 2 -1 0 010 1000
vyt |01 -1 -1 0 1t ot1|_lo1oo0f,

100 0 2 -101 0010

01 1 1 -1 -101 0001

U BU muss somit die Diagonalmatrix D = diag(3, 3, 1, —2) ergeben:

0 0 10 0 -101 00 2 -1 300 0
UTBU = 0 1 01 -1 1 02 01 -1 -1 030 0 v

2 —-101 0 0 30 10 0 O 001 O

-11 -1 01 1 2 01 01 1 1 000 -2

In Abhéngigkeit von der Reihenfolge, in welcher man die Matrix U mit Eigen-
vektoren befiillt, erscheinen auch die Eigenwerte in der Diagonalmatrix D. Die
Diagonalmatrix ist somit bis auf Permutation der Diagonaleintrige eindeutig
bestimmt.
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25.8 Singuldrwertzerlegung

-10
Bestimmen Sie eine Singulidrwertzerlegung von A = 0 1

2

Losungsskizze

Singulérwertzerlegung: A = USV' mit A € R™X" U und V quadrati-
sche Orthogonalmatrizen U € O(m), V € O(n) sowie der Singuldrwertmatrix
E c Rmxn.

(i) Bestimmung der Singuldrwerte und der Singuldrwertmatrix X:

Singuliirwerte von A sind die Wurzeln der Eigenwerte von AT A € R?*2:
-10
ATA:(_102>- 0 1 :<54)
0 12 45
2 2

= (5-M)2-16=X—-10A+9=0
Scharfes Hinsehen (oder Mitternachtsformel) ~» A1 =9, A2 =1

30

~ Singulirwerte 01 = v/9 = 3, o2 = 1 mit Singulirwertmatrix ¥ = | ¢ 1
00

(if) V: Die Spalten von V bestehen aus der orthonormierten Basis von Eigen-
vektoren der Matrix AT A:

» Eigenvektoren zu A1 = 9 via LGS (AT A — 9E2)v = 0:

-4 410 1 —4 4
M<4 —4 0) . M(o 0
inl:z =7~ o= (r,7)) = v =(1,1)" spannt Eigg(A" A) auf.
Normierung ~ v1 = (1/v/2, 1/v/2)"

» Eigenvektoren zu A2 = 1 via LGS (AT A — F»)v = 0:

4 4
a4
4 4

0

O) saus II: xo =7, 7 € R,

0> saus II.: xo = 7, 7 € R;

0 1 4 410
0) 3+M<00
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Inl:z = -7~ o = (—7,—7)" Loésung = v = (—1,1)" spannt
Eig, (A" A) auf. Normierung ~» va = (—=1/v/2, 1/v/2) "

1v2 12 ) 2\

2
(iii) U: Matrix U besteht aus einer orthonormierten Basis des R* von Eigenvek-
toren der symmetrischen Matrix AAT € R3%3,

1/V2 —1/\/5) V2 (1 —1)

1
Einfacher sind die Basisvektoren iiber die Beziehung 4; = — Av;, i = 1,2 zu
[eF)

berechnen ~»

L [-10 1 -1/3 -1
U] = — - 0 1 (): 1/3 D o 1. 0
4/3 2

— O
VR
—_ |

—_
~_—

I

~> 11, U2 sind zwei orthogonale Vektoren aus R®. Erginze zu einer Basis des
R?, z.B. mit @3 = (0,0, 1) .

Transformiere {@1, @2, 43} zu einer Orthonormalbasis (z.B. via Gram-Schmidt-
Verfahren; vgl. Aufg. 21.6):

~1/6 1/2 2/3
~ur=v2| 1/6 |, uwe=v2|1/2|, us=|-2/3
2/3 0 1/3

—V/2/6 \2/2 2/3
= U= | v2/6 Vv2/2 —2/3
2¢v/2/3 0 1/3
Probe:

—V/2/6 V2/2 2/3

30
usv’ = | V2/6 V2/2 —2/3 01 \/\2/22 g/z
22/3 0 1/3 00) \TVHEVY
V2/2 V2/2 10
= [ v2/2 v2/2 |- {/55/22 g/z =10 1|=AY
2V2 0 V22 V2 2 2
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25.9 MATLAB®-Computerpraktikum SVD *

In diesem Praktikum berechnen wir mit Matlab® die Singular Value
Decomposition (SVD; Singuldrwertzerlegung) einer (Bilddaten-)Matrix und
fiihren eine Datenkompression durch.

a) Notieren Sie stichpunktartig grundlegende Eigenschaften der Singuldrwert-
zerlegung A = ULV | einer Matrix A € R™*".

b) Ist A=UXV " mit rg A = p, so ist

p

T

A= E giU;V;
i=1

(mit Spaltenvektoren wu;,v; aus U und V und den Singulirwerten o1 > o2 >
. > 0p > 0).

Wie konnte man diese Gleichung fiir eine Ndherung an die Matrix A nutzen?

c¢) Lesen Sie Clive Molers Artikel ,,Professor SVD“ [50] sowie den Eintrag zu
Gene H. Golub auf Wikipedia [65].

d) Machen Sie sich mit Hilfe eines Tutorials mit MATLAB® vertraut, z.B. [44].

e) Mit der Funktion imread lassen sich in MATLAB® Bilddaten einlesen. Die
Bilddaten werden als RGB-Werte in einer dreidimensionalen RGB-Matrix ge-
speichert. Lesen Sie ein Testbild ein und transfromieren Sie es zur Vereinfachung
mit der MATLAB® -Funktion rgb2gray in eine Grauwertmatrix A. Lassen Sie
sich anschlieBend von MATLAB® mit der Funktion svd die SVD von A be-
rechnen.

f) Bestimmen Sie fiir verschiedene Werte von 1 < k < p die Approximationsma-
trizen Ay = Zle ouiv; und lassen Sie sich die in Ay, gespeicherten Bilddaten
z.B. via image anzeigen. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Losungsskizze
a) Fiir eine beliebige Matrix A € R™*" ist AT A und AA" immer symmetrisch.
Diesen Umstand nutzt man aus und kann zeigen:

Zu A € R™*™ mit rg(A) = p < min{m,n} existiert immer eine Singulirrwert-

zerlequng:

p
A=UxV' = Zaiuivi—r
i=1
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Hierbei sind:

mo12>022>...20p>0,0p41 = ... = Opin{m,n) = 0 Singulérwerte

Diese sind die Wurzeln der Eigenwerte von AT A € R™*"™.

diag(o1, ..., 0n)
OT

m Y = fir n > m und ¥ = (diag(o1,...,0n)]|0) fir

n<m

mit Nullmatrix O € RI™~"1*" ist die Singuldrwertmatriz aus R™*™.

m Singuldrvektoren u;,7 = 1..mund v;,5 =1,...,n

Diese sind Eigenvektoren von AT A € R™ "™ bzw. AA" € R™*™ und
bilden jeweils eine Orthonormalbasis von R™ bzw. R"

m Die Matrizen U, V werden mit Hilfe der Singuldrvektoren erzeugt:

U= (u1]...|um)€R™™

V=_(vi|...|vn) €R™"

b) Durch Weglassen von p — k (k < p) Singuldrwerten erhalten wir die Matrix

k
Ay = Zoiuw; ~ A k<p.
i=1

Fiir k < p stellt dies eine Art Naherung an A dar (~ Niedrigrangapprozimation).
c) v

d) v
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e) + f) SVD mit MATLAB®-Routinen und berechne fiir k& < p die Sin-

guldrwertapproximation Ay (z.B. hier fiir k = 5).

B Editor - C:\Users\keller\Documents\MATLAB\svd_test.m ® x
[ svd_testm m
i SHEfHHFFFH AR AR E S H R AR AR R A iyl
2 $### 1. Einlesen der Bilddaten und SVD ###
3 SHEFFH A A A A
4
5 clear; % Speicherplatz freigeben
Bi= B = imread('bild.jpg'); % Bild einlesen -> RGB-Array
7= A = rgb2gray(B); % Transformieren Grauwertmatrix
8= [U,S,V]=svd(double(R)); % SVD berechnen
9
10 SHE#FHFF S HAF A F SRS S
1Ll $### 2. Niedrigrangapproximation an A ###
12 SHEFFFFHF AR R R R R
113
= k= 5; % Anzahl Summanden fiir Approximation
1.5 = A k=U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)': % Summe
16 &
I<
~ Vergleich von Originalbild mit Singuldrwertapproximation
Z Editor - C:\Users\keller\Documents\MATLAB\svd_test.m ® x
i '|( svd_testm m
16 ~d
17 SHEHHH A A R R R 1
18 $### 3. Anzeigen des Bilds #####$#544#44
19 SHAFFHFFHFFHFHFHAF A HH AR H RIS
20
2= figure;
A= subplot(1,2,1);
23— colormap (gray (256)) ;
2= image (R) ; % Anzeigen Originalbild
25 = axis off
ZE= subploti(l,.2,2)%
2= image (A k) % Niedrigrangapproximation
2= axis off
ZE
30
v

21

I<
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Niedrigrangapproximation an Beispielbild'; A € R#?2%221 1g(A) = 221

(a) Original (b) Ag, k=1

(f) Ag, k=64

Interpretation (und Ausblick):

Schon bei relativ kleinem k lésst sich das Bild gut erkennen. In unserem Beispiel
sind z.B. sogar schon fiir k = 16 wesentliche Merkmale ersichtlich, fiir £ = 64
ist praktisch fast kein Unterschied zum Original erkennbar.

In den Singulédrvektoren zu den vom Betrag her grofiten Singuldrwerten ist wohl
am ,meisten Information des Bilds“ (= der Matrix) gespeichert.

Dies kann man genauer spezifizieren und ist tatséchlich der Fall, weshalb die
SVD in Wissenschaft und Praxis z.B. zur (verlustbehafteten) Datenkompressi-

on eingesetzt wird.

Eng verwandt ist die SVD zu dem statistischen Verfahren der Hauptkomponen-
tenanalyse (Principial Component Analysis, PCA), welche z.B. in Algorithmen
zur Kiinstlichen Intelligenz (Datenreduktion, Muster- und Gesichtserkennung)
Verwendung gefunden hat.

I1Mit freundlicher Genehmigung von T.W. Klein.
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364 26 Lineare Abbildungen, Transformationen und Projektionen

26.1 Untersuchung auf Linearitat

Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind, und geben Sie ggf.
die Standard-Darstellungsmatrix ® an:

a) ¢:R® = R?, b) ¢:R? - R? c) p:R? = R3
o(z,y,2) = (z,y) @@y = (@+yy+2) ey = (% 22y,5°)

Losungsskizze
a) Diese Abbildung kann man geometrisch als Orthogonalprojektion auf die
xy-Ebene interpretieren. Wihle @ = (21,22, 22), ¥y = (y1,y2,y3):

olx+y) = @((z1, v2, 3) + (Y1, Y2, ¥3)) = (@1 + Y1, T2 + Y2, T3 + y3)
= (21 +y1, T2 + y2) = (71, 22) + (Y1, Y2)
= ¢(z1, z2, 3) + (Y1, Y2, ¥3)
= o(z) +o(y) v

plax) = pla(zi, z2, 73)) = p(a-x1, - 32, a-x3) = (0 71, - T2)
= a(z1, z2) = ap(x1, 2, 23) = ap(x), « € RV
—> ¢ ist linear mit Darstellungsmatrix.
100
® = (p(e1) | ple2) | wles)) = ((1,0,0) (0, 1,0) | ¢(0,0,1)) = 010
b) Wihle ¢ = (z1, z2), y = (y1, y2):

ol +y) = o((x1, z2) + (y1, ¥2)) = e(x1 + Y1, T2 + Y2)
= (v1+y1 +x2+y2, 2+ y2 +2)

o(@) +o(y) = @@, 22) + p(Y1, y2) = (21 + 2, T2 + 2) + (Y1 + Y2, Y2 + 2)
= (x14+ 224+ y1 +y2, xa+y2+4)

= o(x +vy) # ¢(x) + ¢(y), also ist ¢ nicht linear.

¢) ¢ kann wegen dem Quadrieren nicht linear sein: Betrachte vereinfacht die
Abbildung @1 : R — R, mit 1 (z) = 2% ~
o1(r1 +22) = (z1 +22)? = 27 + 22122 + 23
und p1(21) + @1 (22) = af + 23
= @1(z1 + 22) # p1(21) + p1(z2)

(1 beschreibt erste Komponente von ¢ = ¢ ist nicht linear.
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26.2 Drehung als lineare Abbildung
Untersuchen Sie die Abbildung ¢ : R? — R? mit

p(z,y) := (xcosa — ysina, rsina + ycosa)

mit o € R auf Linearitdt und geben Sie ggf. die Standard-Darstellungsmatrix

an.

Losungsskizze
Offenbar ist

cosa —sina T
_ = p(z,9).
sina  cosa y

Da jede Matrix A : R® — R" durch ¢(x,y) := A - (z,y) " eine lineare Abbil-
dung definiert, ist ¢ somit automatisch linear und A = ®. v

Miihsame Alternative: Direkte Rechnung. Wihle = (z1, 22) und y =
(y1,y2) ~

o(x+y) = @1 +y1, v2 +y2)

((z1 4+ y1)cosa — (w2 +y2)sina, (z1 +y1)sina + (z2 + y2) cos «)
= (z1cosa — xasina + y1 cosa — y2 sina,

x1 sina + @2 cos a + yi1 sin « + y2 cos a)

(z1cosa — xasina, x1 sina + x2 cos )
+(y1 cosa — y2 sin v, Y1 sin « + y2 cos a)

= p(z1, 22) + @Y1, y2) = p(x) + (y) v

p(Az) = p(A(z1, 2)) = p(Az1, Az2)

= (Az1cosa — Azgsina, Az1sina + Az2 cos )

= (AMx1cosa —xasina), A(z1sina + x2 cosa))
= A1 cosa — xosina, z1sina + 2 cos )

= Ap(z122) = Ap(x), \ERV
Wegen ¢(e1) = ¢(1,0) = (cos a, sin ), und ¢(e2) = (—sina, cos a) ist

T T cosa —sina
P =(per) | ple2) ) = _
—sina  cos o

die Standard-Darstellungsmatrix von ¢. Die lineare Abbildung beschreibt somit
eine Drehung mit Winkel @ um den Ursprung.
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26.3 Isomorphe Vektorraume mit endlicher Dimension

Sind die Vektoren
pi(z) =2° 4+ 1, pa(z) = 22° + z — Lund p3(z) = 4z + 2

aus P2 linear unabhéngig? Untersuchen Sie dies direkt und unter Ausnutzung
von Isomorphie.

Losungsskizze

Auffrischung Isomorphie: Vektorrdume U,V mit dimU = dimV = n < oo sind
isomorph: U ~ V.

Das heifit, es gibt eine bijektive (lineare) Abbildung ¢ : U — V, so
dass gilt: w1, u2, ... um,u; € U,j = 1,...,m linear unabhingig <=
p(u1), p(p2), - .., ¢(um) linear unabhingig.

(i) Direkter Ansatz iiber Linearkombination: Ap1(z) + ppz(x) + ops(xz) = 0.
Einsetzen von z.B. x = £1 und z = 0 ~ LGS:

r=—-1~ 12X — 20 =0
=0 ~1II. X —u+ 20 =0
r=1 ~ IIL 2\ + p + 60 = 0

AusI: A =0o;in Il: A —p+2X =0~ 3\ = p; in II1: 2A 4+ 3X 4+ 6\ =0 ~
122 =0 = A = p =0 = 0. Somit sind p1, p2, p3 linear unabhéingig.

(ii) dimR? = dim Py = 3 ~ R ~ P,

Die Abbildung p + ¢(p) := (a, b, ¢) mit p(z) = az® + bz + c ist linear ~
untersuche entsprechende Koordinatenvektoren

1 0

vi=p) = 0], ve=e@)" =| 1], w=em) =|4

1 -1 2

auf lineare Unabhéngigkeit ~ Ansatz

1 2 0 0 L A+ 2u =0

AMO|l+pl 1 | +ol4]=|0] =< IL w + 40 =0

1 ~1 2 0 IL A — g + 20 =0
AusL: p=—-X/2, inIl.: 0 = —p/4 = A/8. Beides in II1.: A+ A/2 + \/4 =

TA/4 =0

=—> A = p = o = 0, also sind v1, v2, v3 linear unabhéngig und damit wegen

Isomorphie auch p1, p2, ps.
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26.4 Lineare Abbildung zwischen Funktionenrdaumen
Uberpriifen Sie die durch ¢ : C*[0, 1] — C[0, 1] mit*

fo/(:c)+2/ f)ydt, 0<z <1
0
definierte Abbildung auf Linearitdt und bestimmen Sie die Bilder von f(z) =

sinz, g(z) = 2% und h(z) = e”.

L Ct0, 1] ist der Vektorraum der stetig differenzierbaren und C|0, 1] ist der Vektorraum der
stetigen Funktionen mit Definitionsbereich [0, 1].

Losungsskizze

m ¢ ist linear, denn aus den Rechenregeln fiir die Ableitung (Summen- und
Konstantenregel) und fiir Integrale (~ Linearitit des Riemann-Integrals)
folgt:

o(ftg) = (F@) + g(@) + 2 /O ) + gy de

= F@) + g'(m)+2/omf(t) de/oxg(t) dt

f(@) + 2 / Cfydt + g(x) + 2 / "oty dt
o(f) + ¢lg) v

Fiir einen Skalar A € R folgt:

0N = (@) +2 [ A = ar@ + 2 [ a

A(r@ 2 [T ) = xen

m Die Bilder erhalten wir durch Einsetzen via Differentiation und Integrati-
on:

e(f) = @(sinx):(sin:c)’—f—Z/ sint dt = cosx + 2[— cost]y
0
= cosz —2cosx + 2cos0 = —cosx + 2
o(g) = (p(x2)2($2)/+2/ t“’dtzzm+2[t3/3r:2x3/3+2x
0 0

o(h) = go(em):(em)/—i-Q/o etdt:ex+2[et}0 =3e" -2
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26.5 Koordinatentransformation

Geben Sie die Koordinaten von v € V' bzgl. der Basen A und B an:

a) V=R*>v=(2,3" b) V =Pa(R), v = p(z) = 22° — 3,
A={LOT, DT}, A={a a1},
B={(-2,1)7, (1, -1)"} B={z*-1,2° -2, 2z}

Lt')sungsskizze
a) Setze A = und B = 12 11

Koordinaten bzgl. A via A™': K" (v) = B~ 'v, analog fiir B.

-1 -1
-1 _ -1_ _1
A detA 0 = A (Zufall) und B~ = @B |, ~
——
=1
_ -11 2 1 _1 -1 -1 2 -5
vy = AT v= = s = B v = =
0 1 3 3 -1 -2 3 -8

b) A ist die Standardbasis fiir P2, d.h. va = (2, 0, —3)T. v

B: Bilde die Basisvektoren aus B via kanonischem Isomorphismus auf ihre ent-
sprechende Basis in R® ab: by = (1, 0, —1)T7 b = (1, 0, -2)7, bz = (0, 2, O)T

Bestimme Koordinaten bzgl. der inversen Matrix von B = (b1]b2|b3):

1 1 0 2 0 1
B= 0 0 z.B. %Gauﬁ Bfl _ 1 0 1
-1 -2 0 0 1/2 0

Somit: vy = B~1(2,0, =3)" = (1,1,0)"

Probe: 1- (22 —1)4+1- (22 —=2)+0-2z =22°> — 3 =p(z) v

Alternative: Mit Standardansatz: 222 —3 = x1(x® —1)4z2(2? —2)+23(22). Sor-
tierung der Potenzen und Koeffizientenvergleich ~ LGS x1+x2 = 2; —x1—222 =
—3;2z3 = 0. Hieraus errechnet man: z3 = 0,22 = 1;21 = 1 ~ v = (1,1,0) "
Der alternative Ansatz geht hier sogar leichter, da man sich das Invertieren der
3 x 3-Matrix B spart.
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26.6 Darstellungsmatrizen zu verschiedenen Basen

Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R — R? mit

ez, y) = 2z + y, x + 2y).

Bestimmen Sie zu den Basen £ = {e1,e2}, A= {a1 = (1,1)", a2 = (—1,2)"}
und B = {b1 = (=1,0)", b2 = (2,—1)"} die Darstellungsmatrizen 5 5, e, 5
und ¢, 4 und driicken Sie damit ¢ aus.

Losungsskizze
Berechne vorab die Inversen der Basismatrizen und benétigte Vektoren:

1 -1 ~1 2 o, 121 . -1 -2
A: ’B: ’\/)A = - , B =
1 2 0 -1 3\-11 0 -1

Daneben ist

@(b1) = p(=1,0) = (=2, —=1);  @(b2) = ¢(2,—-1) = (3, 0)

und
ple1) = ¢(1,0) = (2,1), ¢(e2) = »(0,1) = (1,2).

m ¢, 5: Die Spalten der Darstellungsmatrix ® 3 5 bestehen aus den Koor-
dinaten von ¢(b;), i = 1,2 bzgl. B:

) -1 -2\ (-2 4
B™p(b1) = =
0 -1 —1
_ -1 =2 3 -3
B™lp(b2) = =
0 -1 0 0
. T T 4 -3
Somit ist ¢(b1) = (4,1) ', ¢(b2)g = (—3,0) und ®p i =
0
~ =B -Pppi- B~L.
Probe:
_1 -1 2 4 -3 -1 =2 21
B- CI)B,B -B = = v

0 -1 1 0 0 -1 12
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m pg¢ 5: Die Spalten der Darstellungsmatrix ® ¢ 5 bestehen aus den Koor-
dinaten von ¢(e;), i = 1,2 bzgl. B, insbesondere ist £~ = E:

. —1 =2\ (2 —4
B p(e1) = =

0 -1 1 —1

_ -1 =2 1 —5
B p(e2) = =

o
|
_
N
|
N

—4 -1

~plen)s = (=4, -1)T, p(e2)s = (=5, —2) " und ®¢ 5 = s o

~ e =B - Pep-E =B -0gp

1
B -®¢p = = v

m ¢, 4: Die Spalten der Darstellungsmatrix ®¢, 5 bestehen aus den Koor-
dinaten von ¢(b;), i = 1,2 bzgl. A:

_ 1({2 1\ [-2 1 (-5
A7) = =7
) 3\-11) \ -1 311
_ 1(2 1\ (3 2
A o) = = —
3\-11/ \o -1
. - —5/3 2
~ p(b1)a=(-5/3,1/3) ", p(b2)a = (2, —1) und o 4 =
1/3 -1
~ A=A @pa-B
Probe:
. 1 -1\ [-5/3 2 -1 -2 21
A-Ppa-B "= = v

1 2 1/3 -1 0 -1 12
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26.7 Darstellungsmatrix einer Abbildung zwischen
Funktionenraumen

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ : P2 — P3,
o [ s
0

bzgl. der Standardbasen & = {z? x,1} und &4 = {2®, 22, =, 1}.

Testen Sie Thr Ergebnis mit dem Vektor p(z) = 522 + 2z — 1.

Losungsskizze
Die Darstellungsmatrix besteht aus den Koordinatenvektoren von ¢ (1), p(z), p(2?)
bzgl. der Basis £4:

o(2?)e, (/: 2 dt)& — (%/3)e, = (1/3,0,0,0)7

o(x)e, = (/Oxtdt>g4 = (%/2)e, = (0,1/2,0,0)"

o(l)g, = (/mldt) = (2)g, = (0,0,1,0)"
0 Ey
1/3 0 0
Somit ist ®g, ¢, = 8 1(/)2(1) und o(f) = Ke, (Pe,.e,. K2 (f)) -
0 0 0

Probe mit p(z) = 5z 4+ 2z — 1. Es ist Kgsl(p) =(5,2,-1)" ~

-
1/3 0 0
P 0 1/2 0
Ke, (©53754K53 (522 + 2z + 1)) = Ke, E4
~~ 0O 0 1
=Fy —1
0 0 O
= (5/?)’ 17 71: O)T
= gxs + cc2 -

x

o(p) = <p(5x2+2x—1):/ 5% 4+ 2t — 1dt = [gt3+21t2—t}

0 ?

0

5
= §x3+x27x\/
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26.8 Spiegelung, Rotation, Skalierung und Verschiebung

Geben Sie zu den folgenden Transformationen die entsprechenden Transfomati-
onsmatrizen an und berechnen Sie das Bild von AABC, mit A= (1,1)",B =
(3,4)7,C0=(4,2)":

a) Spiegelung an der y-Achse
b) Rotation um 90°
¢) Skalierung um 3/4 in z-Richtung und um 1/2 in y-Richtung

d) Verschiebung um v = (-2, -2)"

Losungsskizze
a) Die y-Achse schliefit mit der z-Achse einen Winkel von /2 = 90° ein ~ o =

o . ) cosm sinm -10
180°=7 ~ Spiegelungsmatrix: M, = =
sinm —cosm 0 1
s —-10 1 _ —1 B = -10 3 _ -3
0 1 1 1 0 1 4 4
o -10 4 _ —4
0 1 2 2

b) Rotation um a = 90° ~» Drehmatrix

cosm/2 —sinm/2 0 -1
7?f7'r/2 = . =
sinm/2 cosm/2 10
Daraus folgt:
P A T e T A N CA B
1 0 1 1 1 0 4 3
o [0 1) (4) _ (2
1 0 2 4
¢) Skalierung in z-Richtung um 3/4 ~ s1 = 3/4 und um 1/2 in y-Richtung
0 3/4 0
~ s2=1/2,dh. S = o = /
0 so 0 1/2
Daraus folgt:
o [BA 0 (1) () 34 0 (3) _ (o

o 1/2) \1 1/2) 0o 1/2) \4 2
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o (340 ) [4) _ (3
0 1/2) \2 1

d) Eine Verschiebung ist keine lineare Abbildung ~> es gibt keine Transforma-
tionsmatrix aus R?*2,

Nutze homogene Koordinaten ~ Verschiebungsmatrix aus R3*3:

10 -2
Vicz—zym = |0 1 =2
00 1

~ bilde Eckpunkte A, B, C' in homogenen Koordinaten ab, ignoriere z-
Komponente des resultierenden Bildvektors:

10 -2\ (1 -1
01 2| |1]=]-1]~A4=(1-1T
00 1 1 1
0 -2\ (3 1
2| l4|=]2|~B=01,2"
0 1 1 1
10 -2\ (4 1
01 =2|f2]=[2|~C=@20"
00 1 1 1
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26.9 Transformationsmatrix einer Drehstreckung

Geben Sie die Transformationsmatrizen T, » der folgenden Drehstreckungen in
homogenen Koordinaten an und bestimmen Sie das Bild von X = (1, 2)":

a)a = /6, A = 2 b)a = 7/4, A = V2

Losungsskizze

Transformationsmatrix einer allgemeinen Drehstreckung (Drehung um Ur-
sprung mit Winkel a mit Streckungsfaktor A) in homogenen Koordinaten:

AO0O cosa —sina 0 Acosa —Asina 0
Tax=10 X0 sinae cosa 0| = | Asina Acosa O
001 0 0 1 0 0 1

a) a=7/6,A=2, X =(1,2,1)" ~

2cos T —2sin T 0 2.¥3 2.1 9 V3 -1 0
Trs6,2 = | 2sinf 2cosf 0| = 2-% 2.§ ol=11 V30
0 0 1 0 0 1 0 0 1
V3 -1 0\ (1 V3 -2 V32
Tr/6,2Xn = 1 V30 2l =11+2V3| = X' =
1+2V3
0 0 1 1 1
b)a:ﬂ/4,A:\/§,Xh:(1’27l)T,\,>
ﬂcos% —V2sin% 0 ﬂg _ﬁg 0 1 -1
Tﬁ/4,\/§: ﬁsin% ﬁcos% 0] = ﬁg ﬂg ol=11 1
0 0 1 0 0 1 0 0
1 -10 1 —1 1
TonysXn=11 1 0f|2[=[3] = X= ,
0 0 1 1 1

= o O
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26.10 Spiegelung an Geraden und Rotation um einen Punkt

Es sei das Dreieck AABC mit A= (1,1)",B = (3,4)",C = (4, 2) " gegeben.
Bestimmen Sie zu den folgenden Transformationen die Transformationsmatrix
sowie das Bild AA'B'C":

a) Spiegelung an der Geraden y = ?:E

b) Rotation um Z = (4, —5) mit 90°

Losungsskizze
a) m = @ Steigung von g ~ Winkel zwischen g und z-Achse: tan«/2 =

V/3/3 = 7/6 ~ Winkel fiir Spiegelungsmatrix a = /3 :

Roe cosm/3 sinm/3 | [ 1/2 V3/2
/3 sinm/3 —cosm/3 V3/2 —1/2
1 3/241/2
Daraus folgt: A’ = R, /3 _ V3/2+1/ ’
1 V3/2-1/2
3 3/2+2v3 4 2443
B/:Rﬂ/?’ = / f aC/:Rﬂ”/B = \/>
! 3V3/2-2 2v/3 -1

b) Zusammengesetzte Transformation: Mit homogenen Koordinaten folgt:

= Drehung um = /2

10 4 cosm/2 —sinw/2 0 10 —4
T =Tz90° = 01 -5 sinw/2 cosw/2 0 01 5
00 1 0 0 1 00 1
N N
= Versch. nach (4,-5)T = Versch. nach (0,0)T
10 4 0-10 10 —4 0 -1 -1
=101 -5 1 00 01 5|=1]1 0 -9
00 1 0 0 1 00 1 0 0 1
Und daraus:
1 -2 3 -5
T|l1]|=]|-8| = A =(-2-8",T|4|=|-6| = B =(-5-6)",
1 1 1 1

4
Tl2l=]-5] = ¢ =(-3,-5)7
1
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26.11 Hintereinanderausfithrung von Transformationen

Bestimmen Sie die Transformationsmatrix der folgenden hintereinander aus-
gefiihrten Transformationen im R3:

a) Rotation mit 90° um die 2-Achse, b) Verschiebung um v = (1, =2, 1),
Verkleinerung um die Hélfte Rotation mit 45° um die y-Achse

Losungsskizze

a) Rotation mit 90° um die z-Achse ~ Drehmatrix mit Drehwinkel 7 um e3 =
(0,0,1), Verkleinerung um die Hélfte ~» Skalierungsfaktor A1 2.3 = 1/2 in jeder
Koordinatenrichtung der Skalierungsmatrix Sx, x,,x,:

T = Siy2,1/2,1/2 Rrj2,es

1/2 0 0 cosy —sing 0 0 -1/2 0
= 0 1/2 0 |-|sing cosy 0]=1[1/2 O 0
0 0 1/2 0 0 1 0 0 1/2
1
= §R7r/2,e3

b) Verschiebung um v = (1,-2,1) " ist im R® nicht linear ~» homogene Koor-
dinaten im R*; anschlieBende Rotation mit Drehwinkel 7/4 um e2 = (0,1,0)

ebenfalls via entsprechender Drehmatrix in homogenen Koordinaten:

T = Rrjae,  Va,—2,)7

cos™ 0 sinZ 0\ (100 1 M2 0 ¥20\ (100 1
B 0o 1 0 offoro-2| [ o 10 0| [o10-2
—sinT 0 cosT 0| |00 1 2 ~¥2 0 20| |loo1 2
0o 0 0 1/\0oo0o0 1 0o 00 1/ \ooo 1
Vi o V2 32
2 2 2
o 10 -2
Tz 2 v
2 2 2
0 00 1
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26.12 Orthogonalitdt von Rotation/Spiegelung

cosa —sina
Weisen Sie nach: Ra = (Drehung/Rotation) und M, =

sina  cos«

cosa sina . . %2 . .
(Spiegelung) mit o € R aus R sind Orthogonalmatrizen.
sina —cos«

Losungsskizze

. . . cosa —sina
(i) Rotationsmatrix: Ra =
sina  cosa

T cosa —sina cosa sina
Ra-Ra = .
sina  cosa —sina cosa
cos? a + sin® CcOos asin v — sin o cos &
sin ac cos v — cos asin « sin? a + cos® a
10
= = E2

01

= R ist Orthogonalmatrix. v/

. . . cosa  sina T
(ii) Spiegelungsmatrix: M, = =M, :
sina — cos

Mo - ML = M2

cos? o + sin® a COS @ Sin v — sin o cos &
Cos asin v — sin v cos « sin® o + cos?
= = E2

—> M ist Orthogonalmatrix. v/

Wegen
Mo =M =M

ist die Spiegelungsmatrix auflerdem zu sich selbst invers.
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26.13 Orthogonal- und Zentralprojektion x

Es sei AABC ein im R® gelegenes Dreieck mit den Eckpunkten A =
(-1,2,1); B=(3,5,3); C=(2, 3, 1).

Bestimmen Sie von AABC' die Orthogonalprojektion auf die zy-Ebene (=11;)
und die Zentralprojektion mit Projektionszentrum Z = (5, 5, 7)" auf die yz-
Ebene (=1I3).

Sind die dazugehorigen Transformationen linear?

Losungsskizze
(i) Orthogonalprojektion von AABC auf I1;:

Orthogonalprojektion: Ist eine Projektionsebene I1 : 7i ' & = d mit Normalen-
vektor 7 € R?, d € R gegeben, dann wird durch die Abbildung P, : R?® — R?
mit

P (%) = (B3 — it )&

eine Orthogonalprojektion von & = (x, y, z) | auf IT beschrieben.

Koordinatengleichung: II; : z = 0~ @ = (0,0,1) ", d = 0. Damit erhalten wir
die Matrix

0 000
i’ =0 ~(001): 000
1 001
Und fiir die Orthogonalprojektion folgt:
x 100 000 x
Pz, y, 2) = (ngﬁﬁT) yl=[loto]|-|oo0o0 y
z 001 001
100 T
x
=1]1010 y| =
000 z Y

Dies ist keine Uberraschung, da man bei der Orthogonalprojektion auf die zy-
Ebene eines Punktes aus dem R3 nur die dritte Komponente weglassen muss:

100 -1
I o o -1 . I 3 o
A =P (-1,21)=[010 2 | = : analog ~ B’ = , O =
2 5
000 1



379

Die Abbildung wird durch eine Matrix dargestellt, somit ist sie linear.

b) Zentralprojektion mit Zentrum z = (5,5,7) " auf Ila:

Zentralprojektion: Ist eine Projektionsebene II : 7' Z = d mit Normalenvek-
tor 7 € R?, d € R und ein Projektionszentrum Z gegeben, dann wird durch die
Abbildung Py : R3 — R? mit z = 07 = (z1, 22, 23)—r und

L 1 ST o LT

eine Zentralprojektion mit Zentrum Z von & = (z, y, z)—r auf IT beschrieben.

Die TI>-Ebene kann mit dem Normaleneinheitsvektor @ = (1,0,0)" durch die

Gleichung 7' # = 2 = 0 beschrieben werden.
Somit ist d =0, ' & =z, 7' z =5 und (i1, z) = ((1,0,0)7,(5,5,7) ") = 5.

Dies sind alle Zutaten, die wir fiir die allgemeine Formel fiir die Zentralprojek-
tion bendtigen:

1
x 5
 h—=x y
z 7

Diese Abbildung ist wegen des Bruches 5 ! nicht linear. Fiir die Bildpunkte

ergibt sich:

-1 0
1
A =P (-1,2,1)= 1 =
(1,2, 1) s % 2|t 5/2
1 2

1
BI:Pz(3,5,3):ﬁ 5 5 —3

~ — 9 o o
Il

|

oo

5
5
7
2 5 0
o _p 1 1
- z(27351)_ﬁ 5.3 —-2-15 - 5 5
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