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Vorwort

Die Integralrechnung ist neben der Differenzialrechnung das zweite wichtige
Grundgebiet der Analysis. Das Integral einer Funktion besitzt eine einfache geo-
metrische Bedeutung: Es entspricht der Flidche, die ihr Graph mit der Rechtsachse
einschlie3t. Daraus ergeben sich unmittelbar zahlreiche Anwendungen in praktisch
allen angewandten Wissenschaften.

Die Integralrechnung ist — idealerweise — Gegenstand der Schulmathematik.
Aber sie ist doch weniger geldufig als die Differenzialrechnung. Hinzu kommt,
dass das Integrieren i. Allg. schwieriger ist als das Differenzieren, obwohl fiir das
Auffinden einer Stammfunktion eigentlich nur die bekannten Differenziationsre-
geln umzukehren sind.

Zielsetzung dieses Buchs Dieses Buch bietet dir eine — wie ich hoffe — leicht
lesbare Darstellung der Integralrechnung. Es ist gedacht fiir Studierende der Natur-
und Ingenieurwissenschaften, aber auch der Wirtschaftswissenschaften und ande-
rer Fachrichtungen, die Integralrechnung bendtigen. Und natiirlich sollte es auch
Studierenden der Mathematik als Einfiihrung gute Dienste leisten.

Die Darstellung erfolgt anwendungsorientiert und mit vielen, teilweise auch wei-
terfiihrenden Beispielen, enthilt aber ebenso die notwendigen theoretischen Grund-
lagen. Der Inhalt lésst sich wie folgt umrei3en:

e Der Begriff des Integrals als unter dem Graphen eingeschlossene Fliche wird
ausfiihrlich erldutert. Er fiihrt praktisch unmittelbar zur Idee der numerischen
Integration, die du anhand von Beispielen kennenlernst.

e Das Vorgehen zur analytischen Integration ergibt sich aus dem Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung. Die Integration erfordert dann das Auffin-
den einer Stammfunktion und es wird klar, in welchem Sinn die Integration die
Umkehrung der Differenziation darstellt. Des Weiteren werden wir sehen, was
uneigentliche Integrale sind und inwiefern sich damit ,,unbegrenzte” Flichen
berechnen lassen.

e Die Integration zusammengesetzter Funktionen ist das, was man gemeinhin
mit ,,Integrieren meint. Wir lernen die wichtigen Regeln kennen und wenden sie
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in zahlreichen Beispielen an. Und doch lassen sich nicht alle Funktionen elemen-
tar integieren: Als ein wichtiges Beispiel sehen wir uns die Normalverteilung
und ihre Anwendung auf Messprozesse an.

e Die Darstellung periodischer Funktionen durch Fourier-Reihen erfolgt durch
Integrale. Wir sehen sie uns als ein in vielen Bereichen der Wissenschaft wichti-
ges Beispiel zur Anwendung von Integralen an.

e Mehrfachintegrale sind wesentlich komplizierter als Einfachintegrale. Wir wol-
len aber zumindest einen Einstieg in dieses Gebiet geben und uns in die Lage
versetzen, ,, Volumenintegrale* berechnen zu konnen. Als ein wesentliches Werk-
zeug dazu lernen wir die Transformationsformel kennen.

e Mehrfachintegrale beziehen sich auf Funktionen mehrerer Verinderlicher. Da
mehrdimensionale Funktionen in der Schule nicht behandelt werden, kannst
du dir bei Bedarf ihre Grundbegriffe zunichst in einem separaten Kapitel aneig-
nen.

Lesehinweise Dieses Buch ldsst sich in verschiedenen Umféingen lesen:

(1) Kap. 1, 2 und 3 bieten eine fundierte Einfiihrung in die Integration gewohnlicher
Funktionen einer Veridnderlichen.

(2) Kap. 4 stellt ein substanzielles Beispiel zur eindimensionalen Integration dar.
Es kann auch separat als Einfiihrung in die Theorie der Fourier-Reihen gelesen
werden.

(3) Kap. 5 behandelt mit Mehrfachintegralen ein weiterfiihrendes Thema der Inte-
gralrechnung.

(4) Kap. 6 bietet eine auch separat lesbare Einfiihrung in die Grundbegriffe der
mehrdimensionalen Analysis. Es sollte bei Bedarf vor Kap. 5 gelesen werden.

Hilfestellungen Integralrechnung ,leicht gemacht* ist natiirlich leicht gesagt. Tat-
sdchlich ist das Thema nicht immer einfach. Um den Zugang zu erleichtern, gibt dir
das Buch eine Reihe zusitzlicher Hilfestellungen, die sich in grauen Boxen wie der
folgenden finden:

e Zu Beginn eines jeden Kapitels wird noch einmal erldutert, in welchen
Zusammenhéngen die Inhalte bedeutsam sind.

e Der Text wird durch zahlreiche Lesehilfen ergéinzt, die Begriffe, Schreib-
weisen, Hintergriinde erldutern und dir iiber problematische Stellen hin-
weghelfen.

e Insbesondere gibt es in Kap. 2 und 3 Lesehilfen zur Differenziation, die
hilfreich sind, wenn die ein oder andere Differenziationsregeln in Verges-
senheit geraten sein sollte.

o Der Text enthilt Zwischenfragen (und etwas verzogert auch die Ant-
worten), die dich zum Hinterfragen des Gelesenen anregen und das
Verstindnis priifen und vertiefen.
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e Am Ende eines jeden Kapitels erlaubt ,,Das Wichtigste in Kiirze* eine
Rekapitulation der Inhalte, ergénzt durch eine kleine Formelsammlung.
Verstehst du genau, was hier steht, und kannst du jede Formel erkliren, so
hast du das Kapitel gut verinnerlicht.

Dariiber hinaus ist jedes Kapitel mit Ubungsaufgaben versehen. Sie zielen auf das
Vertiefen des Verstindnisses und auch auf das Training der Rechentechniken ab. Die
ausfiihrlichen Losungen erlauben dir eine unmittelbare Selbstkontrolle und zeigen
dir auerdem an einigen Beispielen, wie du numerische Fragestellungen mit MAT-
LAB! bewiltigen kannst.

Literatur Es gibt viele gute Biicher, die ein vertiefendes Studium der Integralrech-
nung erlauben. Ich mochte darauf verzichten, einzelne hervorzuheben. Stattdessen
mochte ich an dieser Stelle auf den ,,Bronstein aufmerksam machen: Es gibt im
Zusammenhang mit Integralen und den angrenzenden Themen oft den Bedarf, et-
was nachzuschlagen. Das kann via Internet geschehen — einfach und schnell — und
doch ist manchmal ein Buch angenehmer. Im Bronstein et al., Taschenbuch der Ma-
thematik, findest du ein niitzliches und allgemein gebriuchliches Nachschlagewerk,
das insbesondere auch eine umfangreiche Integraltafel enthilt.

Abschlieend noch ein Hinweis in eigener Sache: Die hier vorliegende Inte-
gralrechnung ist das dritte Buch der kleinen ,,Jeicht gemacht“-Reihe bei Springer
Spektrum. Zusammen mit der Differenzialrechnung und den Gewdohnlichen Diffe-
renzialgleichungen liegt nun so etwas wie ein vollstandiger Grundkurs der Analysis
VOI.

Ich wiinsche dir viel Erfolg im Studium und wiirde mich freuen, wenn dieses Buch
einen Beitrag dazu leisten kann :-)

April 2021 Jochen Balla

! Mit GNU Octave steht alternativ eine kostenlose wissenschaftliche Programmiersprache zur Ver-
fiigung, deren Syntax weitgehend mit MATLAB kompatibel ist.
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Begriff des Integrals

Das Integral stellt neben der Ableitung wahrscheinlich die wichtigste Anwendung
des Grenzwertbegriffs der Analysis dar. Wie die Ableitung besitzt es eine anschau-
liche geometrische Bedeutung: Es entspricht der Fliche, die der Graph einer Funk-
tion mit der Rechtsachse' einschlieft.

Es gibt unterschiedliche Integralbegriffe bzw. Moglichkeiten, das Integral zu de-
finieren. Wir werden im Folgenden das Riemann-Integral verwenden, das einen
anschaulichen Zugang erlaubt und sicher auch der meistverwendete Integralbegriff
ist. Das Integral reeller Funktionen wird dabei durch Approximation mittels Trep-
penfunktionen definiert, deren Integrale sich aus Rechteckflichen ergeben.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Das Riemann-Integral basiert auf der Anndherung einer Funktion durch
Treppenfunktionen. Wir miissen uns daher zunichst ansehen, was ,, Trep-
penfunktionen® sind.

e Das Integral fiir Treppenfunktionen geht ganz leicht. Bevor wir dariiber
nachgedacht haben, konnen wir bereits ,,integrieren®. Und elementare Re-
chenregeln fiir Integrale kennen wir dann auch schon.

e Um zum Riemann-Integral zu kommen, miissen wir von den Treppenfunk-
tionen zu beliebigen Funktionen gelangen. Wir werden uns ansehen, wie
das geht.

e Das Riemann-Integral erlaubt praktisch unmittelbar die ,,numerische®
Integration beliebiger Funktionen. Insbesondere lernen wir dabei die Tra-
pezregel kennen.

e Auch die Integralrechnung besitzt einen ,Mittelwertsatz* und integrierbare
Funktionen haben einen Mittelwert. Wir wollen uns ansehen, was damit
gemeint ist.

I'Wir schreiben hier ,,Rechtsachse statt ,,x-Achse®, weil die Variable nicht unbedingt x heiflen
muss. Ebenso verwenden wir den Begriff ,,Hochachse®, wenn wir uns nicht auf y festlegen wollen.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 1
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2021

J. Balla, Integralrechnung leicht gemacht!,

https://doi.org/10.1007/978-3-662-63586-5_1
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2 1 Begriff des Integrals

1.1 Integral fiir Treppenfunktionen

Eine Treppenfunktion sieht aus wie eine Treppe mit horizontalen Treppenstufen.
Die Treppenstufen diirfen dabei unterschiedliche Breiten aufweisen und die Treppe
darf ,,rauf und runter laufen®. Mathematisch prizise definieren wir:

Definition 1.1 Fiira,b € R, a < b, heifst eine Funktion ¢ : [a, b] — R eine Trep-
penfunktion, falls es eine endliche Unterteilung

a=xg<x;<...<x,=b

des Intervalls [a, b] gibt, sodass ¢ auf jedem offenen Teilintervall |x;_y, xi[, k =
1,...,n, konstant ist.

Bezeichnen wir die ,,Hohen* der Treppenstufen, d.h. ihren jeweils auf einem
Teilintervall konstanten Wert, mit ¢y, ..., ¢, € R, haben wir also

ollxk—t, xk[=ck, k=1,...,n, (1.1)

siche Abb. 1.1. An den Grenzen der Unterteilungen, also an den einzelnen Punk-
ten xo, X1, ...X,, sind die Werte von ¢ iibrigens nicht festgelegt. Sie konnen hier
beliebig (geeignet) gewihlt werden.

Lesehilfe

Die Unterteilung eines Intervalls [a, b] besteht aus endlich vielen Zwischen-
werten in dem Intervall. Thr Startwert liegt mit xo = a am Beginn des
Intervalls und der Endwert mit x, = b am Ende. Das Intervall wird dadurch
in n Teilintervalle |xg, x1[, ]x1, X2, . . ., |X,—1, X, [ aufgeteilt.

Die Einschriankung einer Funktion f auf eine Menge M schreibt man als
f|M und sagt ,, f eingeschrinkt auf M ““. Dazu muss die Menge M natiirlich
Teilmenge des Definitionsbereichs der Funktion f sein. Somit ist ¢ |]xg_1, xx [
die Einschrinkung der Funktion ¢ auf das Intervall Jx;_;, xi[. Auf jedem
dieser Teilintervalle ist die Treppenfunktion konstant und daher gleich einem
Wert cy,.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b] wollen wir mit T [a, b]
bezeichnen. Wir werden sehen, dass es diese Begriffsbildung erlaubt, die folgenden
Aussagen einfacher zu formulieren.

Dariiber hinaus bildet die Menge T'[a, b] aber auch einen Untervektorraum des
Vektorraums aller Funktionen f : [a,b] — R, denn es gilt:

(1) Die Nullfunktion ist eine Treppenfunktion, 0 € T'[a, b].
(2) Die Summe zweier Treppenfunktionen ist wieder eine Treppenfunktion. Da-
bei ist zu beachten, dass zwei Treppenfunktionen verschiedene Unterteilungen
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Cr

a=xy T S Tpoq Tr T, =0b

Abb.1.1 Eine Treppenfunktion ¢ : [a, b] — R ist stiickweise konstant. Auf einem offenen Teilin-
tervall |x;_1, x; [ nimmt sie jeweils den konstanten Wert ¢, an. Das Integral einer Treppenfunktion
entspricht der Flidche, die ihr Graph mit der x-Achse einschlieft. Negative Teilintervalle gehen als
negativ gezihlte Flachenstiicke in das Gesamtintegral ein. Die Funktionswerte an den Réndern der
Teilintervalle konnen beliebig festgelegt werden; sie spielen fiir das Integral keine Rolle

besitzen konnen. Die Summentreppenfunktion weist dann die ,,Vereinigung*
beider Unterteilungen auf.
(3) Das Vielfache einer Treppenfunktion ist wieder eine Treppenfunktion.

Der Vektorraum T [a, b] ist also abgeschlossen bzgl. der Addition und der Multipli-
kation mit einem Skalar.

»  Zwischenfrage (1) Inwiefern weist die Summe zweier Treppenfunk-
tionen die ,,Vereinigung® beider Unterteilungen auf?

Fiir Treppenfunktionen definieren wir nun in folgender Weise den Integralbe-
griff:

Definition 1.2 Eine Treppenfunktion ¢ € T |a, b] besitze die Unterteilung a = x( <
X1 <...<X,=Dbmitden Funktionswerten ¢||xx_1, xx[=c fiirk =1, ...,n. Dann
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definiert man das Integral von ¢ als

b

[@(x) dx := ch(xk — Xk—1)-
k=1

a

Dieses Integral ist nichts anderes als die Fldche, die der Graph der Funktion ¢
mit der x-Achse einschliefst. Da wir es mit einer Treppenfunktion zu tun haben, ent-
spricht diese Flidche einfach einer Summe von Rechteckflichen: Auf dem Intervall
von x;_; bis x; ist die Rechteckfliche gleich x; — x;_; mal ¢k, Breite mal Ho-
he. Falls ¢ auf einem Teilintervall negativ ist, also ¢y < 0 gilt, geht auch die dort
eingeschlossene Teilfldche negativ in das Gesamtintegral ein. Siehe Abb. 1.1.

Das Integral ist linear und monoton:

Satz 1.1 Es seien ¢, ¥ € T|a, b] zwei Treppenfunktionen und ¢ € R eine Zahl.
Dann gilt:

b b

b
(1) /@+wmmu=/MMM+/wmm
b

b
@ /@@@ﬁu=c/¢wa

a

b b
B o=y =>/<p(x)dx§[1//(x)dx.

Beweis Zunichst halten wir fest, dass mit ¢, ¢ € T'[a, b] auch ¢ + ¥, cop € T'[a, b]
gilt, weil T'[a, b] ein Vektorraum und damit abgeschlossen ist; somit sind simtliche
Integrale wohldefiniert.

Aussage (2) ergibt sich unmittelbar aus Definition 1.2.

Fiir Aussage (1) stellen wir fest, dass man die Unterteilung einer Treppenfunk-
tion ohne Weiteres beliebig verfeinern kann, also weitere Zwischenwerte einfligen
kann, indem dann benachbarte Intervalle denselben Funktionswert haben. Wir kon-
nen daher die Unterteilungen von ¢ und ¥ so verfeinern, dass beide dieselbe Unter-
teilung besitzen. Damit ergibt sich Aussage (1) auch unmittelbar aus Definition 1.2.

Ebenso folgt dann Aussage (3) sofort aus Definition 1.2. °

Wir werden sehen, dass sich diese Rechenregeln, die hier zunéchst fiir die zu-
gebenermaflen etwas kiinstlichen Treppenfunktionen formuliert sind, auf sdmtliche
Integrale iibertragen werden.

>  Antwort auf Zwischenfrage (1) Gefragt war nach der Summe zweier
Treppenfunktionen und der ,,Vereinigung* beider Unterteilungen.
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Zwei beliebige Treppenfunktionen ¢ und ¥ auf dem Intervall
[a,b] diirfen unterschiedliche Unterteilungen besitzen. Betrachten
wir ein konkretes Beispiel: Es sei a = 0 und b = 10. Die Untertei-
lung von ¢ laute 0,2,4,6,8,10 und die Unterteilung von ¢ laute
0,1,3,5,7,9,10. Die Addition ¢ + ¢ besitzt dann die Unterteilung
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Die Stufen beider Funktionen addieren sich
versetzt zueinander zu einem insgesamt komplizierteren Stufenmuster.

1.2 Riemann-Integral

Bei Integralen iiber Treppenfunktionen handelt es sich einfach um Summen von
Rechteckflichen. Indem wir uns nun mit Treppenfunktionen unendlich dicht an
normale Funktionen annihern, gelangen wir zu einem allgemeinen Integral fiir be-
liebige Funktionen.

Dazu bilden wir zunidchst die folgenden Begriffe des Unterintegrals und des
Oberintegrals:

Definition 1.3 Es sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion. Dann
setzt man

b b
/f(x) dx :=sup { / o(x)dx ) o €Tla,b],p < f} (Unterintegral)

b ab
/f(x) dx := inf{ / ¥(x)dx ‘ v e Tla,bl,y > f} (Oberintegral).

Beim Unterintegral schmiegen sich einer Funktion also von unten Treppenfunk-
tionen an und sein Wert ist gleich dem Supremum der dabei moglichen Treppen-
funktionsintegrale. Beim Oberintegral erfolgt die Anndherung von oben.

Lesehilfe
Die Aussage in Definition 1.3 wirkt wahrscheinlich recht technisch. Letzt-
lich passiert aber beim Unterintegral der Funktion f tatsichlich ,,nur” eine
beliebig genaue Annédherung durch Treppenfunktionen von unten. Im Einzel-
nen: Dass die Treppenfunktionen vollstindig unterhalb von f sind, driickt
sich durch ¢ < f aus. Die Mengenklammer beinhaltet somit samtliche In-
tegralwerte von Treppenfunktionen, die unterhalb von f liegen. Und das
Supremum dieser Werte, also die kleinste obere Schranke dieser Werte, be-
zeichnet man als das Unterintegral.

Fiir das Oberintegral passiert dasselbe von oben. Das Infimum ist die grof3-
te untere Schranke.
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Definition 1.3 beschreibt eine zunéchst rein gedankliche Konstruktion. Aus ihr er-
gibt sich nicht unmittelbar eine Rechenvorschrift zur tatsdchlichen Berechnung von
Unter- oder Oberintegral. Dazu muss zunichst noch ein konkreter ,,Mechanismus*
entwickelt werden, mit dem man Treppenfunktionen beliebig dicht an die Funktion
f heranlaufen lassen kann. Dazu kann man z. B. bei geeigneter Wahl der Treppen-
stufenhohen dquidistante Unterteilungen wihlen und die Breite der Teilintervalle
gegen 0 laufen lassen. Siehe Abschn. 1.3.

Fiir eine Treppenfunktion ¢ allerdings sind Unter- und Oberintegral leicht anzu-
geben, denn es ist offenbar

[bqo(x) dx = 7*q0(x) dx = /b<p(x) dx. (1.2)

Wir kénnen nun das Riemann-Integral® definieren:

Definition 1.4 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifst Riemann-
integrierbar oder einfach integrierbar, wenn Unter- und Oberintegral gleich sind,
d. h., wenn gilt

b bx*
[f(x) dx = / f(x)dx.
Man setzt dann fab f(x)dx := fab* f(x)dx.

Lesehilfe

Unter-, Ober- und damit auch das Riemann-Integral beziehen sich auf be-
schrinkte Funktionen f. Polstellen sind daher ausgeschlossen — weitere
Eigenschaften muss die Funktion f aber zunéchst nicht aufweisen.

Natiirlich ist jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar und besitzt den Integral-
wert aus Definition 1.2.

Die Bedingung der Riemann-Integrierbarkeit kann auch in Form einer Einschlie-
Sung zwischen Treppenfunktionen angegeben werden, siche Abb. 1.2:

Satz 1.2 Eine Funktion f :[a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T[a, b] gibt mit

b

b
o</ <y und /w(X)dx—/w(x)dxfe.

a

2 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Bernhard Riemann, 1826—1866.
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a b

Abb. 1.2 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn sie so zwischen Trep-
penfunktionen eingeschlossen werden kann, dass die Differenz ihrer Integrale beliebig klein wird.
In der Abbildung sind Treppenfunktionen mit einer dquidistanten Einteilung verwendet

Beweis Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften von Supre-
mum und Infimum in Unter- und Oberintegral und der Definition der Riemann-
Integrierbarkeit. °

Lesehilfe zum Satz

Die Treppenfunktionen ¢ liegen unterhalb von f und die Treppenfunktio-
nen Y oberhalb. Die Funktion f ist also zwischen diesen Treppenfunktionen
eingeschlossen. Der Ausdruck

b

/b1//(x)dx—/<p(x)dx

a

ist die Differenz ihrer Integrale. Lasst sich diese Differenz unter jeden noch
so kleinen Wert ¢ driicken — wobei die Treppenfunktionen natiirlich immer
dichter an f heranriicken —, so ist die Funktion Riemann-integrierbar.
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Wir wollen uns nun ansehen, welche Eigenschaften einer Funktion sicherstellen,
dass sie Riemann-integrierbar ist. Insgesamt stellt die Riemann-Integrierbarkeit kei-
ne besonders strenge Anforderung an eine Funktion. Man kann sagen, dass je-
de ,,normale” beschrinkte Funktion, deren Funktionsgraph man zeichnen kann,
Riemann-integrierbar ist. Insbesondere muss die Funktion nicht stetig sein.

Lesehilfe
Wir wollen uns einige Grundbegriffe fiir eine Funktion f : [a, 5] — R noch
einmal klarmachen:

Die Funktion ist beschrdnkt, wenn sie eine obere und eine untere Schranke
besitzt. Thre Funktionswerte bleiben somit endlich.

Die Funktion heift stetig, wenn sich ihr Funktionsgraph ,,zeichnen l&sst,
ohne den Stift abzusetzen®. Die Funktion kann damit keine Spriinge machen,
wie es etwa bei einer Treppenfunktion der Fall ist. Eine stetige Funktion
nimmt auf einem abgeschlossenen Intervall ihr Minimum und ihr Maximum
an und erfiillt den Zwischenwertsatz: Sie besitzt auf dem Intervall [a, b] je-
den Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal als Funktionswert, sie
nimmt also jeden Zwischenwert an.

Eine differenzierbare Funktion ist stetig und dariiber hinaus weist ihr
Funktionsgraph keine ,,Knicke* oder andere Stellen auf, an denen keine Tan-
gente definiert wire. Fiir differenzierbare Funktionen gilt der Mittelwertsatz
der Differenzialrechnung: Die Funktion besitzt in mindestens einem Punkt
& €la,b[ den Mittelwert der Steigung auf dem Intervall, d.h., f'(§) =
(f(b) = f(a)/(b —a).

Eine Funktion heillt monoton, wenn sie entweder monoton steigend oder
monoton fallend ist. Die Funktionswerte einer monoton steigenden Funkti-
on bleiben mit groBer werdenden Rechtswerten gleich oder sie steigen an,
bei einer monoton fallenden Funktion bleiben sie gleich oder fallen ab. Eine
monotone Funktion muss nicht stetig sein.

»  Zwischenfrage (2) LieBe sich die beliebig genaue Anndherung durch
Treppenfunktionen ¢ fiir das Unterintegral, wie sie in Definition 1.3
erfolgt, nicht einfacher beschreiben, indem man sagt, die Treppenfunk-
tion besitze auf jeder ihrer Unterteilungen den Minimalwert von f auf
dieser Unterteilung? Und dann miisste man nur noch die Unterteilung
beliebig fein werden lassen? (Analog natiirlich fiir das Oberintegral.)

Stetigkeit oder Monotonie einer Funktion stellen die Integrierbarkeit sicher:

Satz 1.3 (1) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.
(2) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.
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Lesehilfe zum Satz
Beachte, dass Satz 1.3 Implikationen aussagt, nicht etwa Aquivalenzen. Al-
so: Wenn eine Funktion stetig ist, dann ist sie sicher integrierbar. Ist sie nicht
stetig, so kann sie natiirlich trotzdem integrierbar sein, wie es etwa bei Trep-
penfunktionen der Fall ist.

Und natiirlich konnen auch Funktionen integrierbar sein, die nicht mono-
ton sind.

Beweis (1) Eine stetige Funktion besitzt die Eigenschaft, dass sie beliebig genau
zwischen Treppenfunktionen eingeschlossen werden kann. Das heilit, es gibt zu
jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢, ¥ mit ¢ < f < ¥ und ¥ (x) — ¢(x) < ¢ fiir alle
X € [a, b]. Fiir die Differenz ihrer Integrale gilt daher

b

b
/w(x)dx—/qJ(x)dx <e(b—a).

a

Mit ¢ kann daher auch die Integraldifferenz beliebig klein gemacht werden und f
ist nach Satz 1.2 integrierbar.

(2) Wir beweisen die Aussage fiir monoton steigende Funktionen: Wir definieren
eine dquidistante Unterteilung fiir das Intervall [a, b]:

k(b —
Xk ::a—i—g, k=0,1,...,n.
n

Damit ist xo = @ und x,, = b und ein Teilintervall hat die Linge (b —a)/n. Beziiglich
dieser Unterteilung legen wir Treppenfunktionen ¢, v fest mittels

Ollxe—1, xk[:= fCor=1), Y- xe[ 1= fx), k=1,2,...,n

und ¢(b) := ¥ (b) := f(b). Da f monoton steigt, gilt ¢ < f < . Fiir ihre Inte-
graldifferenz A erhalten wir nach Definition 1.2

b

A:/bl//(x)dx—/fp(x)dx

=D )Gk = xk) = Y f o) (X — Xi ).
k=1 k=1

Die Linge der Intervalle x; — x;_; der dquidistanten Unterteilung ist fiir alle &
gleich (b — a)/n. Wir haben daher

A:b—a
n

(Z fe -3 f(xkl)) =)~ o,
k=1 k=1
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Dab—aund f(x,)— f(x0) = f(b) — f(a) Konstante sind, kann A mit geniigend
groBem n unter jede beliebige Schranke & gedriickt werden und f ist nach Satz 1.2
integrierbar. °

Lesehilfe zum Beweis

Wie du siehst, kann die Monotonie einer Funktion verwendet werden, um ex-
plizit Treppenfunktionen zu definieren, die die Funktion von unten bzw. von
oben beriihren, indem man jeweils den Funktionswert am Beginn der Stufe
bzw. an deren Ende als Treppenstufenhohe wihlt. Auch die Treppenstu-
fenrdnder sind passend festgelegt, beachte die halboffenen Intervalle in
@| [xk—1, xk[:= f(xx_1) usw. SchlieBlich bleibt von den Summen nicht viel
tibrig,

Do F) =Y flu)
k=1 k=1

= fx) + fx2) + ...+ fx) = f(x0) = f(x) —-.. = f(xn-1)
= f(xn) = f(x0),

weil sich alles andere aufhebt.
Da die meisten fiir praktische Anwendungen relevanten Funktionen stetig sind, ist
somit der Integralbegriff in diesen Fiillen anwendbar.

SchlieBlich sehen wir uns noch zwei grundlegende Eigenschaften des Integrals

an:

Satz1.4 Esseia <b <c. Die Funktion f :[a,c] — R ist genau dann integrierbar,
wenn die Funktionen f|[a,b) und f|[b, c] integrierbar sind, und es gilt dann

jf(x)dx =[bf(x)dx+jf(x)dx.
) u )

Beweis Als Beweis wollen wir gelten lassen, dass die Aussage geometrisch un-
mittelbar einleuchtend ist. °

Definition 1.5 Man setzt

a b a
[f(x) dx =0 und /f(x) dx ;= —/ f(x)dx fallsb < a.
a a b
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Es sind damit auch Integrale definiert, deren untere Grenze grofer ist als die
obere. Dabei ist das Vertauschen der Integrationsgrenzen gleichbedeutend mit ei-
nem Vorzeichenwechsel des Integrals.

Ubrigens kann die Integrationsvariable in einem Integral beliebig unbenannt
werden, es ist also

/bf(X)dx:/bf(t)dZZ/bf(é)dEZ---

>  Antwort auf Zwischenfrage (2) Gefragt war, ob sich die beliebig ge-
naue Anniherung durch Treppenfunktionen ¢ fiir das Unterintegral in
Definition 1.3 nicht einfacher durch Treppenfunktion beschreiben lief3e,
die auf jeder ihrer Unterteilungen den Minimalwert von f besitzen.

Nein, das geht nicht ,,einfach™ auf diese Weise. Die Treppenstufen
sind auf offenen Intervallen definiert. Auf einem offenen Intervall be-
sitzt f nicht unbedingt ein Minimum. ,,Minimum® heif3t ja, dass der
Wert auch tatséchlich von f angenommen wird. Allerdings besitzt f
ein Infimum auf dem offenen Intervall.

Ubrigens lieBe sich das auch nicht ,reparieren, indem man sagt,
man betrachte statt der offenen Intervalle der Treppenstufen die abge-
schlossenen Intervalle. Auch auf abgeschlossenen Intervallen besitzt f
nicht notwendig ein Minimum. Zwar wire das der Fall, wenn f stetig
ist, da stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Minimum
(und ihr Maximum) annehmen. Das Integral soll aber auch fiir nicht ste-
tige Funktionen wie etwa die Treppenfunktionen funktionieren. Auch
lassen sich fiir monotone Funktionen leicht Treppenfunktionen definie-
ren, die die Funktion von unten beriihren, siche den Beweis zu Satz
1.3. Aber auch diese Einschriankung wiirden schon Treppenfunktionen
i. Allg. nicht erfiillen.

Man konnte also allenfalls sagen, man betrachte Treppenfunktionen,
die auf jeder Unterteilung das Infimum von f als ,, Treppenstufenhthe*
besitzen, und ldsst dann deren Unterteilung beliebig fein werden. Das
ist dann etwas anders als in Definition 1.3, aber es ist nicht einfacher ;-)

Beispiele

(1) Polynomfunktionen x + ag + a;x + a>x> + ... + a,x" mit ag, ...,a, € R
und n € N sind stetig auf R. Sie sind daher auf beliebigen endlichen Intervallen
integrierbar.

Dies gilt natiirlich ebenso fiir alle anderen stetigen Funktionen: Sinus, Cosinus,
Exponentialfunktionen usw. Auch der Logarithmus ist auf jedem abgeschlossenen
Intervall [a, 5] C R* integrierbar.’

3 Die Bezeichnung R, steht fiir die Menge der nichtnegativen Zahlen, also R | := [0, oo[. Mit
hochgestelltem * wird die Null aus einer Menge ausgeschlossen, also ist R* :=]0, oo[ die Menge
der positiven Zahlen.
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(2) Gebrochen rationale Funktionen sind auf samtlichen abgeschlossenen Inter-
vallen integrierbar, die keine Polstelle enthalten. Dabei wollen wir davon ausgehen,
dass sie keine hebbaren Liicken besitzen bzw. dass diese bereits behoben sind. So-
mit weisen die Funktionen abseits der Pole keine Liicken im Definitionsbereich auf.

(3) Als Beispiel fiir eine Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist, betrachten
wir die Dirichlet-Funktion d : R — R mit

1, falls x rational
0, falls x irrational.

d(x):= (1.3)

Die rationalen Zahlen liegen dicht in R. Das bedeutet, dass es in jedem nichttrivia-
len Intervall* reeller Zahlen unendlich viele rationale und unendlich viele irrationale
Zahlen gibt. Beim ,,Heranfahren® mit Treppenfunktionen von unten kommt man
daher nicht iiber die O hinaus und beim Heranfahren von oben nicht unter die 1.
Das Unterintegral von d besitzt daher auf jedem Intervall den Wert 0, wihrend das
Oberintegral etwa auf dem Intervall [0, 5] gleich 5 ist. Die Funktion d ist daher nicht
integrierbar.

1.3 Numerische Integration

Definition 1.3 fiir das Unter- bzw. Oberintegral einer Funktion stellt zumindest theo-
retisch eine Anweisung zur Berechnung des Integrals dar. Tatsichlich ldsst sie sich
durchaus in einen Grenzwert iibersetzen, der in manchen Fillen die exakte Berech-
nung des Integrals erlaubt. Wir werden aber in Kap. 2 sehen, dass eine solche exakte
Berechnung einfacher durch Bestimmung der sogenannten Stammfunktion erfolgt.

Dessen ungeachtet liefert die Anndherung durch Treppenfunktionen fiir Rie-
mann-integrierbare Funktionen aber unmittelbar eine Moglichkeit zur néherungs-
weisen numerischen Berechnung eines Integrals. Sie ist aus mindestens zwei Griin-
den von Interesse:

(1) Die numerische Integration benétigt keine weitere Theorie. Mit dem, was wir
bisher gesehen haben, kann der numerische Wert praktisch eines jeden Integrals
niherungsweise ermittelt werden.

(2) Es gibt Funktionen, die keine elementare Stammfunktion besitzen. Solche Funk-
tionen konnen iiberhaupt nur numerisch integriert werden. Und diese Funktio-
nen sind nicht etwa nur Exoten, sondern sie sind auch in ,,normalen‘ praktischen
Anwendungen zu finden. Wir werden mit der Normalverteilung in Abschn. 3.6.2
ein wichtiges Beispiel kennenlernen.

Natiirlich ist die numerische Integration ein weites Feld. Wir wollen sie nicht an-
satzweise erschopfend behandeln. Aber wir wollen das Prinzip verstehen und kon-

4 Ein ,,nichttriviales* Intervall besteht aus mehr als einem Punkt. Es ist also tatsidchlich ein Inter-
vall.
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kret numerische Integrationen durchfiihren kénnen. Auch die systematischen Feh-
ler, die dabei auftreten, werden wir qualitativ verstehen konnen.’

Fiir unsere numerischen Integrationen wollen wir Treppenfunktionen mit dquidi-
stanter Unterteilung verwenden. Sie bieten fiir praktische Berechnungen den Vor-
teil, dass sich die Summe, die mit den Treppenfunktionsintegralen verbunden ist,
leicht formulieren und auswerten ldsst. Des Weiteren halten wir fest:

Ist die Funktion f Riemann-integrierbar, so kann die niherungsweise Berech-
nung ihres Integrals durch Treppenfunktionen erfolgen, deren Stufenhohen auf den
abgeschlossenen Teilintervallen einmal von f als Funktionswert angenommen wer-
den. Es ist dabei nicht notwendig, dass die Treppenfunktion ansonsten ober- oder
unterhalb der Funktion bleibt. Je kleiner die Teilintervalle der Treppenfunktionen
sind, desto besser ist i. Allg. die Nidherung des Integrals, und der Grenzwert einer
unendlich fein werdenden Unterteilung entspricht dem exakten Wert des Riemann-
Integrals.

Lesehilfe

Salopp formuliert verwendet man zur numerischen Berechnung des Integrals
also Treppenfunktionen, deren Treppenstufen den Graphen der Funktion f
jeweils (mindestens) einmal schneiden oder — wenn man bei offenen Interval-
len fiir die Treppenfunktionen bleibt — ihn zumindest beriihren.

»  Zwischenfrage (3) Stimmt die folgende Aussage?

»Das Unterintegral (Oberintegral) einer stetigen Funktion f kann
berechnet werden, indem man Treppenfunktionen betrachtet, die unter-
halb (oberhalb) der Funktion liegen und deren Stufenhthen c; auf den
abgeschlossenen Teilintervallen einmal von f als Funktionswert ange-
nommen werden. Lisst man die maximale Breite der Unterteilungen
gegen 0 gehen, so ergibt sich das Unterintegral (Oberintegral). Dabei
sind Unterintegral und Oberintegral stets gleich.*

1.3.1 Aquidistante Unterteilung

Fiir die konkrete numerische Berechnung eines Integrals

b
I = / f(x)dx (1.4)

3 Auf eine quantitative Fehlerbetrachtung verzichten wir im Rahmen dieser Darstellung. Mit einer
solchen Betrachtung kann eine numerische Integration unter Angabe einer Fehlerschranke fiir das
zu berechnende Integral erfolgen und eine dazu passend feine Unterteilung des Intervalls vorge-
nommen werden.
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wollen wir auf dem Intervall [a, b] die folgende dquidistante Unterteilung definie-
ren:

ko —a)
n

, k=0,1,...,n. (1.5)

Xk = a

Es ist dann xo = a und x,, = b und ein Teilintervall hat die Lénge (b — a)/n. Fiir
das Integral benotigen wir auf dieser Unterteilung eine Treppenfunktion ¢, deren
Stufenhohen ¢, auf den abgeschlossenen Teilintervallen einmal von f als Funkti-
onswert angenommen werden. Dazu kann man beispielsweise den Funktionswert
von f am Beginn der Intervalle wihlen, man setzt also

el 1xk—1, xk[= ¢k = fx-1), k=1,2,....n. (1.6)

Der nidherungsweise Wert des Integrals / ist dann

b

h—a -
= [ewar =23 fx, (17)
Y -
Er wird umso besser, je groler der Wert fiir n gewihlt wird, und es gilt
lim [, = I. (1.8)
n—o0

Lesehilfe

Die in (1.6) getroffene Wahl ist tatsdchlich nur eine von verschiedenen
Moglichkeiten, vielleicht die einfachste. Aber ebenso gut konnte man den
Funktionswert am Ende des Intervalls nehmen, dann stiinde da ¢, := f(x)
oder die Mitte mit ¢ := f ((xx_1 + xx)/2) usw. Siche auch den Beweis zu
Satz 1.3 (2).

Zur Schreibweise des Integrals

Die Gleichungen (1.7) und (1.8) beinhalten tibrigens den historischen Ursprung fiir
die Schreibweise des Integrals. Um das zu erkennen, bezeichnen wir die Schrittwei-
te der Treppenfunktion als Ax, setzen also (b — a)/n =: Ax; dies ergibt

I =Y flunAx,

k=1

Der Grenzwert lim,,_, o, 1, ist dann gleichbedeutend mit Ax — 0. Es gilt daher fiir
das Integral

n—o0

I = lim I, = Alilgoik: (k1) Ax.
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Diesen Grenzwert gibt man symbolisch durch die Integralschreibweise wieder: Die
Summe ) wurde oft als S geschrieben, das jetzt zu einem | gedehnt wird, wobei
Ax beliebig klein und damit zu dx wird. Gleichzeitig geht k — oo, d. h., das Argu-
ment x;_; wird kontinuierlich und sein Wertebereich [a, ] wird durch die Grenzen
am Integral wiedergegeben:

b
I = Al)i(rilozk: fxk_1)Ax =: /f(x) dx.

Soweit zur historischen Entwicklung der Schreibweise. Wir wollen die Bedeutung
des Integrals unabhingig davon natiirlich weiterhin an Definition 1.4 festmachen.

>  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war nach der Richtigkeit der
Aussage: ,,Das Unterintegral (Oberintegral) einer stetigen Funktion f
kann berechnet werden, indem man Treppenfunktionen betrachtet, die
unterhalb (oberhalb) der Funktion liegen und deren Stufenhohen c; auf
den abgeschlossenen Teilintervallen einmal von f als Funktionswert
angenommen werden. Lisst man die maximale Breite der Untertei-
lungen gegen O gehen, so ergibt sich das Unterintegral (Oberintegral).
Dabei sind Unterintegral und Oberintegral stets gleich.*

Die Aussage stimmt. Da die Funktion f stetig ist, nimmt sie auf
einem abgeschlossenen Intervall ihr Minimum und ihr Maximum an.
Die Treppenfunktionen konnen daher auf ihren Teilintervallen mit die-
sen Werten c;, versehen werden und sind dann < f bzw. > f. Geht die
Breite der Unterteilungen gegen 0, ergeben sich dann Unter- bzw. Ober-
integral. Beide sind gleich, da f stetig und somit Riemann-integrierbar
ist.

Beispiel
Wir berechnen das Integral [ = fob x dx, b > 0. Elementargeometrisch gilt offenbar

b
b2
I=/xdx=—.
2
0

Lesehilfe

,Elementargeometrisch* haben wir es bei diesem Integral mit einem recht-
winkligen Dreieck zu tun, dessen zwei Katheten die Linge b haben (eine
liegt auf der x-Achse von 0 bis ). Somit ist sein Flicheninhalt gleich b /2.
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Dieses Ergebnis lédsst sich auch durch Approximation mit Treppenfunktionen ermit-
teln: Wir wihlen dquidistante Unterteilungen fiir das Intervall [0, b]:

insbesondere ist xo = 0 und x,, = b und ein Teilintervall hat die Linge %. Auf diesen
Intervallen definieren wir eine Treppenfunktion durch

o|1xk—1, Xk [ 1= xk—1, k=1,2,...,n,

also durch den Funktionswert am Beginn des Teilintervalls. Diese Treppenfunktion
néhert sich der monoton steigenden Funktion id : [0, 5] — R von unten an, siche
Abb. 1.3. Das Integral der Treppenfunktion lautet:

b b b b < b < (k—1)b
In: - — n—1— = — = — S~ 7
xOn+X1n+ + X 1n nl;xkl n; p

n

b2
= >k —1). (1.9)
k

=1

Fiir ein endliches 7 ergibt diese Summe einen Ndherungswert fiir das Integral 7.
Das entspriche dann einer numerischen Integration.

In diesem einfachen Beispiel ist es aber auch moglich, das Integral exakt zu
bilden. Fiir die in (1.9) verbleibende Summe gilt ndmlich allgemein die Formel

Zk: m(mi—i-l), (1.10)

2
k=0

d.h,esist Yf_ (k — 1) = Y/_k = 5 und wir erhalten

b>(n—1n  b*n? 1 b? 1
In = = |1 —-=)=— — — .
n? 2 n? 2 n 2 n

Fiir n — oo strebt dieser Ausdruck gegen b?/2.

Die Bildung des Grenzwerts entspricht der exakten Berechnung des Unterin-
tegrals. Wie man leicht nachrechnet, ergibt eine Annidherung von oben mit einer
Treppenfunktion, die definiert wird durch

Yl X, xk[ = xk, k=1,2,...,n,

fiir n — oo ein Oberintegral mit demselben Wert.
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1
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Abb. 1.3 Die Funktion id : [0, 5] — R ist monoton steigend. Sie kann daher auf einfache Weise
durch Treppenfunktionen angendhert werden: Fiir eine Annédherung von unten (oben) wihlt man
eine Treppenfunktion mit dquidistanter Unterteilung und gibt in jeder Unterteilung den Funktions-
wert am Beginn (Ende) des Intervalls vor. Der Grenzwert unendlich kleiner Unterteilungen ergibt
dann das Unterintegral (Oberintegral)

Lesehilfe

Um etwaigen Missverstdndnissen vorzubeugen: Was wir hier gemacht ha-
ben, ist nicht das, was man i. Allg. unter ,,Integrieren‘ versteht. Wir wollen an
diesem Beispiel nur einmal sehen, dass Integrale tatsdchlich auch iiber Grenz-
werte von Treppenfunktionsintegralen exakt ermittelt werden konnen.

>  Zwischenfrage (4) Wir haben gerade gesehen, dass gilt fobxdx =
b2/2 fiir b > 0. Stimmt diese Formel auch fiir b < 0?

Offenbar ist dariiber hinaus fab xdx =b?/2—a?/2fiir0 <a < b.
Bleibt diese Formel auch fiir beliebig anders gewéhlte a und b richtig?
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1.3.2 Trapezndherung

Im obigen sehr einfachen Beispiel konnte das Integral mithilfe des Grenzwerts der
Treppenfunktionsintegrale exakt berechnet werden. Im Allgemeinen lésst sich der
Grenzwert selbst jedoch nicht ohne Weiteres ermitteln und man muss es daher bei
einem numerischen Niherungswert mit endlichem n belassen. Dabei ist es wiin-
schenswert, mit moglichst ,.kleinem* Wert von n ein gutes Ergebnis zu erzielen.®
Bleibt man bei Treppenfunktionen mit dquidistanter Unterteilung, kann man ver-
suchen, durch geschickte Wahl der Treppenstufenhohen die Ergebnisse positiv zu
beeinflussen.

Wihlt man — wie in (1.6) — den Beginn des Intervalls als Treppenstufenhdhe, so
werden monoton steigende Funktionen beispielsweise systematisch unterschitzt,
wihrend die Wahl des Intervallendes sie grundsitzlich iiberschitzen wiirde, siche
Abb. 1.3. Bei Funktionen, die auf dem Integrationsintervall teilweise steigen und
teilweise fallen, kompensieren sich diese Fehler immerhin teilweise gegenseitig.

Eine besonders vorteilhafte Wahl der Treppenstufenhohe ist oft die Trapeznd-
herung: Fiir sie wird der Mittelwert aus Intervallanfang und Intervallende gewihlt,
man verwendet also die Treppenfunktion ¢* mit

S o) + f ()
B S
Bei dieser Treppenfunktion wird das Integral durch Trapeze auf den Teilintervallen
der Treppenfunktion angendhert, siche Abb. 1.4. Man erhilt damit

@ 1xk—1, Xk [:= k=1,2,....n. (1.11)

b

b _ n
7= [t @y = 220 S (fne + £, (1.12)
k=1

a

Lesehilfe
Ein Trapez ist ein Viereck mit mindestens einem Paar paralleler Seiten.

Die in (1.12) auftretende Summe lésst sich fiir die numerische Auswertung vorteil-
hafter schreiben:

D (f ) + ) = (f(x0) + fx) + (f(x1) + f(x2) + ...

k=1

+ (fGin2) + f(xn-1) + (f (xn-1) + (X))

n—1

= f(x0) + f(xa) +2) f(x0). (1.13)

k=1

S Der Fehler bei der Anniherung des Integralwerts durch Summen wie in (1.7) lisst sich auch
durch groBles n prinzipiell nicht beliebig klein machen, da neben dem ,,Verfahrensfehler, der
aus endlichem » resultiert, auch die Rundungsfehler des Rechensystems (Computer) eine Rolle
spielen. Letztere werden bei (sehr) groen n bedeutsam.
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Abb.1.4 Die Anniherung eines Integrals fab f(x) dx kann iiber Trapezflichen durchgefiihrt wer-
den: Der Flicheninhalt des Rechtecks mit der Grundseite x; — x;_; und der Hohe (f(xx—;) +
f(xx))/2 entspricht dem des Trapezes, das an der Stelle x;_; die Hohe f(x;_;) und an der Stelle
xy die Hohe f(x;) besitzt

Lesehilfe

Wie du sicher gesehen hast, tauchen in der Summe alle Summanden bis auf
den ersten und den letzten zweifach auf. Der erste und der letzte Summand
bleiben daher einzeln stehen und die restlichen werden als 2 mal ihre Summe
zusammengefasst.

Mit (1.5) erhalten wir daraus die folgende Trapezformel

=2t [f(a)+f(b)+22f(a+k(b “))]. (1.14)

k=1

Die Trapezniherung ergibt in der Regel bei gleichen Werten fiir n bessere Werte
als die Néherung (1.7). Aber auch die Trapezregel weist systematische Fehler auf:
Sie iiberschitzt konvexe Anteile einer Funktion und unterschitzt konkave. Fiir die
numerische Integration einer Funktion wird man dennoch in der Regel die Trapez-
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formel (1.14) verwenden. Zu ihrer Ausfiihrung reicht schon ein Taschenrechner mit
einer Summenfunktion.

Lesehilfe
Eine Funktion heift konvex, wenn ihr Graph unterhalb jeder Verbindungs-
strecke zweier seiner Punkte liegt. Sie hei3t konkav, wenn ihr Graph oberhalb
jeder solchen Verbindungsstrecke liegt.

Die Trapeze der Trapezregel entsprechen mit ihrer oberen Seite gerade
solchen Verbindungsstrecken zweier Punkte des Graphen. Siehe Abb. 1.4.

Ubrigens ist es fiir eine numerische Integration nicht notwendig, dass die Funktion
f in Form einer expliziten Funktionsvorschrift vorliegt, sondern es kdnnen auch
nur numerisch vorliegende Funktionen integriert werden. Es sind dann lediglich die
Stiitzpunkte der Treppenfunktion so zu wihlen, dass sie mit numerisch bekannten
Stellen der Funktion iibereinstimmen.

»  Antwortauf Zwischenfrage (4) Gefragt war, ob fob xdx =b%/2 auch

fiir fiir » < 0 gilt. Und ob j;lb x dx = b%/2 — a?/2 fiir beliebig gewihlte
a und b richtig bleibt.
Nach Definition 1.5 ist fiir b = 0

0
/xdx:O.
0

Die Formel stimmt also fiir b = 0. Fiir b < 0 haben wir

b 0
/xdx:—/xdx:—F
0 b

und das zweite Integral ist ein ,,normales* Fldchenintegral. Da in diesem
Integrationsbereich der Integrand x < O ist, besitzt es den negativen
Wert F = —b?/2. Insgesamt gilt daher wieder

b
[xdx = b?/2.
0

Diese Formel stimmt somit fiir alle b € R.
Mit Satz 1.4 haben wir

b 0 b
/xdx:/xdx+/xdx,
a a 0
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wenn auch zunichst nur fiir @ < 0 < b. Aufgrund von Definition 1.5
bleibt diese Gleichung aber auch fiir jede andere Wahl von a und b
richtig. Ist beipielsweise 0 < a < b, so ist ebenso

a 0

b b b b 0
/xdx:/xdx—/xdx:/xdx— —/xdx =/xdx+/xdx
0 0 0 0

a a a
usw. Somit gilt

b 0 b a

b
[xdx:/xdx—i-/xdx:[xdx—[xdx:bz/Z—az/Z
0

a a 0 0

tatsiachlich fiir alle a, b € R.

»  Zwischenfrage (5) Warum ist die Summe (1.13) vorteilhafter fiir die
numerische Auswertung als die Summe in (1.12)?

Beispiel
Wir berechnen niherungsweise die Fliache unter einem halben Cosinus- bzw. Sinus-
bogen, d. h. das Integral

/2

1 = [cosxdx. (1.15)

0

Die Cosinusfunktion ist stetig und daher integrierbar. Der exakte Wert dieses Inte-
grals ist 1, mithilfe der Stammfunktion ldsst er sich leicht ermitteln. Seine Kenntnis
erlaubt uns hier, die Giite der Ndherungen zu erkennen.

Zur numerischen Berechnung nehmen wir eine dquidistante Unterteilung des
Intervalls [0, Z] vor gemiB

_kn

=—, k=0,1,...,n,
2n

Xk -
und definieren eine Treppenfunktion durch
@llxe—1, xk[ :=cosxpy, k=1,2,...,n,

geben also jeder Treppenstufe den Cosinuswert am Beginn des Intervalls als Wert
vor. Diese Treppe liegt vollstindig oberhalb der Funktion, da cos auf dem Intervall
[0, Z] monoton féllt. Der Nidherungswert fiir n Unterteilungen lautet (siche (1.7))

/2

T T k—Dnm
I, = d:—E _:-E -— . 1.16
/(p(x) X o k_lcosxk =5, k_lcos( 7 ) ( )
5 = =
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Fiir n = 10 erhalten wir mithilfe eines Taschenrechners oder Computers den Wert

10
T k—1Dn
110 = E kEZI Ccos T = 1.07648

und fiirn = 100

& (k-Dx
1100 = — cos ———— = 1.00783.

200 200
k=1

Vergleicht man dies mit dem exakten Wert I = 1, so erkennt man erwartungsgemaf,
dass sich der Wert mit grolerem n verbessert.

Schlieflich wollen wir das Integral mithilfe der Trapeznidherung approximieren,
also Treppenfunktionen des Typs (1.11), d. h. die Trapezformel (1.14) verwenden:

/2 nel

* * T v km
Iy = / e (x)dx = E[COS(O) + COS(E) + ZkZCOS(E):|. (L.17)
0

=1

Dies ergibt die Naherungswerte

9
k
I = % [1 + 22005(%)] — 0.99794

und

99

b4 km
I, = m[l + 2Zcos(%)} = 0.99998.
k=1

Sie nihern sich dem exakten Wert von unten, da die Funktion cos im Bereich von
0 bis 7/2 konkav ist und daher die Trapeze vollstindig unterhalb des Funktions-
graphen liegen. Die Fehler sind bei gleichem 7 deutlich kleiner als bei Verwendung
von (1.16).

»  Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war, warum die Summe
(1.13) vorteilhafter fiir die numerische Auswertung ist als die Summe
in (1.12).
Um die Summe in (1.12),

D () + £0).

k=1
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zu berechnen, muss die Funktion f fiir jeden Summanden zweimal aus-
gewertet werden, also insgesamt 2n-mal. Fiir die Summe (1.13),

n—1

Fx0) + fQan) +2) ),

k=1

ist dies hingegen nur (2 + n — 1) = (n + 1)-mal notwendig. Wenn man
davon ausgeht, dass die Auswertung der Funktionswerte von f die
wesentliche Rechenlast darstellt — man denke hier an Funktionen wie
Sinus, Exponentialfunktion, Logarithmus —, so sollte die Auswertung
der Summe (1.13) daher nur etwa die halbe Rechenzeit bendtigen.

1.4 Grundlegende Eigenschaften des Integrals

Zunichst halten wir fest, dass die Eigenschaften der Linearitit und der Monotonie
nicht nur fiir Integrale iiber Treppenfunktionen, sondern allgemein fiir samtliche
Riemann-Integrale gelten:

Satz 1.5 Esseien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen und ¢ € R eine Zahl.
Dann sind auch die Funktionen f + g und cf integrierbar und es gilt

b

b b
(1) / (f + )(x) dx = / £ dx + / g(x)dx

a

b b
@) / (ef)x)dx = ¢ / () dx

b

b
3) f=<g :[f(x)dxs[g(x)dx.

a

Beweis Hilt man sich die Fliacheneigenschaft des Integrals vor Augen, sind die
Aussagen geometrisch unmittelbar einleuchtend. Ein formaler Beweis kann mithilfe
von Satz 1.2 erfolgen. Setzt man die Integrierbarkeit der Funktionen f + g und ¢ f
voraus, so ergeben sich die Rechenregeln — durch Betrachten des Unterintegrals —
auch aus Satz 1.1. o

Die Linearitit stellt eine grundlegende Rechenregel fiir Integrale dar. Sie lédsst
sich zusammengefasst mit zwei Konstanten ¢y, ¢; € R auch in folgender Form aus-
driicken:

b

b b
/(clf(x) + cg(x))dx = ¢ / f(x)dx + ¢ / g(x)dx. (1.18)

a
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Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ahnlich wie die Differenzialrechnung besitzt auch die Integralrechnung einen Mit-
telwertsatz:

Satz 1.6 Es seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen und es sei g > 0. Dann
existiert ein | € [a, b] so, dass gilt

b b
[f@k@ﬂu=fﬂwfg@mx

Ist speziell g = 1, so ergibt sich

b
/ﬂmm=fww—@.

Beweis Eine stetige Funktion nimmt auf einem abgeschlossenen Intervall ihr Mi-
nimum und ihr Maximum an; wir konnen daher setzen

m :=min{ f(x)|x € [a,b]} und M := max{f(x)|x € [a,b]}.
Wegen g > 0 gilt dann mg < fg < M g und damit nach Satz 1.5

b

m[ﬁMMijwﬂmwstamm.

a

Es muss daher ein B € [m, M| geben mit

b b
/f@k@mx:ﬂ/guwx

Da die Funktion f stetig ist, nimmt sie auf [a, b] jeden Wert zwischen m und M
an; daher gibt es ein © mit f(u) = B. °

Lesehilfe
Kurz zur kompakten Schreibweise, die wir hier und an anderen Stellen fiir
Funktionen verwenden: g > 0 bedeutet genauer g(x) > 0 fiir alle x, hier alle
X € [a, b]. Ebenso steht g = 1 fiir g(x) = 1 fiir alle x.

Und die Ungleichung mg < fg < Mg bedeutet mg(x) < f(x)g(x) <
M g(x) fiir alle x, wobei m und M feste Zahlen sind.

Die kurzen Schreibweisen fiir die Funktionen sind hoffentlich intuitiv und
klar und vielleicht bist du auch gar nicht an ihnen hiangengeblieben ;-)
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T

Abb. 1.5 Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R gibt es mindestens einen Wert u € [a, b] so,
dass das Integral iiber die Funktion gleich der Rechteckfliche f(u)(b —a) ist; der Wert f(u) wird
als der integrale Mittelwert der Funktion auf dem Intervall [a, b] bezeichnet

»  Zwischenfrage (6) Warum gilt in Satz 1.6 fir g = 1

b
£ / ¢ dx = f(G0)b —a)?

Und warum ,,funktioniert der Beweis nur fiir Funktionen g > 0?

Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, dass es fiir eine stetige Funktion f :
[a,b] — R einen Wert p gibt, sodass die Fliche unter dem Graphen gleich der
Flache des Rechtecks mit den Seitenlidngen b — a und f(w) ist, siche Abb. 1.5. Ei-
ne stetige Funktion f nimmt auf dem Intervall [a, b] also mindestens einmal ihren
Mittelwert an.

Allgemeiner setzt man fiir beliebige integrierbare Funktionen

b
M(f):= ﬁ/f(x)dx (1.19)
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1 1
0 T T 27

Abb.1.6 Zwei Hocker der sin>-Funktion schlieBen den Flicheninhalt 7 ein. Der Mittelwert der
Funktion ist daher M, » = 7 /2% = 1/2. Da die Funktion stetig ist, nimmt sie ihren Mittelwert

sin
mindestens einmal als Funktionswert an, z. B. an der Stelle 7 /4

und nennt diese Zahl den (integralen) Mittelwert von f auf dem Intervall [a, b].
Er existiert auch dann, wenn die Funktion nicht stetig ist. Es ist dann lediglich
nicht sichergestellt, dass die Funktion ihren Mittelwert auf dem Intervall auch selbst
einmal als Funktionswert annimmt. Fiir Anwendungen des Mittelwerts spielt das
aber in der Regel gar keine Rolle.

Beispiel
Wir berechnen den integralen Mittelwert der Funktion sin” : R — R iiber eine Pe-
riode, d. h. auf dem Intervall [0, 27]:

2
1
M(sin?) = — / sin” x dx.
2
0
Wir benotigen also das Integral
2w

1 =/sin2xdx,

0
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das man ohne Weiteres exakt bestimmen kann — siche die ndchsten Kapitel —, dessen
Wert wir aber an dieser Stelle noch einmal numerisch mithilfe der Trapeznidherung
(1.14) mit n = 100 bestimmen wollen:

99
T 2k
I =—|04+0+2 in?[ ==— ) | = 3.14159.
100 100[ O+ ;Sln(loo)}

Dieser Wert gibt die ersten Stellen der Zahl 7 wieder, und das wire auch das exakte
Ergebnis. Daher haben wir

1
M (sin®) = =T=5 (1.20)
T

d.h., der Mittelwert der Funktion sin® ist gleich 1/2. Dieser Mittelwert ist in natur-
wissenschaftlichen oder technischen Anwendungen von Bedeutung. Der Mittelwert
dieser periodischen Funktion ist iibrigens auch auf den Intervallen [0, /2], [0, ]
gleich 1/2.

Da die Funktion sin® stetig ist, nimmt sie ihren Mittelwert auch als Funktions-

2
wert an: Es ist beispielsweise sin’(77/4) = (ﬁ/ 2) = 1/2. Siehe Abb. 1.6.

»  Antwort auf Zwischenfrage (6) Gefragt war nach der Gleichung
f(w) fab g(x)dx = f(u)(b —a) fir g = 1 und dem Grund fiir die
Einschriankung von Satz 1.6 auf Funktionen g > 0.

Fir g = 1 ist

b b
£ [ g dx = £() / 1dx.

Und das Integral iiber die Funktion 1 auf dem Intervall [a, b] ist gleich
1-(b—a).

Der Beweis verwendet das Minimum m und das Maximum M von
f.Es gilt somit m < f < M. Nur dann, wenn eine solche Ungleichung
mit einer nichtnegativen Zahl multipliziert wird, bleiben die Ungleich-
heitszeichen ungeédndert. Daher folgt mg < fg < Mg nur fiir g > 0.

Das Wichtigste in Kiirze

e Eine Treppenfunktion ist eine stiickweise konstante Funktion. Das Integral
einer Treppenfunktion ergibt sich als Summe der Rechteckfliachen, die iiber
den Teilintervallen ihrer Unterteilung mit den dort konstanten Funktionswer-
ten entstehen.

e Das Riemann-Integral einer gewohnlichen Funktion erhélt man, indem man
die Funktion beliebig genau durch Treppenfunktionen annihert und den damit
verbundenen Grenzwert des Integrals dieser Treppenfunktionen betrachtet.
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e Die Integrierbarkeit stellt keine besonderen Anforderungen an eine Funktion:
Alle ,,normalen‘ beschrinkten Funktionen sind integrierbar.

e Die Definition des Integrals einer Funktion mittels Anndherung durch Trep-
penfunktionen erlaubt unmittelbar seine niherungsweise numerische Be-
rechnung. Dazu wihlt man dquidistant unterteilte Treppenfunktionen, die auf
jedem Teilintervall in mindestens einem Punkt mit der Funktion iibereinstim-
men. Besonders gute Ergebnisse erzielt man mit der Trapezniherung.

e Der integrale Mittelwert einer Funktion auf einem vorgegebenen Intervall
gibt den mittleren Wert der Funktion auf diesem Intervall wieder. <«

Und was bedeuten die Formeln?

a=x)g<x1<...<x,=b, o|lxi_t,xk[=ck, k=1,...,n,
b

/(p(x) dr =Y (v — xp),
k=1

a

b

b
[ rwaxi=sw{ [owax|o e Tla.blg < 1},

ax a

/bf(X)dx = 7f(X) dx Zi/bf(X) dux,

b

b
=< f=<v und /III(X)dx—/(p(x)dxfg,

a
b c

j rds = [ et [ rewa
a b

a

a b a
/f(x) dx :=0, /f(x) dx ;= —/ f(x)dx fallsb <a,
a a b

/bf(x)dxszf(t)dt=[bf(g)d§=m’

k(b — b—a
X :=a+M, k=0,1,....n, I,= aZf(xk_l),
n no =

S k) + f ()
—

n—1
I = b%’[f(a) + 1) +2Zf(a T @)}

n n
k=1

@ 1xk—1, xic[:= k=1,2,...,n,
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99
b km
Fiog= —|142 ) | = 0.99998,
100 400[ + ;Cos(zoo)]
b

b b
/ (1 /() + e2g(x) dx = ¢ [ F()dx + e / g(x) dx.,

a

b b
/ f@dx = b —a). M(f) = 1 / FG)dx, Msind) = 1/2,

Ubungsaufgaben

Al1.1 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

(I) Eine Treppenfunktion ¢ € T [a, b] ist eine stetige Funktion.

(IT) Das Integral iiber eine Treppenfunktion ergibt sich als Summe endlich vieler
Rechteckfldchen und ist daher stets endlich.

(III) Positive Treppenfunktionen besitzen stets ein positives Integral.

(IV) Das Integral einer Treppenfunktion kann nur dann gleich 0 sein, wenn die
Treppenfunktion selbst O ist.

Al.2 Konnte man in der Definition des Unterintegrals,

b

b
[ reax=sw{ [owax|o e Tlanng < 1),

a

statt des Supremums auch einfach das Maximum verwenden, also ,,sup* durch
,,max‘ ersetzen?

A1.3 Eine Funktion f : [a,b] — R, die stetig ist, ist integrierbar. Ist sie dann auch
differenzierbar? Folgt somit aus der Integrierbarkeit die Differenzierbarkeit? Und
umgekehrt: Folgt aus Differenzierbarkeit die Integrierbarkeit?

Al.4 Berechne mithilfe eines Taschenrechners die Flidche unter dem Sinusbogen,
d.h. das Integral

e

I = /sinxdx,

0
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niherungsweise durch die folgende Treppenfunktion: Nimm 10 dquidistante Unter-
teilungen des Integrationsintervalls vor durch

k
X = 2 mitk =0,1.2.....10
10

und definiere die Treppenfunktion durch
o(x):=sinx;_; firx €lxe_, x[,k =1,2,...,10.
Vergleiche das Ergebnis der Approximation mit dem exakten Wert 2 des Integrals.

A1.5 Der Wert des Integrals /| = fob f(x)dx einer integrierbaren Funktion f :
R — R werde mit der Trapezregel und n Unterteilungen niherungsweise ermittelt.
Dabei liege ein Fehler A; vor. Stimmt nun die folgende Aussage: Berechnet man
das Integral I, = fozb f(x)dx mit 2n Unterteilungen, so ist der hierbei gemachte
Fehler A, > A;.

A1.6 Fiir a > 0 betrachten wir integrierbare Funktionen f : [—a, a] — R. Begriin-
de, dass fiir eine achsensymmetrische Funktion f gilt

/f(x)dx = —/f(x)dx,
0 0
wihrend eine punktsymmetrische Funktion f die Gleichung

O/f(x)dx=0/f(x)dx

erfillt.

Al.7 Ermittle die integralen Mittelwerte der Funktionen sin® und sin* auf dem
Intervall von O bis 27r. Werte die auftretenden Integrale notigenfalls mithilfe der
Trapezregel und n = 100 Unterteilungen aus. Lassen sich die exakten Mittelwerte
erraten?
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Stammfunktionen

Nachdem wir das Integral als Fliche kennengelernt haben, die der Graph einer
Funktion mit der Rechtsachse einschlieBt, werden wir nun sehen, dass die Inte-
gration in gewisser Weise die Umkehrung der Differenziation ist: Das sogenannte
unbestimmte Integral entspricht einer Stammfunktion, deren Ableitung dem Inte-
granden entspricht. Mit bekannter Stammfunktion ergibt sich dann eine einfache
Moglichkeit zur exakten Berechnung von Integralen.

Dariiber hinaus wollen wir den Integralbegriff so erweitern, dass er in bestimm-
ten Fillen auf offene Intervalle und nicht beschrinkte Funktionen ausgedehnt wer-
den kann.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e ,Die Integration ist die Umkehrung der Differenziation.” Da man eine
Flache nicht ableiten kann, miissen wir uns ansehen, was das eigentlich
bedeuten soll. Dabei werden wir insbesondere den Begriff der Stammfunk-
tion kennenlernen.

e Viele Integrale konnen leicht exakt ausgerechnet werden. Dies erlaubt der
~Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung®. Wir wollen sehen,
was sich hinter dieser gewichtigen Bezeichnung verbirgt.

e Wenn man differenzieren kann, kann man auch integrieren. Wir nutzen das
zu einer ersten einfachen Integraltafel.

e Eine unbeschrinkte Fliche kann endlich sein. Wir wollen uns ansehen,
was das in Bezug auf Integrale heif3t. Und sagen ,,uneigentlich dazu ;-)

e Schlieflich wollen wir verstehen, was es mit der Vertauschung von
Integration und Limesbildung auf sich hat. Und konnen dann die Expo-
nentialfunktion zu Fuf3 integrieren.
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2.1 Unbestimmtes Integral und Stammfunktion

Bisher betrachteten wir Integrale immer tiiber ein festes, abgeschlossenes Intervall
[a, b]. Ein solches bestimmtes Integral ist eine Zahl.

Jetzt wollen wir eine Integrationsgrenze als variabel auffassen. Dadurch erhilt
man bei der Integration einer Funktion f eine neue Funktion F, deren Wert von
der variablen Integralgrenze abhingt und die man das unbestimmte Integral nennt.
Fiir sie gilt der folgende Satz, wobei die Menge / C R hier und im Folgenden stets
ein nichttriviales Intervall sei:

Satz2.1 Essei f : 1 — R eine stetige Funktion und a € 1. Fiir x € I setzt man
F(x):= / f(t)de (unbestimmtes Integral).
a
Dann ist die Funktion F : I — R differenzierbar und es gilt F' = f.

Lesehilfe zum Satz
Ein Integral ist auch iiber nicht stetige Funktionen moglich. In Satz 2.1
werden allerdings stetige Integranden vorausgesetzt, weil nur dann das un-
bestimmte Integral differenzierbar ist.

Die Ableitung F' ist die ,,Anderungsrate” der Flichenfunktion F mit
wachsendem x. Und sie ist gleich f, also gleich der Hohe der Fliche am
Punkt x. Die Aussage F’' = f ist daher geometrisch einleuchtend :-)

Beweis Wir bilden den Differenzenquotienten der Funktion F': Fiir & # 0 ist

x+h x
F(x+h)—F(x) 1
h = /f(t)dt—[f(t)dt
| x+h a 1 x+h
—i| [ rou+ [roa) = [ row

siehe Definition 1.5 und Satz 1.4. Da f stetig ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung, Satz 1.6, ein u;, zwischen x und x + & so, dass gilt

x+h

/fmm=ﬂmm
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Fiir 7 — 0 strebt w;, gegen x, d. h., lim;,_,q i, = x. Zur Berechnung von F’ bilden
wir nun den Grenzwert des obigen Differenzenquotienten:

x+h
F(0) = lim [ Fydr = lim ) = lim fGu) "= 0.

X

Lesehilfe zum Beweis
Es gibt ein ,,iu;, zwischen x und x + A* bedeutet ), € [x,x + h] fir A > 0
und p;, € [x + A, x] fiir o < 0. Fiir & — 0 laufen die Intervalle auf den Punkt
x zusammen und daher ist limj,_o £y = x.

Fiir stetige Funktionen gilt lim,., f(x) = f(a). Daher ist

lim, o f(un) = f(x).

Satz 2.1 driickt aus, in welchem Sinn die Integration die Umkehrung der Differen-
zZiation ist: Integriert man f unbestimmt, so erhilt man eine Funktion F. Diffe-
renziert man nun F, so erhilt man wieder f. Funktionen F, die diese Eigenschaft
haben, nennt man Stammfunktionen:

Definition 2.1 Eine differenzierbare Funktion F : I — R heiflt Stammfunktion
einer Funktion f : I — R, falls gilt F' = f.

Nach Satz 2.1 ist also das unbestimmte Integral eine Stammfunktion des Inte-
granden. Das bleibt iibrigens auch dann richtig, wenn sich das unbestimmte Integral

F(x) = / f(t)dt Q.1

nicht ,,berechnen® ldsst, d. h., wenn es nicht durch eine elementare Funktion ausge-
driickt werden kann und in dieser Integralform stehen bleiben muss.

Mit einer Stammfunktion F ist offenbar auch jede Funktion F + ¢ mit ¢ € R
Stammfunktion zu f, denn es ist ja (F + ¢)’ = F’. Umgekehrt konnen sich zwei
Stammfunktionen F und G auch nur hochstens durch eine additive Konstante von-
einander unterscheiden: Aus F' = G’ folgt F' —G' = (F —G) =0, alsoist F — G
konstant.

»  Zwischenfrage (1) Ergibt eine unterschiedliche Wahl von a in Satz 2.1
bzw. in (2.1) unterschiedliche Stammfunktionen?

Beispiele
(1) Die Parabel f, : R — R mit f,(x) = x", n € N, besitzt die Stammfunktion F,
mit F,(x) = %, denn es gilt

X+l ! 1 i
= Dx"™ 7 = x". 2.2
(}’l + 1) n—+ 1(71 +Dx X (2.2)
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So hat beispielsweise x? die Stammfunktion x3/3; aber auch x3/3 — 17 ist eine

Stammfunktion von x2.

(2) Die Funktion cos besitzt die Stammfunktion sin, denn es ist sin’ = cos.

2.2 Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Wir kommen nun zum Zusammenhang zwischen bestimmten Integralen und
Stammfunktionen und damit zum Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-
nung:

Satz 2.2 Essei f : I — R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von
f. Dann gilt fiir alle a,b € 1

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis Fiir x € [ setzen wir F,(x) := fax f(¢) dz. Dieses unbestimmte Integral
F, ist eine Stammfunktion von f. Ist nun F eine weitere Stammfunktion von f,
so gibtes ein ¢ € R mit ' — F, = c. Deshalb ist

Fa(a)=0

b
F(b) = F(a) = Fy(b) — Fa(a) "™ F,(b) = [ £ dx. .

Lesehilfe zum Beweis

Es ist F(b) — F(a) = F,(b) — F,(a), weil sich die Stammfunktionen nur
um eine Konstante ¢ unterscheiden konnen, die sich in der Differenz aufhebt.
Und F,(a) ist nichts anderes als faa f(x)dx und damit gleich 0.

Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion kann also berechnet werden, wenn
man eine Stammfunktion des Integranden kennt. Die Aufgabe der Integration be-
steht damit im Auffinden einer Stammfunktion und aus jeder Differenziationsregel
ergibt sich eine Regel zur Integration. Wir werden aber sehen, dass das ,,Integrie-
ren”, also das Riickwirtsanwenden von Differenziationsregeln, i. Allg. schwieriger
ist als das Differenzieren.

Unter Verwendung der Schreibweise

F(x) " — Fb) - F(a) (2.3)
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kann das bestimmte Integral geschrieben werden als

b
/ f(x)dx = F(x) b. 2.4)

Den Zusammenhang zwischen einer Funktion f und einer Stammfunktion F gibt
man oft in Form eines unbestimmten Integrals wieder als

/ f(x)dx = F(x) +c. (2.5)

Gleichung (2.2) aus dem obigen Beispiel wird dann z. B. geschrieben als

. xn+1
x"dx = +c,

wobei man den Zusatz ,,4c* oft einfach weglisst.

>  Antwort auf Zwischenfrage (1) Gefragt war, ob eine unterschiedliche
Wahl von a in Satz 2.1 unterschiedliche Stammfunktionen ergibt.
Ja, bei anderer Wahl von a hat man es i. Allg. mit unterschiedlichen
Funktionen zu tun. Betrachten wir neben

X
F(x) = [f(t)dt
eine zweite Stammfunktion
X
F*(x) = / f(t)de.
a*
Nun ist aber

F(X)=/xf(l)dl=ff(t)dl+[xf(t)dl,

sodass sich die beiden Stammfunktion um das bestimmte Integral
f:* f(t) dt und damit um eine Konstante unterscheiden.

Anders ausgedriickt: Mit anderer Wahl von a verschiebt man die
untere Grenze des Integrals, dessen obere Grenze variabel ist. Dadurch
hat man jeweils nur ein konstantes Flidchenstiick mehr oder weniger,
also eine additive Konstante.
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Beispiele
(1) Wir greifen noch einmal das Beispiel (2.2) auf. Allgemeiner gilt ndmlich fiir alle
s e R\ {1}

b

$+b
[x“‘dx:S_i_1 K (2.6)

a

Fiir das Integrationsintervall [a, b] sind dabei folgende Einschridnkungen zu beach-
ten: Fiir s € N (Parabeln) sind a,b € R beliebig. Ist s eine ganze Zahl < —2, so
darf O nicht im Integrationsintervall liegen. Ist s nicht ganz, so ist [a, b] C R% vor-
auszusetzen. Einige Beispiele:

1
2 20 1
[xdx:x—, /xdx:x_):__():_,
2 0o 2 2
0
+2
4 442
/x3dx:>C_’ Pr="r =4-4=0
4 4 -
-2
1 1 v 1 1000 1
—dv= [x7dy = ——, Sdx=—=|  =—— 41=0.0999
/xzx /x YT /2 X 1000
1

/ﬁdx: /xl/zdx = %x/)? l/ﬁdx = %@)? = %(«/g—l).

Lesehilfe
Fiir s € N hat man die normalen Parabeln x2, x> usw. Sie sind auf ganz R
,,ohne Probleme*. Fiir s = —2, —3 usw. hat man es mit Hyperbeln zu tun. Sie

besitzen bei 0 eine Polstelle und sind dort nicht definiert. Daher darf man nicht
iiber die 0 hinweg integrieren. Fiir nicht ganze s schlie8lich bekommt man es
mit Wurzeln zu tun. Sie sind zumindest teilweise nur fiir positive Argumente
definiert. Daher hier pauschal die Einschriankung auf positive Integrationsin-
tervalle.

Fiir s = —1 funktioniert die Formel (2.6) nicht. Sieche aber (2.7).

(2) Wie sich aus dem Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion ergibt, ist (Inx)’ =
1/x fiir x > 0. Daher gilt fiira,b > 0

b
1 b
[—dx:lnx
X

2.7

a
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Fira,b < 0ist
b

1 b
/ —dx = In(—x)| ,

X a
a

da (In(—x))" = 1/x fiir x < 0. Beide Fille lassen sich folgendermaBen zusammen-
fassen:

1
[ —dx =In|x| + ¢ fiir x # 0, d.h. 0 nicht im Integrationsintervall.  (2.8)
X

Das ergibt beispielsweise
1000
1 1000
/ —dx = (Inx) .= In1000 —In1 = 1n 1000 ~ 6.91.
X

1

Lesehilfe Differenziation

Fiir eine Funktion f : I — R mit der Umkehrfunktion f~! besagt der Satz zur
Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f ina € I differenzierbar mit f’(a) # 0,
soist f~!inx := f(a) differenzierbar und es gilt

1
FIf)
Nun ist der natiirliche Logarithmus In : R} — R die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion exp und es ist exp’ = exp. Also haben wir

') =

, 1 1 1
In"x = = = —.
exp/(Inx) exp(lnx) x
(3) Es ist
/cosxdx:sinx+c, [sinxdx:—cosx+c. (2.9)

Damit erhélt man f0" sinx dx = —cosx‘;r = —(—1) — (1) = 2, d.h., die Fliiche
unter einem Sinusbogen ist gleich zwei (siehe auch das Beispiel (1.15) aus Kap. 1).
Ferner gilt beispielsweise

dx
5 =tanx +c. (2.10)
cos? x
»  Zwischenfrage (2) Warum ist [ Co‘lﬁx =tanx + ¢?

(4) Es ist
/exp(x) dx = exp(x) + c. (2.11)



38 2 Stammfunktionen

(5) Aus den Differenziationsregeln (arctan x)’ = 1/(1 4 x?) fiir beliebige x € R
und (arcsinx)’ = 1/+/1 — x?2 fiir |x| < 1 ergibt sich

/ dx fan x + 2.12)
= arctan x C .
1+ x2

/ dx inx+c (x| <1) (2.13)
—— = arcsin x C X . .
V1= x2

Lesehilfe Differenziation

Die Ableitungen (arctanx)’ = 1/(1 + x?) und (arcsinx)’ = 1/+/1 — x2 er-
geben sich wie die Ableitung des Logarithmus aus dem Satz zur Ableitung
der Umkehrfunktion. Diese Ableitungen weill man vielleicht nicht unbedingt
auswendig. Aber jetzt kennen wir sie wieder ;-)

Die vorstehenden Beispiele (1)—(5) geben einige Grundintegrale wieder, wie sie
sich aus diversen Ableitungsregeln ablesen lassen. Sie stellen damit eine erste ein-
fache Integraltafel dar. Eine solche Tafel kann von groem praktischen Nutzen sein,
weil das Integrieren, also das Finden einer Stammfunktion, nicht immer einfach ist.

»  Antwort auf Zwischenfrage (2) Gefragt war nach f & —tanx+c.

COS2 X -
Diese Formel stimmt genau dann, wenn tan x eine Stammfunktion

von 1/ cos? x ist, d.h., wenn gilt

1
cos?x’

(tanx)" =

Und das ist richtig. Du kannst es mit der Quotientenregel leicht nach-
rechnen:

COS X

(tanx) = (

sinx )’  sin’ x cosx — sinx cos’ x 1
cos? x cosZ x

wegen sin® x + cos? x = 1.

Fliche zwischen Funktionsgraphen

Manchmal stellt sich die Frage, wie grof die Fliche ist, die von den Graphen zwei-
er stetiger Funktionen f, g eingeschlossen wird. Liegt die Funktion f oberhalb
von g, giltalso f > g auf dem Intervall [a, b], so ist die auf diesem Intervall einge-
schlossene Fliche gleich

b
F= / (f(x) — g()dx.
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Etwas komplizierter wird es, wenn sich die Funktionsgraphen schneiden, also mal
die eine Funktion oberhalb liegt und mal die andere. In diesem allgemeinen Fall
ergibt sich die zwischen den Graphen zweier Funktionen f und g eingeschlossenen
Flache F als

b
F= [ /() — ()] dx. (2.14)

Zur Auswertung des Betrags in dieser Formel ist es in der Regel notwendig, die
Schnittpunkte der beiden Graphen zu ermitteln und die einzelnen Teile der Gesamt-
fliche separat zu berechnen.

»  Zwischenfrage (3) Stimmt es, dass man die Betragsstriche in (2.14)
auch vor das Integral schreiben kann, dass also gilt

b b
/ /() — g(x)] dx = / (f(x) — g(x))dx|?

2.3 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir stets Integrale von beschrinkten Funktionen auf abgeschlosse-
nen Intervallen betrachtet. Aber auch wenn das Integrationsintervall unendlich ist
oder die zu integrierende Funktion nicht beschrénkt ist, kann sich die Frage nach
der eingeschlossenen Flédche stellen. Und tatsidchlich kann der Integralbegriff durch
Grenzwerte von Riemann-Integralen bzw. der zugehorigen Stammfunktionen un-
ter bestimmten Bedingungen so erweitert werden, dass auch solche Fille behandelt
werden konnen. Man spricht dann von uneigentlichen Integralen.

2.3.1 Integrationsgrenze Unendlich
Wir sehen uns zunéchst den Fall eines unendlichen Integrationsintervalls an:
Definition 2.2 Es sei f : [a, oo[— R eine Funktion, die auf jedem Intervall [a, r]

mita < r < oo integrierbar ist. Falls der Grenzwert lim,_, far f(x)dx existiert,
heifit das Integral f:o f(x) dx konvergent und man setzt

/oof(x)dx :ZrIi)nolo[rf(x)dx.

Analog definiert man das Integral ffoo f(x)dx fiir eine Funktion f :]—o0,a]l — R.
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Beispiel
Wir untersuchen das Integral || loo i—f, v # 1: Die Funktion x + 1/x7 ist stetig auf
R’ . Daher gilt fiir r > 0

r r

d 1—v
/—xzfx_”dx: al
XV 1—v

1 1

r_ 1 1—v
1_v_l(l—r ). (2.15)

Lesehilfe

Fiir v > 0 haben wir es hier mit Hyperbeln zu tun. Man denkt sofort an 1/x
oder 1/x?2, aber auch 1/x!/? ist eine Hyperbel. Thre Graphen sehen ihnlich
aus und ndhern sich im ersten Quadranten asymptotisch der x- und der y-
Achse an.

Fiir v > 1ist 1 — v < 0 und daher lim,_, o, r'~? = 0. Daraus folgt

o0 r
dx . dx 1
— = lim — =
XV 00 XV v —
1 1

fiir v > 1. (2.16)

Das Integral | loo i—f konvergiert also fiir v > 1. Fiir v = 2 haben wir beispielsweise

o0
dx
%2
1

=1, (2.17)

siche Abb. 2.1. Diese Tatsache ist durchaus bemerkenswert: Die Fliche, die dem
Integral || loo dx/x? entspricht, ist unbegrenzt, sie geht auf der x-Achse bis ins Un-
endliche weiter. Allerdings wird sie dabei immer flacher und sie hat insgesamt den
endlichen Fldcheninhalt 1.

Umgekehrt halten wir fest: floo i—f konvergiert nicht fiir v < 1. Fir v < 1 ist
1 — v > 0 und daher lim,_, o, 7'~ = oo. Und fiir v = 1 gilt

;
dx r—00
— =Inr — oc.
X

1

Die von 1/x eingeschlossene Fliche sieht dhnlich aus wie bei 1/x2. Auch sie wird
mit x — oo immer flacher. Aber sie wird langsamer flacher als 1/x? und fiihrt zu
einer unendlich groen Gesamtfliche, sieche Abb. 2.1.

»  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war, ob die Formel

b b
/ () — g(x)] dx = / (f(x) — g(x))dx

stimmt.
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Abb.2.1 Die Fliche, die der Graph der Hyperbel y = 1/x? (gestrichelt) zwischen 1 und co mit der
x-Achse einschliefit, ist endlich und hat den Betrag 1. Das Flidchenstiick hingegen, das sie zwischen
0 und 1 einschlieBt, ist unendlich groB. Umgekehrt schlieBt die Hyperbel y = 1//x (gepunktet)
zwischen O und 1 ein endliches Flichenstiick mit dem Betrag 2 ein, wihrend das Flachenstiick von
1 bis oo unendlich groB ist. Zum Vergleich ebenso eingezeichnet ist die Hyperbel y = 1/x

Nein, diese Formel stimmt nicht. Bei } fab (f(x)— g(x))dx| wird zu-
néchst das Integral gebildet. Wenn sich die Graphen der Funktionen f
und g im Intervall Ja, b[ schneiden, liegt mal der eine Graph oberhalb
und mal der andere. Die entsprechenden Fldchenanteile haben dann un-
terschiedliche Vorzeichen und kompensieren sich teilweise gegenseitig.

Bei fab | f(x) —g(x)| dx hingegen werden die Flichen zwischen den
Graphen stets positiv addiert.

2.3.2 Integrand an einer Integralgrenze nicht definiert

Wir betrachten nun Integrale, bei denen der Integrand an einer Integralgrenze nicht
definiert ist und mit Annidherung an diese Grenze unbeschrinkt wichst oder fillt,
so wie es bei einer Polstelle auftritt:

Definition 2.3 Es sei f :]a,b] — R eine Funktion, die auf jedem Teilintervall

[a+e, bl mit 0 <& <b—a integrierbar ist. Falls der Grenzwert lim\ o fabJrg f(x)dx
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existiert, heifit das Integral fab f(x) dx konvergent und man setzt

/f(x)dx —hm/f(x)dx

a-+te

Analog definiert man das Integral | ab f(x)dx, wenn die obere Grenze kritisch ist,
d. h. fiir eine Funktion f :[a,b][ — R.

Beispiel
Wir sehen uns das Integral fol % an. Fir0 <e < lund v # 1ist

1
i—f = 1iv(l—gl—v). (2.18)

&€

Fiirv < 1ist 1 — v > 0 und damit lim, o e!=v = 0. Es ist also

d d 1
/_x —im [ &= fiirv < 1. (2.19)
xl)

Das Integral fol i—’v‘ konvergiert somit fiir v < 1. Fiir v = 1/2 etwa hat man

[l—x— (2.20)
/] Vx 1—1/2

Der Graph von y — 1/./x verliuft fiir x \ 0 dichter an der y-Achse als der Graph
von y > 1/x, sieche Abb. 2.1.

Andererseits konvergiert fo v nicht fiir v > 1. Die ,,Grenze* fiir die Konvergenz
liegt wieder bei v = 1:

1
dx

e\0
— =Inx
X

=—Ine — 0. (2.21)
&

&

»  Zwischenfrage (4) Stimmen die Aussagen, die fiir die uneigentlichen
Integrale iiber 1/x" gemacht wurden, auch fiir negative v? Oder v = 0?
Oder ist dann etwas grundsitzlich anders?
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2.3.3 Integral an beiden Grenzen kritisch

Integrale, die an beiden Integrationsgrenzen kritisch sind, lassen sich aufgrund von
Satz 1.4, d. h. durch Verwendung der Formel

/bf(x)dx:/Cf(x)dx—l-/bf(x)dx

leicht in die Summe zweier Integrale aufteilen: Es wird einfach an einer beliebigen
Stelle ¢ im Inneren des Integrationsintervalls ,,aufgeschnitten. Dadurch entstehen
zwei uneigentliche Integrale mit jeweils einer kritischen Grenze, auf die anschlie-
Bend die Definitionen 2.2 und 2.3 angewendet werden kénnen.

Beispiele

(1) Wie wir den obigen Beispielen entnehmen kdnnen, divergiert das Integral fooo i—’v‘
fiir alle v € R. Fiir v > 1 entsteht bei 0 eine Divergenz und fiir v < 1 bei co. Fiirv =1
ist somit sowohl die Teilflache bei 0 als auch die Fliache Richtung co divergent.

(2) Wir berechnen das Integral ffo dx  sjehe Abb. 2.2. Es soll dazu an der Stelle

0o 1+x2°
0 aufgeschnitten werden und wir verwénden (2.12):

o0 0 K
dx I dx ’ dx
1—|—x2_rl>nolo 1+x2+s£§o 1+ x2

—00 -r 0
= — lim arctan(—r) + lim arctan(s) = _(_Z) + T w. (2.22)
r—00 §—00 2 2

Der Funktionsgraph y = 1/(1 4 x?) schlieBt also mit der x-Achse den endlichen
Flacheninhalt 7 ein.

0 | | | |
-1 0 1

T

Abb.2.2 Die Funktion f : R — R mit f(x) = 1/(1 + x?) schlieBt mit der x-Achse ein endliches
Flachenstiick vom Betrag 7 ein
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Lesehilfe
Die Arcustangensfunktion ist die Umkehrung des zentralen Tangenszweigs,
der zwischen —7r/2 und 7r/2 liegt. Daher lauten ihre Grenzwerte

. T
lim arctanx = £ —.
x—to0 2

Auflerdem ist arctan 0 = 0.

>  Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war nach den uneigentlichen
Integralen iiber 1/xV fiir negative v oder v = 0.
Die getroffenen Aussagen stimmen auch fiir v < 0, sind dann aber
von vornherein klar ;-)
Fiirv = 0ist 1/x¥ = 1/x° = 1 und es ist offenbar

00 1
/dx:oo und /dx:l.
1 0

Fiir v < 0 haben wir 1/x¥ = x~¥ = x/"|, also positive Exponenten und
damit Wurzeln oder Parabeln. Fiir sie ist

00 1

[xlv‘ dx =00 und /x‘”ldx <1,
1

0

wobei es sich bei fol x!"l' dx um ein ,,normales* und kein uneigentliches
Integral handelt.

2.4 Integration und Limesbildung

SchlieBlich wollen wir uns ansehen, wie sich die Integration im Zusammenhang mit
Funktionenfolgen verhélt. Wir betrachten Folgen stetiger Funktionen

foila,b) = R, neN, (2.23)
die gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — R konvergieren, es ist also

J(x) = lim £, (x) (2.24)

fiir alle x € [a, b]. Erfolgt diese Konvergenz nicht nur punktweise, sondern gleich-
mdf3ig, so ist dariiber hinaus die Bedingung

Ye > 03N = N(e) so, dass gilt | f,(x) — f(x)] <eVx €[a,blundn > N
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erfiillt, siche auch Abb. 4.2. GleichmiBig konvergente Funktionenfolgen erhalten
die Stetigkeit und ihre Integration kann gleichermallen vor oder nach der Limesbil-
dung ausgefiihrt werden:

Satz 2.3 Es seien f, : [a,b] — R, n € N, stetige Funktionen. Die Folge ( f,)
konvergiere gleichmdfSig gegen die Funktion f : [a,b] — R. Dann ist auch die
Funktion f stetig und es gilt

/bf(x)dx=n1LII;O/bﬁ,(x)dx.

Beweis Stetigkeit von f: Es sei x € [a, b]. Fiir die Stetigkeit von f in x ist zu
zeigen, dass es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 so gibt, dass gilt | f(x) — f(z)| < ¢ fiir
alle z € [a, b] mit |x — z| < § (,,e-6-Kriterium* der Stetigkeit). Da die Folge ( f;)
gleichmiBig konvergiert, gibt es ein N € N so, dass gilt

| v (2) = f(2)] < g fiir alle z € [a, b].
Da fy in x stetig ist, gibt es ein § > 0 so, dass gilt
| fv(x) — fv(2)] < g fiir alle z € [a, b] mit |x — z| < 4.

Dabher gilt fiiralle z € D mit [x —z| < §

|f(x) = f@I=1/(x) = fn) + fv(x) = fv(2) + fa(2) — f(2)]
=1/ = I+ v = In@ + v (@) = f(2)]
e & &
< 5 + 5 + 5 = &.
Integration: f ist stetig und damit integrierbar. Es gilt

‘ /b £ dx - /b £ d

b
- ' [ure- nonar

b
§/|f(X)—fn(X)|dx

= (b —a) sup {110~ £ ()] | x € [a.b1}.

Nun ist die gleichmiBige Konvergenz gleichbedeutend mit

sup {|f(x) — £ ‘x c [a,b]} 0.

Der gesamte obige Ausdruck geht also fiir n — oo gegen 0 und das heif3t

b b
/f(x)dx—nlillgofﬁ,(x)dxzo. o
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Lesehilfe zum Beweis
Im ersten Teil des Beweises werden die Definitionen von Stetigkeit und
gleichméliger Konvergenz zusammen mit der Dreiecksungleichung verwen-
det.

Nun zum zweiten Teil: Die Bedingung der gleichméBigen Konvergenz von

Ju gegen f,
Ve > 03N = N(e) so, dass gilt | f,(x) — f(x)| < e Vx € [a,b]undn > N,

bedeutet offenbar, dass das Supremum der Werte | f, (x) — f(x)| gegen O geht,
da das ¢ > 0 beliebig klein gemacht werden kann.

Bei gleichmdfiger Konvergenz von f, — f gilt also

b b
/dx lim f,(x) = lim /dx fn(x),

a

gleichbedeutend mit einer Vertauschung von Integration und Limesbildung.
Reihen, also unendliche Summen, sind dquivalent zu Folgen. Die Aussage von
Satz 2.3 gilt daher ebenso fiir die Integration gleichméfig konvergenter Reihen

J@x) =) k). (2.25)
k=0

Thre Konvergenz ist gleichbedeutend mit der Konvergenz der Folge ihrer Partial-
summen s, (x) = > _, ax (x). Erfolgt die Konvergenz s, — f gleichmiBig, haben
wir somit

b

b o b
[dx Zak(x) = [dx lim s,(x) = lim [dxs,,(x)
k=0 a

a a

b R . b
nll)n;o dx ;ak(x) = nll)n(}o;[dx ar(x)

00 b
> / dx ay (x), (2.26)
k=0

d. h., gleichmdflig konvergente Reihen diirfen gliedweise integriert werden.
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Lesehilfe
Die ,,Summenregel* der Integration,

b b
[ () + g())dx = / Fe)dx + / i

erlaubt die Vertauschung von Integration und Summenbildung bei zwei Sum-
manden. Durch mehrfache Anwendung kann diese Regel auf endlich viele
Summanden ausgeweitet werden. Das ist oben fiir die Partialsumme verwen-
det worden,

b " . b
[dx Zak(x) = Z[dxak(x).
k=0 k=07

a

Diese Regel darf aber nicht etwa ohne Weiteres auch auf unendliche Summen
tibertragen werden. Allerdings haben wir gerade gesehen, dass dies zuldssig
ist, wenn die unendliche Summe gleichmifig konvergiert.

Beispiele

(1) Wir machen uns anhand eines Beispiels klar, dass nur punktweise Konvergenz
nicht ausreicht, um Integration und Limesbildung vertauschen zu diirfen: Wir be-
trachten die Funktionen f, : [0, 1] = R, n > 2, mit

nZx fir0 <x < 1/n
fu(x):=32n—n?x firl/n<x<2/n (2.27)
0 fir2/n <x <1.

Die Graphen dieser stetigen Funktionen bilden ein immer schmaler und hoher wer-
dendes gleichschenkliges Dreieck auf dem Intervall [0,2/n], das den konstanten
Fldacheninhalt 1 einschlieft, sieche Abb. 2.3.

Die Folge ( f,,) konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion. Die Konvergenz
ist allerdings nicht gleichmdifig, denn fiir kein n > 2 liegen die Graphen der f,
beispielsweise vollstindig in dem Bereich &1 um O (entsprechend der Wahl von
& = | in der Bedingung fiir gleichmiBige Konvergenz).

Lesehilfe

Es ist vielleicht iiberraschend, dass die Funktionen f, mit den immer hoher
werdenden Zacken gegen die Nullfunktion konvergieren. Aber die Zacken
werden gleichzeitig immer schmaler. An jedem Argumentwert x > 0 sind die
Zacken daher irgendwann, d. h. ab hinreichend grof3en n, vollstindig ,,vorbei-
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0 1
0 1/n 2/n

— @

T

Abb.2.3 Die Graphen der Funktionen f, aus (2.27) bilden auf dem Intervall [0, 2/n] ein Dreieck,
das mit wachsendem n hoher und schmaler wird, dabei aber immer den Flicheninhalt 1 einschlief3t.
Die Funktionen sind stetig und sie besitzen den Maximalwert n. Fiir n — oo konvergieren die
Funktionen punktweise, aber nicht gleichmifig gegen die Grenzfunktion 0

gelaufen* und der Funktionswert f;, (x) bleibt dann 0. Die stetigen Funktionen
[ konvergieren daher punktweise gegen die stetige Funktion 0. Aber diese
Konvergenz erfolgt nicht gleichméBig.

Betrachten wir nun die Integrale iiber die Funktionen, so sehen wir: Es ist
1
[f,,(x)dx =1 Vn>2, dh, lim [f,,(x)dx =1,
n—-oo
0 0

im Gegensatz zu
1 1

/(hm fn (%) dx—/ =

0 0

Integration und Limesbildung konnen hier also nicht vertauscht werden.
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(2) Die Exponentialreihe exp(x) = Y o x"/n! ist eine Potenzreihe, die fiir alle

X €

R konvergiert. Sie konvergiert daher auf jedem Intervall [a, b] gleichmiBig,

sodass Integration und Limesbildung vertauscht werden diirfen (*). Es ist daher

b b b
wo= [T )23 [ Xy
exp(x)dx = Zm x—Z o X
a a n=0 n=0
o n+l (b kb b
X X517 ()
S
— (n+ D!, — k!, a

In (**) wurde verwendet, dass sich exp(x) und > ;- x*/ k! nur durch den kon-
stanten Summanden fiir k = 0 unterscheiden und dieser durch die Integralgrenzen
keine Rolle spielt. Wir haben also erneut gefunden: exp ist eine Stammfunktion von

exp.

Lesehilfe Potenzreihen
Potenzreihen, also Reihen von Potenzen, besitzen die Form

o
f(x)=Zc,,(x—x0)", X0 € R, ¢, € Rfiirallen € N.
n=0

Die Zahl x, nennt man den Entwicklungspunkt der Reihe. Potenzreihen be-
sitzen besonders gute Konvergenzeigenschaften: Im Entwicklungspunkt ist
die Potenzreihe trivialerweise immer konvergent mit f(xo) = ¢o. Findet man
dariiber hinaus eine Stelle x* # a, in der die Potenzreihe konvergiert, so kon-
vergiert die Reihe fiir ein beliebiges r mit 0 < r < |x* — a| auf dem Intervall
[xo — 7, X0 + 7] gleichmiBig.

Die Exponentialreihe ist demnach eine Potenzreihe mit Entwicklungs-

punkt xo = 0 und ¢, = 1/n!. Da sie fiir jedes x € R konvergiert, ist sie
auf jedem Intervall [—r, 7] mit beliebigem r > 0 gleichméBig konvergent und
damit erst recht auf jedem darin enthaltenen Teilintervall, also auf jedem be-
liebigen Intervall [a, b].

Das Wichtigste in Kiirze

Beim unbestimmten Integral handelt es sich um ein Integral, bei dem eine
Grenze variabel ist. Die Ableitung dieser Integralfunktion ergibt den Integran-
den.

Fiir eine Stammfunktion F zu einer Funktion f gilt F' = f. Sie ist nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt.

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung besagt, dass der
Wert eines bestimmten Integrals mit einer Stammfunktion auf einfache Weise
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berechnet werden kann. Die Aufgabe der Integration besteht daher in der
Regel in der Bestimmung einer Stammfunktion.

e Jede Differenziationsregel ergibt durch Umkehrung eine Integrationsre-
gel.

o Uneigentliche Integrale sind Integrale, die eine Integrationsgrenze Unend-
lich haben oder die an einer Integrationsgrenze nicht definiert sind. Sie kon-
nen ggf. durch eine Grenzwertbetrachtung fiir die Integralgrenzen bestimmt
werden.

e Bei gleichmiBiger Konvergenz einer Funktionenfolge diirfen Integration
und Limesbildung vertauscht werden. <«

Und was bedeuten die Formeln?

F(x) ::[f(t)dt, F'=f (F+c¢)=F,

b
/f(X)dx = F(b) = F(a), F(X)): = F(b) = F(a),

) anrl 1
x"dx = +c, = dx = 0.999,
n X

1 d
[—dx=1n|x|+c (x #£0), / al = arctan x + c,
X 1+ x2

b
/mmwﬁwMMHanfum—mmm

o0 r OOd
/f(x)dx = lim /f(x)dx, _)2c =1,
r—00 X

1

b b 1
dx
x)dx := lim x)dx, — =2,

[ e =iim [ o =
a a+e 0
[dx / dx

_— = OO’ _— ]'[’

X 1+ x2
1 —00

b

b b - o b
/dx nli_)noloﬁ(x) :nli_)nolo/dx fn(x), /dx Zak(x) = Z/dxak(x).
Y k=0 k=07

a a
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Ubungsaufgaben

A2.1 Berechne die folgenden unbestimmten Integrale, d.h., gib jeweils eine
Stammfunktion des Integranden an:

Fi(x) = /xzdx, F(x) = /(x—3)2dx,
F;(x) =/d—x, Fy(x) = /sin(x+2)dx,

me?

F5(x) = /e3xdx, Fes(x) = /NZde,

F(x) = /(;)73dx, Fg(x) = /(ﬁ)zdx.

A2.2 Welchen Flicheninhalt F; schlieBen die Graphen der Funktionen f; im an-
gegebenen Intervall jeweils mit der x-Achse ein?

filx)y=1 firx €]0,5], folx) = x?  fiir x € [-2,+2],
fi(x) = /x fiirx € ]0,3], fax) = J/x fiir x € [-8, +8],
f5(x) = % +x firx €[1,10], fo(x) =cosx firx e [0, I?’Tn]

A2.3 Jemand sagt: Fiir eine nichtnegative, integrierbare Funktion f : R — R gilt

/bf(X)dX=/be(X)ldX= /bf(X)dx

fiir alle a, b € R. Hat er recht?

A2.4 Wie groB ist die Fliche, die von den Graphen der Funktionen f : x > x? +
x4 1und g : x — 3x 4 4 eingeschlossen wird? Funktioniert der Rechenweg fiir jede
Kombination aus Parabel zweiten Grads und linearer Funktion auf dieselbe Weise?
Wie sieht es bei einer Parabel dritten Grads und linearer Funktion aus?

A2.5 Ein 1km langer Kanal mit einer Breite von 8 m und einer maximalen Tiefe
von 2m besitze einen parabelféormigen Boden (im Querschnitt). Wie viel Wasser
enthilt er maximal? Wie viel Wasser enthilt er, wenn er nur bis zur halben Hohe
gefiillt ist?

A2.6 a) Wie groB ist die Flidche, die der Graph der Funktion f : x + 1/ Jx* von
1 aufwiérts mit der x-Achse einschlief3t?

b) Begriinde, dass das Integral fooo e “* dx fiir alle @ > 0 konvergent ist. Was
passiert fiira = Ound a < 0?
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Integration zusammengesetzter Funktionen

Bei einfachen Funktionen kann eine Stammfunktion praktisch ,,erraten* werden, in-
dem man die Differenziationsregel umkehrt. Bei zusammengesetzten Funktionen,
also etwa bei Verkettungen oder Produkten von Grundfunktionen, ist das nicht mehr
ohne Weiteres moglich. Hier helfen Integrationsregeln weiter, die wir uns nun an-
sehen wollen.

Bei den Integrationsregeln handelt es sich um die Umkehrungen der Differen-
ziationsregeln. Sie funktionieren aber doch ganz anders. Der Rechenaufwand ist
i. Allg. hoher und insbesondere gelingt die Integration im Unterschied zur Differen-
ziation nicht bei jeder beliebig hingeschriebenen Funktion.

Dartiber hinaus gibt es Funktionen, die keine elementare Stammfunktion besit-
zen. Fiir sie kann die Stammfunktion grundsitzlich nur in Form eines unbestimmten
Integrals angegeben werden. Wir werden uns die Normalverteilung als ein wichti-
ges Beispiel einer solchen Funktion genauer ansehen.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Integrale sind linear. Das wissen wir schon und wollen es jetzt zum Inte-
grieren verwenden.

e Die Umkehrung der Kettenregel heifit Substitutionsregel. Hier ist der Na-
me Programm. Wir wollen sehen, was das heif3t.

e Manche Integrale sind erstaunlich einfach, andere iiberraschend schwierig.
Anhand etlicher Beispiele werden wir sehen, was damit gemeint ist.

e Die Umkehrung der Produktregel heifit partielle Integration. Auch hier
miissen wir uns ansehen, wie sie funktioniert.

e Die Normalverteilung ist die Grundlage von Messprozessen. Thre Analy-
se erfordert Integrationen, die allerdings nur numerisch moglich sind. So
werden wir die Zahl 68.3 % berechnen konnen.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 53
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2021

J. Balla, Integralrechnung leicht gemacht!,
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3.1 Linearitat

Wie wir wissen, ist das Integral linear, siehe Satz 1.5, d. h., fiir beliebige auf dem
Intervall [a, b] integrierbare Funktionen f, g und ¢y, ¢, € R gilt

b b b
/(clf(x) + cg(x))dx = ¢ / f(x)dx + cz/g(x) dx. 3.1

Auch die Ableitung ist linear. Sind f und g stetig und besitzen sie die Stammfunk-
tionen F bzw. G, so ist (3.1) daher gleichbedeutend mit

b

[erer+agenax = @Fw + 6w (32)

»  Zwischenfrage (1) Inwiefern ist fiir (3.2) relevant, dass die Ableitung

linear ist? Und warum miissen die Funktionen f und g jetzt stetig sein,
wo doch (3.1) ohne diese Forderung auskommt?

Zum Beispiel ist

b1 b1 b1 27[ .
/(3x—25inx)dx:3/xdx—2/sinxdx23% o —|—2cosx0
0 0 0

3n? 3n?

= _0+2(-1-1)=2-—4
2 + 2 )=

bzw. in Form des unbestimmten Integrals

3
/(3x—23inx)dx = Exz 4+ 2cosx + c.

3.2 Substitutionsregel

Bei der Substitutionsregel der Integration handelt es sich um die Umkehrung der
Kettenregel der Differenziation. Sie ist daher oftmals hilfreich, wenn verkettete
Funktionen integriert werden sollen. Die Menge / € R sei hier und im Folgen-
den weiterhin ein nichttriviales Intervall. Die Substitutionsregel ldsst sich wie folgt
ausdriicken:

Satz 3.1 Essei f : 1 — R eine stetige Funktion und g : [a,b] — R eine stetig
differenzierbare Funktion mit g([a, b]) C I. Dann gilt

b g(b)
[ retng@ar= [ raa.
a

gla)
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Lesehilfe

Die Grenzen an einem Integral beziehen sich immer auf die Integrations-
variable, d.h. auf die Variable im Differenzial dx, df usw. So betreffen die
Grenzen am Integral fab f(g(x))g’(x)dx die Variable x und die Grenzen bei

fig’; f(¢)dt die Variable .

Beweis Essei F: I — R eine Stammfunktion von f, d.h., es gelte F' = f. Fiir
die Ableitung der Funktion F o g : [a, b] — R ergibt sich dann nach der Kettenregel

(Fog)(x)=F(g(x)g'(x) = f(g(x)g'(x).
Daraus folgt

g(b)
/ F&NE W dr = (Fo )| = Flg®)) ~ Fz(@) = / foydi. o

g(a)

Lesehilfe Differenziation
Zur Erinnerung noch einmal die Kettenregel der Differenziation: Fiir differen-
zierbare Funktionen f und g gilt

(f(g()) = f'(g(x)g'(x).

Dies kann man als ,,du3ere Ableitung mal innere Ableitung™ beschreiben. Die
Ableitung der dueren Funktion f ist dabei an der Stelle g(x) zu betrachten
und die Ableitung der inneren Funktion g an der Stelle x.

Bei der Substitutionsregel wird eine Integrationsvariable durch eine andere substi-
tuiert, d. h. ersetzt: Schreibt man

dg(x)

= g'(x), also dg(x)=g'(x)dx, (3.3)
dx

so nimmt die Substitutionsregel die Form

g(b)
/ F(g(dg(x) = / Fo)di (3.4)

1=g(a)

an. Es wird demnach g(x) durch 7 ersetzt, wobei die Integrationsgrenzen fiir x in
die entsprechenden Grenzen fiir ¢ zu iiberfiihren sind.
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>  Antwort auf Zwischenfrage (1) Gefragt war, inwiefern fiir (3.2) die
Linearitdt der Ableitung und die Stetigkeit von f und g relevant sind.
Gleichung (3.1) ist eine Aussage fiir Integrale. Integrale bendtigen
keine stetigen Integranden. Soll das Integral jedoch mithilfe des Haupt-
satzes der Differenzial- und Integralrechnung anhand einer Stammfunk-
tion ermittelt werden — und nicht beispielsweise numerisch —, so muss
der Integrand stetig sein, sieche Satz 2.2.
Nun stimmt (3.2), wenn gilt

(1 F(x) + 2G(x)) = 1 f(x) + c28(x).
Aus der Linearitét der Ableitung folgt
(1 F(x) + 2G(x)) = e F'(x) + 2G'(x) = ¢1 f(x) + 28 (%),
da F, G Stammfunktionen von f, g sind.
Anwendung der Regel

Die Substitutionsregel kann durchaus in der Form, wie sie in Satz 3.1 angegeben
ist, zur Berechnung von Integralen verwendet werden. So ist z. B. fiir k # 0

b b b
1 1
[sin(kx)dx = /sin(kx)%kdx = %/Sin(ﬁ)idx
a a a g(x) g'(x)
kb
— ¢ [ sintat = pccosn)| | = 2 (costhka) — costk)). G.5)
=z [ sin = p(cost)| = p(cos(ka) —cos . 3.
ka

In den meisten Fillen erfolgt die Anwendung der Regel jedoch auf einfachere und
tibersichtlichere Art, wenn man die Substitution mithilfe von Gleichungen des Typs
(3.3) vornimmt: Zur Berechnung des Integrals

I = /sin(kx)dx

wihlen wir die Substitution ¢ = kx. Wir ersetzen also den Ausdruck kx durch die
neue Variable ¢ (in der obigen Schreibweise ist # = g(x)). Nun miissen wir auch
das Differenzial ersetzen. Dazu verwenden wir:

dr

— =k, also dx = ldt.
dx k

Eingesetzt in das Integral ergibt dies

1 1 1 =kx 1
1 :/sintzdt = E/sintdt = E(—cost)t:k 7 cos(kx).



3.2 Substitutionsregel 57

Lesehilfe

Fiihrt man bei einem Integral eine Substitution durch, so dndern sich auch
die Integralgrenzen: Sie miissen nun an die neue Variable angepasst werden.
Fiihrt man aber im letzten Schritt eine Riicksubstitution durch, verwendet man
also wieder die urspriingliche Variable, so sind auch die Grenzen wieder wie
anfangs. In dem Fall muss man sich um das Umrechnen der Grenzen keine
Gedanken machen, man ldsst sie zwischendurch einfach weg und schreibt am
Ende die alten Grenzen an das Integral ;-)

Also in obigem Beispiel:

g b

1 1 1
/sin(kx)dx = /sint X dr = %(— cost) = — cos(kx)| .

a
a

Aber Vorsicht: Zwischendurch wiren die Grenzen a und b falsch. Sie werden
erst wieder richtig, wenn zur urspriinglichen Variable x zuriickgekehrt wird.

Die Anwendung der Substitutionsregel geschieht also in folgenden Schritten:

(1) Zur Berechnung eines Integrals [ f(x)dx wird eine geeignete Substitution
g(x) =: t gewihlt, es wird also ein Ausdruck mit x, der im Integral auftaucht,
durch t ersetzt. Eine solche ,,geeignete* Wahl ist dabei nicht immer so offen-
sichtlich wie im obigen, sehr einfachen Beispiel. Erlaubt ist grundsitzlich jede
Substitution'; ob sie hilfreich ist, zeigt sich nach Schritt (2).

(2) Nachdem x bzw. g(x) — soweit moglich — durch die neue Variable ¢ ersetzt
wurde, muss auch dx durch dz ersetzt werden, indem die Ableitung df/dx ge-
bildet wird. Es sollte jetzt insgesamt ein Integral in t entstehen, das einfacher
auszuwerten ist als das urspriingliche Integral in x. Dabei ist zu beachten: Sollte
nach der vollstindigen Ersetzung neben ¢ auch noch x im Integral auftauchen,
so kann es nicht berechnet werden. Keinesfalls diirfen noch auftretende x als
Konstante behandelt werden!

(3) Die Integration in ¢ wird ausgefiihrt und im Ergebnis wird ¢ schlieBlich wieder
durch g(x) ersetzt.

Als weiteres Beispiel berechnen wir das Integral f x e’ dx mit einem beliebi-
gen Parameter a # 0: Als Substitution liegt nahe ¢ = ax?. Mit g—; =2ax,d.h.dx =
4 fiihrt dies auf

2ax’
dr 1 1 1
[xe“xzdx:/xe’—z_/e’dlz—etz—e“xz- (3.6)
2ax 2a 2a 2a

! Es ist auch moglich, x zu ersetzen durch x = g(z). Auch dann kann das Differenzial wie in
Schritt (2) ersetzt werden, jetzt mit der Ableitung ‘f]—f
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Die Substitution hat hier also aufgrund des zusitzlichen Faktors x im Integranden
funktioniert®.

Lesehilfe
Wir gehen das Beispiel (3.6) noch einmal langsam durch: Die Ersetzung
ax? = t fiihrt zunéchst auf

/xe”xzdx= /xe’dx.

Hier sieht man noch nicht, ob die Ersetzung ,,funktioniert*. Es muss erst noch
das Differenzial ersetzt werden:
[ , dr
xe —.
2ax

Das Differenzial bringt einen Faktor 1/x mit, der sich mit dem x vor e’ kiirzt.
Daher entsteht das Integral
1 t
— [ e'dt,
2a /

das nur noch die Variable ¢ enthilt und leicht berechnet werden kann.
Fehlt dem Integranden nun der zusétzliche Faktor x, so hat man mit der-
selben Substitution

dr 1 !
fe”xzdxzfe’—:— © ar.
2ax  2a ) x
Das hier verbleibende Integral enthélt noch # und x und kann daher in dieser

Form nicht berechnet werden. Nun konnte man zwar fiir # > 0 das x ersetzen
durch x = /f/a und hitte dann das Integral

!
\/_C_l [ e_ dt,
2a | Jt
aber dieses Integral in 7 ist nicht leichter als das urspriingliche Integral in x.

Ubrigens helfen bei f e dx tatsichlich gar keine ,,Tricks* weiter: Es

kann nicht ausgefiihrt werden, die Funktion x — e®* besitzt keine elementare
Stammfunktion, egal wie sehr man sich bemiiht.
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Beispiele
(1) Fiir beliebige stetige Funktionen f gilt

b bk
/f(kx) dx = %/f(t) dr, (3.7)
a ak

wie man mit der Substitution ¢t = kx leicht sieht. Diese Formel ist nichts anderes
als die Verallgemeinerung des Beispiels (3.5).
(2) Mit der Substitution ¢ = x? erhilt man

b b2
/ f(xH)xdx = % / f(t)dr, (3.8)

vergleiche (3.6).
(3) Logarithmische Integration. Fiir beliebige stetig differenzierbare Funktio-
nen f mit f(x) # 0 im Integrationsintervall gilt

[
J 7@

dx =In|f(x)| b, 3.9

b
wie aus Satz 3.1 und fab % =1In |t|‘ folgt (siehe (2.8)).
Die Formel (3.9) wird als ,,logaraithmische Integration* bezeichnet, weil sie als

Ergebnis den Logarithmus der Funktion f ergibt. Sie ist immer dann anwendbar,
wenn der Zihler die Ableitung des Nenners enthilt. So ist z. B.

/ 12x3 + 6e2*

T A 110 & = Gx 43 +10) e (3.10)

Lesehilfe
Das Integral (3.10) wire sehr viel ,,unfreundlicher®, wenn im Zahler beispiels-
weise statt 6e>* nur 5e>* stiinden. Dann lieBe sich die Stammfunktion nicht
einfach so angeben.

Die logarithmische Integration ist oft niitzlich: Wir werden ihr noch mehr-
fach in weniger kiinstlichen Beispielen begegnen ;-)

(4) Aus (3.9) ergibt sich

b b b

. e b
/tanxdx:/ Y dx:—/ Slnxdx:—lnlcosx| (3.11)

COS x COS x a
a a a

fiir [a, ] C |-7/2, 7/2].
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(5) Als Beispiel fiir eine etwas andere Anwendung der Substitutionsregel be-
rechnen wir das Integral

I=/v1—x2dx (3.12)
fiir x| < 1 unter Verwendung der Substitution x = sin¢:

. dx
X =sint = E:cost, d.h. dx = costdr.

Lesehilfe
Du hast sicher bemerkt, dass die Substitution hier ,,andersherum* erfolgt als
sonst: Es wird nicht ein zusammengesetzter Ausdruck mit x durch ¢ ersetzt,
sondern x wird durch einen Ausdruck mit ¢ ersetzt. Auch diese Art der Sub-
stitution ist erlaubt.

Warum diese Substitution hier vorteilhaft ist, muss sich noch zeigen.

Wir erhalten

I:/vl—sinztcostdt:[cosztdt.
~————

cost

Zur Integration von cos’ verwenden wir die trigonometrische Identitiit
1
cos’t = E(cos(Zt) +1) (3.13)
und erhalten
1 /1 .
1= 5 (cos(2t) + 1dt = 7\ 3 sin(2t) + ¢ . (3.14)

An dieser Stelle lieBe sich die Riicksubstitution ¢+ = arcsin x durchfiihren. Das Er-
gebnis ldsst sich jedoch schoner schreiben, wenn man sin(2¢) zunéchst noch ersetzt

durch
sin(2¢) = 2sint cost = 2sintV 1 — sin®¢.

So ergibt die Riicksubstitution schlielich

I = %(sint 1 —sin’t + t) = %(xvl —x2 4 arcsinx). (3.15)

Lesehilfe
Aus dem Additionstheorem fiir Cosinus und dem ,,trigonometrischen Pytha-
goras* sin® ¢ 4 cos® ¢ = 1 ergibt sich

cos(2t) = cos’t —sin®*¢t = 2cos’t — 1
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und daraus (3.13). Aulerdem folgt aus dem Additionstheorem fiir Sinus

sin(2¢) = 2sint cost,

des Weiteren gilt cost = v'1 — sin’ ¢, usw.

Trigonometrische Identititen (Formeln) ergeben sich immer aus einer
Kombination der drei Grundformeln, d. h. der beiden Additionstheoreme und
des trigonometrischen Pythagoras. Und diese Formeln sind (auch) beim Inte-
grieren oft wichtig.

SchlieBlich ist das Ergebnis (3.15) schicker, weil man hier sin(arcsin x) =
x verwenden kann. Setzt man ¢ = arcsinx in (3.14) ein, so hat man
sin(2 arcsin x), was sich nicht vereinfachen lésst.

In den Grenzen von —1 bis +1 gibt das Integral / geometrisch die Flidche des halben
Einheitskreises wieder, sieche Abb. 3.1. Tatsdchlich ergibt sich auch rechnerisch

+1 1 +1
1 :0+—arcsinx‘ = z—(—z) = z. (3.16)
-1 2 -1 4

»  Zwischenfrage (2) Lisst sich das Ergebnis F = f_ll V1—x2dx =

7 /2 auch direkt aus (3.14) erhalten, in der das Integral ja bereits ausge-
fiihrt wurde?

1/2F

0 1 1
-1 ~1/2 0 1/2 1

Abb.3.1 Der Graph der Funktion f :[—1,1] = R, f(x) = y = ¥/1 — x2, gibt den halben Kreis-
bogen eines Einheitskreises in einem xy-Koordinatensystem wieder. Das Integral fjll f(x)dx
entspricht daher der halben Fliche des Einheitskreises. Sein Wert ist gleich 77/2
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3.3 Beispiel: ,Linearer Term durch quadratischer Term”

Viele zusammengesetzte Funktionen konnen — mal mehr und mal weniger aufwen-
dig — elementar integriert werden. Die Ergebnisse dieser Integrationen kdnnen in
Integraltafeln nachgeschlagen werden.?

Als ein Beispiel fiir einen Funktionentyp, dessen Integration vollstdndig méglich
ist, sehen wir uns ,.linearer Term durch quadratischer Term* an, d. h. Integrale

[ metn g (.17)
— dx .
ax?+bx +c

mit beliebigen Koeffizienten m,n,a,b,c € R. Das dazu erforderliche Vorgehen
wollen wir im Folgenden anhand von konkreten Beispielen erldutern.

Zuriickfithrung auf ,,Eins durch quadratischer Term*
In einem ersten Schritt konnen Integrale des Typs (3.17) durch logarithmische Inte-
gration immer auf Integrale des Typs

/ dx (3.18)
ax?+bx+c ’

zurlickgefiihrt werden: Die Ableitung eines quadratischen Terms ergibt einen linea-
ren Term. Es ist daher moglich, den linearen Term mx + n im Zihler so umzu-
schreiben, dass er die Ableitung 2ax + b des Nenners enthilt. Betrachten wir ein

konkretes Beispiel:
2x -3
I = | - dx. (3.19)
3x24+x+9

Die Ableitung des Nenners lautet 6x + 1. Den Zihler schreiben wir daher als

2x —3 26 3 2(6 +1-1)-3 1(6 +1) 10
xX—3=-6x—-3=—(6x —1)—3=—-(6x - —.

6 6 3 3
Eingesetzt in das Integral (3.19) ergibt dies aufgrund der Linearitdt des Integrals
und unter Verwendung der logarithmischen Integration

1[ 6x + 1 10[ dx
I =- —dx — — -
3) 3x2+x+9 3 3x2+x+9

10 dx

1
= ~In|3x2 9 - — | ————. 3.20
3BT 4+ 9= 3 /3x2+x+9 (3.20)

>  AntwortaufZwischenfrage (2) Gefragt war, obsich F = fjl V1—xZdx=
7 /2 auch direkt aus (3.14) erhalten ldsst.

2 Eine ausfiihrliche Integraltafel findet sich beispielsweise im ,,Bronstein®, einem klassischen
Nachschlagewerk der Mathematik (Bronstein et al., Taschenbuch der Mathematik).
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Ja, das geht auch, ohne dass man (geschickt) riicksubstituiert. Man
muss nur beachten, dass die Grenzen +1 fiir x auf die Variable ¢t =
arcsin x umzurechnen sind. Es ist also

arcsin 1

arcsin(—1)

1
1/1
F = / V1 —x2dx = E(ESin(Zt) +t)
-1
Nun ist arcsin &1 = £ /2 und wir erhalten

F 1/1 . n T 1/1 . (=) T T n T T
=—|zsinmn+—=)—=(zsin(—n)— = | =—+—=—.

2\2 2 2\2 2 4 4 2
Integration von ,,Eins durch quadratischer Term*¢

Es bleibt die Aufgabe, ein Integral des Typs (3.18) zu 16sen. Hierbei sind drei Fille
zu unterscheiden:

(1) Der Nenner hat keine Nullstelle. Die Integration erfolgt durch Zuriickfiihrung
auf das ,,Arcustangens-Integral (2.12).

(2) Der Nenner hat eine (doppelte) Nullstelle. Die Integration erfolgt auf einfache
Weise durch Substitution.

(3) Der Nenner hat zwei Nullstellen. Die Integration erfolgt iiber eine Partialbruch-
zerlegung.

Lesehilfe
Mit ,,Arcustangens-Integral* sprechen wir hier das Integral

/ dx ¢
= arctan x
1+ x2

an, also das Integral, bei dem der Arcustangens herauskommt. Das ist so etwas
wie der Prototyp von ,,Eins durch quadratische Funktion ohne Nullstellen*.

Unabhingig davon gibt es natiirlich auch das Integral des Arcustangens,
siehe (3.32).

Sehen wir uns jeweils ein Beispiel an:
(1) Im obigen Integral (3.19) bleibt das Integral

d 1 d
3x24+x+9 3J) x24+1x+3

zu 16sen. Sein Nenner x2 + %x + 3 besitzt keine Nullstelle und wir fiihren das
Integral auf das ,,Arcustangens-Integral®

/ dx
———— = arctan x
x2+1
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zuriick: Quadratische Ergénzung ergibt fiir den Nenner

P ax 43 =x x4 3= x4 1 2+107
3 - 3 36 36 - 6

107 36 +1 2+1 107 6 +1 2+1
= —| —1I| x — = — X — .
36 | 107 6 36 107 6
1_1/ dx _1/ dx
T3 2+l 43 3 MK .

136 dx
3107 2
(S +1) +1

Wir substituieren

Damit ist

6 ( 1) dz 6 V107
6 )

tE) & T Jio 6

Lesehilfe

Die Substitution sieht vielleicht gefédhrlich aus, ist aber ganz harmlos. Das
Substituieren eines linearen Ausdrucks ist immer unkritisch und fiihrt nur zu
einem zusitzlichen konstanten Faktor.

Dies ergibt

136 %4z 16 / dz
"7 3107) 241 3107 ) 22+1
2

(3.22)

2 6 1
———arctanz = arctan X+ =
V107 V107 [¢107( 6)}

als Losung des Integrals.
(2) Als Beispiel fiir den Fall (2) dndern wir das Integral /; leicht ab und betrach-

ten
d
I = / — = (3.23)
3x2 4+ x + o

Der Nenner besitzt jetzt eine doppelte Nullstelle und kann geschrieben werden als

3x2+x+1—3 x2+1x+1 =3 x+12
12 3 36) 6/)°
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sodass sich mit der Substitution z = x + % fiir das Integral ergibt
I 1 / dx 1 fdz 1 ( 1) 1 1 2 (3.24)
2= = —_— = —_— = =] —— = —— = — . .
3 (x—|—%)2 3/ 22 3\ z 3x+ 3 6x + 1
(3) Als Beispiel fiir den Fall (3) 16sen wir das Integral

d 1 d
13=/7x=—/7x. (3.25)
3x2+x-3  3) x241ix-1

Jetzt besitzt der Nenner zwei Nullstellen:

1 1 1 11
2

Sx—1=0 SR (S Y
XAy @ M= eEy et 66

Er lisst sich daher schreiben als x? + %x — 1= (x — x1)(x — x), sodass eine
Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden kann, d. h., man sucht Zahlen A und B
so, dass fiir alle x gilt

1 A B
T = + . (3.26)
x+§x—1 X — X X — X2

Wir fassen die rechte Seite zusammen:

A B A(x —x2) + B(x —x1)
x—=x;  x—x3  (x—x)(x—x)

Gleichung (3.26) ist somit erfiillt, wenn gilt
A(x —x3) + B(x —x1) =x(A+ B) — Ax, — Bx; = 1.
Dies ist fiir alle x der Fall, wenn A und B die Gleichungen
A4+ B =0 und —Ax,—Bx;=1

erfiillen. Wir haben also

1 3
A=—B und A= = —. (3.27)
X1 — X2 V37

Mit diesen Vorbereitungen kann das Integral /3 leicht gelost werden:

1 d 1 d d
i )
3 x243x-1 3 X — X X — X

A A —
= —(n|x —x;|—In|lx —x3]) = =In Al
3 3 X — Xy
1 X+t — 1437
= In T . (3.28)
V3T | x+ 5+ 5V37
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Das soeben durchgefiihrte Vorgehen einer Partialbruchzerlegung kann iibrigens
auch direkt bei Integralen des Typs (3.17) angewendet werden, wenn der Nenner
zwei unterschiedliche Nullstellen besitzt. Eine vorherige ,,Abtrennung* des linea-
ren Anteils aus dem Zahler mithilfe der logarithmischen Integration ist dann nicht
unbedingt notwendig.

Lesehilfe

Alle diese Rechnungen sind nicht schwierig, aber langlich. Wenn du sie
in Ruhe durchgehst, wirst du merken, dass es vorwiegend Bruchrechnen,
Ausmultiplizieren usw. ist, was das alles etwas miithsam macht. Und genau
deswegen werden Integraltafeln so gemocht ;-)

Zusammenfassung

Fiihrt man die Rechnungen, die zu den Ergebnissen (3.22), (3.24) und (3.28) gefiihrt
haben, allgemein durch, so lassen sich die Ergebnisse folgendermallen zusammen-
fassen:

2 2ax+b - 2
i —@ arctan N fiir 4ac b2 >0
[t == ey rdac=b =0 (329)
1 In 2ax+b—+b2—4ac fiir 4ac — bZ <0
b2—4ac 2ax+b+~b2—4ac '

So oder dhnlich findet man es in einer Integraltafel wieder, zusammen mit folgen-
dem Eintrag, mit dem sich ein linearer Anteil im Zéhler behandeln l4sst:

[ vy L i lax? 4 bx + cf b[ d (3.30)
— = —Inlax x+c¢l—-— [ ——. .
ax?+bx+c 2a 2a | ax?+bx+c

Vor dem Hintergrund unser obigen Rechnung, siehe (3.20), kann auch diese Formel
leicht nachvollzogen werden.

Lesehilfe
Die Bedingungen 4ac — b*> > 0, = 0 oder < 0 in (3.29) sind nichts anderes
als die Bedingungen fiir keine, eine oder zwei Nullstellen des Nenners.
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3.4 Partielle Integration

Neben der Substitutionsregel ist die partielle Integration die zweite wichtige Inte-
grationsregel. Sie ergibt sich aus der Produktregel der Differenziation:

Satz 3.2 Esseien f,g : I — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
[ rwg@ar= swewl - [ g

Beweis Fiir die Funktion fg gilt nach der Produktregel der Differenziation

(f8)'(x) = f(x)g(x) + f(x)g'(x).

Daraus folgt

b b b
[ rmswact [ rwgmar= [ermas = smeeo.

»  Zwischenfrage (3) Fiir Satz 3.2 miissen die Funktionen f, g als Vor-
aussetzung stetig differenzierbar sein. Warum ist das so?

Bei der partiellen Integration wird also die Aufgabe, das Integral [ f(x)g’(x)dx
zu losen, durch eine andere ersetzt, nimlich das Integral [ f/(x)g(x)dx zu 1sen.
Die Anwendung der Regel ist somit dann sinnvoll, wenn dieses Integral leichter zu
16sen ist als das urspriingliche. Dabei ist zu beachten, dass es zur Anwendung der
Regel notwendig ist, eine Stammfunktion von g zu kennen.

Lesehilfe
Die Formel zur partiellen Integration lautet kurz

/fg’dx=fg—/f’ng-

Du musst dir nur merken, dass im vorderen Integral der Strich an der anderen
der beiden Funktionen steht als hinten. Ebenso stimmt auch

/f/gdx=fg—ffg/dm
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Beispiele

(1) Wir berechnen das Integral der Funktion x — x cos(3x) mittels partieller Inte-
gration. Die Integration vereinfacht sich offenbar, wenn statt des Faktors x dessen
Ableitung 1 im Integral auftaucht; aulerdem ist die Stammfunktion von cos(3x)
bekannt bzw. leicht zu ermitteln:

1 1
x cos(3x)dx = x —sin(3x)— 1 —sin(3x)dx
f o f fr——

g

1 1
g sin(3x) — 3 / sin(3x) dx = g sin(3x) + 5 cos(3x).

Auf diese Weise lassen sich Integranden der Form
xsin(kx), xcos(kx), xexp(kx)

behandeln; der Faktor x wird durch die Ableitung zu 1 reduziert, und die Funktio-
nen sin, cos und exp reproduzieren sich bei der Integration.

Wendet man diese partielle Integration n-mal hintereinander an, so erlaubt sie
die Bearbeitung aller Integranden der Form

x"sin(kx), x"cos(kx), x"exp(kx).

Lesehilfe

Wie so oft beim Integrieren, so ist auch fiir die Anwendung der partiellen
Integration ein wenig Erfahrung hilfreich. Schreibst du den Strich an die
»falsche® Stelle, kann es sein, dass das neue Integral schlimmer ist als das
urspriingliche. Das macht aber nichts, dann probierst du es einfach noch ein-
mal andersherum :-)

(2) Die partielle Integration kann auch dann hilfreich sein, wenn der Integrand ei-
gentlich gar kein Produkt ist; es wird dann einfach der Faktor 1 hinzugefiigt:
Stammfunktion fiir In: Fiir a, b > 0 ist

b b , b .
/lnxdx:/ 1 Inx dx = «x Inx —/ X — dx
—— N—— ~—— |y ~—— X
a a g f g f a g

b
=xlnx .
a

(3.31)

a

b
b
—[ldxzx(lnx—l)
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Stammfunktion fiir arctan: Die Funktion arctan ist auf ganz R stetig und damit
integrierbar. Man erhilt zunéchst

arctan x dx = 1 arctanxdx = x arctanx — x (arctan x)’ dx.
N N——— — o N——— ~——
g f 8 S 8 1

Dabei ist (arctan x)’ = ; L, sodass das Integral

= 5
X
/—dx
1+ x2

zu losen bleibt. Da im Zihler fast die Ableitung des Nenners steht, verwenden wir
dazu die logarithmische Integration, siehe (3.9):

[ X d 1[ 2x d 11(1+ 2)
——dx==- ) ——dx=-In x7).
1+ x2 2) 14+ x2 2

Insgesamt haben wir somit

1
/ arctan x dx = x arctan x — 3 In(1 + x?). (3.32)

Lesehilfe
Die Stammfunktionen von In und insbesondere von arctan wird man sich
nicht lange merken konnen. Das ist aber auch nicht notwendig. Man merkt
sich einfach den ,,Trick®, die 1 dazuzuschreiben. Der Rest geht dann von al-
leine ;-)

(3) ,,Exponentialfunktion mal Sinus oder Cosinus‘‘: Als weiteres Beispiel wollen
wir Integrale des Typs

/ e sin(kx) dx oder [ e cos(kx)dx (3.33)

mit reellen Konstanten a, k 16sen: Zweimalige partielle Integration ergibt

1
a

1 1
/ e sin(kx)dx = — e sin(kx) — [ — e cos(kx)k dx
a

1 k
— e sin(kx) — — / e? cos(kx)dx
a a

1 k[1 1

—e"sin(kx) — — |:— e cos(kx) — [ — e (—sin(kx))k dx:|

a ala a

1 , k k? ,

— e sin(kx) — — e cos(kx) — — / e sin(kx) dx . (3.34)
a a? a?

—_——
1
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Lesehilfe

Fiir (3.34) wurde zweimal partiell integriert. Die ,,Richtung® ist hier iibrigens
egal, d. h., im urspriinglichen Integral kann e** als f’ — wie oben geschehen
— oder auch als f gehandhabt werden. Wichtig ist allerdings, dass bei der
zweiten partiellen Integration ,,dieselbe Richtung* verwendet wird. Andern-
falls erhélt man eine leere Aussage. Probiere das doch ruhig einmal aus.

Das Ursprungsintegral ist nicht aufgeldst worden, aber es wurde reproduziert® und
die entstandene Gleichung kann nach dem gesuchten Integral aufgelost werden:

k2 1 k
I(l + _2) — eax(_ sin(kX) - COS(kX))’
a a a

also
ax 1 k
/e‘” sin(kx) dx = e_2 (— sin(kx) — — cos(kx))
1 % a a?
eax .
= m(a sin(kx) — k cos(kx)). (3.35)
Analog erhilt man
/ e** cos(kx)dx = aze—i-—kz(a cos(kx) + k sin(kx)). (3.36)

>  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war nach der Voraussetzung
der stetigen Differenzierbarkeit in Satz 3.2.

Eine ,stetig differenzierbare” Funktion ist eine differenzierbare
Funktion, deren Ableitung stetig ist. Zur Verwendung des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung muss der Integrand stetig sein.
In Satz 3.2 tauchen Integrale [* fg’dx und [ fg’ dx auf und der Haupt-
satz wird verwendet. Daher miissen die Produkte fg’ und f’g stetig
sein. Es miissen daher f, f”, g, g’ stetig sein und das heifit, dass f und
g stetig differenzierbar sein miissen.

3.5 Spezielle Integrale mit Sinus und Cosinus

Integrale iiber Sinus- oder Cosinusfunktionen spielen in natur- und ingenieurwis-
senschaftlichen Anwendungen naturgemilf eine gro3e Rolle. Wir wollen uns daher
einige grundlegende Integrale ansehen.

3 Einen solchen Umstand, dass das urspriingliche Integral reproduziert wird und somit ,,wieder
erscheint®, nennt man manchmal den ,,Phonix-Effekt*.
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3.5.1 Rekursionsformeln fiir sin” und cos”

Mithilfe der partiellen Integration kann eine Rekursionsformel zur Berechnung des
Integrals

I, = /sin”xdx, neN, 3.37)

hergeleitet werden: Partielle Integration ergibt fiirn > 2

I, = | sin"'x sinx dx
S—— ——
S g
= sin" "' x (—cos x) —/ (n — 1) sin" 2 x cos x (—cos x) dx
————— ~———
g ! g

= —cosxsin" ' x 4+ (n—1) | sin"?x cos®x dx
N——

1—sin® x

= —cosxsin" 'x +(n—1) / sin" 2 xdx —(n — 1) / sin” x dx,
I—> I
also
I, = —cosxsin" x4+ m—1)1,_o—(n—1)I,.
Auflosen nach 7, ergibt daraus die Rekursionsformel

1 -1
I, =—=cosxsin" ' x + n—In,z, (3.38)
n n

mit der das Integral /,, auf das Integral /,,_, zuriickgefiihrt wird.

Lesehilfe

Gleichung (3.38) erlaubt also nicht die unmittelbare Berechnung von 7,,, son-
dern nur die Zuriickfiithrung auf I,,_,. Beispielsweise kann /o zuriickgefiihrt
werden auf /7, erneutes Anwenden der Formel fiihrt dann auf /5 usw. Man
kann also ,,rekursiv* die Ordnung verringern, bis man auf ein leicht zu be-
rechnendes Integral kommt, / oder /;. Siehe unten :-)

Zusammen mit

Iozfsinoxdx:x und [ :/sinlxdx:—cosx
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erlaubt (3.38) — ggf. durch mehrfache Anwendung — die Berechnung sdmtlicher
Integrale I,,. Zum Beispiel

1 1
I =/sin2xdx = —3 cos x sinx + Ex

1 2 1 2
Iz :/sin3xdx = —3 cos x sin® x + 511 = —3 cosxsinzx—gcosx

3 3 . 3
x—gcosxsmx—i-—x.

Lt vdr = L eossin'x 4 20 = —Locers
Iy = |sin" xdx = 4cosxs1n x+412— 4cosxs1n

Natiirlich kann auch fiir die Cosinusintegrale
J, = [cos”xdx, neN, (3.39)
auf dieselbe Weise eine Rekursionsformel hergeleitet werden. Sie lautet fiir n > 2:

1 . ) n—1
J, = —sinxcos" " x + ——J,». (3.40)
n n

Lesehilfe

Fiir Integrale iiber sin? oder cos? bendtigt man die Rekursionsformeln noch
nicht unbedingt. Sie lassen sich mithilfe trigonometrischer Identitdten leicht
auf andere Weise berechnen, siche (3.13). Bei hoheren Potenzen sind die Re-
kursionsformeln aber der mit Abstand schnellste Weg zum Ergebnis.

»  Zwischenfrage (4) Welchen (integralen) Mittelwert besitzt die sin*-

Funktion?

3.5.2 Orthogonalitatsrelationen

Wir wollen uns die speziellen Integrale des Typs

2

/ sin(kx) cos(/x) dx

0

mit natiirlichen Zahlen k, [ ansehen, also die bestimmten Integrale solcher Produk-
te von Sinus- und/oder Cosinusfunktionen iiber eine Periode. Um ihren Wert zu
berechnen, verwenden wir die folgenden Identititen, die sich sofort aus den Addi-
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tionstheoremen fiir Sinus- und Cosinus ergeben:

sin(kx) cos(lx) = %[sin((k + [)x) + sin((k — 1)x)] (3.41)
cos(kx) cos(lx) = %[cos((k 4+ 1)x) + cos((k — 1)x)] (3.42)
sin(kx) sin(/x) = %[cos((k —1)x) —cos((k + [)x)]. (3.43)

Lesehilfe

Die Formeln (3.41) bis (3.43) kannst du tatsdchlich sehr leicht nachrechnen,
wenn du die Ausdriicke sin((k + /)x) = sin(kx + [x) usw. der rechten Sei-
ten mit den Additionstheoremen umformst und anschlieend die Summanden
zusammenfasst.

Damit erhélt man:

2 _ 27 2
[sin(kx) cos(lx)dx (3;“) % [sin((k + )x)dx + / sin((k —1)x) dx:|
0

0 0

=0 fiir alle k,/eN =0 fiir alle k,/eN
2 _ 2 2
(3.42) 1
cos(kx)cos(Ix)dx = 3 cos((k + 1)x)dx + [ cos((k —1)x)dx
0 "0 0
=2n  firk=[/=0 =2n  fiirk=[/=0
=0 fiir k=1#0 =2x fiir k=I#0
=0 fiir k#1 =0 fiir k #1
2 2 2
. . 3.43) 1
sin(kx) sin(/x)dx "= 5 cos((k —1)x)dx — | cos((k +I)x)dx |.
0 0 0
=2n fir k=/=0 =2n  firk=[/=0
=27  fiir k=I#0 =0 fiir k=1#0

=0 furk#I =0 firk#l
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Zusammenfassend haben wir also die folgenden Beziehungen:

2
/ sin(kx) cos(/x)dx =0 firalle k,/ e N (3.44)
0
2 2
/cos(kx) cos(Ix)dx = /sin(kx) sin(/x)dx =0 firk #/ (3.45)
0 0
2 2
/cosz(kx) dx = /Sinz(kx) dx =n firk > 1. (3.46)
0 0

Man bezeichnet diese Gleichungen als die Orthogonalitiitsrelationen fiir Sinus und
Cosinus. Damit hat es folgende Bewandtnis: Die Funktionen siny : x — sin(kx) und
cos; : x > cos(lx), k,I € N, kann man als Vektoren eines Funktionenraums auf
dem Intervall [0, 2] auffassen. Das Skalarprodukt in solchen Raumen entspricht
einem Integral: Fiir zwei Funktionen f, g ist*

2
(fg) = [ fegtorax, (347)
0
Nach (3.44) haben wir also z. B.
2
(sing, cos;) = /sin(kx) cos(/x)dx = 0.
0

Nun nennt man zwei Vektoren, deren Skalarprodukt verschwindet, ,,orthogonal*
zueinander. In diesem Sinn besagen die Orthogonalitétsrelationen also:

e Die Funktionen sin; und cos; sind orthogonal zueinander (entspricht (3.44)).
e Fiir unterschiedliche k, ! sind die Funktionen sin; und sin; bzw. cos; und cos;
auch jeweils orthogonal zueinander (entspricht (3.45)).

Die Orthogonalitétsrelationen spielen u. a. im Zusammenhang mit der Fourier-
Entwicklung periodischer Funktionen eine zentrale Rolle.

Lesehilfe

Der Begriff ,,Orthogonalititsrelation wirkt vielleicht zunéchst eigenartig.
Tatsdchlich lassen sich die dahinterstehenden Zusammenhznge mit Aussa-
gen wie ,,sing und cos; sind orthogonal zueinander* aber leichter merken und
aussagen, als wenn man etwa immer (3.44) aufsagen muss ;-)

4 Fiir Skalarprodukte in Funktionenriumen ist die Schreibweise { f, g) anstelle von f - g gebriuch-
lich, weil Letzteres mit dem normalen Produkt der Funktionen verwechselt werden kann.
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>  Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war nach dem Mittelwert der
sin*-Funktion.
Der integrale Mittelwert der periodischen sin*-Funktion kann bei-
spielsweise iiber das Intervall von 0 bis & berechnet werden:

T
1
M(sin*) = — / sin* x dx,
T
0

siehe (1.19). Nun ist
- 1 L3 , 3
I, = | sin"xdx = ~7 cos x sin” x — gcosx sin x + gx

und damit
r 3 3
/Sin4xdx =—-n—-0=-m
8 8
0

und daher M (sin*) = 3/8. Dieser Mittelwert ist somit etwas kleiner als
der Mittelwert von sin?, siehe (1.20).

3.6 Nicht elementar I6sbare Integrale

Mithilfe der Integrationsregeln kann eine Vielzahl zusammengesetzter Funktionen
elementar integriert werden. Dessen ungeachtet ist eine solche elementare Inte-
gration — im Unterschied zur Differenziation — nicht fiir alle zusammengesetzten
Funktionen moglich. In solchen Fillen kann eine Stammfunktion nur in ,,Integral-
form®, d. h. als unbestimmtes Integral angegeben werden.

3.6.1 Elliptische Integrale
Fiir 0 < k < 1 konnen die Integrale
¢ dr ¢
F(k,p) = / —————— und  E(k,p) = /dt V1 —k2sin’t
1 — k2sin’¢
0 0
(3.48)
nicht elementar ausgefiihrt werden. Man nennt sie die (bestimmten) elliptischen

Integrale 1. bzw. 2. Gattung. Da die Integranden stetig sind, sind die Integralwerte
wohldefiniert und konnen numerisch ermittelt werden.
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Lesehilfe
Das Differenzial in einem Integral kann auch direkt hinter das Integralzeichen
geschrieben werden:

b

[bf(x)dx =/dxf(x).

a

Das ist manchmal praktischer. Insbesondere ist sofort klar, auf welche Varia-
ble sich die Grenzen beziehen.

Neben diesen Integralen gibt es noch weitere elliptische Integrale. Sie werden so
bezeichnet, weil sie bei der Berechnung des Umfangs einer Ellipse auftreten: Eine
Ellipse mit der gro3en Halbachse a und der Exzentrizitit e besitzt den Umfang

/2
U = 4a / dt V1 —e?sin’t = 4aE(e, /2), (3.49)

0

siehe auch (6.26). Der Umfang einer Ellipse kann somit nur numerisch bestimmt
werden.

Lesehilfe

Die Exzentrizitit e einer Ellipse mit der groen Halbachse a ist definiert als
e := c/a, wobei ¢ der Abstand des Brennpunkts vom Mittelpunkt der Ellipse
ist. Fiir e = 0 hat man einen Kreis mit dem Radius a und fiir e = 1 eine zu
einer Strecke mit der Lange 2a entartete Ellipse.

»  Zwischenfrage (5) Kann das Integral E(k,¢) fir k =0und k = 1
ausgefiihrt werden?

3.6.2 Normalverteilung und Verteilungsfunktion

Die Funktion f : R — R mit f(x) = e~ ist nicht elementar integrierbar. Diese
Aussage trifft nicht etwa auf sdmtliche Funktionen zu, die diesen Term enthalten;
beispielsweise kann x ¢ sehr wohl integriert werden, siehe (3.6).



3.6 Nicht elementar I6sbare Integrale 77

Lesehilfe

Es gibt also keine elementare Funktion, deren Ableitung gleich e wire.
Das ist natiirlich bei den Integranden der elliptischen Integrale auch so, aber
bei dem vergleichsweise einfachen Ausdruck e~ ist es vielleicht besonders
iiberraschend.

Die Funktion f ist von besonderem Interesse, weil sie den Kern der Normalvertei-
lung oder Gauf3-Verteilung bildet, die gegeben wird durch

1 1/x— j%a 2) 1 —(x—p.)z/202
x) = ——— exp| —= =—%8¢ . 3.50
== en(5 (58 ) = o (330

Sie enthélt die Parameter 1 € R und o > 0. Mit p wird die Lage des Zentrums der
Normalverteilung festgelegt, in dem sie ihren Maximalwert annimmt und von dem
aus sie zu beiden Seiten hin symmetrisch abfillt. Der Parameter o heif$t Standard-
abweichung der Normalverteilung und bestimmt die ,,Breite” der Verteilung. Der
Funktionsvorschrift (3.50) ldsst sich entnehmen, dass mit groler werdendem o die
Verteilung breiter und flacher wird, siche Abb. 3.2. Des Weiteren kann man leicht
zeigen, dass sich an den Stellen i &= o die Wendepunkte der Verteilung befinden.

Lesehilfe

Die Wirkung von p ist klar. Allgemein bewirkt die Ersetzung von x durch
x — p in einer Funktionsvorschrift eine Verschiebung ihres Graphen um p
nach rechts. So kommt man also von x > e zu x > ¢~ ~1°,

Die Wirkung von o ist weniger offensichtlich. Aber offenbar bewirkt ein
wachsendes o in der Funktion e~*=#/29 einen betragsméalBig kleineren Ex-
ponenten, der zu einem langsameren Abfall der Funktion fiihrt. Gleichzeitig
wird der Normierungsfaktor 1/0 +/27 kleiner. Der Graph wird somit ,,irgend-
wie* breiter und flacher.

>  Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war nach dem Integral
E(k,¢) firk =0und k = 1.
Das Integral E(k, @) = fow dt v/'1 — k2 sin? ¢ lautet fiir k = 0 einfach

12

E(0,<p)=[dr«/T=<p

0

und fiirk =1

® ®
®
E(l,(p)=/dtv1—sin2t=/dt cost =sint| = sing.
0
0 0
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Abb. 3.2 Dargestellt sind die Graphen verschiedener Normalverteilungen g(x) =
= 12,, e~ (=1 /20" it n =0 und o = 0.5 (gepunktet), 1 (durchgezogen), 2 (gestrichelt).
Mit groBer werdendem o wird die Verteilung breiter und flacher. Der Normierungsfaktor
1/o~/27 sorgt dafiir, dass die Verteilungen fiir alle Werte von ¢ > 0 mit der x-Achse den

Flidcheninhalt 1 einschliefen

Speziell ist E(0,7/2) = 7/2 und der Umfang der ,Ellipse* mit der
Exzentrizitit e = 0 ergibt sich nach (3.49) zu U = 4anw /2 =2ma und ist
damit gleich dem Kreisumfang. Fiir e = 1 haben wir U =4a sin(x/2) =
4a = 2a + 2a, also den korrekten ,,Umfang® der zu einer Strecke 2a
entarteten Ellipse.

Normierung

Der Vorfaktor 1/0+/27 in der Normalverteilung (3.50) dient der Normierung. Er
ist so gewdhlt, dass ihr Graph fiir alle Werte von o mit der x-Achse den Fldchenin-
halt 1 einschlie3t. Um das zu sehen, wollen wir den Flacheninhalt berechnen. Zwar
ist die Funktion g nicht elementar integrierbar, mithilfe eines Tricks kann das un-
eigentliche Integral, das die gesamte eingeschlossene Flidche angibt, aber dennoch
exakt berechnet werden:
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Wir suchen
o0
—x2/202
A= dxe . (3.51)

Der Integrand entspricht der Normalverteilung ohne den Vorfaktor und auflerdem
wurde 1 = 0 gewdhlt, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet. Statt
direkt A berechnen wir A2; es ist

o0 o0 o0 o0
A? = [ dx e=*/20° [ dy e /207 | = [ / dxdy e~ (P +y?)/20%
00 00 X=—00 y=—00

»  Zwischenfrage (6) Warum bedeutet die Wahl von y = 0 in (3.51) kei-
ne Einschriankung der Allgemeinheit?

Wir haben es hier mit einer Integration iiber die gesamte xy-Ebene zu tun. Driicken
wir das Integral in Polarkoordinaten r, ¢ aus, so ist X2+ y2 = r2 und das Flichenele-
ment dx dy ist durch r dr d¢ zu ersetzen. Es tritt also der zusétzliche Skalenfaktor
r auf, der sich aus dem Wechsel von kartesischen Koordinaten auf die Polarkoor-
dinaten r, ¢ ergibt (und den wir an dieser Stelle glauben wollen; siehe aber (5.54)).
Er ermoglicht die Ausfiihrung der Integration:

0

2 00 00
A? = / de / drre /2" = 2n / drre /2" 35 oole 20T
=0 r=0 0

= —270%(0 - 1) = 2no”. (3.52)

Die gesuchte Fliche ist also A = o +/27, was gerade dem Vorfaktor der Normal-
verteilung g(x) entspricht. Wir halten also fest:

Das Integral tiber die Normalverteilung (3.50) hat fiir samtliche Werte von o
(und ) stets den Wert 1,

oo

/ g(x)dx = 1. (3.53)

—00

>  Antwort auf Zwischenfrage (6) Gefragt war, warum die Wahl von
@ = 01in (3.51) keine Einschriankung der Allgemeinheit bedeutet.
Unterschiedliche Werte von p in der Normalverteilung bedeuten ei-
ne Verschiebung der gesamten Funktion in x-Richtung. Da sich das
Integral (3.51) von —oo bis 4-00 erstreckt und damit die gesamte unter
dem Graphen eingeschlossene Fldche beinhaltet, wirkt sich eine solche
Verschiebung in x-Richtung nicht auf seinen Wert aus. Daher kann das
ieinfachste ©* gewihlt werden.
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Verteilungsfunktion

Bei der Normalverteilung (3.50) handelt es sich um eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung. Das unbestimmte Integral der Verteilung bezeichnet man als die Verteilungs-
funktion:

2
G(x):= cr«/_ dr exp(—l([ ;,u) ) (3.54)

Besitzt eine Zufallsvariable X diese Verteilung, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Variable in den Bereich zwischen a und b fillt, gleich

2
Pa<X <b)=G(b)—Ga) = J_ / di exp(——(t_T“) ) (3.55)

Damit die numerische Auswertung nicht fiir samtliche Werte von o erneut erfolgen
muss, fiihrt man die Verteilungsfunktion G oftmals zuriick auf das Integral der Stan-
dard-Normalverteilung oder (0,1)-Verteilung mit 4 = 0 und o = 1, also auf die
Funktion @ mit

2

PD(z) = due™/=, (3.56)

=l

sieche Abb. 3.3. Wir wissen bereits, dass gilt @(oo0) = 1, und aulerdem ist aufgrund
der Symmetrie der Funktion offenbar

O(—z) = 1—®(z). (3.57)

»  Zwischenfrage (7) Warum gilt @(oco0) = 1 und warum ist ,,offenbar*
D(—z)=1—-P(2)?

Liegen die Werte dieser speziellen Verteilungsfunktion @ vor — wobei man sich
wegen (3.57) auf positive Argumente beschrinken kann —, so knnen diese auf be-
liebige Verteilungen iibertragen werden: Setzt man in (3.54)

:],{7
g

so ist du/dt = 1/0 und damit dr = o du. Die Integration iiber ¢ von —oco bis x
entspricht dann der Integration tiber # von —oo bis (x — ) /0. Es ist also

(x—p)/o

1 2 X—MW
— due™’?=¢ 3.58
= ue ( . ) (3.58)

G(x) =

und

P(a<X§b)=G(b)—G(a)=d>(b?T’u)—@(a;’u). (3.59)
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Abb.3.3 Das Integral der Normalverteilung mit Mittelwert ;1 = 0 und Standardabweichung o =1,
der sog. (0, 1)-Verteilung, ergibt die Verteilungsfunktion @(x) = ﬁ jjoc du e*/2. Die Werte
dieser Verteilungsfunktion sind vertafelt bzw. sie konnen numerisch berechnet werden

Von besonderer praktischer Bedeutung sind die Wahrscheinlichkeiten fiir eine
Abweichung der Zufallsvariablen X um o, 20, 30 vom Mittelwert u, d. h.
P,=Pu—o<X<p+o)=o1)—-o(-1)
Py =P(u—20 <X < u+20) =22 —d(-2)
Py, =P(n—30 <X < pu+30)=23)—D(-3). (3.60)

Wir ermitteln ihre Werte numerisch mithilfe der Trapezregel mit n = 100, sie-
he (1.14):

1 ( —1/2 & —(—1+£)2 2)
—le +Ze 0)7/2 | = 0.68267,
2 50 P

-

(3.61)
also

P, ~ 68.3%. (3.62)
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Analog erhilt man

Pry ~ 95.4% (3.63)
Py, & 99.7%. (3.64)

Die Wahrscheinlichkeit, die Zufallsvariable innerhalb des lo-Intervalls um den
Mittelwert p vorzufinden, ist also gleich 68.3 %, fiir das 2o-Intervall betréigt sie
95.4 % und fiir das 3o -Intervall bereits 99.7 %.

Lesehilfe

Die 68.3 % sind ,,berithmt®. Diese Zahl spielt eine wichtige Rolle in der
Fehlerlehre, vielleicht hattest du schon mit ihr zu tun. Und diese Zahl ldsst
sich tatsachlich nur numerisch ermitteln, wie in (3.61) oder auch anhand
von (3.69).

>  Antwort auf Zwischenfrage (7) Gefragt war, warum @(co) = 1 und
D(—z) =1—-P(z) gilt.
Die Funktion

2/2

| z
D(z) = E / due™

ist das unbestimmte Integral tiber die spezielle Normalverteilung mit
i = 0und o = 1, aber nach wie vor iiber eine Normalverteilung. Fiir
jede Normalverteilung g gilt

o0

[ swar=1.

—00

somit ist auch @(co0) = 1.
Nun ist

o0

o0 V4
1= / due™/? = / due /2 4 / due/?,
—0Q —0Q

8]

also
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Nun substituieren wir u =: —ii. Damit ist u?> = #? und du = —dii und
wir erhalten

z

[ due™/? = / diie™™ = &(—z).

U=00 fi=—00

Die Beziehung @(—z) = 1 — ®@(z) geht letztlich darauf zuriick, dass der
Integrand e /2 gerade ist, also achsensymmetrisch zur Hochachse.

Weitere Definitionen und Formeln fiir die Verteilungsfunktion
In Zusammenhang mit der Verteilungsfunktion (3.56) werden oft auch die folgen-
den Funktionen verwendet:

®(z) = \/% 0/ due™/? = d(z) — % (3.65)
2 Z 2
erf(z) := N / due™ = 2dy(v/22). (3.66)
0

Fiir die Funktion erf lédsst sich die folgende Darstellung als absolut konvergente
Reihe angeben:

o0
)k 2k+1

erf(z) = Z AT D" (3.67)

Lesehilfe
Bei @, beginnt das unbestimmte bei 0 statt bei —oo, wie es bei @ der Fall ist.
Sie unterscheiden sich daher um die halbe Gesamtfldche, also um 1/2.

Die Bezeichnung ,.erf* steht fiir ,,error function®. Diese Bezeichnung zeigt
an, dass die Verteilungsfunktion im Zusammenhang mit der Fehlerlehre eine
zentrale Bedeutung besitzt.

Die Wahrscheinlichkeit P, = @(1) — @(—1) kann somit auch wie folgt berechnet
werden:

P, = &(1) — D(—1) = By(1) — By(—1) = 2d(1) = erf(l/ﬁ). (3.68)

Nun ist

()" = (va) (03) = U2 - L

sodass sich anhand von (3.67) die folgende Reihendarstellung fiir P, angeben lésst:

_ G 111
Fo \/7Zk'(2k+1)2k_ ;[1_€+E_33_6i"':|' (3.69)
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Der Wert fiir P, kann somit auch iiber diese Reihe ermittelt werden. Fiir die ausge-
schriebenen ersten vier Glieder etwa ergibt sich

Py ~0.7979| 1 — ! + L ~ 0.6825.
6 40 336

Natiirlich ldsst sich die Giite des Ergebnisses durch Hinzunehmen weiterer Reihen-
glieder problemlos verbessern.

3.7 Normalverteilung und Messprozess*

Wegen der groBen praktischen Bedeutung fiir Naturwissenschaft und Technik wol-
len wir uns losgelost von der Integralrechnung in diesem Abschnitt ansehen, in-
wiefern die Normalverteilung Grundlage fiir die Beschreibung von Messprozessen
ist.

Die Messung einer Groffe wird dazu als Zufallsexperiment betrachtet. Die Zu-
fallsvariable X entspricht dem Messergebnis, und wird die Messung n-mal ausge-
fiihrt, so erhalten wir die Messergebnisse x, X, ..., X,.

Lesehilfe

Die Begriffe ,,Messung* und ,Zufall“ scheinen zunichst vielleicht nicht
zusammenzupassen. Bei verniinftiger Messmethode liegen die Messwerte na-
tiirlich allesamt in der Nidhe des wahren Werts. Aber ihre Streuung um den
wahren Wert erfolgt zufillig.

3.7.1 Streuung von Messwerten

Geht man von einer Messung mit nur statistischen Abweichungen’ aus, so streuen
die Messwerte um den wahren Wert x,,, der allerdings unbekannt ist. Als Ma@ fiir
die Streuung der Messwerte x;, i = 1,...,n, verwendet man normalerweise die
mittlere quadratische Abweichung®

1 - 2
s —nZ(x, Xw)”. (3.70)

i=1

3 Es sollen also keine systematischen Abweichungen vorliegen, die aus einer fehlerhaften Mess-
methode entstehen und die Messwerte in systematischer Weise beeinflussen.

6 Man konnte auch an die Summe der Betriige, also eine ,,mittlere Abweichung® |s| = % S |xi—
x| denken, was aber aufgrund der Betriige rechentechnisch unvorteilhafter ist.
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Aufgrund des unbekannten Werts von x,, kann diese Summe nicht unmittelbar be-
rechnet werden. Bekannt ist allerdings der Mittelwert der Messergebnisse,

_ 1 1 &
X = ;(xl + o x) = ;;xi, (3.71)

und wir werden nun sehen, dass sich die Summe (3.70) unter Verwendung von X
niherungsweise berechnen lidsst: Zunichst ist

# = = 3 =+ -

1 & 1 2
S =T Y (F o)’ S (- DE - x)
i=1 i=1 i=1

_! D i =X+ (F—xw)’ + z(f —Xy) Y (X —%). (3.72)
n i=1 n i=1
———
()

Lesehilfe

Fiir die zweite Zeile wurde einfach die binomische Formel verwendet. Fer-
ner ist Y _ (X — xy)? = n(X — xy)?, weil die Summanden gar nicht von i
abhidngen und daher n-mal derselbe Summand dasteht.

Die Summe () ist nichts anderes als die Summe der Abweichungen vom Mittel-
wert; diese ist aber gleich 0:

Y y - - 3.71
> S LI
i=l1 i=1 i=1

i=1

Ferner ist

(x - xw)z

2 2
1 & n 1| <
(; ;xi - ;Xw> = ;[;(Xi - xw):|
L e I A

+ 2()C1 — XW)(XZ — XW) + 2(X1 — xw)(x3 — XW) + ...
o 2 — ) (o — xw)]. (3.73)
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Lesehilfe

Hier wurde wieder so etwas wie die binomische Formel verwendet, diesmal
aber fiir eine Summe, die aus # Summanden besteht. Wenn du dir das ein-
mal langsam aufschreibst fiir drei oder vier Summanden, wirst du sehen, dass
das fiir » Summanden praktisch genauso funktioniert wie in der bekannten
Formel fiir zwei Summanden.

»  Zwischenfrage(8) Warumist (2 Y7 | x; — %xw)zz L3 i — xw)]z?

Wenn die Messwerte x; statistisch verteilt sind, sind die positiven und negativen
Abweichungen gleichverteilt, sodass die gemischten Terme in (3.73), die diese Vor-
zeichen enthalten, sich ungefahr autheben und jedenfalls viel kleiner sind als die
Summe der Quadrate, bei denen die Vorzeichen keine Rolle spielen; wir haben da-
her

— 1 ¢
(X - -xw)2 ~ ﬁ Z(xi - -xw)zy
i=1

was nach (3.70) gleichbedeutend ist mit

)

s
(X —xy)> ~ —.
n

Gleichung (3.72) fiihrt damit auf
1 « 52
2 .2 R VAT
st ;Zl(x, X))+ p

und Auflosen nach s? ergibt schlieBlich die wichtige Formel

1 n
52~ Z(x,» -x)% (3.74)
i=1

n—1~+4

Im Unterschied zur Definition (3.70) erlaubt (3.74) die (ndherungsweise) Berech-
nung der mittleren quadratischen Abweichung aus den Messwerten. Thre Wurzel

s = ! Z(xi — )2 (3.75)
i=1

n—1 —

nennt man die Standardabweichung der Messwerte.
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»  Antwortauf Zwischenfrage (8) Gefragt war nach (1 Y7, x; — %xW)2 =

LI (i —x)]

Wir schreiben das langsam auf:

2 2
n n n
1 n 1 1
—E Xi——xy) =1[- E X — NXy == E X — NXy
n n n n

i=1 i=1 i=1

2

Schreibt man nun etwas kiinstlich nx, = Y *_; Xy, so hat man

1 n 2 1 n n 2 1 n 2
= Zx,-—nxw =3 Zx,-—wa =3 Z(x,-—xw) .

i=1 i=1 i=1 i=1

3.7.2 Normalverteilung der Einzelmessung

Geht man nun davon aus, dass die Messwerte xy, ..., x, normalverteilt sind, so
mochte man die Parameter 1 und o der ihnen entsprechenden Normalverteilung

1
o+/21

gx) = e (ew?/20? (3.76)
abschitzen.

Naheliegenderweise wird man den Mittelwert p der Verteilung mit dem Mittel-
wert der Stichprobe gleichsetzen:

Das zweite wichtige Maf3 einer Verteilung ist ihre ,,Streubreite”, d. h. die mittlere
Abweichung der Stichprobe vom Mittelwert. In der Theorie der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen verwendet man die Varianz o* als MaB fiir die Abweichungen
vom Mittelwert: Die Varianz ist der Erwartungswert der mittleren quadratischen
Abweichung. Sie kann daher durch s? abgeschitzt werden:

n

1
2 2 —\2
07 s = xX; —X)°.
o7 =D

Nun erinnern wir uns, dass die Normalverteilung (3.76) einen Parameter namens
o besitzt. Berechnet man nun die Varianz der Normalverteilung, so stellt man fest,
dass die Normalverteilung tatscichlich die Varianz o* besitzt.” Thr Parameter hat also
den ,richtigen® Namen.

7 Die Varianz einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist definiert als 0> = ff:o (x — p)? g(x) dx. Fiir
die Normalverteilung (3.76) ergibt dieses Integral den Wert 2. (Das Integral kann durch parti-
7)(2“

elle Integration, wobei der Integrand in ,,x - xe
Normierung berechnet werden.)

aufgeteilt wird, und unter Verwendung der
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Wir haben somit folgendes Ergebnis: Normalverteilte Messwerte x1, . . ., x,, wer-
den durch eine Normalverteilung (3.76) mit den Parametern

1 n
HARXE ==Y X (3.77)

> (i — %) (3.78)

beschrieben.

Daraus ergibt sich insbesondere:

Bei einer erneuten Messung unter denselben Bedingungen liegt das Messergeb-
nis mit einer Wahrscheinlichkeit von 68.3 % im Bereich X +£ s.

Histogramm

Fiihrt man eine Messung n-mal durch, so erhdlt man n Messergebnisse x;. Abhin-
gig von der Genauigkeit des Messgerits kann es durchaus sein, dass man dabei n
verschiedene Einzelergebnisse erhilt, oder es werden Messergebnisse mehrfach er-
halten. Unabhingig davon lédsst sich der Zusammenhang mit der Normalverteilung
graphisch erkennen, wenn man die X-Achse geeignet in gleich lange Intervalle
aufteilt und die Anzahl der Messungen als Sdule iiber den Intervallen auftrigt; man
erstellt also ein Histogramm, d.h. eine graphische Darstellung der Héufigkeitsver-
teilung. Dieses Histogramm néhert sich bei einer idealen Messung bei zunehmender
Anzahl an Messwerten immer besser der Normalverteilung mit den Parametern
(3.77) und (3.78) an, siche Abb. 3.4.

3.7.3 Varianz des Mittelwerts

Als Ergebnis einer Messreihe, also der n-maligen Messung einer Grofle mit der-
selben Methode, wird oft der Mittelwert angegeben als die beste Niherung fiir den
wahren Wert. Dabei wird man davon ausgehen konnen, dass der Mittelwert eine
umso bessere Niherung ist, je mehr Einzelmessungen ausgefiihrt werden, je grofer
also n wird. Auf Ebene des Histogramms kann man sich das wie folgt vorstellen: Je
mehr Messungen vorliegen, und je kleiner man die Intervalle wihlt, umso préziser
lasst sich durch die Sdulen eine Glockenkurve festlegen. Auch die Lage ihres Zen-
trums wird damit immer genauer festgelegt. Die Breite der Kurve wird dabei zwar
nach wie vor durch die Standardabweichung s der Messung bestimmt, die gar nicht
von der Anzahl der Einzelmessungen abhingt, sondern lediglich von der Prizision
des Messprozesses als solchem. Die Genauigkeit der Lage des Zentrums der Kurve
aber wird immer gréBer und hingt damit von n ab.

Die Varianz des Mittelwerts ist komplizierter zu ermitteln als die Varianz der
Einzelmessung. Dazu miissen — anders als bisher — die n Einzelmessungen als n



3.7 Normalverteilung und Messprozess* 89

0.5
0.45

04}
0.35 | \
0.3 /

0.25 | /
/

0.15 + / \
01} /
0.05 /
0 4474'4 >{<|\ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

X

Abb. 3.4 Histogramm einer fiktiven Messreihe mit n Einzelmessungen. Die Messergebnisse
werden in Intervallen zusammengefasst, iiber denen ihre relative Hiufigkeit, d.h. die absolute
Hiufigkeit geteilt durch n, aufgetragen wird. Bei zunehmender Anzahl an Einzelmessungen und
kleiner werdenden IntervallgroBen néhert sich das Histogramm so der Normalverteilung mit den
Parametern ;1 = X (hier gleich 4) und o = s (hier 1) an

unterschiedliche Zufallsvariable X1, ..., X, betrachtet werden. Der Mittelwert
— 1
X:;(X1+...+X,,) (3.79)

ergibt sich dann aus einer Summe normalverteilter Zufallsvariablen. Fiir diese Sum-
me gilt (was wir an dieser Stelle ohne Nachweis glauben wollen):

Es seien X1, ..., X, unabhdngige normalverteilte Zufallsvariable mit den Mit-
telwerten |1, ..., i, und den Varianzen 012, e 03. Dann ist auch die Zufallsva-
riable

= 1
normalverteilt und fiir ihren Mittelwert Tt und ihre Varianz &> gilt

1
ﬁ=;(u1+...+un), o= —(of +...4+0,).
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Fiir unseren Zweck bedeutet das: Wir haben es mit n gleichverteilten Zufalls-
variablen Xi,..., X, zu tun, die — da es sich immer um denselben wiederholten
Messprozess handelt — alle dieselbe Varianz 0% besitzen. Ihr Mittelwert (3.79) be-
sitzt daher die Varianz

1 1
2 2 2

=—Sno"=-o0",
n n

was lbertragen auf die Standardabweichung bedeutet

=_ 9
7= (3.80)

Das wichtige Ergebnis also ist: Die Standardabweichung des Mittelwerts wird mit
grifier werdender Anzahl n der Messungen mit dem Faktor 1//n kleiner.

Auch ohne die Genauigkeit der Einzelmessung zu erhthen, was einem kleineren
o entspriache, kann also durch oftmaliges Messen — zumindest theoretisch — der
Fehler fiir den Mittelwert beliebig klein werden.

Allerdings bedeutet das nicht, dass eine Messung tatsidchlich beliebig genau
werden kann. Die obigen Aussagen beziehen sich nidmlich nur auf den rein sto-
chastischen Fehler. Tatséchlich weist aber jede reale Messung auch systematische
Fehler auf, die auch bei hoher stochastischer Genauigkeit bestehen bleiben. Das Er-
gebnis wird also durch eine hohere Anzahl an Messungen nur verbessert, solange
der stochastische Fehler die Hauptfehlerquelle darstellt.

Lesehilfe

Du musst hier sauber unterscheiden: o ist die Varianz der Einzelmessung. Sie
hingt an der Messmethode, beispielsweise am verwendeten Messgerit. Eine
erneute Einzelmessung besitzt immer wieder diese Varianz.

Die Varianz ¢ hingegen ist die Varianz des Mittelwerts, der sich aus n
Einzelmessungen ergibt. Sie ldsst sich verkleinern, wenn mehr Messungen
durchgefiihrt werden, wenn also n vergrofert wird.

Ubrigens findet das in Messgeriten manchmal automatisch statt: In mo-
dernen Laserentfernungsmessern beispielsweise wird eine Streckenmessung
vom Gerit vielfach ausgefiihrt, bis die Varianz & ein bestimmtes vorgegebe-
nes MaB unterschreitet. Der Messwert erhilt so die gewiinschte Genauigkeit.

Das Wichtigste in Kiirze

e Das Integral ist linear.

e Bei der Substitutionsregel der Integration handelt es sich um die Umkeh-
rung der Kettenregel der Differenziation. Bei ihr wird die Integrationsvariable
durch eine andere ersetzt. Diese Substitution muss auch fiir das Differenzial
durchgefiihrt werden.
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Die partielle Integration entstammt der Produktregel der Differenziation.
Bei ihr wird ein Integral durch ein anderes ersetzt, von dem man hofft, dass
es leichter als das urspriingliche zu 16sen ist.

Integrationen konnen mit erheblichem Aufwand verbunden sein: Komplizier-
tere Integrale konnen auf einfachere zuriickgefiihrt werden, es konnen sich
Rekursionsformeln ergeben usw.

e Integrale konnen in einer Integraltafel nachgeschlagen werden.
e Nicht siamtliche Integrale sind elementar 16sbar. Numerische Integration ist

stets moglich.

Die Normalverteilung ist nicht elementar integrierbar. Ihr uneigentliches In-
tegral von —oo bis co hat den Wert 1.

Misst man eine Gro8e mit derselben Methode n-mal, so streuen die Messer-
gebnisse unter idealen Bedingungen statistisch um den unbekannten wahren
Wert.*

Die mittlere quadratische Abweichung s ist ein MaB fiir die Streuung.
Bei statistischer Streuung kann sie mithilfe des Mittelwerts der Messwerte
niaherungsweise berechnet werden.*

Unterliegt die Messung rein statistischer Streuung, so kann man davon aus-
gehen, dass die Messwerte normalverteilt sind. Die Parameter der Normal-
verteilung konnen mit &~ ¥ und 0 & s geschitzt werden.*

Auch der Mittelwert einer Messung — als resultierende Messgrofle auf-
gefasst — ist normalverteilt. Seine Standardabweichung sinkt mit wachsen-
demn.* «

Und was bedeuten die Formeln?

b

b b
/@Mﬁﬂ+@ﬁﬂﬁxZQ/fQNX+Q/g@Nm

a
g(b)

b
/fmmﬂmm=[fmm dg(x) = ¢'(x) dx.

b b?
1
/f(xz)xdx = E[f(t)dt,

/
j

ax2+bx+c

gla)

[
J

b
’
a

dx = In|f(x)]

b 1
tanxdx:—lnlcosxl) , /vl—xzdx: —(xvl—x2+arcsinx),

2

2 arctan —24xtb fiir 4ac — b% >0

—b2 4ac—h?
dx 4ac—b -
2 fiir dac —b> =0

fiir 4ac — b* < 0,

T 2ax+b
1

n 2ax+b—+'b2—dac
b2—4ac

2ax+b+vb2—4ac
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/ xdx 11 | A | b/ dx
——— = — Inlax x+c-—| ———,
ax?+bx+c¢ 2a 2a ) ax?+bx+c

b b
[rwg@ar= sl - [rewswar. [ e =re- [ reax

b

/lnxdx =x(Inx —1)

a

b 1
, / arctan x dx = x arctan x — 3 In(1 + xz),
a

/e‘“‘ cos(kx)dx = az%kz(a cos(kx) + k sin(kx)),
s N 1 s on—1 n—1 s 4
I,= [ sin" dx, [, =——cosxsin" x4+ ——1I,,, M(sin")=3/8,
n n
2

(sing, cos;) := /sin(kx) cos(Ix)dx =0 firallek,/ € N,

0

/2
U=4a / dt V1 —e2sin’t = 4aE(e,7/2),

0

1 o0
g(x) = Umef(xfuﬂ/zaz, / 2(x)dx = 1,
) -

G(x) := ! / dr e~ (1?27

o~2m

—o0

b

1 / 2752
dr e~ (t=1)7/207
o2

a

Pla<X <b)=G((b)—-G(a) =

z

1
() = —— / due P, B(-z) =1 ().
21
—00
X—p
G(x) = @< p ), P,=Pu—oc<X=<pu+o)=o1)—o(-1),
1 > 11 % .
Fo= _/du e = ——— (2 Y e 2] = 0.68267,
Vo 1 Nz 50( ;

Que = 0@) - 3, erf(z) = 290(V22),

S
~
[N}
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S
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S
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( 1)k 2k+1

Z K1k +1)°

(=1)k 2 1 1 1
P—,/ =\ =|1l=-+———=+...| ~ 06825,
Z < k1(2k + 1)2* T 6 30 336
= E X; :lg(x —xy)? & ;En (x; —%)*
1 1 w —1121 1 ’

i=1

erf(z) = P, = 2d(1) = erf(l / ﬁ),

2 - _
e~(—w?/20 mity =xXundo =s, © =

) 1 o
xX) = , —.
& o~ 2m Jn

Ubungsaufgaben

A3.1 Berechne die folgenden unbestimmten Integrale, d.h., gib jeweils eine
Stammfunktion des Integranden an:

Fi(x) = /cos(a)t 4+ @o)dt, F(x)= [sinxcosxdx,

F3(x):/ °dx, F4(x):/«/7x+3dx,

1+e¥

Fs5(x) = /x2\5/5x3 +1dx, Fs(x) = /22"+2dx,

X X2
F7(x) = mdx, Fg(x) = xZ—_de

A3.2 Wir betrachten die Funktion f : R — R,

flx) = 2+ 5 mita > 0.

Bestimme die Konstante ¢ € R in Abhédngigkeit von a so, dass gilt

+o0
[ f(x)dx = 1.

A3.3 Lose das Integral

2—Xx
I, = ——dx
1,2
a+x+ zx

fiir beliebige a € R. Wie lauten speziell die Losungen fiira = 0, 1,2?
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A3.4 Berechne die folgenden unbestimmten Integrale, d.h., gib jeweils eine
Stammfunktion des Integranden an:

Fi(x) = /x2 e Xdx, F(x)= /1n(2x) dx,
F5(x) = /x In x dx, Fi(x) = /lnzxdx,

-1
F5(x):/xex dx, F6(x):/cos3xdx,

F(x) = /arcsinxdx, Fs(x) = /x arctan x dx.

A3.5 Berechne das Integral F(x) = fox e dr.

A3.6 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

(I) Eine stetige Funktion, die nicht elementar integrierbar ist, besitzt keine
Stammfunktion.

(IT) Bei der numerischen Integration, die zur Verteilungsfunktion fiihrt, gibt es kein
,+c“ wie bei ,,normalen® Stammfunktionen.

(III) Die Wahrscheinlichkeit, bei einer erneuten Einzelmessung exakt den Mittel-
wert einer vorhergehenden Messkampagne zu erhalten, ist gleich 0.

(IV) Eine kleinere Standardabweichung bedeutet eine genauere Messmethode.

A3.7 a) Wie kann die Wahrscheinlichkeit Py, (¢ > 0), ein Messergebnis im Be-
reich von £¢go um den Mittelwert vorzufinden, durch die Funktion erf und ihre
Reihendarstellung ausgedriickt werden? Reicht es fiir ein numerisch genaues Er-
gebnis aus, nur die ersten Glieder der Summe zu beriicksichtigen?

b) Die Messung einer normalverteilten Grofie werde mit einem gegebenen Mess-
verfahren zehnmal ausgefiihrt. Dabei erhalte man einen Mittelwert von 100 mit
einer Standardabweichung von 5. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer er-
neuten Einzelmessung einen Wert > 105 zu erhalten? Wie groB} ist die Wahrschein-
lichkeit, mit einer neuen Messkampagne einen Mittelwert > 105 zu erreichen?
Spielt es dabei eine Rolle, aus wie vielen Einzelmessungen die neue Messkam-
pagne besteht?
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Integrale der Fourier-Entwicklung

Hinweis

In diesem Kapitel wird mit der Fourier-Entwicklung ein wichtiges Bei-
spiel zur Anwendung von Integralen entwickelt. Allerdings werden seine
Ergebnisse im weiteren Verlauf des Buchs nicht benétigt. Sofern die Fourier-
Entwicklung fiir dich nicht von Interesse ist, kannst du direkt zu Kap. 5
iibergehen.

In Wissenschaft und Technik hat man es oft mit periodischen Erscheinungen zu
tun, also mit Vorgidngen, die sich nach einer bestimmten Periodendauer wiederho-
len. Man kann hier an Schwingungs- oder Wellenerscheinungen denken, an Wech-
selstrom, an Zyklen in wirtschaftlichen Modellen usw. Solche Vorginge werden
mathematisch beschrieben durch periodische Funktionen.

Der ,,Prototyp* einer periodischen Funktion ist die Sinus- bzw. Cosinusfunkti-
on. Die Fourier-Entwicklung erlaubt es nun, eine beliebige periodische Funktion als
Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen darzustellen. Dies entspricht einer Spek-
tralzerlegung des periodischen Vorgangs, also einer Zerlegung in seine Grund- und
Oberschwingungen.

Die Formulierung der Fourier-Reihe erfolgt mithilfe von Integralen. Insbeson-
dere sind die Fouier-Koeffizienten als Integrale definiert. Wir werden daher unser
Wissen aus den vorangegangenen Kapiteln fiir diese wichtige Anwendung nutzen
konnen.

Neben den Fourier-Reihen gibt es auch Fourier-Integrale. Bei ihnen hat man es
nicht mehr mit periodischen Funktionen zu tun. Wir werden abschlieBend zumin-
dest einen Ausblick in dieses theoretisch anspruchsvollere Themenfeld geben.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 95
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2021
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Lesehilfe

Die wichtigen Zusammenhinge und Integrale in diesem Kapitel werden al-
le reell sein. Fiir manche Formeln und Definitionen im Zusammenhang mit
der Fourier-Entwicklung ist aber auch die komplexe Schreibweise bedeutsam.
Die Abschnitte, in denen komplexe Zahlen auftreten, sind mit einem Stern*
gekennzeichnet. Sie enthalten Lesehilfen zu den komplexen Zahlen und soll-
ten daher auch verstdndlich sein, wenn du bisher noch wenig mit komplexen
Zahlen zu tun hattest.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Periodische Funktionen wiederholen sich nach ihrer Periodendauer. Wir
sehen uns an, was das heiit, und warum die Periodendauer 27r besonders
einfach ist.

e Sinusfunktionen kann man addieren und erhédlt dann Funktionen, die
gar nicht mehr nach Sinus aussehen. Das ergibt die Idee der Fourier-
Entwicklung.

o  Trigonometrische Polynome* haben auf den ersten Blick nicht viel mit
Polynomen zu tun. Aber der zweite Blick wird uns den Namen erschlie-
Ben, auch wenn wir uns dazu ein wenig mit komplexen Zahlen befassen
miissen.

e Die Formeln fiir trigonometrische Polynome sind dieselben wie fiir die
Fourier-Reihe. Trotzdem ist dann manches anders und wir miissen uns die
Unterschiede genau ansehen.

e Das ,,Fundamentalbeispiel“ ist ein ,,Sdgezahn“. An ihm werden wir alle
wichtigen Aspekte eine Fourier-Reihe erkennen konnen.

e Das Fourier-Integral ist etwas anderes als die Fourier-Reihe. Aber es geht
aus ihr als eine Art Grenzwert hervor. Wir werden uns ansehen, was damit
gemeint ist.*

4.1 Periodische Funktionen

Eine Funktion f : R — R oder f : R — C heif}t periodisch mit der Periode T > 0,
falls fiir alle 7 € R gilt

fa+T)=f@).

Natiirlich gilt dann auch f(t + nT) = f(¢) firallet € Rund n € Z.



4.1 Periodische Funktionen 97

Lesehilfe

Hier und im Folgenden sind oft auch komplexe Zahlen C als Wertemenge der
Funktionen zugelassen. Da reelle Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zah-
len sind, sind natiirlich die reellen Funktionen darin enthalten und du kannst
auch gedanklich zunéchst einfach bei reellen Zahlen bleiben ;-)

Besonders wichtige periodische Funktionen sind die Sinus- und Cosinusfunktionen.
So handelt es sich z. B. bei der Funktion f;, die gegeben wird durch

2
fi(t) = Ay sin(of +¢p)  mitw = %und Ao €R (4.1)

um eine Funktion mit der Periode T'. Sie stellt eine beliebige Sinusfunktion mit der
,,Grundfrequenz“l w dar. Aber auch die Funktionsvorschriften

fa(t) = Ay sinQQot + ¢2)
f3(t) = Az sin(Bwt + ¢3)
f1(t) = Aysin(4wt + ¢4)  usw.

mit ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz w besitzen die Periode T, ebenso
wie die konstante Funktion fj,

Jo(r) = Ay.

»  Zwischenfrage (1) Warum ist beispielsweise f3(t) = Az sin(3wt + ¢3)
mit w = 25/ T periodisch mit der Periode 7'? Und mit welcher Periode
ist fo(t) = Ao periodisch?

Bekanntlich ergibt die Addition verschiedener Sinus- oder Cosinusfunktionen mit
derselben Frequenz stets wieder eine Sinusfunktion. Addiert man jedoch Funktio-
nen des obigen Typs, bildet also eine Summe

s() = fo() + L) + /o) + /0) + fulO) + ..., (4.2)

so ergeben sich — natiirlich abhingig von den Amplituden A; und den Phasenver-
schiebungen ¢; — ganz andere, allerdings immer noch periodische Funktionen mit
der Periode 7', siche Abb. 4.1.

! Tatsichlich handelt es sich hier um eine ,,Kreisfrequenz®. Eine Frequenz f = 1/T entspricht der
Kreisfrequenz w = 2w f = 27/ T. Wir wollen trotzdem etwas ungenau  einfach als ,,Frequenz*
ansprechen.
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1 1 1 1 1
0 T 2 3 4
t

Abb. 4.1 Die Sinusfunktionen ¢ +> sin(t + 7/2), t % sin(2t), t — f% sin(3¢) sind periodisch
mit der Periode 27. Thre Uberlagerung ¢ > sin(t + 7 /2) + % sin(2t) — % sin(3t) ist daher ebenfalls

periodisch mit derselben Periode, weicht aber in ihrem Aussehen bereits stark von einer Sinusfunk-
tion ab

Lesehilfe
Noch einmal kurz zu ein paar Sprechweisen im Zusammenhang mit Sinus-
funktionen:

Das Argument eines Sinusausdrucks sin(w? + ¢) bezeichnet man auch als
»Phase” und ¢ dabei als ,,Anfangsphase* oder ,,Phasenverschiebung®, weil
sin(wt 4+ ¢) um ¢ gegen sin(w?) verschoben ist.

Es ist cos(wt) = sin(wt + 7/2), der Cosinus ist daher auch eine (verscho-
bene) ,,Sinusfunktion®.

Die Summe zweier (und damit beliebig vieler) Sinusfunktionen mit der-
selben Frequenz ergibt wieder eine Sinusfunktion dieser Frequenz,

Ay sin(wt + ¢1) + A sin(wt + ¢p) = B sin(wt + V),

mit neuer Amplitude B und neuer Anfangsphase v, aber nach wie vor eine
Sinusfunktion mit derselben Frequenz w.
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Idee der Fourier-Entwicklung

Summen von Sinusfunktionen des Typs (4.2) ergeben periodische Funktionen, die
allerdings einer Sinusfunktion schon bei wenigen Summanden i. Allg. nicht mehr
dhnlich sehen, sondern abhéngig von der Wahl der Amplituden 4; und der Anfangs-
phasen ¢; scheinbar willkiirliche Formen annehmen konnen. Umgekehrt kann man
sich nun die Frage stellen, ob es moglich ist, eine beliebig vorgegebene periodische
Funktion f mit geeigneter Wahl der A; und ¢; als eine endliche oder unendliche
Summe des Typs (4.2) darzustellen. Man sucht dann also eine Darstellung

f() = Ao+ Y Agsin(kor + ¢p). 4.3)
k=1

Genau dies ist die Idee der Fourier-Entwicklung. Ublicherweise zerlegt man die
Funktion dabei jedoch getrennt in Sinus- und Cosinusanteile ohne zusitzliche An-
fangsphasen: Aus dem Additionstheorem fiir den Sinus folgt

A sin(kwt + @) = Ag[sin(kwt) cos g + cos(kwt) sin @]
= Ay sin gy cos(kwt) + Ay cos ¢ sin(kwt),
—— ———

=g =:by

sodass man die gewiinsche Reihendarstellung (4.3) auch schreiben kann als

f@) = Ao+ _lay cos(kwrt) + by sin(kei)]. 4.4)
k=1

Die Fragestellungen der Fourier-Entwicklung lauten also:

e Fiir welche periodischen Funktionen f ist es moglich, sie in eine Reihendarstel-
lung des Typs (4.4) zu entwickeln?
e Sofern dies moglich ist: Wie lassen sich die Koeffizienten Ay, ay, by berechnen?

Wir werden sehen, dass die Fourier-Entwicklung tatsdchlich fiir eine grofe Klasse
von Funktionen f erfolgen kann. Und da die entsprechenden unendlichen Reihen
konvergent sein miissen, ist dabei klar, dass die Entwicklungskoeffizienten ay, by
mit wachsendem k schnell kleiner werden. Dies wiederum bedeutet, dass man eine
niherungsweise Darstellung der Funktion f erhalten kann, wenn man sich auf eine
begrenzte Anzahl von Summanden beschrinkt. Hieraus ergibt sich eine Vielzahl
von praktischen Anwendungen.

Lesehilfe
Eine unendliche Reihe ) ;7 sx besitzt unendlich viele Summanden s;. Da-
mit eine solche unendliche Summe einen endlichen Gesamtwert haben kann,
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miissen ihre Summanden s; mit wachsendem k schnell genug gegen 0 ge-
hen. Da in der unendlichen Summe (4.4) die Cosinus- und Sinusterme auch
fiir groBe k unverdndert Werte bis +1 aufweisen, miissen somit die Ent-
wicklungskoeffizienten a; und by mit wachsendem k klein werden, wenn die
Reihe konvergieren soll.

>  Antwort auf Zwischenfrage (1) Gefragt war, warum f;(z) =
Assin(3wt + ¢3) mit @ = 27/ T periodisch mit der Periode T ist
und mit welcher Periode ist fy(t) = A, periodisch ist.

Die Funktion ¢ + sin(wt) ist periodisch mit der Periode 7. Die
Funktion ¢ + sin(3wt) ist dann ebenso periodisch: Sie ,lduft genau
dreimal schneller* ab. Eine Anfangsphase ¢; dndert daran nichts, sie
verschiebt die Funktion nur insgesamt nach rechts oder links. Wenn es
sein muss, kannst du das mit den Additionstheoremen fiir Sinus und
Cosinus auch formal nachrechnen:

f3(t +T) = A3 sinBo(t + T) + ¢3)
= A3[sin(3wt 4+ 3wT) cos @3 + cos(3wt + 3wT) sin <p3]
= A; [ sin(3wt) cos(3wT) cos g3 + cos(3wt) sin(3wT) cos ¢3
+ cos(3wt) cos(3wT) sin g3 — sin(3wt?) sin(3wT') sin (p3:|.
Nun ist cos(3wT) = cos(3 - 2) = cos(6r) = 1 und sin(3wT) =

sin(6r) = 0. Es bleiben daher nur der erste und der dritte Summand
erhalten:

fHE+T) = A3[ sin(3wt) cos g3 + cos(3wt) sin (p3]
= A;zsin(Bwt + ¢3) = f3(2).

Eine konstante Funktion wie fy(#) = Ay ist periodisch bzgl. jeder be-
liebigen Periode, denn es ist offenbar fy(t + T) = Ay = f(¢) fiir alle
T > 0.

Periode 2
Durch eine Variablentransformation kann man Funktionen mit der Periode 7 > 0
auf solche mit der Periode 27 zuriickfiihren:

Besitzt die periodische Funktion f die Periode T, so besitzt die Funktion g mit

gx) = f(% x) 4.5)

die Periode 2.
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Aus der Funktion g erhdlt man f zuriick durch

10 =g(F0). 6
Bei der Behandlung periodischer Funktionen kann man sich daher auf den Fall der
Periode 27 beschrinken. Dadurch wird die Darstellung etwas erleichtert, denn dann
ist w = 1, siche (4.1).

Im Folgenden wollen wir unter periodischen Funktionen stets solche mit der
Periode 21 verstehen.

Lesehilfe

Die Betrachtung periodischer Funktionen mit der Periode 27z und daher mit
w = 1 vereinfacht die Formeln. Es lédsst sich alles kiirzer aufschreiben :-)
Dennoch verliert man nichts: Mittels (4.6) kann bei Bedarf jederzeit zu einer
beliebigen Periode T zuriickgewechselt werden.

4.2 Trigonometrische Polynome

Wir betrachten zunichst spezielle periodische Funktionen, die trigonometrischen
Polynome. Bei ihnen handelt es sich um so etwas wie endliche ,,Fourier-Summen*:

Definition 4.1 FEine Funktion f : R — R heifit trigonometrisches Polynom der
Ordnung n, falls sie geschrieben werden kann als

a n
f(x) = ?O + ) lag cos(kx) + by sin(kx)] 4.7
k=1
mit reellen Koeffizienten ay und ay, by, k = 1,2,...,n.

Lesehilfe

Es gibt zwar ein q, aber es gibt kein by. Unter dem Summenzeichen geht es
fiir die ay und by erst bei k = 1 los. Der zusitzliche konstante Term wird hier
als ao/2 geschrieben, weil sich auf diese Weise a( genau wie die ay darstellen
lasst. Das werden wir aber mit (4.10) erst noch sehen.

Trigonometrische Polynome? sind also endliche Summen von Cosinus- und Sinus-
funktionen mit aufsteigenden Vielfachen der ,,Grundfrequenz®, die hier wegen der
Periode 27 nicht mehr explizit als Faktor @ auftaucht. Mit seinen Summanden ist
auch das trigonometrische Polynom f* periodisch.

2 Die Bezeichnung ,,trigonometrisches Polynom* hat ihren Ursprung in der komplexen Version
trigonometrischer Polynome. Siehe die Lesehilfe zu Definition (4.2).
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4.2.1 Berechnung der Koeffizienten

Gibt man ein beliebiges trigonometrisches Polynom f vor, so sind seine Koeffizien-
ten a; und by, eindeutig festgelegt und konnen aus f berechnet werden. Grundlage
dieser eindeutigen ,,Riickwirtsdarstellung* sind die Orthogonalititsrelationen fiir
Sinus und Cosinus,

2

[sin(kx) cos(Ix)dx =0 (4.8)
0
2 2
[cos(kx) cos(lx)dx = [sin(kx) sin(/x) dx = 7dyy 4.9)
0 0

fiir natiirliche Zahlen k, [ > 1, siche Abschn. 3.5.2.

Zur Berechnung der Koeffizienten ay, integrieren wir nun das Produkt des trigono-
metrischen Polynoms

flx) = 612_0 + Z[a; cos(/x) + b; sin(lx)]

=1
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mit cos(kx) tiber eine Periode:

2 2
[ f(x)cos(kx)dx = 612_0 / cos(kx)dx
0 0

~————
=27  fiir k=0
=0 sonst
n 2 2
+ |:a// cos(lx) cos(kx)dx + b, / sin(/x) cos(kx) dx}
I=1 4 4
=7l =0
= may firk =0,1,2,...,n. 4.10)

Lesehilfe
Auf der rechten Seite von (4.10) steht urspriinglich

2

[(%0 + Xn:[al cos(lx) + b; sin(lx)]) cos(kx) dx.
=1

0

Das Integral und die Multiplikation mit cos(kx) kann aber in die Summe
hineingezogen und konstante Faktoren vor das Integral geschrieben werden.

Nun ergibt die Summe »_/_, ... 8 ... nur ihren Summanden mit / = k.
Alle anderen Summanden verschwinden wegen ;; = 0 fiir [ # k.

Zur Berechnung der b, multipliziert man analog mit sin(kx) und integriert:

2w 2
[ f(x)sin(kx)dx = % / sin(kx) dx
0 0

—————
=0

2

n 2w
+ Z [a;/ cos(lx) sin(kx)dx + b, / sin(/x) sin(kx) dx]
I=1= % 0

=0 =ﬂ51k

= by firk =1,2,...,n. “4.11)
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Insgesamt haben wir somit folgendes Ergebnis:

Satz 4.1 Mit den Bezeichnungen von Definition (4.1) sind die Konstanten ay, by,
durch die Funktion f eindeutig bestimmt und es gilt

2
1
ar = —[f(x) cos(kx)dx  firk =0,1,2,....n (4.12)
7
0
| 2
by = —[f(x) sin(kx)dx  firk =1,2,...,n. (4.13)
7
0

Diese Integralformeln erlauben also die Berechnung der Koeffizienten a; und
bx, wenn ein beliebiges trigonometrisches Polynom f vorgegeben wird.

Lesehilfe
Hier haben wir bereits die grundlegenden Formeln fiir eine Fourier-Reihe vor
uns. Sie werden letztlich der Kern des gesamten Kapitels sein.

422 Komplexe trigonometrische Polynome*

Die Cosinus- und Sinusausdriicke cos(kx) und sin(kx) der trigonometrischen Po-
lynome (4.7) hingen mittels der Euler-Formel eng mit komplexen Exponentialaus-
driicken zusammen:

etk = cos(kx) + isin(kx). (4.14)
Umgekehrt ist
1, . .
cos(kx) = E(e‘k“‘ + k) (4.15)
1, . .
sin(kx) = % (e — e k). (4.16)
i

Periodische Gesetzmifigkeiten konnen daher ebenso mittels der Exponentialaus-
driicke e*** beschrieben werden, was manchmal von Vorteil ist und auch eine
insgesamt kiirzere Darstellung erlaubt.
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Lesehilfe Euler-Formel
Zu einer komplexen Zahl z = x 4 iy, x, y € R, definiert man die konjugiert
komplexe Zahl Z := x — iy. Damit lassen sich Real- und Imaginirteil von z
offenbar schreiben als

1 1
Rez = - Z), Imz = —(z —2).
ez 2(Z+Z) mz 2i(Z Z)
Die Euler-Formel besagt nun, dass fiir alle ¢ € R gilt
e = cosp +ising.

Die speziellen komplexen Zahlen e besitzen also den Realteil cos ¢ und den
Imaginirteil sin ¢. Fiir die komplexe Konjugation gilt

eiv =¢¥ =e™ = cosp —ising.

Kombiniert man diese Zusammenhénge, so erhilt man die ,,inversen* Euler-
Formeln

1, . . 1, . :
cosp = —(e'¥ +e7'%), sing = —(e'¥ —e™'?).
¢ =5(+e™) 0= )
Auf diese Weise konnen cos ¢ und sin¢ also als Linearkombinationen der
komplexen Exponentialausdriicke e'¥ und e™'% dargestellt werden.

Es gibt daher auch die komplexe Variante trigonometrischer Polynome:

Definition 4.2 Eine Funktion f : R — C heifit ein (komplexes) trigonometrisches
Polynom der Ordnung n, falls sie eine Darstellung der Form

fx) =) et (4.17)

k=—n

mit i. Allg. komplexwertigen Koeffizienten cy besitzt.

Lesehilfe
Hier erklért sich der Begriff des ,,trigonometrischen Polynoms*: Die Summe
enthilt die Terme e** = (e!¥)¥, also die Potenzen von e bis zur Ordnung

n. Wir haben also ein ,,Polynom* der ,trigonometrischen* Ausdriicke e =
cosx +isinx.
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Das komplexe trigonometrische Polynom (4.17) ist deutlich kompakter als die reelle
Variante (4.7). Zu beachten ist allerdings, dass seine Summe auch iiber negative k
zu bilden ist.

Mit den Funktionen x > e** = cos(kx) +isin(kx), k € Z, sind natiirlich auch
die komplexen Polynome periodisch.

Zusammenhang mit reellen trigonometrischen Polynomen

Die reellen trigonometrischen Polynome (4.7) sind in den komplexen Polynomen
enthalten, d. h., auch fiir jene ist eine Darstellung als Summe von Exponentialfunk-
tionen moglich. Verwendet man in (4.7),

f(x) = 612—0 + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)],
k=1

die Euler-Formeln
1, . . 1, . .
cos(kx) = E(elkx +e7) und sin(kx) = Z(elk" —e k), (4.18)

so erhilt man
f()C) — @ + z": lak (eikx + e—ikx) _ llbk (eikx _ e—ikx)
2 P 2 2
o $ 1 . ikx . 1 : —ikx
= ?—in(ak—lbk)e —i—ZE(ak—i-lbk)e .
k=1 k=1

Setzt man daher in (4.17)

Co = % und ¢ = %(ak —iby), c_ 1= %(ak +iby) firk > 1, (4.19)
so erhdlt man das reelle trigonometrische Polynom (4.7). Wir haben damit eine
alternative Darstellung aus komplexwertigen Summanden, die sich zu einer reellen
Gesamtfunktion ergdnzen, analog zu den inversen Euler-Formeln (4.15) und (4. 16).3
Aufgrund der Exponentialausdriicke anstelle von Sinus und Cosinus ist diese Dar-
stellung rechentechnisch oft von Vorteil.

Orthogonalitiitsrelationen und Berechnung der Koeffizienten c;

Zur Berechnung der Koeffizienten ¢, eines komplexen trigonometrischen Polynoms
f :R — C benétigen wir — analog zum Vorgehen im Reellen — Orthogonalititsrela-
tionen fiir die Funktionen x > e*** Dazu sind Integrationen iiber komplexwertige
Funktionen erforderlich. Sie lassen sich einfach auf reelle Integrale zuriickfiihren:

3 Lisst man im Polynom (4.7) auch komplexwertige Koeffizienten a; und by zu, so kann ein
komplexwertiges Polynom f auch in dieser Form dargestellt werden. Der soeben ermittelte Zu-
sammenhang mit den ¢ bleibt giiltig.
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Definition 4.3 Es seien u,v : [a,b] — R reelle Funktionen. Die komplexwertige
Funktion z :=u+1iv : [a, b] — C heif3t integrierbar, falls u und v integrierbar sind.
Man setzt dann

b b b b

/z(x)dx = /(u(x) +iv(x))dx := /u(x)dx—l—i/v(x)dx.

a a a a

Fiir die Funktionen x +—> e~

Formel:

mit k # 0 erhalten wir somit aufgrund der Euler-

b b b
. 1 | b
/e‘k" dx = /cos(kx) dx + i/ sin(kx) dx = A sin(kx)) + i;(— cos(kx))

a a

1 b b 1 ., b
?(i sin(kx)‘ + cos(kx)‘ ) = — ¢k
1 a a

4.2
ik a (4:20)

Lesehilfe
Dies entspricht genau der Regel [ e?* dx = % e’ wie wir sie aus dem Reellen
kennen.

Speziell erhalten wir:

2
/ei’” dx =0 firallek € Z*. 4.21)
0

»  Zwischenfrage (2) Warum ist [ ¢** dx = 0 fiir alle k € Z*? Und
was ist mit k = 0?

Aus (4.21) ergeben sich die Orthogonalitiitsrelationen fiir die Funktionen ey : x +—
ek e 7, auf dem Intervall [0,27]: Da es sich um komplexwertige Funktionen
handelt, wird das Skalarprodukt in diesem Funktionenraum definiert als

2 2 2

(ex.e) = /ek(x) e/(x)dx = /e_ik" e dx = /ei“_k”‘ dx,

0 0 0

d.h., esist
(ek, 61) = 27[81(/. (4.22)

Fiir k # [ sind die Funktionen e; und e; also orthogonal zueinander.



108 4 Integrale der Fourier-Entwicklung

Lesehilfe
In komplexen Funktionenrdumen wird das Skalarprodukt zweier Funktionen
f und g definiert als

2
(ﬁ@ﬁ=/7@5ﬂmdm
0

es wird also die erste Funktion komplex konjugiert in das Integral geschrie-
ben. Diese allgemeine Definition gilt iibrigens auch fiir reelle Funktionen: Bei
ihnen wirkt sich die komplexe Konjugation nicht aus.

Nun ist e** = e7** und daher

2

(er,er) = /ei(l_k)" dx.
0

Dieses Integral ist gleich O fiir / — k € Z*. Es ist also nur ungleich O fiir / = k&
und hat dann den Wert 27r. Das ist die Aussage von (4.22).

Analog zum reellen Vorgehen in (4.10) und (4.11) lassen sich die Koeffizienten c
eines komplexen trigonometrischen Polynoms

fo =3 ael

I=—n
nun einfach berechnen, indem man es mit e ** multipliziert und iiber eine Periode
integriert:
2w n 2 n 2w
[ f(x) e kX gy = Z C / elXe k¥ dy = Z c [e‘(l’k)"‘ dx = 2mcg.
0 I=—n I=—n
2 51/{

Wir haben also das Ergebnis:

Satz 4.2 Mit den Bezeichnungen von Definition (4.2) sind die Konstanten cy durch
die Funktion f eindeutig bestimmt und es gilt

2
1 .
= — / F(x)e *¥ dx. (4.23)
2
0

Wir haben hier das Analogon zu den Beziehungen (4.12) und (4.13). Wie man
sieht, féllt die komplexe Darstellung im Vergleich deutlich kiirzer aus.
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Lesehilfe

Die komplexe Darstellung ist tatsdchlich wesentlich kiirzer. Aber natiirlich
nur dann, wenn man die zusatzlichen Erlduterungen zu komplexen Zahlen
nicht benétigt und weglassen kann ;-)

>  Antwort auf Zwischenfrage (2) Gefragt war nach foh e** dx = 0 fiir
k € Z* nachk = 0.
Nach (4.20) ist

2

. 1 27 2
/ e dx = — (i sin(kx)‘ + cos(kx)) )
ik 0 0
0

Nun ist sin(kx)|§n = 0 und cos(kx)\(z)” = 0 fiir k € Z*, also auch fiir
negative ganzzahlige k.
Fiir £ = 0 haben wir

2 2 2
/eikxdx:/eodx:/I'dx:%t.
0 0 0

4.3 Fourier-Reihen

Bei den trigonometrischen Polynomen handelt es sich um periodische Funktionen,
die exakt durch eine endliche Fourier-Summe dargestellt werden. Je grofler ihre
Ordnung ist, umso grofier ist dabei die Bandbreite der Funktionen.

Im Folgenden betrachten wir nun beliebige periodische Funktionen f'. Fiir diese
wollen wir dieselben Zusammenhénge wie fiir trigonometrische Polynome anneh-
men, wobei die Reihenentwicklung jetzt bis ins Unendliche ausgedehnt wird. Wir
werden sehen, dass sich auf diese Weise eine Fourier-Reihe der Funktion f erhalten
lasst, die gegen die Funktion konvergiert.

4.3.1 Definition und Hauptsatz

Definition 4.4 Es sei f : R — C eine periodische, auf dem Intervall [0, 2]
Riemann-integrierbare Funktion. Dann heifien die Zahlen

ay .

2w
% / f(x)cos(kx)dx fiirk e N
0

2w
by 1= ! / f(x)sin(kx)dx fiirk e N*
7
0
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die Fourier-Koeffizienten von f und die Reihe

ap

5 + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)]

k=1

FlAx) =

die Fourier-Reihe* von f.°
Die Fourier-Reihe ldsst sich auch schreiben in der komplexen Form

FUAC) = ) e

k=—00

mit den Fourier-Koeffizienten

2
1 .
Cp = — / f(x)e ™ dx, keZ.
2
0

Lesehilfe

Hier ist von periodischen Funktionen f : R — C die Rede. Tatséchlich funk-
tioniert die Fourier-Entwicklung fiir komplexwertige Funktionen ebenso wie
fiir reellwertige.

Fiir reelle Funktionen f wird man natiirlich zunéchst an die Verwendung der reellen
Fourier-Reihe denken. Aber manchmal kann es auch fiir reelle f sinnvoll sein, sie
in eine komplexe Fourier-Reihe zu entwickeln.

Es ist wichtig, zwischen der Funktion f und ihrer Fourier-Reihe F[ f] zu unter-
scheiden. Zwar werden wir sehen, dass die Fourier-Reihe in gewisser Weise gegen
f konvergiert, sie ist aber dennoch i. Allg. nicht identisch mit f".

Zur Formulierung der zentralen Aussage iiber Fourier-Reihen benétigen wir zu-
nichst einen passenden Konvergenzbegriff:

Definition 4.5 Es seien f :R — C und f, : R — C, n € N, periodische, iiber dem

Intervall [0, 2] Riemann-integrierbare Funktionen. Man sagt, die Funktionenfolge
(f) konvergiere im quadratischen Mittel gegen f, falls gilt

2w
ﬁ&/ﬁ@—ﬂ@ﬁm=0
0

4 Benannt nach dem franzosischen Mathematiker und Physiker Joseph Fourier, 1768-1830.
3 Zur Formulierung der Fourier-Reihe fiir beliebige Periodenlinge 2L siehe Abschn. 4.4.1.
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Man nennt den Ausdruck % ;)277 | f(x) — fu(x)|?dx das quadratische Mittel
der Abweichungen zwischen f und f,. Er stellt so etwas dar wie eine ,,Flichen-
differenz* zwischen den Graphen von f und f,. Aufgrund der Eigenschaften des
Integrals #dndert sich diese nicht, wenn man f in einem (oder mehreren) isolierten
Punkten dndert. Dies bedeutet, dass aus der Konvergenz im quadratischen Mittel
nicht die punktweise Konvergenz folgen kann und damit erst recht nicht die gleich-
mifBige Konvergenz.

Umgekehrt ist jedoch unmittelbar ersichtlich, dass aus der gleichmdfligen Kon-
vergenz die Konvergenz im quadratischen Mittel folgt. Denn wenn sich die Graphen
der f, — wie bei gleichmiBiger Konvergenz gefordert — vollstidndig in einem immer
schmaler werdenden Schlauch um f befinden miissen, so strebt auch ihre Fldchen-
differenz gegen 0.

Lesehilfe Konvergenz von Funktionenfolgen

Unendliche Reihen und Folgen sind dquivalent. Fragt man nach der Konver-
genz einer unendlichen Reihe, so ist dies gleichbedeutend mit der Frage nach
der Konvergenz der Folge ihrer Partialsummen. Bei der Fourier-Reihe hat
man es daher mit einer Funktionenfolge zu tun.

Nun kann eine Funktionenfolge f, punktweise gegen eine Grenzfunktion
s konvergieren, was bedeutet, dass fiir jeden Argumentwert x die Folge f, (x)
gegen s(x) konvergiert.

Dariiber hinaus kann die Konvergenz auch gleichmdfsig erfolgen. Dazu
muss es zu jedem beliebig vorgegebenen ¢ ein N € N so geben, dass die
Funktionen f, fiir n > N global weniger als ¢ von s entfernt sind, dass also
gilt

| fu(x) —s(x)| < e fiiralle x undn > N.

Die Funktionen f, liegen dann also fiirn > N im ,,e-Schlauch* um die Grenz-
funktion s, siche Abb. 4.2.

Erst bei gleichmifBiger Konvergenz ist bei einer Folge stetiger Funktionen
[ sichergestellt, dass auch ihre Grenzfunktion s stetig ist.

Der Hauptsatz zu Fourier-Reihen lautet nun mit den Bezeichnungen von Definition
(4.4):

Satz4.3 Essei f:R — C eine periodische, auf dem Intervall [0, 21t] Riemann-in-
tegrierbare Funktion. Dann konvergiert die Fourier-Reihe F[f] im quadratischen
Mittel gegen f und die Fourier-Koeffizienten ay und by erfiillen die Vollstindig-
keitsrelation

Slaof? +Z (lal + 15 P) / () d.
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X

Abb. 4.2 Die Grenzfunktion s einer Folge von Funktionen f, (gestrichelt) ergibt sich aus deren
punktweiser Konvergenz. Erfolgt diese Konvergenz dariiber hinaus gleichmifig, so liegen fast alle
fn vollstiandig in jedem e-Schlauch um die Grenzfunktion s

In der komplexen Form mit den Fourier-Koeffizienten cj lautet die Vollstindigkeits-
relation

00 | 2
> el = T /If(X)Izdx
T
k=—00 0

Beweis Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig und wird an dieser Stelle nicht
ausgefiihrt. )

Lesehilfe

Fiir komplexe Zahlen z ist i. Allg. |z|> # z2. Daher stehen die Koeffizienten

ar, b, ¢ und auch die Funktion f trotz des Quadrats in Betragsstrichen.
Fiir den ,,Normalfall* einer reellen Funktion f, die in eine reelle Fourier-

Reihe entwickelt wird, erhilt man reelle Koeffizienten a; und by. In diesem

Fall konnen die Betragsstriche ignoriert werden.
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1 1 1 1 1

0 s 2w 3T 4
T

Abb. 4.3 Die periodische Funktion f : R — R mit f(x) = (& — x)/2 fiir 0 < x < 27 entspricht
einer ,,Sdgezahnkurve®. Die Funktion ist offenbar nicht stetig, sondern weist bei 0, +27, +47
usw. Sprungstellen auf

Hat man die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f berechnet, erlaubt es die Voll-
stindigkeitsrelation, im Nachhinein eine Summenformel zu gewinnen. Mit der ei-
gentlichen Berechnung der Koeffizienten hat sie nicht unmittelbar zu tun.

4.3.2 Beispiel: Sagezahnkurve

Wir entwickeln die periodische Funktion f : R — R mit

T —X

2

fx) = fir0 <x <2m (4.24)
in eine Fourier-Reihe. Der Graph dieser Funktion hat die Form einer ,,Ségezahn-
kurve®, siche Abb. 4.3. Man bezeichnet diese Fourier-Entwicklung auch als das
Fundamentalbeispiel.®* Wir werden sehen, dass sich die grundlegenden Eigenschaf-
ten einer Fourier-Entwicklung an diesem Beispiel sehr gut erkennen lassen.

% Dass diese Funktion f im Inneren des Intervalls durch eine unendliche Reihe von Sinusfunktio-
nen dargestellt werden kann, ist aus anderen Teilgebieten der Analysis bekannt. Sie kann daher als
,,Prototyp* oder ,,Test fiir die Fourier-Entwicklung verwendet werden.
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Lesehilfe

Eine periodische Funktion ist immer so zu verstehen, dass das Definitions-
intervall, hier [0, 27|, automatisch wiederholt wird. Es reicht zur Definition
also aus, ein halboffenes Intervall der Lange 2 mit Werten zu belegen.

Wir entwickeln die Funktion in eine reelle Fourier-Reihe, berechnen also die
Fourier-Koeffizienten

2 2
1 1
ay = —/f(x) cos(kx)dx, k € N, und b, = —/f(x) sin(kx)dx, k € N*.
T T
0 0

Dabei enthilt ao im Unterschied zu den anderen a; und by kein Sinus oder Cosinus
und kann vorweg berechnet werden. Im Einzelnen:

e Der Koeffizient a( entspricht dem Integral tiber die Funktion f:

2
1
w= [ ree=o
4
0
wie man fiir die Sdgezahnkurve einfach durch Hinsehen feststellt.

Lesehilfe

Das Integral iiber die Sdgezahnkurve ist offenbar 0, weil die Fldchenantei-
le oberhalb und unterhalb der x-Achse gleich grof} sind, wie ein Blick auf
Abb. 4.3 erkennen ldsst. Aber natiirlich konnte man das Integral auch aus-
rechnen, wenn man mochte.

e Fiir ¢; mit k # 0 haben wir

| 2 1 2 1 2
ay = —[ T cos(kx)dx = —[cos(kx) dx —— / x cos(kx)dx.
b4 2 2 2
0 0 0
~————

=0

Partielle Integration ergibt

2 2
1 o 1
/x cos(kx)dx = x - T sin(kx) —/ T sin(kx) dx,
0
0 —_— 0

=0 D

also ist a;, = O fiir alle k.
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e Analog berechnet sich by mit k # 0:

2 2 2
1 — 1 1
by = —/ i sin(kx)dx = = / sin(kx) dx——/x sin(kx) dx.
b4 2 2 2
0 0 0

=0

Partielle Integration ergibt hier

2 2
1 o 1
/x sin(kx) dx = x(——) cos(kx)| -— / (——) cos(kx)dx,
k 0 k
0 0
=—1Qr-0)=-2 =5
also by = —5-(—=2) = 1.
Lesehilfe

Die obigen Integrale sind allesamt einfach. Und dennoch musst du dich bei
der Berechnung von Fourier-Koeffizienten konzentrieren: Mehrere Teilinte-
grale, Minuszeichen und Minusklammern usw. fiihren leicht zu Fliichtigkeits-
fehlern.

Einsetzen in die Fourier-Reihe ergibt das Ergebnis

ap

o0 o0 . k
3+ D lax cos(kx) + by sin(kx)] = Y sintkex) 4 25

k
k=1 k=1

Flx) =

Es ist manchmal hilfreich, die GroBe der Koeffizienten einer Fourier-Entwicklung
in Form eines Stabdiagramms darzustellen. Fiir die Koeffizienten by = 1/k der
Sdgezahnkurve ergibt dies eine Darstellung wie in Abb. 4.4.

Approximation von f
Dadie ,,Sdgezahnkurve® f Riemann-integrierbar ist, konvergiert ihre Fourier-Reihe

>, sin(kx) o sin(2x)  sin(3x)

FU0) =) — X+ 3
k=1

nach dem Hauptsatz im quadratischen Mittel gegen f. Beschrinkt man sich auf
endlich viele Glieder der Reihe, so ndhern sich diese Summen mit gro3er werdender
Anzahl der Summanden immer besser an f an, siche Abb. 4.5. Die ersten Glieder
einer Fourier-Reihe kénnen somit zur Approximation der Funktion verwendet wer-
den.
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1+
1/2
1/3 |
1/4 F | ‘
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1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12

Abb. 4.4 Die Fourier-Koeffizienten b, = 1/k fiir das Fundamentalbeispiel konnen als Stabdia-
gramm dargestellt werden. Hieraus lassen sich die relativen Amplituden der einzelnen beitragen-
den Sinusanteile ablesen. Der Wert k gibt dabei an, welches Vielfache der Grundfrequenz jeweils
vorliegt

Ist nur eine solche ndherungsweise Darstellung durch die fithrenden Glieder der
Fourier-Reihe gewiinscht, so konnen die Koeffizienten a; und by bei gegebener
Funktion f auch einfach numerisch berechnet werden. Das ist insbesondere dann
von Interesse, wenn die exakten analytischen Integrationen mit grofem Aufwand
verbunden wiren oder gar nicht moglich sind. Natiirlich erhélt man auf diese Weise
nur einzelne Zahlwerte ag, ai, by, az, by ... und die diesen Werten entsprechende
Fourier-Summe

612_0 4 ajcosx + by sinx + a; cos(2x) + by sin(2x) + ...,

ohne eine qualitative Aussage iiber das Verhalten der hoheren Fourier-Koeffizienten
oder ihre Abhingigkeit von k treffen zu konnen.
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i I i
0 s 2
x

Abb. 4.5 Betrachtet man die ersten n Glieder der Fourier-Reihe F[ f] des Fundamentalbeispiels,
hier fiir n = 1 (gepunktet), n = 3 (Strich-Punkt), n = 10 (gestrichelt), so erkennt man, dass sie
sich immer besser der Funktion f annihern

Vollstiandigkeitsrelation
Schlielich werten wir die Vollstindigkeitsrelation aus. Fiir die reellen Koeffizien-
ten lautet sie nach dem Hauptsatz

Slaol” + Z (lax? + B¢ ?) / ()P,

d.h., mit @y = O und by = 1/k haben wir jetzt

oo
1 1 T —Xx\2
Zﬁ_E/( 2 )dx
k=1 0
Das Integral ergibt
2 ) 127r 1( )327r | 3
T—X 1 e 1 —m 13 EN

/(2)dx—4/(x n)dx—4 3 . 12(7T+7‘[) o
0 0
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sodass wir insgesamt die folgende Summenformel erhalten:

i L (4.26)
2 _— . .
26

Die Vollstéindigkeitsrelation ergibt hier also den Reihenwert der Reihe Y =, (1/k?).

Lesehilfe

Dieses Ergebnis ist durchaus bemerkenswert. Zwar lésst sich leicht zeigen,
dass die Reihe Y ;- | (1/k?) konvergiert und auch, dass sie durch 2 beschréinkt
ist, aber der exakte Wert der Reihe lésst sich nicht ohne Weiteres ermitteln.
Hier haben wir ihn nun als Nebenprodukt der Fourier-Entwicklung erhalten.

4.3.3 Komplexe Rechnung*

Zum Vergleich fiihren wie die Fourier-Entwicklung der Sdgezahnkurve (4.24) noch

einmal komplex aus, berechnen also die Koeffizienten ¢, = % 02” f(x)e ** dx,
keZ:

e Fiir k = 0 ergibt sich

2
1
cO:—/f(x)'ldxzo.
2
0

e Fiir k # 0 haben wir

Partielle Integration ergibt fiir das verbleibende Integral

2 . 2
- 1 : 1 : 27
xe M dxy = — xe | — — [ et gy = -,
—ik B —ik ik
0 0
N e’

sodass wir insgesamt erhalten

1 ( 271) 1
Ck=—"7"\—"7FT )= 77 (4.27)
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Die gesuchte komplexe Fourier-Reihe lautet daher

00 1
FIA© = 3 5 (4.28)
T

Wenig tiberraschend erfolgt die Rechnung dhnlich wie im Reellen. Fiir die Entwick-
lung einer reellen Funktion ist das komplexe Ergebnis allerdings in der Regel wenig
vorteilhaft. Es kann hier wie folgt in die reelle Reihe tiberfiihrt werden:

FLA1Gx)

|
z|
=
>~
(D-—
S
=
|
[
':2‘,_
»
(¢]
=
=
=
»
(D-—
S
=

X | fekx  goikx L1 e g S sin(kx)
= '(k + _k)—ZEZ(e —¢€ )_Z 7

k=1 —_— k=1
=sin(kx)

|

Wir konnen festhalten, dass die komplexe Rechnung zunichst etwas kiirzer ist als
die reelle, weil nur eine Sorte Koeffizient berechnet werden muss. Ist aber fiir die
Entwicklung einer reellen Funktion das reelle Ergebnis gewiinscht, muss die kom-
plexe Reihe abschlieend noch in eine reelle Reihe iiberfiihrt werden — was dann
natiirlich stets moglich ist. Allerdings erfordert es etwas Ubersicht.

Insgesamt wird man wohl sagen konnen, dass fiir die Entwicklung reeller Funk-
tionen die reelle Fourier-Reihe vorteilhafter erscheint. Zumal dann, wenn man unter
Ausnutzung eventuell vorhandener Symmetrien von vornherein sagen kann, dass
die aj oder die b, verschwinden, siehe Abschn. 4.3.5.

4.3.4 Konvergenzverhalten

Der Hauptsatz besagt, dass die Fourier-Reihe einer auf dem Intervall [0, 277] inte-
grierbaren Funktion f im quadratischen Mittel gegen f konvergiert. Wir haben
bereits festgestellt, dass dies nicht bedeutet, dass sie gleichméfig oder auch nur
punktweise gegen f konvergieren muss. Dies ist tibrigens auch im Fundamentalbei-
spiel sichtbar: Bei 0 behalten simtliche Fourier-Summen den Wert 0, siche Abb. 4.5,
wihrend f hier den Wert 77 /2 besitzt.

Uber die bloBe Konvergenz im quadratischen Mittel hinaus lassen sich aber wei-
tere Aussagen zur Konvergenz einer Fourier-Reihe treffen, die fiir Anwendungen
wichtig sein konnen. Wir wollen sie hier ohne Beweis angeben.

Zunichst halten wir fest: Wenn die Funktion f keine Spriinge aufweist, ,,verbes-
sert” sich das Konvergenzverhalten ihrer Fourier-Reihe. Genauer gilt:

Ist die periodische Funktion f : R — C stetig und stiickweise stetig differenzier-
bar, so konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichmdifig gegen f.
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Abb. 4.6 Die periodische Funktion g mit g(x) = (x — )2 auf [0, 27 [ ist stetig und stiickweise
stetig differenzierbar. Thre Fourier-Reihe F[g](x) = ”72 + 30 % cos(kx) konvergiert gleich-
miBig gegen g. Ihre ersten fiinf Summanden lassen bereits kaum noch einen Unterschied zu g
erkennen

Lesehilfe

Stiickweise stetig differenzierbar bedeutet, dass es eine Unterteilung 0 =
fo <t <...<t, =2m des Intervalls [0,27] gibt, sodass f|[tx_1, ] fiir
k =1,...,n stetig differenzierbar ist. Und stetig differenzierbar bedeutet dif-
ferenzierbar mit stetiger Ableitung.

Eine stetige Funktion darf also nicht differenzierbare Stellen, d.h. ,,Knicke* oder
unendlich steile Stellen im Funktionsgraph aufweisen, um noch eine gleichmifig
konvergente Fourier-Reihe zu besitzen. Siehe Abb. 4.6.

Die ,,Sdgezahnkurve* des Fundamentalbeispiels ist keine stetige Funktion. Das
Konvergenzverhalten ihrer Fourier-Reihe ist komplizierter und weist charakteristi-
sche Eigenschaften auf, die fiir Fourier-Reihen allgemein gelten:

e Die Fourier-Reihe von f konvergiert punktweise gegen eine Funktion s, die bis
auf die Sprungstellen mit f iibereinstimmt. In den Sprungstellen nimmt sie den
Mittelwert an, siche Abb. 4.7. Diese Mittelwerteigenschaft gilt allgemein fiir alle
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Abb. 4.7 Die Fourier-Reihe fiir das Fundamentalbeispiel mit f(x) = (7 — x)/2 fiir 0 < x < 27
konvergiert punktweise gegen eine Funktion s, die bis auf die Sprungstellen mit f iibereinstimmt.
In den Sprungstellen nimmt s den Mittelwert von rechts- und linksseitigem Grenzwert an

x € R, d.h., esist
1
5(0) = 5( lip 5(u) + fim s(w)). (429)

Die Funktion s unterscheidet sich also ggf. in den Sprungstellen von f.

Lesehilfe

Die Siagezahnkurve lie3e sich durchaus auch so definieren, dass die Funktion
in den Sprungstellen anstelle von 7z/2 den Wert 0 besitzt. Thre Fourier-Reihe
bliebe davon unberiihrt. Auf diese Weise wire dann aber s = f.

e Die Fourier-Reihe konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall, das keine
Sprungstelle von f enthilt, gleichmdifig gegen f .

e In Unstetigkeitsstellen gilt das Gibbs-Phinomen’: Fiir hinreichend groBe Ord-
nung iiberschwingen alle Partialsummen der Fourier-Reihe einen Sprung von s
um 17.89 %, siche Abb. 4.8.

7 Benannt nach dem amerikanischen Physiker Josiah Willard Gibbs, 1839-1903.



122 4 Integrale der Fourier-Entwicklung
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Abb. 4.8 Sicht man sich die ersten 50 Glieder der Fourier-Reihe ‘F[ f] des Fundamentalbeispiels
an, erkennt man, dass f" bereits sehr gut wiedergegeben wird. In den Sprungstellen treten allerdings
die als Gibbs-Phinomen bezeichneten Uberschwinger von ca. 18 % der Sprunghéhe von s auf.
Diese Uberschwinger bleiben bestehen, selbst wenn man die Ordnung weiter erhcht

Will man also — wie es etwa in elektrotechnischen Anwendungen vorkommt —
eine nicht stetige Zielfunktion, beispielsweise die obige Sdgezahnkurve, durch ei-
ne Uberlagerung von harmonischen Schwingungen, also durch eine entsprechende
Fourier-Reihe synthetisch erzeugen, so sind die ,,Uberschwinger*, die das Gibbs-
Phinomen beschreibt, nicht zu vermeiden. Man hat es hier dann z. B. mit Strom-
oder Spannungsspitzen zu tun, die bei der Dimensionierung von Bauteilen zu be-
achten sind.

»  Zwischenfrage (3) Wie passen die Uberschwinger, die an einem
Sprung der zu entwickelnden Funktion auftreten und deren Hohe
sich auch mit grofer Ordnung nicht verringert, mit der Konvergenz
im quadratischen Mittel zusammen?

4.3.5 Symmetrien
Bei den Integralen zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten handelt es sich um

Integrale iiber periodische Funktionen. Die Integration kann daher statt iiber das
Intervall von O bis 27 auch iiber jedes beliebige andere, gleich lange Intervall aus-
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gefiihrt werden, beispielsweise von —m bis . Es ist also

2 b4 2w +c
/...=/...= / ... fiirjedes c € R.
0 - c

Wir betrachten nun noch einmal die reelle Fourier-Reihe
a o0
Flflx) = ?0 + Z[ak cos(kx) + by sin(kx)].
k=1

mit den Fourier-Koeffizienten
1 - ,
ay = — | f(x)cos(kx)dx und b, = — [ f(x)sin(kx)dx, (4.30)
FL4 T
- -

die wir jetzt als Integrale von —m bis 4+ schreiben. Nun gilt:

Wird ein Integral iiber ein zu O symmetrisches Intervall iiber eine ungerade Funk-
tion ausgefiihrt, so verschwindet es.

Die Integrale der Fourier-Koeffizienten verschwinden also, wenn der Integrand
ungerade ist. Dabei ergibt das Produkt aus einer geraden und einer ungeraden Funk-
tion wieder eine ungerade Funktion, und der Cosinus ist gerade und der Sinus ist
ungerade.

Lesehilfe

Fiir ungerade Funktionen f gilt f(—x) = — f(x), ihr Graph ist punktsymme-
trisch zum Ursprung. Fiir gerade Funktionen g gilt g(—x) = g(x), ihr Graph
ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Fiir das Produkt /(x) := f(x)g(x) gilt
dann

h(—=x) = f(=x)g(=x) = —f(X)g(x) = —h(x).

es ist somit ungerade.

Daraus ergibt sich:
e Istdie Funktion f gerade, so treten in der Fourier-Entwicklung nur die Cosinus-

anteile auf. Die Koeffizienten by sind also allesamt gleich 0 und die a; lassen
sich aufgrund der Symmetrie auch berechnen als

ay = %/f(x) cos(kx)dx. 4.31)
0
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e Ist die Funktion f ungerade, so treten in der Fourier-Entwicklung nur die Sinus-
anteile auf. Die Koeffizienten a; verschwinden und die by lassen sich aufgrund
der Symmetrie auch berechnen als

by = %/f(x) sin(kx) dx. (4.32)
0

Ist die Funktion f, die in eine reelle Fourier-Reihe zu entwickeln ist, also gerade
oder ungerade, so muss man nur einen Satz der Koeffizienten berechnen. Dazu darf
f durchaus in einzelnen Punkten von der Symmetrie abweichen: Im obigen Fun-
damentalbeispiel wire die Punktsymmetrie eigentlich nur fiir f(0) = 0 (anstelle
von f(0) = m/2) vollstindig erfiillt. Dieses Abweichen in einem Punkt spielt hier
jedoch keine Rolle, die Funktion kann fiir unsere Zwecke als ungerade angesehen
werden.

Ganz allgemein kann man aufgrund der Tatsache, dass es sich bei den Fourier-
Koeffizienten um Integrale handelt, festhalten, dass sich eine Fourier-Reihe nicht
dndert, wenn sich f in einzelnen Punkten dndert.

Lesehilfe

Natiirlich muss die Funktion f, die in eine Fourier-Reihe entwickelt werden
soll, keineswegs eine der beiden Symmetrien aufweisen, auch wenn das in
vielen praktischen Anwendungen der Fall ist. Ohne Symmetrie, oder ohne,
dass man sich iiber Symmetrie Gedanken gemacht oder sie erkannt hat, miis-
sen die a; und by einfach auf normale Weise mithilfe der Formeln (4.30)
berechnet werden, wobei das Integral natiirlich auch von 0 bis 27 ausgefiihrt
werden kann. Und wenn dann die a; oder die by gleich O sind, weil man
spétestens jetzt, dass Symmetrie vorliegt ;-)

SchlieBlich halten wir fest, dass — unabhingig von einer eventuellen Symmetrie der
Funktion f — der erste Summand a(/2 der Fourier-Reihe gleich dem Mittelwert
der Funktion f ist. Mit ihm wird die gesamte Reihe nach oben oder unten verscho-
ben; die Summe Y ;- [ax cos(kx) + by sin(kx)] ist als Summe von Cosinus- und
Sinusausdriicken grundsitlich um O zentriert.

»  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war nach den Uberschwin-
gern und der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Die Uberschwinger behalten ihre Hohe bei. Damit stehen sie zwar
einer gleichméBigen Konvergenz im Weg, da sie sich nicht in einem be-
liebig schmalen e-Schlauch um die Grenzfunktion unterbringen lassen.
Die Konvergenz im quadratischen Mittel verlangt jedoch nur, dass die
Flichendifferenz beliebig klein wird. Und die Spitzen der Uberschwin-
ger behalten zwar ihre Hohe, werden aber mit zunehmender Ordnung
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der Fourier-Summe beliebig schmal, sodass die in den Uberschwingern
eingeschlossene Fliche gegen 0 geht.

»  Zwischenfrage (4) Beweise, dass das Integral ffa f(x)dx iiber eine
beliebige integrierbare ungerade Funktion f gleich O ist.

4.4 Fourier-Integrale*

Fourier-Reihen erlauben die Entwicklung periodischer Funktionen in eine unend-
liche Summe trigonometrischer Funktionen. Wir wollen uns nun ansehen, wie sich
eine solche Entwicklung auf nicht periodische Funktionen iibertragen lasst. Wir ge-
langen damit zum Fourier-Integral. Mathematisch sind Fourier-Integrale anspruchs-
voller als Fourier-Reihen. Wir wollen zumindest einen Ausblick in dieses Thema
geben, das insbesondere in Physik und Elektrotechnik bedeutsam ist.

Wie die Fourier-Reihen gibt es auch die Fourier-Integrale in einer reellen und
einer komplexen Form. Sie werden aber vorwiegend in ihrer komplexen Variante
verwendet.

4.4.1 Fourier-Reihe fiir beliebige Periodenldange

Als Vorbereitung fiir den Ubergang zum Fourier-Integral schreiben wir zunchst die
Fourier-Reihe®

f(x) = Z ey ek cp = % [ f@t)e * dr (4.33)

k=—00

um auf periodische Funktionen mit der beliebigen Periodenlinge 2L, L > 0: Die
Funktion f* mit der Periode 2L ergibt sich aus f iiber

[ = f(z)C); umgekehrt ist dann f(7) = f*(ét),
L b/

siche (4.5) und (4.6). Damit haben wir

f(x) = ( ) Z c e T, C = %/f(t)e’”“dt

mit

dr T T

L
f(l) — f*(%t)’ d(;t) _ L’ b df — %d(£t)

8 Wir verzichten hier vereinfachend auf die Unterscheidung zwischen der Funktion f und ihrer
Fourier-Reihe F|[ f].



126 4 Integrale der Fourier-Entwicklung

Also ist
) L\ L=t 1 ;
Y i =t=T T
k=5 f*(;t) e kTR % d(;t) = E% / f(r)e*iTar
t=—m T=—L
L
— L dT f*(T) e—ik%T
2L ’
—L

Wir kehren nun wieder zu den normalen Bezeichnungen zuriick, ersetzen also f*
durch f und T durch ¢ und haben folgendes Ergebnis:
Die Fourier-Reihe einer Funktion f mit der Periode 2L lautet

L
- en 1 e

f(x) = kZ X T mit ¢ = 3L dr f(r)e 7!, (4.34)
=—00 L

Lesehilfe
Der Ubergang zur beliebigen Periodenlinge 2L anstelle von 27 ist vielleicht
holpriger als gedacht, weil auch die Variablen im Integral vollstindig ersetzt
werden miissen. Vergleichst du aber die ,,27-Reihe® (4.33) mit der ,,2L-
Reihe® (4.34), so erkennst du, dass letztendlich 7 durch L ersetzt wurde,
wobei im Exponenten jetzt statt eines unsichtbaren 1 = 7/ der Ausdruck
7/ L auftaucht.

Die reelle Fourier-Reihe fiir die Periodenldange 2 L lautet dementsprechend

Flflx) = o <F i[ak cos(k%x) + by sin(k%x)].

2 k=1

mit
[ L[
/4 ] T
ak = 7 / S(x) cos(kzx> dx und b = 7 / fx) Sln("z’“) dx.
—L —-L

Natiirlich kann die Integration der Fourier-Koeffizienten hier auch von 0 bis
2L ausgefiihrt werden.

>  Antwort auf Zwischenfrage (4) Es sollte gezeigt werden, dass gilt
ffa f(x)dx = 0 fiir eine ungerade Funktion f.

Anschaulich ist die Aussage klar: Der Graph einer ungeraden Funk-

tion ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Daher entsprechen positive
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(negative) Flachen fiir x > 0 gleich groBen negativen (positiven) Fla-
chen im Bereich x < 0.
Aber wir wollen es auch ,,richtig” nachrechnen: Zunichst ist

a 0 . B .
[f(x)dx =[f(x)dx+0[f(x)dx=—0/f(x)dx+0/f(x)dx‘

Nun substituieren wir im ersten Integral x =: —x und dx = —dx. Da
fiir ungerade Funktionen gilt f(—x) = — f(x), ergibt dies

[af(X)dxZ—/af(—)?)d)?Z[af()?)d)Z:/af(X)dx,
0 0 0 0

wobei im letzten Schritt nur die Integrationsvariable umbenannt wurde.
Somitist [, f(x)dx = 0.

4.4.2 Ubergang zum Fourier-Integral

Fiigt man die Gleichungen (4.34) zusammen, so erhdlt man

L
g o
0= Y sptt [a et
k=—00 L
Wir setzen % =: Aw; damit haben wir
 J— ¢
f(x) = o Z Aw kAo~ / dr f(r) e F4or, (4.35)
b1
k=—00 s

Folgende Uberlegung fiihrt nun zum Fourier-Integral: Lisst man die Periode
L — oo gehen, so befreit man sich von der Einschrankung auf periodische Funk-
tionen. Der Grenziibergang L. — oo bedeutet Aw — 0 und die Zahlen kAw,
k = —o0, ..., 00 stellen eine dquidistante Unterteilung der gesamten reellen Achse
dar. Die unendliche Summe in (4.35) geht somit in ein Riemann-Integral tiber,
sodass sich aus (4.35) folgende Formel als plausibel entnehmen ldsst:

oo oo

=5 [awe [arwes (4.36)
2
S

=: f (o)
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Dies ist die Fourier-Integralformel. Im Fall ihrer Existenz heif3t die Funktion f die
Fourier-Transformierte von f .

Lesehilfe
Mit L — oo befreit man sich von der Einschriankung auf periodische Funk-
tionen, weil die zentrale Periode von —L bis L auf ganz R ausgedehnt wird.

Die obige Plausibilititsbetrachtung stellt natiirlich keinen mathematischen Beweis
der Fourier-Integralformel dar. Auch existiert die Fourier-Transformierte nur fiir
hinreichend ,,gutartige Funktionen f. Insbesondere muss f fiir |x| — oo ausrei-
chend schnell gegen 0 gehen, sodass das Integral f_ozo f(x) dx konvergiert.

Im Gegensatz zur Fourier-Reihe einer periodischen Funktion, in der diskrete
Schwingungen iiberlagert werden, entspricht das Integral in (4.36) einer kontinuier-
lichen Uberlagerung von Schwingungen, deren Amplitude durch f gegeben wird.

Es ist iiblich, den Faktor 1/27 in Formel (4.36) ,,aufzuteilen* und sie in folgen-
der symmetrischer Form zu schreiben:

1 [ iwt
f@) = ﬁ/ dw e F(w) (4.37)

mit

F(w) = dte " f(1). (4.38)

o8]
|
2
—00
Die Funktion F nennt man die Fourier-Transformierte von f. Man erkennt hier die
wechselseitige Entsprechung der Funktionen f und F besonders deutlich:

e Aus f kann mit (4.38) die Fourier-Transformierte F berechnet werden: Man
fiihrt die Fourier-Transformation f — F durch.

e Aus F kann mit (4.37) die Funktion f wieder zuriickgewonnen werden. Dies
entspricht der inversen Fourier-Transformation F — f.

Die Funktionen f und F entsprechen sich also via Fourier-Transformation, f <>
F. Soll beispielsweise ein endlicher Schwingungsvorgang beschrieben werden, so
erlaubt die Fourier-Transformation die wechselseitige Darstellung dieses Vorgangs
im ,,Zeitbereich® (¢) oder im ,,Frequenzbereich* ().

4.4.3 Beispiel: Rechteckimpuls

Wir wollen uns ein Beispiel fiir die kontinuierliche Uberlagerung von Frequenzen
ansehen. Dazu betrachten wir das Frequenzband von —1 bis 1 mit der Amplitude 1,
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Abb. 4.9 Die Rechteckfunktion R mit R(w) = 1 fiir |w| < 1 und sonst O entspricht einem konti-
nuierlichen Frequenzband von —1 bis 1 mit der Amplitude 1

also die Rechteckfunktion R : R — R mit

Ri@) = )| firlol <1

= 4.39
0 fir|w| > 1, (4.39)

siche Abb. 4.9.

Lesehilfe

Abb. 4.9 ist librigens das Analogon zu Abb. 4.4 fiir Fourier-Reihen. In deren
Stabdiagramm sind nur einzelne diskrete Frequenzen mit konstantem Ab-
stand zueinander enthalten.

Wir berechnen die Fourier-Transformierte des Rechteckimpulses R:

o 1
1 . 1 i
r(t) = — | dwe R(w =—/dwelwt
@ V2 / ) V2m |
—00 -
mit
1 1 int "
[dw eia)l‘ — [(Cos(w[) —+ lsln((,()t))d(,() — 2 T fur[ # 0
2 firr = 0.
—1 -1
Lesehilfe

Beachte, dass hier iiber w integriert wird und nicht iiber 7, wie man es sonst
gewohnt ist; 7 ist also bei der Integration als Konstante zu betrachten. Und da
das Integral der Sinusfunktion iiber ein zur 0 symmetrisches Intervall gleich
0 ist, verschwindet der Imaginérteil.
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Verd!

1/2

oA Ao
VY.

—67 —4m —27 0 2r 4 6
t

Abb. 4.10 Die Fourier-Transformierte r der Rechteckfunktion wird gegeben durch r(z) =
\/g S‘IL’ Dies entspricht einer ,,endlichen Schwingung*

Wegen lim,_ % = 1 kann dieser Term bei O stetig fortgesetzt werden, sodass wir

insgesamt folgende Fourier-Transformierte erhalten:

2 sint
@) = = 2L (4.40)
Tt

siche Abb. 4.10. Die Uberlagerung eines endlichen Frequenzbands erzeugt also
ein endliches Schwingungsbild. In der Physik entsteht auf diese Weise etwa ein
»Wellenpaket*.

Das Wichtigste in Kiirze

e Fiir eine periodische Funktion f mit der Periode T gilt f(t + T) = f(¢).
Zur Beschreibung der Eigenschaften periodischer Funktionen kann man sich
auf die Periode 27 beschriinken.

e Bei einem reellen trigonometrischen Polynom handelt es sich also um eine
Linearkombination von Sinus- und Cosinusfunktionen mit aufsteigenden
Vielfachen der Grundfrequenz.

e Die Koeffizienten des trigonometrischen Polynoms sind durch das Polynom
eindeutig bestimmt. Mithilfe der Orthogonalititsrelationen lassen sich Inte-
gralformeln fiir die Koeffizienten ermitteln.
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e Bei einem komplexen trigonometrischen Polynom handelt es sich um eine
Linearkombinationen von Exponentialfunktionen mit rein imaginiiren
Argumenten.*

e FEine Fourier-Reihe entspricht in ihrer Form einem trigonometrischen Poly-
nom mit unendlich vielen Summanden.

e FEine Funktionenfolge konvergiert im quadratischen Mittel gegen eine
Funktion, wenn die ,,Flichendifferenz‘ beliebig klein wird. Daraus folgt
weder die gleichmiBige noch die punktweise Konvergenz.

e Die Fourier-Reihe einer integrierbaren Funktion f konvergiert im quadra-
tischen Mittel gegen /. Die Fourier-Koeffizienten erfiillen die Vollstéindig-
keitsrelation.

e Die Grenzfunktion einer Fourier-Reihe erfiillt die Mittelwerteigenschaft.
Sofern Sprungstellen vorhanden sind, treten dort charakteristische ,,Uber-
schwinger* auf (Gibbs-Phéinomen).

e Die Fourier-Reihen von geraden (ungeraden) Funktionen weisen nur die
Cosinusanteile (Sinusanteile) auf.

e Fourier-Integrale ergeben sich aus Fourier-Reihen, indem man die Periode
unendlich gro werden lésst.*

e FEine Funktion und ihre Fourier-Transformierte entsprechen einander
wechselseitig. *

e Die Uberlagerung eines kontinuierlichen Frequenzbands ergibt ein endli-
ches Schwingungsbild.* «

Und was bedeuten die Formeln?
f@+T)=f@), filt)=Agsintkot +¢r), o =2n/T,

¢(x) = f(% x), ) = g(%” z), k() = Ay sin(kx + @),

f(x) = “—20 + lax cos(kx) + by sin(kx)],
k=1

2 2

/cos(kx) cos(Ix)dx = [sin(kx) sin(lx)dx = w8y,

0 0

| 2 | 2
ay = — [ f(x)cos(kx)dx, by =— [ f(x)sin(kx)dx,

b4 b4

0 0
1 ikx —ikx . 1 ikx —ikx
cos(kx) = E(e +e ), sin(kx) = E(e —e ),
i

fx) = Z cpe, ehr = (eix)k =:¢er(x),
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2
1 .
(ex.e1) =2m8p, o = — / £(x) ek d,
2

1 1
co = %, Cp = E(ak — ibk), C_| = E(ak + ibk)s

FUI) = 5+ Y laxcosex) + bisinkn)l, - FIA) = Y ece

k=1 k=—00

ILm /|f(x) — fu(0))Pdx =0, |fy(x)—s(x)| < efiiralle x undn > N,

1 o0
Slaol + Y (lax? + 1) /|f(x)|2dx 23l
k=1

k=—00

flx) = ”;xfur0§x<2n, FUf1x )—Zsm(kX) Zkz -

s(x) = %(il% s(w) + ul)l{‘l}c s(w))s / /

= z[f(x) cos(kx)dx (wenn f gerade),
bid
0

2n+c

by = % / f(x)sin(kx)dx (wenn f ungerade),
bid
0

L
S R i
= 3 gt [asoett
k=—00 L
1 iwt _ ; [ —iwt
f()—m/dwe F(w) und F(w)—m/dte f(@),
1 firjel <1 _ [2sine
R(w)_§0 fiir || > 1’ r) = T ot
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Ubungsaufgaben

A4.1 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

(I)  Eine periodische Funktion mit der Periode 27 ist auch periodisch mit der Pe-
riode 4.

(I) Eine periodische Funktion mit der Periode 27 ist auch periodisch mit der Pe-
riode 7.

(III) Ein trigonometrisches Polynom ist stets gleichméBig konvergent.

(IV) Ein trigonometrisches Polynom ohne konstanten Term, also mit @y = 0, besitzt
den (integralen) Mittelwert 0.

A4.2 a) Zeige, dass fiir alle k € N gilt: cos(x + k) = (—=1)* cos x.
b) Beweise die folgenden Integralformeln:

2

2x by 2
2 .
[x cos(kx)dx = = cos(kx) + (— - _k3) sin(kx) + ¢;

2
al 2 ) cos(kx) + ;.

2x
2 . .
/x sin(kx)dx = = sin(kx) — (? 3

A4.3 a) Entwickle die periodische Funktion f : R — R mit

fiir x € [0, [
fiir x € [, 27|

f) = {1_1

in eine Fourier-Reihe. Uberpriife dein Ergebnis, indem du mit einem geeigneten
Computerprogramm die Partialsumme der ersten zehn nicht verschwindenden Glie-
der darstellen ldsst. Wird die gewiinschte f Funktion angenéhert?

b) Welche Aussage trifft die Vollstindigkeitsrelation fiir die hier betrachtete
Funktion f? Welche Summenformel lésst sich ableiten?

A4.4 Gegeben ist die periodische Funktion f : R — R mit
f(x) = (x —m)* fiirx € [0,2n].

a) Ist die Funktion f stetig?

b) Entwickle die Funktion f in eine reelle Fourier-Reihe F[ f].

¢) Konvergiert die Fourier-Reihe F[f] gleichmidBig gegen f? Konvergiert sie
punktweise gegen f? Konvergiert sie im quadratischen Mittel gegen f?

A4.5 a) Beweise die Integralformel

cos((a + b)x) cos((a —b)x)
"~ 2(a+b)  2(a-b)

/ sin(ax) cos(bx) dx =
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b) Gegeben ist die periodische Funktion f : R — R mit
f(x) = |sinx|.
Zeige, dass sich ihre Fourier-Reihe [ f] schreiben ldsst als

N =22

cos(2x)  cos(4x)  cos(6x) n
1-3 3.5 5-7 T

A4.6 a) Berechne die Fourier-Transformierte des fiir # > 0 exponentiell abfallen-
den Impulses, d. h. fiir die Funktion

e firr >0
Jo= {o fiirr <0
mit dem reellen Parameter a > 0.

b) Verwende das Ergebnis aus Aufgabenteil a), um die (reelle) Fourier-Transfor-
mierte des symmetrisch abfallenden Impulses g(¢) =e |, € R, a > 0 anzugeben.
Welches qualitative Verhalten weisen g und die Fourier-Transformierte G fiir gro-
Ber werdendes a auf?

Hinweis

Die Losung dieser Aufgabe erfordert das Rechnen mit komplexen Zahlen.
Sofern du damit nicht vertraut bist, iiberspring sie einfach. Komplexe Zahlen
spielen im weiteren Verlauf des Buchs keine Rolle.
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Mehrfachintegrale

Bisher haben wir die Integration gewdhnlicher Funktionen einer Veridnderlichen
behandelt. Aber natiirlich konnen auch Funktionen integriert werden, die von meh-
reren Variablen abhingen. Die mathematisch exakte und erschopfende Behandlung
solcher Mehrfachintegrale ist aufwendig. Dessen ungeachtet sind in Anwendungen
Mehrfachintegrale oft von Bedeutung, man denke an Integrale iiber Flichen oder
Volumina.

Wir wollen in diesem Kapitel die Theorie der mehrdimensionalen Integration
zumindest so weit besprechen, dass wir den allgemeinen Integralbegriff formulieren
konnen. Im Vordergrund steht das Ziel, Mehrfachintegrale konkret berechnen zu
konnen. Wir werden sehen, dass die Transformationsformel und der Wechsel in
geeignete Koordinaten dabei eine wichtige Rolle spielen.

Hinweis

Bei der mehrdimensionalen Integration haben wir es naturgemifl mit mehr-
dimensionalen Funktionen zu tun. Zu ihrer Beschreibung ist die gewohnliche
eindimensionale Analysis zu erweitern, beispielsweise sind die Ableitungen
jetzt partiell usw.

Die Grundbegriffe mehrdimensionaler Funktionen sind in Kap. 6 darge-
stellt und wir benotigen sie natiirlich fiir die Darstellung der mehrdimensio-
nalen Integration. Solltest du nicht mit ihnen vertraut sein, kannst du dir daher
zunichst Kap. 6 ansehen. Oder du probierst es erst einmal so und greifst bei
Bedarf auf einzelne Abschnitte aus Kap. 6 zuriick :-)

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Mehrfachintegrale sind genau das: Man muss mehrfach integrieren. Wir
werden sehen, dass das im einfachsten Fall nur eine mehrfache Einfachin-
tegration ist.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 135
Springer-Verlag GmbH, DE, ein Teil von Springer Nature 2021

J. Balla, Integralrechnung leicht gemacht!,
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e Grenzen sind bei Mehrfachintegralen komplizierter, da wir es mit mehr-
dimensionalen Integrationsgebieten zu tun haben. Aber man kann sie in
den Integranden ,,einbauen‘ und dann fillt die Formulierung der Integrale
leichter.

o Integration setzt keine stetigen Integranden voraus. Der Schritt dorthin
erfordert die Anndherung durch Funktionenfolgen und ist bei Mehrfach-
integralen komplizierter als bei Einfachintegralen. Wir miissen uns daher
ein wenig mit neuen Begriffen vertraut machen.

e Das Lebesgue-Integral ist der allgemeine Integralbegriff. Seine Definition
sieht fast wie die des Riemann-Integrals aus, auch wenn mehr dahinter-
steckt und sie nicht leicht zu durchschauen ist. Aber das Lebesgue-Integral
hat sehr gutmiitige Eigenschaften :-)

e Zum Berechnen von Integralen miissen wir insbesondere mit den Integral-
grenzen fertig werden. Sie sind manchmal sogar das Hauptproblem. Die
Transformationsformel kann das Vorgehen sehr erleichtern, weil kompli-
zierte Grenzen in passenden Koordinaten ganz einfach sein kénnen.

5.1 Mehrfachintegrale stetiger Funktionen

Wir wollen Integrale iiber Funktionen f bilden, die von n Variablen x, ..., x,
abhingen. Fiir stetige Funktionen auf einem kompakten Quader ist ein direkter Zu-
gang moglich.

5.1.1 Stetige Funktionen auf kompaktem Quader

Wir betrachten stetige Funktionen, die auf einem kompakten achsenparallelen Qua-
der

Q = [al,bl]x[az,bz]x...x[a,,,b,,] (51)
definiert sind, also stetige Funktionen

f:0—=>R, (x1,....,x) = f(x1,...,x0).

Hilt man x,, ..., x, fest, so hat man eine Funktion x; — f(xq,...,X,), die iiber
das Intervall [ay, b;] integriert werden kann, und wir setzen

by
Fi(xa,...,x,) ::/f(xl,...,xn)dxl. 5.2)

Die solchermalfien definierte Funktion F ist wieder stetig.
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Lesehilfe

Es ist sicher plausibel, dass mit der urspriinglichen Funktion f auch die Funk-
tion F stetig ist, die aus f durch Integration iiber die Variable x| entsteht.
Man kann allgemein sagen, dass ,,Integration die Eigenschaften einer Funkti-
on verbessert.

Bei der Integration iiber x; mit festgehaltenen Parametern x», . . ., X, han-
delt es sich um ein ,,Parameterintegral®. Allgemein gilt: Es sei [a,b] ein
kompaktes Intervall, U C R™ eine Menge und f : [a,b] X U — R eine be-
liebige stetige Funktion. Dann ist auch die durch

b
Fo)i= [ fexpax
a
definierte Funktion F : U — R stetig.

Nun kann die Funktion F; wiederum bei festgehaltenem x3, ..., x, liber x, inte-
griert werden:

by by /b
Fr(xs,...,x,) :=/F(x2,...,xn)dx2=/ /f(xl,...,xn)dxl dx,.
ap az 1

Fihrt man auf diese Weise bis zur Variable x,, fort, so erhilt man eine wohldefinierte
Zahl I, die das Integral von f iiber Q heifit:

bn bZ bl
I::/... / /f(xl,...,xn)dxl dx, | ...dx,. (5.3)
an a2 a1

Bei Mehrfachintegralen ist es oft praktisch, das Differenzial direkt an das entspre-
chende Integralzeichen zu schreiben,

bn bl b[ b,,
I:/dxn.../dxlf(xl,...,xn):[dxl...[dxnf(xl,...,xn),
ap ag ag ap

und folgende abkiirzende Schreibweisen sind tiblich:

I=/f(x1,...,x,,)dx1...dx,,=/f(x1,...,x,,)d”x=/f(x)d”x,
0o % 0
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wobei natiirlich die Differenziale auch hier direkt hinter das Integralzeichen ge-
schrieben werden konnen.

Zur Berechnung des Integrals (5.3) werden die Integrationen tiber x; bis x, der
Reihe nach von ,,innen nach auBlen* ausgefiihrt. Da die Nummerierung der Varia-
blen beliebig ist, kann die tatsdchliche Reihenfolge der Integrationen letztlich frei
gewdhlt werden.

Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn der Integrand f in Faktoren zerfillt,
die jeweils nur von einer Variablen abhingen, d. h., wenn gilt

St x0) = oi(xn) .o a(xn) 5.4

mit stetigen Funktionen ¢y, : [ax,br] = R,k = 1,...,n. Dann haben wir

[r@ex = [ow . oman...ax,
(¢ (¢
b by b
= /dxn---/d-x2/dxl 01(x1) @2(x2) ... @ (x)

2
by

by by
/dxl @1(x1) /d-xn---/d-x2(p2(x2)'-'¢n(xn)
dap as

a1

by by by

= /dxl @1(xy) /dxzﬁﬂz(xz) [dxn ©n(xp)
n Dk n

=11 / ¢ (k) . (5.5)
k=1

Das Integral zerfillt hier also in Faktoren mit gewthnlichen Integralen iiber Funk-
tionen einer Verédnderlichen.

»  Zwischenfrage (1) Wir betrachten die Funktion f : R¥ x R} — R
mit f(xy,x2) = 1/x1x,. Ist die Funktion in ihrem Definitionsbereich
stetig? Kann sie iiber jeden Quader integriert werden, der vollstindig
im Definitionsbereich liegt? Ist sie eine Funktion des Typs (5.4)?

Beispiele
(1) Wir berechnen das Integral der Funktion

(x.y,2) = f(x,y,2z) = xzcos(myz)
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auf dem Quader Q = [0, 2] x [1, 3] x [—1, 0]. Wir schreiben hier x, y, z anstelle von
X1, X2, X3. Die Funktion f ist stetig. Es ist

0 3 2
/d3x f(x) = /dz/dy/dx xz cos(myz)
0 -1 1 0
0 3 2 ) 0 3
= /dz[dy[;zcos(nyz)} = [dz[dy 2z cos(mwyz)
000 =04
For2 : ro(2 2
= /dz|:— sin(nyz)j| = [dz(— sin(3wz) — —sin(nz))
bid y=1 b4 bid
-1 -1
2 2 0
= [—m cos(3rz) + = cos(ﬂz)l:_1
2 n 2 2 2\ 8
372 p? 3n2 nw?)  3n?
Lesehilfe

Wie du sicher merkst, kann das Aufschreiben und Ausfiihren von Mehrfach-
integralen miihselig sein, und man muss aufpassen, mit den Variablen nicht
durcheinander zu kommen. Deswegen ist eine moglichst kompakte und klare
Notation wichtig.

An reiner Integration ist im obigen Beispiel nicht viel passiert. Neben
J tdr = */2 sind nur die Integrationsregeln [ cos(wt) df = sin(w?)/w und
[ sin(wt) dt = — cos(wt)/w verwendet worden.

(2) Die Funktion

(x,y.2) = f(x,y,z) = xzcos(my)

zerfillt in Faktoren, die jeweils nur von einer Variablen abhédngen. Thr Integral iiber
den Quader Q = [0,2] x [1, 3] x [—1, 0] ist daher gleich

2 3 0

/d3xf(x): /xdx /cos(ny)dy /zdz :2'O~(—§) =0.

0 0 1 -1

(3) Volumen eines Quaders: Fiir Funktionen mit einer Veridnderlichen ist der ,,Qua-
der Q nur ein Intervall, fiir Funktionen zweier Verédnderlicher ist Q = [ay, bi] X
[as, by] ein Rechteck, fiir drei Verdnderliche ist Q = [ay, bi] X [a2, by] X [a3, b3] ein
raumlicher Quader und fiir n Verédnderliche ist Q = [ay, b1] X [az, bo] X ... X [ay, by]
ein n-dimensionaler Hyperquader.
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Integriert man nun die konstante Funktion f mit f(xy,...,x,) = 1 iiber den
Quader Q, so erhilt man sein Volumen Vol(Q):

Vol(Q) = /d”x. (5.6)
0
Da eine konstante Funktion eine Funktion des Typs (5.4) ist, gilt ferner

by by

/d”x: /dxl /dxn

0 1 n
Die einzelnen Integrale iiber ein Intervall [ay, bi] ergeben einfach dessen Linge,
by
[ldxk =[xl =be—ar. k=1...n,

Ak

sodass wir als Volumen des Quaders erhalten

Vol(Q) = [d"x = (b —a))(by—ay)...(b, —ay,). 5.7
0

Fiir n = 2 und 3 entspricht das dem elementargeometrischen Fldcheninhalt bzw. Vo-
lumen. So ist beispielsweise das Volumen des Quaders [0, 1] x [0, 2] x [0, 3], also
einem Quader mit den Kantenldngen 1, 2 und 3, gleich 6.

»  AntwortaufZwischenfrage (1) Gefragt war, ob die Funktion f : R x
R% — R mit f(x;,x,) =1/xx, stetig ist und ob sie iiber jeden Quader
im Definitionsbereich integriert werden kann. Gefragt war ferner, ob sie
vom Typ (5.4) ist.

Die Funktion ist als Produkt und Quotient stetiger Funktionen in
ihrem Definitionsbereich stetig (die Werte x; = 0 und x, = 0 liegen
nicht im Definitionsbereich). Sie kann daher iiber jeden abgeschlosse-
nen Quader im Definitionsbereich integriert werden, also iiber jeden
Quader

0 = [e1,b1] X [e2,b1]

mit0 <& <byund 0 < & < b,.
Die Funktion zerfillt in zwei Faktoren, die jeweils nur von einer Va-
riablen abhidngen:
1 11
S x)=——=——.
X1X2 X1 X2
Ihr Integral ist daher

by by

1 d d b b
= —dedn = [ &2 /ﬁ - (ln —1) (ln —2).
X1X2 X1 X2 &1 %)
%

€1 £2
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Numerische Integration

Natiirlich kénnen auch Mehrfachintegrale numerisch ausgewertet werden. Bei Inte-
granden des Typs (5.4) hat man es einfach mit einem Produkt aus herkémmlichen
Einfachintegralen zu tun. Im allgemeinen Fall sind jedoch Mehrfachsummen zu bil-
den. Fiir n = 2 etwa hat man Doppelsummen des Typs

=33 f(xi.y)Ax Ay
i

zu bilden, mit denen Siulen der Hohen f(x;,y;) iiber kleinen Rechteckflichen

Ax Ay zu einem Niherungswert fiir das Gesamtintegral aufsummiert werden. Kon-

kret kann man fiir das Integrationsgebiet Q = [ay, b;] X [a2, by] beispielsweise

Ax := (by —ay)/m;und Ay := (b, — ay)/m, setzen und hat dann mit

mp o mp

=33 flai+(i—DAx.a+ (j — 1)Ay)Ax Ay (5.8)
i=1j=1

einen Niherungswert fiir das Integral fabl‘ fab; f(x,y)dxdy, bei dem die Hohen der
einzelnen Saulen jeweils durch den Funktionswert an der ,,linken unteren‘ Ecke der
rechteckigen Sdulenbasis gegeben werden. Natiirlich hingt die Qualitidt der Nihe-
rung dabei i. Allg. von der Anzahl der Unterteilungen, also von m2; und m, ab.

Fiir eine solche numerische Integration ist es {ibrigens nicht notwendig, dass der
Integrand stetig ist. Auch kann eine nur punktweise bekannte Funktion auf diese
Weise integriert werden: Es reicht aus, wenn die Funktionswerte an den Stiitzstellen
bekannt sind. Natiirlich muss man dabei davon ausgehen kénnen, dass der vollstin-
dige Graph der Funktion die bekannten Punkte ,,gutmiitig” verbindet.

Selbstverstindlich kann die numerische Integration auch fiir hoherdimensionale
Integrale erfolgen: Im allgemeinen Fall hat man es zu tun mit n-fachen Summen
der Form

ZZ...Zf(xl,xz,...,x,,)Axl AXxy ... Ax,.
1 2 n

5.1.2 Stetige Funktionen auf kompaktem Trager

Wie wir gesehen haben, kann die Integration einer stetigen Funktion auf einem
Quader leicht definiert werden. Ein Quader stellt einfache Integralgrenzen dar, die
hinsichtlich der einzelnen Integrationsintervalle unabhingig voneinander sind. An-
dere Integrationsgebiete sind damit moglich, wenn man sie (ndherungsweise) aus
Quadern zusammensetzen kann.

Ist eine stetige Funktion nur auf einem beschrinkten Gebiet ungleich 0, so kann
das Integral iiber die gesamte Funktion auch ohne explizite Angabe von Integral-
grenzen definiert werden. Die Grenzen sind dann sozusagen im Integranden ,,mit
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enthalten®. Fiir die Formulierung allgemeiner Eigenschaften des Integrals ist das
oft sehr vorteilhaft.

Wir betrachten nun also Funktionen f : R” — R. Die abgeschlossene Hiille der
Menge aller Punkte, in denen die Funktion von 0 verschieden ist, bezeichnet man
als den Trdger der Funktion:

supp(f) := {x € R"| f(x) # 0}. (5.9)

Den Vektorraum aller stetigen Funktionen f : R” — R bezeichnen wir mit C(R"),
sodass

C.R"):={f € C(R") | supp(f) kompakt} (5.10)

den Untervektorraum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Tréiger darstellt. Zu
jeder Funktion f € C.(R") gibt es daher einen abgeschlossenen Quader Q mit
supp(f) € Q. AuBerhalb von Q ist f identisch 0.

Lesehilfe

Noch einmal kurz zu den Begriffen und Abkiirzungen: Die abgeschlossene
Hiille einer Menge ist ihre kleinste abgeschlossene Obermenge. Das kenn-
zeichnet man durch einen Strich iiber der Menge. Der Tréger einer Funktion
ist also per Definition stets abgeschlossen.

Eine Menge heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
Besitzt eine Funktion einen kompakten Tréiger, so ist sie nur auf einer be-
schriankten Teilmenge ungleich 0.

Die Bezeichnung ,,supp* kommt vom englischen ,,support* fiir Tréager. Das
grof3e ,,C* leitet sich von ,,continuous* fiir stetig ab und das kleine ,,c* von
,compact*.

Fiir Funktionen f € C.(R") konnen wir das Integral wie folgt definieren: Wir wih-
len einen abgeschlossenen achsenparallelen Quader Q C R” mit supp(f) € Q und
setzen

/f(xl,...,xn)dxl...dxn ::/f(xl,...,xn)dxl...dxn. (5.11)
R 0

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des Quaders Q, da sich unterschied-
liche Quader, die den Tridger von f vollstindig enthalten, nur um Bereiche un-
terscheiden konnen, in denen f identisch verschwindet. Natiirlich sind auch hier
Schreibweisen wie

/f(x)d”x:/d”xf(x):/dxl.../dxn f(x)

R R R R

gebréuchlich.
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»  Zwischenfrage (2) Kann das Integral einer stetigen Funktion f iiber
den Quader Q alternativ immer auch als Integral einer (anderen?) Funk-
tion f € C.(R") iiber R” ausgedriickt werden?

Die Eigenschaften der Linearitit und der Monotonie lassen sich durch n-malige
Anwendung der entsprechenden Aussagen fiir Integrale von Funktionen einer Ver-
dnderlichen leicht auf Mehrfachintegrale iibertragen:

Satz 5.1 Es seien f,g € C.(R") zwei Funktion mit kompaktem Triiger und a € R
eine Zahl. Dann gilt:

(1) [ () + g d'x = / F)d'x + / g () d'x

Rn R~ R”

(2) /af(x)d"x =a/f(x)d”x
er

Rn

3) f<g = / F)d'x < / () d'x.
R R

Natiirlich diirfen die Funktionen f und g unterschiedliche Triger besitzen.
Dariiber hinaus ist das Integral iiber Funktionen f € C.(R") translationsinvari-
ant: Fiir einen beliebigen Vektor a € R” gilt offenbar

/f(x)d"x=/f(x—a)d”x.

R” R?

Lesehilfe

Die obigen Aussagen sind mit Integralen tiber Funktionen f € C.(R"),
d. h. fiir Integrale tiber den gesamten R”, leicht zu formulieren. Natiirlich gel-
ten sie sinngemaf auch fiir Integrale tiber Quader. Dann miisste man sich aber
zusitzlich iiber die jeweiligen Integralgrenzen Gedanken machen und die ex-
akte Formulierung wiirde sich deutlich holpriger gestalten. Dariiber hinaus
werden wir noch sehen, dass sich Integrale iiber Quader mit der Erweite-
rung des Integrals auf halbstetige Funktionen ebenso als Integrale der Form
Jge f(x)d"x darstellen lassen.

Beispiel
Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R, deren Werte fiir reelle a, b mita < b und
einer weiteren Konstante k € N* festgelegt sind durch

l—ak +kx firxela—1/k,a|
1 fiir x € [a, b]
1+ bk —kx firxelb,b+1/k|
0 sonst,

o(x) = (5.12)
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a—1/k a b b+1/k
x

Abb. 5.1 Die Funktion (5.12) besitzt auf dem Intervall [a, b] den konstanten Wert 1. AuBerhalb
der Intervallgrenzen fillt sie auf Teilintervallen der Linge 1/k linear und stetig auf ihren sonstigen
Wert 0 ab. Triger der Funktion ist das Intervall [@ — 1/k,b + 1/k]

siche Abb. 5.1. Die Funktion ¢ besitzt also auf dem Intervall [a, b] den Wert 1 und
geht anschlieBend auf Teilintervallen der Lénge 1/ k linear und stetig in den Wert
0 iiber. Thre Funktionswerte sind somit fiir x € Ja — 1/k, b + 1/ k[ ungleich 0. Der
Tréager der Funktion ist daher

supp(p) =[a—1/k, b+ 1/k]

und es handelt sich um eine Funktion einer Verdnderlichen mit kompaktem Triger.
Ihr Integral ist

b+1/k
/w(x)dx: / o(x)dx =b—a+1/k, (5.13)
R a—1/k

wie geometrisch unmittelbar klar wird, siche Abb. 5.1. Dabei haben wir den ,,Qua-
der Q =[a—1/k,b + 1/k] zur Integration gewihlt. Das ist der minimale Quader
0O mit Q D supp(e). Jeder grofere Quader — hier also jedes grofere abgeschlos-
sene Intervall — enthilt nur zusitzliche Bereiche mit ¢(x) = 0, ergibt also keinen
weiteren Beitrag zum Integral.
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Definiert man nun eine Funktion mit n Veridnderlichen durch

fx, .o, x0) = @(x1) ... o(x), (5.14)

so wird deren Integral nach (5.5) gegeben durch

/f(xl,...,x,,)d"xz (m[go(x)dx =bB-a+1/k)". (5.15)
R

>  Antwortauf Zwischenfrage (2) Gefragt war, ob das Integral einer ste-
tigen Funktion f iiber den Quader Q alternativ als Integral einer (an-
deren?) Funktion f € C.(R") iiber R"” ausgedriickt werden kann.

Das funktioniert nur dann, wenn die Funktion f* auf dem gesamten
Rand des Quaders Q gleich 0 ist. Fiir eine Funktion f, die in Q mit f
tibereinstimmt und auBerhalb identisch 0 ist, gilt dann |, 0 f(x)d'x =
Jro f(x)d"x.

Verschv&iindet f aber auf dem Rand des Quaders nicht, so ist eine
Funktion f, die innerhalb von Q mit f iibereinstimmt und aulerhalb
identisch O ist, am Rand des Quaders nicht stetig, gehort also nicht
zu C.(R"). Wir werden allerdings noch sehen, dass der Integralbegriff
auch auf solche nicht stetigen Funktionen f ausgeweitet werden kann.

5.2 Erweiterung des Integralbegriffs

Bisher haben wir Mehrfachintegrale stetiger Funktionen betrachtet. Aber ebenso
wie das eindimensionale Riemann-Integral keineswegs stetige Integranden benétigt
— man denke nur an die Treppenfunktionen, die sogar Ausgangspunkt des Riemann-
Integrals sind —, konnen auch Mehrfachintegrale auf eine grofiere Gruppe von Funk-
tionen ausgedehnt werden.

Lesehilfe

In diesem Abschnitt besprechen wir die theoretischen Grundlagen fiir die For-
mulierung des allgemeinen Integralbegriffs, des Lebesgue-Integrals. Sofern
du nur an der praktischen Berechnung von Mehrfachintegralen interessiert
bist, kannst du ihn tiberspringen und mit Abschn. 5.3 fortfahren.
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5.2.1 Monotone Funktionenfolgen

Die Erweiterung des Integralbegriffs erfasst zundchst Funktionen, die sich als mo-
notone Grenzwerte von Funktionen aus C.(R") darstellen lassen. Ausgangspunkt
dieses Zugangs ist der Satz von Dini':

Satz 5.2 Aufeiner kompakten Teilmenge A CR”" sei eine Folge stetiger Funktionen
fr : A— R, k € N, gegeben. Die Folge sei monoton steigend,

o< ZfieZ firi S

und sie besitze eine stetige Grenzfunktion f : A — R,
f(x) = klim fi(x) fiiralle x € A.
—00
Dann konvergiert die Funktionenfolge ( fi)ren auf A gleichmdfSig gegen f.

Beweis Fiir eine gegebenes ¢ > 0 setzen wir

U i=1{x € A[ f(x) = fu(x) <&}

Die Funktionenfolge ( f;) konvergiert nach Voraussetzung punktweise gegen f,
sodass die Mengen Uy, k € N, eine Uberdeckung von A bilden. Da die Funktionen
f und f; und damit auch f — f; stetig sind, sind die Mengen Uy offen. Da A
kompakt ist, enthilt nach dem Satz von Heine-Borel jede offene Uberdeckung von
A eine endliche Teiliiberdeckung. Es sei N der grofite Index dieser endlich vielen
Uberdeckungsmengen. Fiir alle Indizes k > N gilt dann Uy = A. Also ist

| f(x)— fi(x)]| = f(x)— fr(x) <e firallex € Aundk > N.

Das ist nichts anderes als die Bedingung fiir die gleichméBige Konvergenz der Folge

(fx) gegen f. .

> Zwischenfrage (3) Ist die Voraussetzung der Monotonie im Satz von
Dini iiberhaupt notwendig? Besitzt nicht eine gleichmiBig konvergente
Funktionenfolge stetiger Funktionen immer eine stetige Grenzfunkti-
on?

Bei gleichméBiger Konvergenz diirfen Integration und Limesbildung vertauscht
werden. Fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tridger bedeutet der Satz von Dini
daher:

I Benannt nach dem italienischen Mathematiker und Politiker Ulisse Dini, 1845-1918.
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Satz 5.3 Essei fi € C.(R"), k € N, eine monoton steigende Funktionenfolge, die
gegen die Funktion f € C.(R") konvergiere,

klim fr(x) = f(x) fiiralle x € R".

Dann gilt

kli_)rrolo/fk(x)d"xsz(x)d"x.
R”

Rn

Da die Folge ( f;) monoton ist, gilt fiir die Triger der Funktionen

supp(fx) < supp(fo) U supp(f)

fir alle k. Zur Integration kann man daher einen gemeinsamen Quader Q 2
supp( fo) U supp( f) wihlen.

Natiirlich gelten die Aussagen der Sdtze 5.2 und 5.3 analog auch fiir monoton
fallende Funktionenfolgen ( f;).

>  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war nach der Notwendigkeit
der Voraussetzung der Monotonie im Satz von Dini.

Richtig ist, dass eine gleichmiBig konvergente Funktionenfolge ste-
tiger Funktionen immer eine stetige Grenzfunktion besitzt. Diese Aus-
sage kann aber nicht ohne Weiteres ,,umgedreht werden: Besitzt eine
Folge stetiger Funktionen eine stetige Grenzfunktion, so erfolgt die
Konvergenz nicht notwendig gleichméBig, siche etwa das Beispiel der
Funktion (2.27) in Abschn. 2.4.

Nach dem Satz von Dini erfolgt die Konvergenz aber gleichmaibBig,
wenn die Funktionenfolge nicht nur konvergent ist, sondern es sich zu-
sitzlich um eine monotone Funktionenfolge handelt. Daher spielt die
Monotonie auch im Beweis des Satzes von Dini eine entscheidende
Rolle (andernfalls wire nicht U, = A fiir alle Indizes k > N).

5.2.2 Ubergang zu nicht stetigen Funktionen

Bisher hatten wir es mit stetigen Funktionen zu tun. Fiir die Erweiterung des In-
tegrals auf nicht stetige Funktionen macht man sich nun die besonderen Konver-
genzeigenschaften monotoner Funktionenfolgen zunutze: Es sei unverdndert f; €
C.(R"), k € N, eine monoton steigende Funktionenfolge. Fiir jedes x € R” ist dann
(fx (x))ren eine monoton steigende Folge reeller Zahlen, die gegen eine reelle Zahl
oder gegen oo konvergiert. Setzt man

fx) = lim fi(x), (5.16)
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so erhilt man eine Funktion f : R” — R U {co} und wir schreiben f; 1 f. Im
Unterschied zu den fi. muss ihre Grenzfunktion f nicht stetig sein.

Lesehilfe

Wir erinnern uns: Im Satz von Dini ist eine stetige Grenzfunktion gefordert.
Diese Forderung wird hier fallengelassen. Somit werden auch nicht steti-
ge Grenzfunktionen zugénglich, fiir die dann allerdings keine gleichméBige
Konvergenz mehr vorliegt.

Die Menge aller Funktionen f, die sich auf diese Weise als Grenzwerte monoton
steigender Funktionenfolgen f; € C.(R"), k € N, erhalten lassen, bezeichnen wir
mit H'(R") und definieren ihr Integral als

/f(x)d"x = len;O[fk(x)d”x. (5.17)
R” R”

Da mit f; auch die Folge der Integrale | f(x)d"x monoton steigt, existiert der
Limes immer eigentlich oder uneigentlich. Sein Wert ist unabhdngig von der Wahl
der Folge fy.

Ist f stetig, giltalso f € C.(R"), so ergibt Definition 5.17 aufgrund von Satz 5.3
wieder das normale Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Triger. Somit
gilt C.(R") c HT(R").

Lesehilfe

Die Menge H'(R") und ihr Integralbegriff (5.17) schlieBen also nicht ste-
tige Funktionen mit ein, und zwar gerade solche, die Grenzwerte monoton
steigender Folgen stetiger Funktionen sind.

Analog zu H"(R") bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f, die sich als
Grenzwerte monoton fallender Funktionenfolgen f; € C.(R"), k € N, erhalten
lassen, mit A ¥ (IR") und definieren ihr Integral als

/ f(x)d"x := klim / fr(x)d"x. (5.18)
]Rn ]Rn
Offenbar gilt [p, f(x)d"x € R U {—oo} fiir fi | f.
Es gibt Funktionen £, die sowohl zu HT(R") als auch zu H*(R") gehdren. Da-

zu wollen wir hier ohne Beweis festhalten, dass es dabei um die stetigen Funktionen
mit kompaktem Tréiger handelt, es ist also

HT'R") N HYR") = C.(R). (5.19)
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Beispiel
Wir betrachten eine stetige nichtnegative Funktion ¢ : [a, b] — R. Diese Zuordnung
erweitern wir auf ganz R, indem wir eine Funktion ¢ : R — R definieren durch

o(x) firx € [a,b]

0 firx € R\ [a, b]. (5.20)

P(x) =

Die Funktion ¢ ist i. Allg. nicht stetig, da sie bei a von 0 auf den Wert ¢(a) und bei b
von ¢(b) zuriick auf 0 ,,springen® muss. Aber ¢ gehort zu H¥(R). Um das zu sehen,
miissen wir eine Folge von Funktionen f; € C.(R) mit f; | ¢ konstruieren: Dazu
sei f fiir k > 1 die Funktion, die auf [a, b] mit ¢ {ibereinstimmt, auf | —oo,a—1/k|
und |b + 1/k, oo[ gleich 0 ist und auf [a — 1/ k, a] linear von 0 auf ¢(a) ansteigt
und auf [», b + 1/ k] linear von ¢(b) auf 0 abfillt, siche Abb. 5.2. Die Funktionen
fr sind stetig, sie bilden eine monoton fallende Funktionenfolge und es gilt f; | ¢.
Thr Integral kann wie folgt berechnet werden:

b

b
1 1 b
[ firax = So@ + [owoax+ Som) = HEED L [ g
R

a a
(vergleiche auch das Beispiel (5.12)). Somit ist

b

/qﬁ(x)dx = klin;o/fk(x)dx = /(p(x) dx. (5.21)
R

R

a

»  Zwischenfrage (4) Muss die Funktion ¢ tatséchlich nichtnegativ sein,
damit die Funktion @, (5.20), zu H*(R) gehort? Im Einzelnen: (1)
Reicht es aus, wenn ¢(a) und ¢(b) nichtnegativ sind, die Funktion aber
im Inneren des Intervalls [a, b] negative Werte annimmt? (2) Wie sieht
es aus, wenn ¢(a) = 0 = ¢(b) ist und die Funktion im Inneren des Inter-
valls vollstindig negativ ist? (3) Was passiert schlieBlich bei ¢(a) < 0
oder p(b) < 0?

Das Beispiel kann ohne Weiteres auf n Variable erweitert werden: Eine Funktion
f Q0 — R aufdem Quader Q = [ay, b(] X...x[a,, b,] CR" werde gegeben durch

S xn) = ei(x) - (xn) (5.22)
mit Funktionen ¢; : [a;,b;] — R,i = 1,...,n, die allesamt stetig und nichtnegativ

seien. Sie werden analog zu (5.20) zu Funktionen ¢; auf ganz R erweitert. Damit
definieren wir die Funktion f : R” — R durch

F1 e X0) 1= @r(x1) o @) (5.23)
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a—1/k a b b+1/k
T

Abb. 5.2 Die Funktionen f; entsprechen auf dem Intervall [a, b] der Funktion ¢ und besitzen
auflerhalb des Intervalls [a — 1/k, b + 1/k] den Wert 0. Auf den dazwischen liegenden Teilinter-
vallen der Lénge 1/k verbinden sie die 0 linear und stetig mit den Randwerten ¢ (a) und ¢(b). Die
Folge der stetigen Funktionen f;, k € N*, ist monoton fallend und konvergiert gegen ¢, es ist also

Sl ¢

Die Funktion £ ist i. Allg. nicht stetig, aber sie gehort zu H ¥ (R”) und fiir ihr Inte-
gral gilt

[f(x)d”x:/f(x)d”x. (5.24)
R~ Q

Das Integral iiber den Quader Q kann somit durch ein Integral iber R” ausgedriickt
werden.

>  Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war, ob ¢ tatsichlich nicht-
negativ sein muss, damit @, (5.20), zu H¥(R) gehort. Im Einzelnen:
(1) ¢(a) und ¢(b) nichtnegativ, aber im Inneren des Intervalls negative
Werte? (2) ¢(a) = 0 = ¢(b) und im Inneren des Intervalls vollstindig
negativ? (3) ¢(a) < 0 oder ¢p(b) < 0?

Zu (1): Die Funktionen f; sind im Inneren des Intervalls allesamt
gleich ¢. Es ist fiir den Grenzwertprozess daher unerheblich, ob dort
negative Werte angenommen werden, und die Funktion gehort nach wie
vor zu HY(R).

Zu (2): Fir ¢(a) = 0 = ¢(b) ist die Funktion ¢ stetig, also gilt ¢ €
C.(R). Sie kann daher ohne Weiteres integriert werden. Mit ¢ € C.(R)
gilt erst recht § € H*(R) (und auch ¢ € H'(R)).

Zu (3): Mit ¢(a) < 0 oder ¢(b) < 0 sind die Funktionen f;, die
wie zuvor definiert werden, nicht mehr monoton fallend: Die Verbin-
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dungsstiicke zwischen 0 und ¢(a) oder ¢(b) und O liegen dann mit

wachsendem k oberhalb der Stiicke mit kleinerem k. Hier sind die f

daher monoton steigend und die Funktion gehort nicht mehr zu H ¥ (R).
Fiir ¢(a) < 0 und ¢(b) < 0 gehort die Funktion ¢ zu HT(R).

5.2.3 Halbstetigkeit

Die Mengen HT(R") und H*(R”) sind die Mengen aller Funktionen, die sich als
Grenzwerte monoton steigender bzw. monoton fallender Funktionenfolgen stetiger
Funktionen mit kompaktem Tréger erhalten lassen. Die Bezeichnung ,,H *“ deutet
bereits an, dass die Halbstetigkeit die zentrale Eigenschaft dieser Funktionen ist.
Halbstetige Funktionen konnen nicht stetige Stellen aufweisen, aber die Spriinge
fiihren entweder nur nach oben oder nur nach unten:

Definition 5.1 (1) Die Funktion f : R" — R U {oo} heifsit im Punkt a € R" von
unten halbstetig oder unterhalbstetig, falls es zu jedem € > 0 eine Umgebung U von
a gibt mit

f(x)> f(a)—¢ fiirallex € U.

(2) Die Funktion [ : R" — R U {—o0} heifst im Punkt a € R" von oben halbstetig
oder oberhalbstetig, falls es zu jedem ¢ > 0 eine Umgebung U von a gibt mit

f(x) < f(a)+¢ fiirallex € U.

Die Funktion f heifst auf R" von unten (oben) halbstetig, falls sie in jedem a € R"
von unten (oben) halbstetig ist.

Eine unterhalbstetige Funktion springt ausgehend von der Stelle @ mit dem
Funktionswert f(a) nicht nach unten und eine oberhalbstetige Funktion springt
nicht nach oben. Entscheidend fiir die ,,Sprungrichtung® ist der Funktionswert in
der betrachteten Stelle: Die Funktionen g,/ : R — R mit

0 firx <0 0 firx<O

, h = 5.25
1 firx>0 (x) 1 firx>0 ( )

g(x) =
unterscheiden sich nur durch ihren Funktionswert bei 0. Die Funktion g ist dort
halbstetig von unten, wihrend / dort halbstetig von oben ist, siche auch Abb. 5.3.

Lesehilfe
Hier und an vielen weiteren Stellen machen wir uns die Begriffe an Funk-
tionen einer Verianderlichen klar, also fiir » = 1. Fiir mehrere Verdnderliche
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verhélt es sich zwar ,,analog®, ist aber doch komplizierter. Es ist wichtig, das
nicht aus den Augen zu verlieren.

Beispielsweise kann eine Funktion f : R? — R an einer halbstetigen Stelle
viele verschiedene Sprunghohen aufweisen, je nachdem, in welche Richtung
man von der Stelle aus sieht.

Wenn eine Funktion weder nach oben noch nach unten springt, also gar nicht
springt, ist sie stetig: Ist eine Funktion halbstetig von oben und halbstetig von
unten, so ist die Funktion stetig.

Lesehilfe Stetigkeit
Das e-6-Kriterium der Stetigkeit lautet: Die Funktion f : R" — R ist genau
dann stetig im Punkt a € R", wenn gilt:

Ve > 036 > 0so, dass gilt | f(x) — f(a)| < e fiir alle x mit |x —a| < 4.

Anders ausgedriickt kann man auch sagen: Die Funktion ist stetig in a € R",
wenn es zu jedem & > 0 eine §-Umgebung von a gibt, Us(a), mit

| f(x)— f(a)| < ¢ fiir alle x € Us(a).

Die Ungleichung | f(x) — f(a)| < ¢ ist 4quivalent zu

—& < f(x)— f(a) < +e.

Hier bedeutet das linke Ungleichheitszeichen die Halbstetigkeit von unten
und das rechte Ungleichheitszeichen die Halbstetigkeit von oben.

Eine Funktion f € H'(R") muss sich als Grenzwert einer monoton steigenden
Folge stetiger Funktionen darstellen lassen. Das funktioniert nur dann, wenn die
Unstetigkeitsstellen von f allesamt halbstetig von unten sind. Umgekehrt muss eine
Funktion f € HV(R”) halbstetig von oben sein. Siehe Abb. 5.3.

Der genaue Zusammenhang zwischen Halbstetigkeit und Zugehorigkeit zu
H'(R") oder HY(R") lautet:

Satz 5.4 (1) Eine Funktion f : R" — R U {oo} gehort genau dann zu HT(R"),
wenn sie von unten halbstetig ist und hochstens auf einer beschrinkten Teilmenge
A C R" negative Funktionswerte annimmt.

(2) Eine Funktion f :R" — R U{—o0} gehirt genau dann zu H*(R"), wenn sie
von oben halbstetig ist und und hochstens auf einer beschrdankten Teilmenge A C R”
positive Funktionswerte annimmt.
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f(b)

X

Abb. 5.3 Springt eine halbstetige Funktion f an einer Stelle @ vom Wert f(a) nach oben, so
ist sie dort halbstetig von unten (dies entspricht der Funktion g aus (5.25)). Ein solcher Sprung
kann durch eine monoton steigende Folge stetiger Funktionen ,,angenidhert werden. Springt sie
umgekehrt bei b von f(b) nach unten, so ist sie dort halbstetig von oben (siehe die Funktion /
aus (5.25)). Dieser Sprung kann durch eine monoton fallende Funktionenfolge angenihert werden

Beweis Der exakte Beweis dieses Satzes ist aufwendig. Wir fiihren ihn nicht aus.
[e]

Lesehilfe
Vielleicht sind hier viele Begriffe neu fiir dich. Tatséchlich ist der allgemeine
Integralbegriff fiir Funktionen mehrerer Veranderlicher wesentlich aufwendi-
ger als das Riemann-Integral fiir Funktionen mit nur einer Veranderlichen.
Anhand der Beispiele sollte sich aber auch hier ein Getfiihl fiir die Dinge ent-
wickeln lassen.

Zur praktischen Berechnung von Mehrfachintegralen werden wir die
abstrakten Begriffe librigens ebenso wenig benodtigen wie den Limes von
Treppenfunktionen zum Berechnen von Riemann-Integralen ;-)

Beispiele
(1) Die Funktion ¢ aus (5.20),

~ . Je(x) firx € a,b]

PO =007 firx e R\ [a.b].
ist fiir ¢(a) > 0 und @(b) > 0 halbstetig von oben. Fiir ¢(a) < 0 und ¢(b) < 0 ist
sie halbstetig von unten. AuBerhalb der beschrinkten Menge [a, b] ist ¢ = 0 (und
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damit weder positiv noch negativ), sodass wir ¢ € H¥(R) haben fiir ¢(a) > 0 und
@(b) > 0und ¢ € H"(R) fiir $(a) < 0 und @(b) < 0.

Fiir ¢(a) >0 und ¢(b) <0 ist ¢ bei a halbstetig von oben und bei b halbstetig von
unten, also global weder halbstetig von oben noch von unten. In diesem Fall gehort
@ daher weder zu H*(R) noch zu H"(R) und ist mit unseren bisher betrachteten
Begriffen nicht integrierbar.

(2) Die Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion einer Menge M C R"
ist definiert durch

1 firxeM
x) = 5.26
Ko (%) 0 firxeR"\ M. (5.26)
Die Funktion y,, : R" — R ist genau dann von unten halbstetig, wenn die Menge
M offen ist, und sie ist genau dann von oben halbstetig, wenn M abgeschlossen ist.

Lesehilfe

Die Indikatorfunktion y,, zeigt an, sie ,,indiziert”, wo die Menge M ist. Der
griechische Buchstabe ,,chi* ist der Bezeichnung ,.charakteristische Funkti-
on“ entlehnt.

»  Zwischenfrage (5) Sind die folgenden Aussagen richtig? (1) Fiir die
Indikatorfunktion y,, einer offenen Menge M gilt y,; € HT(R"). (2)
Fiir die Indikatorfunktion y,, einer abgeschlossenen Menge M gilt
xm € HY(RM).

5.2.4 Lebesgue-Integral

Machen wir uns den bisherigen Stand der Dinge noch einmal an einem Beispiel
klar: Wir betrachten den Quader Q = [0, 1] x [0, 1] und integrieren die Funktion 1
liber diesen Quader. Das konnen wir mit seiner Indikatorfunktion y o schreiben als

I = /dzx :[)(Q(x)dzx.
0 R2

Dieses Integral ergibt das Volumen des Quaders — das hier natiirlich nichts anderes
ist als die Fliache des Quadrats mit der Seitenldnge 1 — und hat den Wert 1. Formal
ist das Integral liber y o wohldefiniert, weil yo zu H Y(R") gehort.

Betrachten wir stattdessen den offenen Quader Q* = 10, 1[ x ]0, 1], so ist klar,
dass er denselben Flidcheninhalt hat, da die Randlinien dafiir keine Rolle spielen.
Auch das Integral

I* =/)(Q*(x)d2x
R2

ist definiert, allerdings gehort die Indikatorfunktion y o+ jetzt zu HT(R").
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Nehmen wir schlieflich den Quader Q** = [0, 1] x [0, 1], der weder abgeschlos-
sen noch offen ist, so wissen wir natiirlich, dass auch sein Flacheninhalt gleich 1
ist. Das Integral

I =[)(Q**(x)d2x

R2

ist nun aber nicht definiert, da y g« global weder halbstetig von oben noch halbste-
tig von unten ist und daher weder zu H+(R") noch zu H " (R") gehort.

Diese unbefriedigende Situation, dass praktisch dieselbe Sache unterschiedliche
Integralbegriffe erfordert oder auch gar nicht definiert ist, wird nun durch den end-
giiltigen Integralbegriff, das Lebesgue-Integral®, aufgeldst:

Definition 5.2 Es sei f : R" — R U {do00} eine Funktion. Dann setzt man

[f(x)d"x = sup{[qo(x) d"x )qo € HY(R"), ¢ < f} (Unterintegral)
* R~

*
[f(x)d"x = inf{ / Y(x)d"x ) v e H'(R"), ¢ > f} (Oberintegral).
R”
Die Funktion f heifit Lebesgue-integrierbar oder einfach integrierbar, falls
*
—00 < / fx)d'x = [f(x)d"x < 00.

Der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heifit dann das Lebesgue-
Integral oder einfach das Integral von f und wird als [ f(x)d"x geschrieben.

Der Integrand f muss nun also nicht mehr zu H*(R") oder H'(R") gehdren,
sondern sein Integral muss sich nur durch solche Funktionen von unten bzw. von
oben mit demselben Ergebnis annédhern lassen.

»  Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war nach den Aussagen: (1)
Fiir eine offene Menge M gilt y,, € H'(R"). (2) Fiir eine abgeschlos-
sene Menge M gilt y,, € HY(R").

Zu (1): Da yj keine negativen Werte annehmen kann, ist die Aussa-
ge richtig, siehe Satz 5.4 (1). Bei nicht beschriankten Mengen kann das
Integral fR" xum (x)d"x dabei auch unendlich grof3 werden.

Zu (2): Die Funktion y,, besitzt auf der abgeschlossenen Menge M
den positiven Funktionswert 1. Sie gehdrt daher nur dann zu H ¥ (R”"),
wenn M beschrinkt ist. Das Integral f]Rn xum (x)d"x bleibt dann stets
endlich.

2 Benannt nach dem franzésichen Mathematiker Henri Léon Lebesgue, 1875-1941.
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Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Das Lebesgue-Integral verallgemeinert die zuvor besprochenen Integralbegriffe:

e Natiirlich ist jede Funktion f € C.(R") Lebesgue-integrierbar.

e Fiir Funktionen f € HY(R") und g € H'(R") sind Unter- und Oberinte-
gral gleich und gleich dem bisherigen Integral fiir Funktionen aus H'(R")
bzw. HT(R").

Beweis Betrachten wir eine Funktion f € H*(R"): Zunichst ist [, f(x)d"x=
J f(x)d"x, wo [ fiir den bisherigen Integralbegriff fiir Funktionen aus H YR
steht. Dies folgt direkt aus der Definition von f*, wenn man ¢ = f wibhlt.

Um die Gleichheit von [* f = [ f einzusehen, wihlen wir eine Folge ¥ €
C.(R"™) mit ¥, | f.Damit ist nach Definition des Integrals fiir Funktionen aus
HY([R™)

[ rerax =it [ an

Andererseits gilt mit ¥, € C.(R") auch ¥ € H'(R"). Damit ist nach Definition
des Oberintegrals

ig[w&ﬂ”zjf@WWE[ﬂﬂWx:[ﬂﬂfm

wobei wir verwendet haben, dass stets f* f=< f * f gilt. Insgesamt muss somit
tiberall das Gleichheitszeichen gelten.

Ebenso stimmen fiir Funktionen g € H T(IR") bisheriges Integral, Unterintegral
und Oberintegral iiberein. °

Funktionen f € HY(R") und g € H'(R") sind daher genau dann Lebesgue-in-
tegrierbar, wenn gilt

/f(x)d”x > —00 bzw. /g(x)d”x < 0.

Wir miissen somit keine Unterscheidung zwischen den verschiedenen Integralbe-
griffen machen. Das Lebesgue-Integral fiihrt die bisher unterschiedlichen Begriffe
in einen allgemeinen Integralbegriff zusammen. Es ist allerdings auf endliche Inte-
gralwerte beschrinkt.

Lebesgue-integrierbare Funktionen erfiillen das folgende, sehr anschauliche Kri-
terium:

Eine Funktion f :R" — R U {400} ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
es zu jedem ¢ > 0 eine Funktion g € C.(R") gibt mit

/iﬂm—g@nwx<a

Rn
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Im Sinn dieser Bedingung ldsst sich also eine Lebesgue-integrierbare Funktion be-
liebig genau durch Funktionen aus C.(R") approximieren.

Auch wenn wir keinen vollstindigen Beweis dieses Kriteriums angeben wollen,
so ist es doch zumindest plausibel, da alle besprochenen Integralbegriffe letztlich
auf die Annédherung durch Funktionen aus C.(R") zuriickgehen. o

Lesehilfe

Das Lebesgue-Integral ist kein einfacher Begriff. Letztendlich aber ist es der
Integralbegriff, mit dem sich samtliche ,,normale‘ Integrale iiber ,,verniinf-
tige* Funktionen erfassen lassen. Eine Beschrinkung auf stetige Funktionen
beispielsweise wire dafiir zu eng, auch wenn es natiirlich viele Anwendungen
gibt, in denen man es nur mit stetigen Funktionen zu tun hat.

Fiir die konkrete Berechnung von Integralen spielt der eigentliche Typ des Integrals
in der Regel gar keine Rolle. Das Lebesgue-Integral ist also einfach das ,,Integral*
— es schliefit alle bisher behandelten Integraltypen mit ein und alle bisher genannten
Zusammenhidnge und Formeln bleiben giiltig.

Beispiel

Die Indikatorfunktion y g-+ mit Q** = [0, 1] x [0, 1] ist Lebesgue-integrierbar. Fiir
das Unterintegral muss y g« von Funktionen ¢ € H YR™) mit g < X o+ angenihert
werden. Wir wollen als Funktionen ¢ andere Indikatorfunktionen wihlen. Es ist
x4 € HY(R"), wenn A abgeschlossen ist. Fiir 0 < & < 1 setzen wir A, := [0, 1 —¢] x
[0,1 —¢]. Danniist x4, < y o+ fiir alle £ und

/XQ**(x)d”x = sup{[)(Ag(x)d"x‘O <eg< 1}

* Rn

=1 d"x = lim(1 —¢)*> = 1.
lim / Xa.(x)d"x J{ré( €)
Rn

Analog gehen wir fiir das Oberintegral vor: Wir benétigen jetzt offene Mengen U
und Funktionen yy > yo++. Fiir ¢ > 0 setzen wir U, := ]—e¢, 1[ X ]—¢, 1[. Damit ist
Xu, = X g+ und

*

/)(Qw (x)d"x

inf{ / xu.(x)d"x ‘ £ > O}

R”

li d'x = 1.
;{r(l)/m(x) X
Rn
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5.3 Ansatze zur Berechnung von Mehrfachintegralen

Ein (Lebesgue-)Integral | f(x)d"x erstreckt sich iiber den gesamten R”. Damit
es endlich bleibt, muss der Integrand fiir |[x| — oo schnell genug gegen 0 gehen
oder einen kompakten Triger besitzen, also aulerhalb eines kompakten Quaders
Q identisch verschwinden. In letzterem Fall sind die Integralgrenzen praktisch im
Integranden mit enthalten und es ist

/f(x)d"x:/f(x)d”x.
R” (¢

Aber natiirlich kann ein Integral iiber eine beliebige Funktion f auch explizit auf
eine Menge G C R” eingeschrinkt werden: Mit der Indikatorfunktion

1 firxeG

16(x) = {0 firx e R"\ G

lasst sich das Integral dann ebenso als Integral iiber R” schreiben,

/f(x)d”x:/f(x))(g(x)d"x. (5.27)
G R~

Zwar treten Integralgrenzen in einem solchen Lebesgue-Integral nicht explizit auf
und sind im Integranden verborgen — was Vorteile in der Formulierung theoretischer
Eigenschaften der Integrale mit sich bringt —, fiir die praktische Berechnung eines
solchen Integrals miissen wir uns i. Allg. aber doch ganz explizit um die Grenzen
kiimmern.

5.3.1 Integralgrenzen

Der einfachste Fall liegt vor, wenn es sich bei der Menge G, iiber die integriert
werden soll, um einen Quader

Q = [Cl1,b1] X...X [anabn]

handelt. Die Integralgrenzen besitzen dann keine wechselseitigen Abhzngigkeiten
und die Integrationen iiber die Variablen x1, ..., x,, konnen unabhingig voneinan-
der ausgefiihrt werden,

by by /b

/f(x)d”x:/... / /f(xl,...,x,,)dxl dx, | ...dx,,
0 a

an a2
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sofern alle Integrale existieren, siche auch Abschn. 5.1.1. Ein dhnliches Vorgehen
bleibt moglich, wenn etwa bei einem zweidimensionalen Integral das Integrations-
gebiet G C R? auf dem x-Intervall [a, b] fiir y durch stetige Funktionen ¢, ¥ mit
¢ < ¥ beschrinkt wird: Dann haben wir

b ¥ (x)
[f(x,y)dxdy = /dx [ dy f(x,y) . (5.28)
G a $(x)

Im Allgemeinen ist es notwendig, die geometrische Form des Integrationsbereichs
G irgendwie“ in Integrationsgrenzen fiir Integrationsvariablen x, . . ., x,, zu iiber-
setzen. In praktischen Anwendungen hat man es oft mit zwei- oder dreidimen-
sionalen Integralen auf zusammenhéngenden kompakten Mengen zu tun, die sich
aus der Geometrie der betrachteten Fragestellung ergeben, man integriert also bei-
spielsweise iiber Kreise, Kugeln, Zylinder usw. Wir werden noch sehen, dass solche
Integrationen durch einen Wechsel der Koordinaten wesentlich vereinfacht werden.

Oft ist auch einfach das ,,Volumen* einer Menge G C R” von Interesse. Man
erhilt es als Integral tiber ihre Indikatorfunktion yg,

Vol(G) = /)(G(x) d'x = /d”x eR,. (5.29)
R* G

Fiir n = 2 hat man es mit einem Flidcheninhalt zu tun und fiir » = 3 mit einem
rdumlichen Volumen.

»  Zwischenfrage (6) Sind die folgenden Aussagen richtig? (1) Das Vo-
lumen einer Menge G kann nur dann endlich sein, wenn die Menge
beschrinkt ist. (2) Ein Integral |, ¢ Jf(x) d"x kann nur dann endlich sein,
wenn Vol(G) endlich ist.

Beispiel
Wir wollen die Flidche F des Einheitskreises berechnen, also tiber die Menge G =
{x € R?||x| < 1} integrieren:

F :/d2x= / dxdy. (5.30)

G x24y2<1

Im Sinn von (5.28) haben wir also x € [—1, 1] mit ¢(x) = —+/1 —x2und ¥ (x) =
v1—x2und f(x,y) = 1. Also ist
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Die Ausfiihrung der y-Integration fiihrt auf

F:jdx(ﬂ—(—ﬂ))zzjdxm.

-1 -1

Das verbleibende Integral kennen wir bereits, siehe (3.12) und (3.16). Mit seinem
Wert 7r/2 erhalten wir das Ergebnis F = .

>  Antwort auf Zwischenfrage (6) Gefragt war nach den Aussagen: (1)
Vol(G) < oo nur fiir beschrénkte Mengen G. (2) [, ¢ J(x)d"x endlich
nur, wenn Vol(G) < co.

Zu (1): Nein, die Aussage stimmt nicht. Es gibt unbeschrinkte
Mengen mit endlichem Volumen. Ein Beispiel ist die Menge G =
{(x,y)|x € R,0 <y < 1/(1 + x?)} C R? Thr Flicheninhalt ist
Vol(G) = m, siehe (2.22). Auch kann eine Menge G nur aus einzelnen
isolierten Punkten bestehen, etwa G = {(n,n,n) |n € N} C R3. Sie ist
unbeschriankt und besitzt das Volumen 0.

Zu (2): Auch diese Aussage stimmt nicht. Wenn der Integrand fiir
|x| — oo schnell genug klein wird, kann auch ein Integral iiber den
gesamten Raum endlich bleiben. So ist etwa [ e~ dxdy = 7,
siche (5.56).

5.3.2 Nullmengen

Eine Menge N C R" heil3t Nullmenge, wenn sie das Volumen 0 hat, d. h., wenn gilt

Vol(N) = /XN(x) d'x = [d"x =0. (5.31)

R~ N

Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen bleibt eine Nullmenge.

Ein Punkt im R” ist eine Nullmenge, denn man kann den Punkt auffassen als
Quader mit den Seitenlidngen 0, siehe (5.7).

Mit einer ,Linie* ist es schwieriger. So besitzt das Intervall [0, 1] in R! das
Volumen 1 und ist keine Nullmenge; [0, 1] besteht aus iiberabzihlbar vielen Ein-
zelpunkten. In R? aber ist [0, 1] x {0} eine Nullmenge. Allgemein gilt:

Jede Hyperebene H C R" ist eine Nullmenge. Jede Hyperebene kann als Vereini-
gung abzihlbar vieler entarteter Quader mit einer Seitenlédnge 0 dargestellt werden.
In R? entsprechen die Hyperebenen den Geraden. In R? sind die Hyperebenen die
gewohnlichen Ebenen. In R* sind die Hyperebenen dreidimensionale Untermengen
usw. Mit den Hyperebenen sind natiirlich auch alle Teilmengen von Hyperebenen
Nullmengen.
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Lesehilfe

Im Unterschied zu Quadern sind Hyperebenen nicht beschrinkt. Aber sie las-
sen sich durch abzahlbar unendlich viele Quader iiberdecken. Nehmen wir
als einfaches Beispiel die Gerade y = 0 im R?2, also die x-Achse. Sie ist eine
Hyperebene im R2. Die x-Achse wird iiberdeckt durch die abzihlbar vielen
Intervalle [k, k + 1],k € N,und [—(/ + 1), =], € N, die allesamt entartete
Quader [k, k + 1] x {0} C R? sind, also eine Seitenlinge 0 und damit das Vo-
lumen 0 besitzen. Ebenso lisst sich eine (Hyper-)Ebene im R? beispielsweise
durch abzihlbar unendlich viele gleich grofle Quadrate iiberdecken.

Das édndert sich nicht, wenn die Hyperebenen und die sie iiberdeckenden
Quader nicht achsenparallel sind: Thre Integrale konnen durch eine Koordi-
natendrehung leicht auf Integrale iiber achsenparallele Quader zuriickgefiihrt
werden, siche (5.43).

Eine Hyperebene wird gegeben durch eine lineare Koordinantengleichung. Es kann
somit eine Koordinate durch die (n — 1) iibrigen Koordinanten ausgedriickt werden.
Dies kann verallgemeinert werden: Es sei A C R"~! eine kompakte Menge und
f : A — R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von f,

I'y={x,y)|lxeAdy= f(x)} CR", (5.32)

eine Nullmenge in R”. So ist beispielsweise ein Kreisbogen mit Radius 1 eine Null-
menge des R?: Er kann aus zwei Halbkreisen zusammengesetzt werden mit den
Graphen I} und I der Funktionen fi, f> : [-1,1] = R mit fj(x) = v 1 —x2,
fo(x) = =1 —x2.

»  Zwischenfrage (7) Sind die Hyperebenen in (5.32) mit enthalten?

,, Fast iiberall gleich*

Man nennt zwei Funktionen f, g : R” — R (Lebesgue-)fast iiberall gleich, wenn sie
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, wenn also die Menge {x e R" | f(x) #
g(x)} eine Nullmenge ist. Ist f integrierbar, so ist auch g integrierbar, und es gilt

[f(x)d"x :[g(x)d”x.

Dies ldsst sich auf Integralgrenzen tibertragen: Sind die Indikatorfunktionen y ¢ und
Xg+ zweier Mengen G, G* C R” fast iiberall gleich, so gilt fiir eine integrierbare
Funktion f : R"” - R

[f(x)xgd”x:/f(x))((;*d”x, d.h. [f(x)d"x:[f(x)d"x.
G G*

(5.33)

Es ist also egal, ob man iiber die Menge G oder die Menge G* integriert, wenn die
Mengen sich nur durch eine Nullmenge voneinander unterscheiden.
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Beispiele
(1) In R? sind Strecken und Geraden, Kreise, Ellipsen, Parabeln usw. Nullmengen.

In R3 sind Ebenenausschnitte und vollstindige Ebenen, Kugeloberflichen, El-
lipsoidoberflachen, Rotationsparabeln usw. Nullmengen.

Auch die Vereinigung endlich vieler oder auch abzihlbar unendlich vieler sol-
cher Teilmengen sind Nullmengen.

(2) Der Quader Q = [0,1] x [0, 1] C R? ist abgeschlossen, der Quader Q* =
10,1[ x]0, 1] ist offen und der Quader Q** = [0, 1] x[0, 1] ist weder offen noch
abgeschlossen. Die Indikatorfunktionen y o, x o, x o+« sind fast iiberall gleich und
esist [, 0= / 0 = /, - Es ist also egal, iiber welchen dieser Quader integriert wird.

>  Antwort auf Zwischenfrage (7) Gefragt war, ob die Hyperebenen in
Mengen der Form

Iy ={x.y)|x € A,y = f(x)} CR"

mit enthalten sind.

Da die Menge A kompakt sein muss, sind vollstindige Hyperebenen
nicht in den Mengen der Form I’y enthalten. Allerdings ergeben lineare
Funktionen f, also Funktionen f mit f(x,...,x,—1) =a;x; + ...+
ay_1Xy—yund ay,...,a,_; € R, kompakte Ausschnitte von Hyperebe-
nen. Im Allgemeinen handelt sich sich bei I’y um kompakte ,,Hyper-
flichen®, deren Form von f abhingt und die natiirlich auch gekriimmt
sein konnen.

5.3.3 Transformationsformel

Die Berechnung von Integralen kann insbesondere bei zwei- oder dreidimensio-
nalen Integralen, also Flichen- oder Volumenintegralen, oft wesentlich vereinfacht
werden, wenn die Koordinaten dem Problem angepasst gewihlt werden, wenn also
etwa statt kartesischer Koordinaten Polarkoordinaten verwendet werden. Ein sol-
cher Wechsel der Koordinaten erfordert aber auch eine Transformation des Fldchen-
oder Volumenelements, was wir uns im Folgenden geometrisch klarmachen wollen.

Betrachten wir ein Flachenintegral in den normalen kartesischen Koordinaten

x7y9

1 :/f(x,y)dxdy. (5.34)
G

Wir wollen zu anderen Koordinaten u, v iibergehen, die sich natiirlich eineindeutig
aus x, y ergeben miissen, es ist also ¥ = u(x, y) und v = v(x, y) und umgekehrt
lassen sich auch wieder x und y aus u und v berechnen, x = x(u,v) und y =
y(u,v). Den Integranden konnen wir daher ohne Weiteres als Funktion von u, v
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ausdriicken:

f.y) = fx@.v). y(.v)) =: fu.v). (5.35)
Zusitzlich ist aber auch das ,,Flichenelement” durch die neuen Koordinaten auszu-
driicken: Die lineare Nidherung der Funktionen u und v um eine Stelle (x, y) ergibt

zunichst die Gleichungen

du = u,dx +u,dy
dv = v,dx + v,dy, (5.36)

wobei u, = d,u, u, = d,u usw. fiir die partiellen Ableitungen stehen.

Lesehilfe
Die lineare Niherung der Funktion u# um die Stelle (x, y) lautet

u(x + Ax,y + Ay) = u(x,y) + o u(x, y)Ax + dyu(x, y)Ay.
Dies kann man schreiben als
u(x + Ax,y + Ay) —u(x, y) = d,u(x, y)Ax + dyu(x, y)Ay
oder mit Au = u(x + Ax,y + Ay) —u(x, y) als
Au = 9, u(x, y)Ax + dyu(x, y)Ay.

Ersetzt man hier die Abweichungen Au, Ax und Ay durch du, dx und dy,
so erhilt man die erste der Gleichungen (5.36).

Das Flichenelement, das den Koordinateninderungen dx und dy entspricht, ergibt
sich in uv-Koordinaten aus dem Parallelogramm, das du und dv damit aufspannen.
Die Kantenvektoren k,, und k,, dieses Parallelogramms werden durch die Gleichun-
gen (5.36) gegeben, d. h., es ist

k, = U, dx ’ K, = vdx '
u,dy v,dy
Das Flichenelement hat daher die Grof3e

u,dx vydx
uydy | X [ vydy || = |uxvy —viuy[dxdy.
0 0
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Lesehilfe

Den hier verwendeten ,, Trick* mit der Parallelogrammflache kennst du sicher:
Wird ein Parallelogramm durch die Vektoren (@, b) und (¢, d) aufgespannt,
so erweitert man die Vektoren kiinstlich um die dritte Komponente 0, um
das Vektorprodukt verwenden zu konnen. Der Betrag des Vektors (a, b, 0) x
(c,d,0)=(0,0,ad —bc) ergibt dann den Flicheninhalt des Parallelogramms.

Der Term u v, — v,u, kann als Determinante geschrieben werden:

Uy Uy a(u,v)
Uy — Vylly = det( vy) - det 3) (5.37)

Die Matrix g((z ”g heiBt die Jacobi-Matrix® und deren Determinante die Funktio-

naldeterminate der Koordinatentransformation. Wir konnen unser Ergebnis somit
schreiben als

-1

a(u,v)
d(x.y)

a(u,v)
d(x,y)

Da Funktionaldeterminanten fiir Hin- und Riicktransformationen invers zueinander
sein miissen, gilt dabei

dudv = ‘det 'dx dy oder dxdy = ‘det dv. (5.38)

A, v) [ A(x. y)
det = |det , 5.39
' 3x.y) ' A TORD) 639
sodass (5.38) auch in der Form
9
drdy = |det XX gy dy (5.40)
a(u,v)

angegeben werden kann.

Lesehilfe
Das Berechnen der Funktionaldeterminate kann also in beide Richtungen
erfolgen: Wenn man u = u(x, y) und v = v(x, y) vorliegen hat, ist g((: ;;

leichter zu bilden. Hat man die umgekehrten Zusammenhange x = x(u,v)

und y = y(u,v), so bietet sich die Berechnung von gg’“ ) Durch Inversion

erhdlt man jeweils leicht die andere Funktionaldetermmate

3 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Gustav Jacobi, 1804—1851.
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Kommen wir schlielich zu unserem Ausgangsintegral zuriick: Mit dem Wechsel zu
neuen Koordinaten u = u(x, y) und v(x, y) gilt fiir ein Flichenintegral

0 I 4y do. (5.41)

d(u,v)

det ——

/ flx.y)dxdy = / £ v). y (. v))

Im zweiten Integral muss das Integrationsgebiet G und damit die Integralgrenzen
dann natiirlich auch durch die neuen Koordinaten u und v ausgedriickt werden.

Allgemeine Formulierung
Vollkommen analog zu Flidchenintegralen kann die Transformationsformel (5.41)
auch fiir Volumenintegrale hergeleitet werden. Sie gilt allgemein in folgender Form
fiir Funktionen mit n Variablen:

Essei¢ : U — V eine bijektive Abbildung der offenen Mengen U, V € R". So-
wohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢! seien stetig differenzierbar. Ihre Funk-
tionaldeterminante wird gegeben durch

gﬂ 34’1

det(Dg) := deta((pl—%):z det| : .. | (5.42)
(Uy,...,uy) 8¢n g
oup duy

Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt

Satz 5.5 Eine Funktion f :V — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion
(f o@)|det(D@)| iiber U integrierbar ist. Dann gilt

/ £ (@) | det(D (u))| d"u = / flx)d'x.
U |4

Beweis Der vollstindige Beweis dieses Satzes fiir Lebesgue-Integrale erfordert
einigen Aufwand. Wir belassen es bei der oben gegebenen geometrischen Begriin-
dung. o

Lesehilfe zum Satz
Die Abbildung ¢ tiberfiihrt die Menge U in die Menge V. Die Menge U stellt
die Integralgrenzen fiir die Integrationsvariablen u, .. ., u, dar, wihrend die
Menge V die Grenzen fiir den anderen Satz Variablen, xi, . .., X, bildet. Da-
bei sind auch U = R” und/oder V' = R” erlaubt.

Wir werden in den Beispielen sehen, wie die Ubertragung der Grenzen
praktisch aussieht.
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Natiirlich gilt Satz 5.5 auch fiir einfache lineare Koordinatentransformationen, also
eine lineare Abbildung ¢ : U — V mit ¢(u) = Au, wo A eine umkehrbare n x n-
Matrix reeller Zahlen ist. Dann ist

[f(Au)|detA|d"u=/f(x)d”x (5.43)
U 14

und die Konstante | det A| kann auch vor das Integral geschrieben werden. Ist A
speziell eine orthogonale Matrix, so ist |det A| = 1, und das Integral dndert sich
unter einer solchen Transformation nicht. Man hat es dann mit Drehungen und/oder
Spiegelungen zu tun.

»  Zwischenfrage (8) Warum ist fiir eine lineare Abbildung ¢ : U — V
mit ¢ (u) = Au die Funktionaldeterminate einfach gleich det A?

5.3.4 Beispiele

(1) Kreis und Kugel: Bei radialsymmetrischen Problemen der Ebene bietet sich
anstelle der kartesischen Koordinaten x, y die Verwendung von Polarkoordinaten
r, ¢ an. Es ist

X =rcosg, y =rsing (5.44)

mit 7 € Ry und ¢ € [0, 27r[. Die Funktionaldeterminate der entsprechenden Koor-
dinatentransformation lautet

9 e
det (x,y) det(cos<p rsing

a(r, ) sing  rcosg

Fiir das Flichenelement haben wir also

) =rcos’g +rsin’p =r. (5.45)

dxdy = rdrde. (5.46)

Die Form des Flidchenelements in Polarkoordinaten ist geometrisch leicht nachzu-
vollziehen, siche Abb. 5.4.
Wir kommen nun noch einmal auf das Beispiel (5.30) zuriick, also die Fldche

des Einheitskreises
F:[dzx: [ dxdy.

G x24y2<1
Mit dem Wechsel zu Polarkoordinaten haben wir jetzt

2
rdrde.

J.l)\_

(=)

r=0¢=
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T

Abb. 5.4 Das Flichenelement wird in Polarkoordinaten gegeben durch r dr dg. Mit dem Winkel
dey wird im Abstand r vom Ursprung das Bogenstiick r dg iiberstrichen (Strich-Punkt). Multipli-
ziert mit dr ergibt sich daraus das Fliachenelement r dr d¢ (gepunktet)

Hier sind die Integralgrenzen des Einheitskreises durch die Polarkoordinaten aus-
gedriickt worden. Wie man sieht, haben wir es jetzt nur noch mit einer Integration
iiber den r¢-Quader [0, 1] x [0, 2] zu tun und erhalten nun ganz leicht

2

1
= [rdr dep = 2/2 =T

r=0 o=

(=]

Lesehilfe

Wenn du genau hinsiehst, stellst du fest, dass es sich beim xy-
Integrationsgebiet G = {(x, y) | x> + y? < 1} und dem r ¢-Integrationsgebiet
5 = [0, 1] x [0, 27] nicht um offene Mengen handelt. Auch ist die Transfor-
mation nicht bijektiv, da der Punkt (x, y) = (0,0) durch simtliche Punkte
(r,¢) = (0,) mit o € [0, 27| abgebildet wird. Dies lieBe sich ,,reparieren*,
indemman V = {(x,y) | 0 < x>+ y*> < 1, x # 0} (offener Einheitskreis ohne
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0 und ohne die positive x-Achse) und U =]0, 1[ x ]0, 27 [ (offener Quader)
wihlt: Damit hitte man offene Mengen U, V' und eine bijektive Transforma-
tion ¢ : U — V im Sinn von Satz 5.5.

Tatsdchlich muss man hier aber nicht so genau hinsehen: Die Unterschiede
zwischen G und V und zwischen G und U sind Nullmengen. Daher ist /. G =
Jy, und [z = [, und mit dem obigen Vorgehen ist alles in Ordnung.

Fiir radialsymmetrische Fragestellungen im Raum bietet sich die Verwendung der
Kugelkoordinaten r, 9, ¢ an: Die Richtung des Ortsvektors der Linge r wird hier
neben dem Winkel ¢, der wie bei ebenen Polarkoordinaten die Lage seiner Projek-
tion in die x y-Ebene angibt, noch durch den zweiten der Winkel ¢ beschrieben, den
er mit der positiven z-Achse einschlieBt.* Es ist

X = rsint cos g
y =rsintsing (5.47)

z =rcost.
mitr € Ry, ¥ € [0, 7], ¢ € [0, 27[. Wir berechnen die Funktionaldeterminate:

sinf cosg rcosthcosg —rsindsing

d(x, y.2) o . .
detmz singsing rcosd¥sing rsindcosg
U cos ¥ —r sin ¢ 0

=Cosﬁrcosﬁc9s<p —r.s1n19s1nq0 +rsm1981,m9098¢ —r.smﬁsmqo
rcostsing rsind cosg singsing  rsind cosg

= cos l?(r2 cos ¥ sin 19) + rsin 19(r sin’ 19)

= r2sin 9. (5.48)

Lesehilfe

Zur Berechnung der Determinante haben wir nach ihrer dritten Zeile entwi-
ckelt und mehrfach den , trigonometrischen Pythagoras® sin® o + cos’a = 1
verwendet. Schreibe dir die Entwicklung im Zweifel einfach selbst noch ein-
mal langsam auf ;-)

Das Volumenelement lautet in Kugelkoordinaten also

dx dydz = r?sin® dr d9 dg. (5.49)

4 Kugelkoordinaten werden auch als ,,sphirische Polarkoordinaten* bezeichnet. Generell ist zu
beachten, dass ¢ manchmal auch den Winkel bezeichnet, den der Ortsvektor mit der xy-Ebene
einschlieft. Es ist also auf die jeweils verwendete Konvention zu achten.
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Analog zu den Polarkoordinaten der Ebene ist auch die Geometrie dieses Volumen-
elements unmittelbar nachzuvollziehen: Der Ausdruck r2sin® d¢ dg entspricht
dem Segment der Kugeloberfldche mit dem Radius r, das von den Winkeln d? und
dg iiberstrichen wird. Multipliziert mit der Hohe dr ergibt sich das Volumenele-
ment.

Das Volumen einer Kugel mit dem Radius R um den Ursprung kann nun leicht
berechnet werden:

R bd 2
V= / dxdydz:/rzdr/sinﬁdﬁ/qu
x2+y2422<R2 0 0 0
R? 4
= —-2.-2r = -nwR". (5.50)
3 3

Ubrigens lisst sich aus (5.50) auch die Oberfliche der Kugel ablesen: Fiir sie ist
r = R = const., sodass die r-Integration entfillt und wir O = 47 R? erhalten.

»  Antwort auf Zwischenfrage (8) Gefragt war nach der Funktionalde-
terminante einer linearen Abbildung ¢ : U — V mit ¢(u) = Au.
Ausgeschrieben lautet die Gleichung ¢ (#) = Au mit den Matrixele-
menten a;; der Matrix A

1 ap ccoanp\ fur
¢n anl ttr dpp Up
Es ist somit ¢; = Z;:I ajjuj,k=1,...,n,und daher gi; = a;;. Also
ist
i) i)
o ay - ay
det(Dgp) =det| : . | =det] : . | =detA.
Ay Ay
afl afn Ayl *+  dnn
(2) Ellipsoid: Ein n-dimensionales Ellipsoid mit den Halbachsen ay, ..., a, ist die
Menge

E(ay,...,a,) = ;(xl,...,x,,) cR”

n 2
Z(z—) < 1}. (5.51)
i=1 !

Die n-dimensionale Einheitskugel wird gegeben durch

Yol < 1§. (5.52)

Ki(R") = {(xl,...,xn) eR"
i=l1

Das Ellipsoid E(ay,...,a,) ist das Bild der Einheitskugel unter der linearen Ab-
bildung

(X1, .., Xp) > (@1Xxq, ..., anXy),
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mit der die i-te Koordinatenrichtung mit dem Faktor a; gestreckt wird. Dieser Ab-
bildung ist die Matrix A = diag(ay, ..., a,) mit der Determinate det A = a; .. .a,
zugeordnet. Nach (5.43) gilt daher (hierist f = 1)

/ |det A| d"u = / d"x,

(R E(ay,....an)
d.h.
Vol(E(ay,....a,)) = aj ...a, Vol(K{(R")). (5.53)
Das Volumen des Ellipsoids mit den Halbachsen a, . . ., a, ist gleichdema; . . .a,-

Fachen des Volumens der n-dimensionalen Einheitskugel.

Eine ebene Ellipse mit den Halbachsen a und b besitzt daher die Fliche wab
und ein dreidimensionales Ellipsoid mit den Halbachsen a, b und ¢ das Volumen
4 5
smabc.

Lesehilfe

Hier haben wir natiirlich Vol(K(R?)) = & (Kreisfliche 7 R?> mit R = 1) und
Vol(K(R?)) = 47/3 (Kugelvolumen (4/3)7R® mit R = 1) verwendet. Die
Fléache einer Ellipse und das Volumen eines Ellipsoids sind also recht einfach
zu erhalten. Beachte aber, dass der Umfang der Ellipse (siehe (6.26)) oder die
Oberfldche des Ellipsoids nicht auf diese Weise zuginglich sind.

(3) In den obigen Beispielen haben wir nur Volumina von Mengen berechnet, hatten
es also mit Integranden f = 1 zu tun. Wir wollen nun das Integral iiber f(x, y) =
¢ auf dem Kreis mit dem Radius R berechnen:
2_.,2
I = / e Y dxdy. (5.54)
x2+y2<R?
Der Wechsel zu Polarkoordinaten r, ¢ fiihrt hier wegen x> + y? = r? auf

2 R

R
1 :/d@/drre_’2 :27t/drre_’2.
0 0

0

3 Fiir n > 3 ist zur Verwendung der Formel zunichst das Volumen der entsprechenden Einheitsku-
gel zu ermitteln. Es wird gegeben durch

ﬂn/z

Vol(K1(R")) = T 112

mit der Gammafunktion I”, die die Fortsetzung der Fakultdt auf reelle Zahlen darstellt (es ist
(14 n) =n!fiirn € N). So ist etwa Vol(K(R*)) = n2/2.
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Abb.5.5 Der Graph der Funktion f : R? — R mit f(x,y) = ¢~ =* kann als Fliche in einem
xyz-Koordinatensystem mit z = f(x, y) dargestellt werden. Das Integral [p. e dx dy ent-
spricht dem Volumen, das dieser Graph mit der xy-Ebene einschlieit. Es besitzt den endlichen
Wert o

Das verbleibende r-Integral kennen wir bereits, siche (3.6). Mit der Stammfunktion
—(1/ 2)e”'2 erhalten wir

1 R 1 1
[ =2n [_E e’z}o =2 (_E e Ry E) = n(l —e*RZ). (5.55)

Der Grenzwert R — oo ergibt das Integral iiber die gesamte x y-Ebene. Es ist daher

/ e dxdy = 1. (5.56)
]RZ

Der Graph der Funktion f : R? — R mit f(x,y) = e=¥"=>” schlieBt also mit der
xy-Ebene das endliche Volumen 7 ein, sieche Abb. 5.5.

(4) Gravitationspotenzial einer radialsymmetrischen Massenverteilung: Ein
Massenpunkt der Masse m, der sich am Ort x befindet, erzeugt im Punkt a # x ein
Gravitationspotenzial der Grof3e

m

Vaula) =G .
|x —al
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Darin steht G fiir die universelle Gravitationskonstante. Hat man es nicht nur mit
einem Massenpunkt, sondern mit einer auf den Korper K ausgedehnten Massen-
verteilung der Dichte o : K — R zu tun, so ist fiir das von diesem Korper erzeugte
Gravitationspotenzial iiber sdmtliche seiner ,,Massenpunkte* o d3x zu summieren:

o(x)
|x —al’

Vk(a) =G / d*x ad¢kK. (5.57)

K

Wir wollen nun eine um den Ursprung zentrierte, radialsymmetrische Massenver-
teilung innerhalb einer Kugel mit dem Radius R annehmen. Es ist also

K={xeRx*+y2+z2<R%

und ¢ = o(|x|). Der Punkt a liege aulerhalb der Massenkugel. Aufgrund der Radi-
alsymmetrie konnen wir annehmen, es sei @ = (0,0, a) mita > R.

Hat nun ein Punkt x € K die Kugelkoordinaten (7, 9, ¢), so gilt fiir den Abstand
|x — al

|x —(0,0,a)]* = (@ —r cos¥)> + r?sin® & = a® + r* —2ar cos ¥,
siche Abb. 5.6. Das Volumenintegral (5.57) lautet somit in Kugelkoordinaten
R bd 2 5 . 9
V(@) = G [ dr / o / dp —_sinv o)
Var +r?—2arcosd
0 0 0
R bd

sin
=27G | drrio(r /dﬁ . 5.58
0[ a( )0 Va2 +r2—=2arcos? (5.58)

Die Integration iiber ¢ konnte separat ausgefiihrt werden und ergab nur den Fak-
tor 2. Die verbleibenden Integrationen tiber r und @ sind ,,gekoppelt”. Die -
Integration kann unter Verwendung der Substitution ¢ = — cos ¢ ausgefiihrt werden.
Mit d¢ /d¥ = sin ¢ und damit sin ¢ d = dr erhalten wir

1

T
sin ¥ dot dr l\/—
/ = = —+Va%*+r?+2art
2
0 Va

+r2—2arcos? 1 a?+r2+2art ar

1

t=—1

L(x/az—l—rz—i—Zar— Va? +r2—2ar)

ar
(Va+rm=va=rp)

1 2r 2
—@a+r—(a—-r)=—=-.
ar ar a

1
ar
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z

Abb.5.6 Der Punkta = (0,0, a) liegt auf der z-Achse und besitzt den Abstand @ vom Ursprung.
Der Punkt x im Inneren der Massenkugel hat den Abstand r vom Ursprung und sein Ortsvektor
weist den Winkel ¢ zur z-Achse auf. Das Dreieck 0, a, x besitzt daher die Hohe r sin ¢} (gepunktet)
und der Satz des Pythagoras ergibt fiir den Abstand der Punkte x und a: |x —a|> = (a —r cos ) +
(r sin%)?

Lesehilfe
Wie du siehst, wurde hier lediglich ein Integral in der Form
dr 2
— = [ (b+et)yVPdt == + )
[ == ferorra=Corw
ausgefiihrt. Darin stecken die ,,Potenzregel” und die Substitution von b + ct,
die den Faktor 1/c ergibt.

Wir haben somit das Ergebnis

R
Vk(a) = 471% / dr r2o(r). (5.59)
0

Die verbleibende Integration iiber r kann im Prinzip ausgefiihrt werden, wenn ein
Massendichteverlauf o(r) der Massenkugel bekannt ist. Allerdings gilt fiir ihre Ge-
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samtmasse

o ow R
M :K[d3xg(x) :0/ [dl? smﬁ/dr r?o(x) = 47t/dr r? o(x),

0

sodass sich das Potenzial letztlich schreiben lésst als
GM
Vk(a) = (5.60)
a

Im Auflenraum der radialsymmetrischen Massenverteilung wirkt die Masse so, als
ob die Gesamtmasse vollstindig im Mittelpunkt der Kugel konzentriert wdre.

Das Wichtigste in Kiirze

o Stetige Funktionen auf einem kompaktem Quader konnen ,,normal“ der
Reihe nach integriert werden: eine Variable nach der anderen. Die Reihenfol-
ge spielt dabei keine Rolle.

o Stetige Funktionen auf kompaktem Triger besitzen nur auf einer be-
schrinkten Menge Funktionswerte ungleich 0. Ihre Integrale konnen ohne
explizite Grenzen formuliert werden.

e Nach dem Satz von Dini konvergieren monotone Funktionenfolgen mit ste-
tiger Grenzfunktion immer gleichméBig. Diese besondere Konvergenzeigen-
schaft monotoner Folgen ist Ausgangspunkt fiir die Verallgemeinerung des
Integrals auf nicht stetige Funktionen: Man betrachtet monotone Folgen ste-
tiger Funktionen ohne die Forderung nach stetiger Grenzfunktion.

o Bei halbstetigen Funktionen finden Spriinge entweder nur nach oben oder
nur nach unten statt. Die Halbstetigkeit ist die zentrale Eigenschaft fiir Funk-
tionen, die sich als Grenzwert monotoner Funktionenfolgen darstellen lassen.

e Die Indikatorfunktion einer Menge M < R” besitzt fiir Argumente x € M
den Funktionswert 1 und ansonsten den Funktionswert 0.

e Das Lebesgue-Integral hebt die Probleme und Fallunterscheidungen im Zu-
sammenhang mit der Integration halbstetiger Funktionen auf. Es stellt den
allgemeinen Integralbegriff dar.

e Funktionen, die fast iiberall gleich sind, unterscheiden sich nur auf einer
Nullmenge. Ihre Integrale sind daher gleich.

e Die konkrete Berechnung von Integralen erfordert insbesondere die Be-
rlicksichtigung der Grenzen. Mithilfe der Transformationsformel kann ein
Wechsel zu geeigneten Koordinaten erfolgen. <

Und was bedeuten die Formeln?

Q = [al,bl] X [az,bz] X ... X [a,,,b,,],
by by / by

/f(x)d”x:/... / /f(xl,...,xn)dxl dx, | ...dx,,
0 a

An 2
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by by
/mxl)...wn(xn)d"x - (/ gol(xndxl) (/ %(xn)dxn),

Q a1 n
Vol(Q) = [d"x = b —a)(br—a2)... (by — ),
0

supp(f) :={x € R"[ f(x) #0}, C.(R"):={f € C(R")|supp(f) kompakt},
/f(xl,...,x,,)dxl...dx,, :=[f(xl,...,x,,)dxl...dx,,,
0

R”
/f(x) d'x := klim [fk(x) d"x € R U {oo} fiir f; 1 1.
R” R”

HY'®R" N HY(R") = C.(R"), —o0 < / f(x)d"x = / f(x)d"x < 0o

1 firxeG

xc(x) = {O firx € R"\ G’ /f(x)d”xz[f(x))(g(x)d”x,
G R"

Vol(G) = /Xg(x)d"x = /d”x eR,, Vol(N)= /d”x =0,

R” G N
1 1—x2
/ dxdy:[dx [ dy | =n,
x24y2<1 -1 J1=x2

/ (@) | det(D (u))]| d"u = [ Flo)d'x,
U Vv

TR
I “ o

det(Dg) = det JPL @)y ‘
ouy, ..., uy,) 3(‘% aéa,,

x =rsindcose, y =rsindsing, z = rcosd,

a(x,y,2)

det
S 0. 9)

dxdydz = dr d9 de = r?sin® dr d de,

R bd 2

4
dxdydz = /rzdr[sinz?dﬁ/dgo = §]TR3.
0 0 0

x2+y2422<R?
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Ubungsaufgaben

A5.1 a) Wie groB ist die Fliche, die von der Funktion x +— e~ mit der positiven
x-Achse eingeschlossen wird?

b) Wie grof ist das Volumen, das von der Funktion (x, y) + e~ **») mit der
Viertelebene {(x, y) € R?|x,y > 0} eingeschlossen wird?

¢) Handelt es sich bei b) um das ,,Viertel-Rotationsvolumen®, dessen obere
Randfldche aus einer Rotation des Graphen von x +— e~ um die Ordinatenachse
entsteht? Falls nein, welchem Integral entspréiche es?

AS5.2 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

(I) Eine stetige Funktion f : R” — R ist auch partiell differenzierbar.

(II) Eine partiell differenzierbare Funktion f : R” — R, n > 2, ist stetig.

(ITI) Der R" ist abgeschlossen.

(IV) Der R" ist kompakt.

(V) Ein Quader Q € R?, der nicht leer ist, kann dennoch das Volumen 0 besitzen.
(VI) Das Volumen eines kompakten Quaders Q € R? ist stets endlich.

A5.3 Fiir einen Punkt @ = (a;,a»,a3) € R? und eine Zahl R > 0 betrachten wir
die Menge

M ={x eR®||x —a| < R}

und die zugehorige Indikatorfunktion y ;.

a) Besitzt die Funktion yj, einen kompakten Triger? Falls ja, gib einen abge-
schlossenen Quader Q an, fiir den gilt supp(x) € Q.

b) Ist die Funktion y,, stetig? Ist sie halbstetig von oben oder von unten?

¢) Welches Volumen besitzt die Menge M ?

AS5.4 a) Raumliche Zylinderkoordinaten entsprechen den Polarkoordinaten der
Ebene, denen die weitere Koordinate z hinzugefiigt wird. Wie lautet das Volumen-
element dx dy dz in Zylinderkoordinaten?

b) Wie kann das Volumen eines Zylinders mit dem Radius R und der Héhe # als
Integral ausgedriickt und berechnet werden?

AS.5 Welches Gravitationspotenzial erzeugt eine radialsymmetrische Hohlkugel
in ihrem Innenbereich? Betrachte eine radialsymmetrische Massenverteilung, deren
Dichte o nur im Bereich

H={xeRR <x*+y’+22<R}}

mit 0 < R; < R, Werte ungleich 0 besitzt, und berechne das Potenzial, das sie an
Punkten a mit |a| < R; erzeugt.
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Grundbegriffe mehrdimensionaler
Funktionen*

Hinweis

Dieses Kapitel enthilt eine Reihe grundlegender Begriffe fiir mehrdimensio-
nale Funktionen und insbesondere fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher,
die beim Studium von Kap. 5 vorausgesetzt werden. Sofern du mit diesen
Begriffen vertraut bist, hat dieses Kapitel nur wiederholenden Charakter. An-
dernfalls empfiehlt es sich, Kap. 6 vor Kap. 5 zu lesen oder zumindest zu
iiberfliegen und bei Bedarf darauf zuriickzugreifen.

,Mehrdimensionale* Funktionen kénnen vektorwertige Funktionen sein oder Funk-
tionen mehrerer Verdnderlicher. Und natiirlich konnen auch vektorwertige Funktio-
nen von mehreren Veridnderlichen abhingen. Entsprechend sind die Begriffe der
eindimensionalen Analysis zu erweitern. Dabei ist es sicher nicht iiberraschend,
dass mehrdimensionale Funktionen und die mehrdimensionale Analysis kompli-
zierter sind und eine Reihe neuer bzw. erweiterter Begriffsbildungen erfordern.

Natiirlich haben wir es bei mehrdimensionalen Funktionen auch mit dem Vek-
torraum R” zu tun, sodass wir zur Formulierung ihrer Analysis auch auf Elemente
der linearen Algebra zuriickgreifen werden.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Bei Grenzwerten geht man ,,dicht* an eine Stelle heran. Wir miissen uns
daher zundchst klarmachen, was man unter einem Abstand im R” versteht.

e Bei vielen Definitionen ist es notwendig, mit einem Punkt auch dessen
Umgebung betrachten zu konnen. Dann haben wir es mit offenen Mengen
Zu tun.

e Der Graph einer ,,Kurve* ist eben das, namlich eine Kurve in der Ebene,
im Raum oder allgemein im R”. Aber selbst in der Ebene kann eine Kurve
mehr als eine normale Funktion. Wir werden sehen, was das heift.
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e Der Graph einer normalen Funktion kann ebenso gekriimmt sein wie der
Graph einer Kurve. Wir wollen uns ansehen, was ,, Kriimmung** genau be-
deutet, und dass ein Kreis in diesem Zusammenhang eine besondere Rolle
einnimmt.

e Funktionen, die von mehreren Veridnderlichen abhdngen, konnen nach ih-
ren Variablen abgeleitet werden. Man spricht von partiellen Ableitungen.
Und wer ,,normal* ableiten kann, kann auch partiell ableiten :-)

e Funktionen mehrerer Verdnderlicher besitzen ,,viele Ableitungen. Man
fasst sie zu einem Gradienten oder einer Hesse-Matrix zusammen. Wir
miissen uns ansehen, was es mit diesen Objekten auf sich hat.

e Wenn eine Funktionen linear approximiert werden kann, heifit sie total
differenzierbar. Und das ldsst sich unmittelbar ,,anwenden®.

e [okale Extreme einer Funktion mehrerer Veridnderlicher konnen ,,in ge-
wisser Weise™ wie iiblich bestimmt werden. Diese gewisse Weise miissen
wir uns aber genau ansehen.

6.1 Abstande

Zur Beschreibung und Analyse mehrdimensionaler Funktionen und insbesondere
zur Formulierung von Grenzwerten ist es notwendig, iiber einen Abstandsbegriff
im mehrdimensionalen Raum zu verfiigen.

6.1.1 Metrische Rdume

Liegt fiir einen Raum ein Abstandsbegriff vor, so spricht man von einem ,,metri-
schen* Raum, man hat dann also einen Raum, in dem Abstédnde ,,gemessen® werden
konnen. Dabei lassen sich durchaus verschiedene Abstinde festlegen. Auch wenn
wir letztlich nur die euklidische Metrik des R” verwenden werden, sehen wir uns
den Begriff der Metrik zunichst etwas allgemeiner an:

Definition 6.1 Unter einer Metrik auf der Menge X versteht man eine Abbildung
d:XxX —>R,(x,y)— d(x,y), mit folgenden Eigenschaften:

M dx.y)=0 & x=y
(2) Symmetrie: d(x,y) =d(y,x) Vx,yeX
(3) Dreiecksungleichung: d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) Vx,y,z€ X.

Die Menge X mit einer Metrik d heilit ein metrischer Raum und die GroBe
d(x, y) heiBt der Abstand von x und y beziiglich d.
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Lesehilfe

Fiir die Elemente der betrachteten Mengen verwenden wir fettgedruckte
Buchstaben x, y usw. und damit dieselbe Schreibweise, die wir auch fiir Vek-
toren des R” verwenden.

Mit einer Metrik wird somit einer beliebigen Menge ein ,,verniinftiger Abstands-
begriff hinzugefiigt, der die Eigenschaften erfiillt, die man normalerweise mit einem
Abstand verbindet. Die obigen Definitionseigenschaften lassen sich auch wie folgt
lesen:

(1) Zwei verschiedene Punkte weisen stets einen Abstand ungleich 0 zueinander
auf, sie sind ,,rdumlich getrennt.

(2) Esist unerheblich fiir den Abstand, ob man ihn lings des ,,Hinwegs* von einem
Punkt zum anderen oder lings des ,,Riickwegs® misst.

(3) Die ,direkte” Verbindung zweier Punkte ist die kiirzeste. Ein Umweg iiber einen
dritten Punkt ist ldnger.

Aus der Definition (6.1) folgt auch d(x,y) > 0 Vx,y € X, d.h., Abstinde sind
grundsitzlich groBer oder gleich 0. Die Dreiecksungleichung ergibt ndmlich

0=d(x,x)<d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y), alsod(x,y)=0.

Lesehilfe

Tatsdchlich ist es sicher eine der ersten Eigenschaften eines Abstands, nicht-
negativ zu sein. Denn was sollte ein Abstand von —7 km bedeuten? Diese
Nichtnegativitidt muss aber nicht explizit vorausgesetzt werden, sondern sie
ergibt sich wie soeben gesehen automatisch aus der Dreiecksungleichung und
der Symmetrie.

Beispiele
(1) Einer beliebigen Menge X wird mit

0 fallsx =y
dx,y) =
(. y) 1 fallsx #y

fiir x, y € X eine Metrik hinzugefiigt.

Lesehilfe

Die Aussage dieses Abstands ist also nur ,,am selben Punkt oder nicht*. Aber
dieser Abstand erfiillt die Eigenschaften einer Metrik, wie du leicht nachprii-
fen kannst.
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(2) Die Menge R wird zu einem metrischen Raum mit dem Abstand

d(x,y) :=|x—yl,

wobei |.. .| fiir den gewohnlichen Betrag einer reellen Zahl steht. Dieser Abstand
ist nichts anderes als der Abstand zweier Zahlen auf dem Zahlenstrahl.

(3) Gegeben seien Punkte in einer Ebene zusammen mit einem Lingenmalstab,
also einer Einheitsldange. Die Entfernung zweier Punkte kann dann lidngs der Verbin-
dungsgeraden dieser Punkte durch Abtragen der Einheitslinge gemessen werden.

In dieser Ebene werde ein Punkt P ausgezeichnet. Der Abstand zweier Punkte A
und B sei nun so definiert, dass er gegeben wird durch die Summe der Entfernungen
von A zu P und von dort zu B. Mit diesem Abstand wird die Ebene zu einem
metrischen Raum. !

(4) In einem gegebenen Wegenetz liele sich der ,,Abstand*“ zweier Orte iiber
die Zeitdauer angeben, die fiir den Weg von einem zum andern mindestens be-
notigt wird. Auch dies wire eine Metrik im Sinn der Definition 6.1. Und wenn
einzelne Wege und Teilstiicke mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten befahren
werden konnen, ist der zeitlich kiirzeste Abstand u. U. ein anderer als der raumlich
kiirzeste Abstand. Allerdings miissen die moglichen Geschwindigkeiten in beiden
Richtungen gleich grof sein — andernfalls widerspriache das der Symmetrie in De-
finition 6.1.

6.1.2 Euklidische Metrik im R”

Wir betrachten nun als eine spezielle Menge X den R”, also die Menge aller reellen
n-Tupel:

R" = {(x1,...,x)|x1,...,x, € R} 6.1)

Der R” bildet zusammen mit der gewohnlichen komponentenweisen Addition und

Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum. Seine Vektoren konnen liegend
X1

geschrieben werden, (xy, ..., x,), oder aufrecht, ( :
Xn
Fiir zwei Vektoren x = (xy,...,x,) und y = (y1,..., y,) ist das kanonische

Skalarprodukt definiert als
n
x'y::Zx,-y,-:x1y1+...+x,,yn. (6.2)
i=1

Mit dem Skalarprodukt kann die Norm eines Vektors definiert werden,

x| :=vx-x, (6.3)

! Diese Metrik wird manchmal als die ,,franzosische Metrik* bezeichnet, da die Verkehrswege in
Frankreich friiher stark auf Paris hin ausgerichtet waren. Daher hat man fiir die Reise von einem
Ort zum anderen oftmals am vorteilhaftesten den Weg iiber Paris gewihlt.
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und mit dem kanonischen Skalarprodukt erhdlt man die euklidische Norm von x:
x| = /x7+ ...+ x2 (6.4)

Lesehilfe
Die euklidische Norm ist also die spezielle Norm des Vektors x € R”, die sich
aus dem kanonischen Skalarprodukt ergibt. Es konnten andere Skalarproduk-
te definiert werden; sie ergiben dann via ||x| := +/x - x eine andere Norm
des Vektors.

Die Norm wird oft auch Ldnge oder Betrag des Vektors genannt.

Mit der Norm oder dem Betrag eines Vektors schlieBlich kann ein Abstand zweier
Punkte x und y definiert werden:

dx.y) =[x -yl (6.5)

Dieser Abstand erfiillt die Eigenschaften von Definition 6.1 und der R" wird damit
zu einem metrischen Raum.
Der euklidische Abstand zweier Punkte wird also gegeben durch

dx,y) = lx =yl = Vi = y)* + ... + (X0 = y)% (6.6)

Im Folgenden verwenden wir im R", wenn nichts anderes gesagt wird, stets diesen
euklidischen Abstand. Dabei wollen wir, da keine Missverstidndnisse zu befiirchten
sind, fiir die Norm gewohnliche Betragsstriche verwenden:

x| = +/x-x, dx,y)=|x—y| 6.7)

Stellt man Punkte des R? oder R? in einem kartesischen Koordinatensystem gra-
phisch dar, so entspricht der euklidische Abstand dem ,, geometrischen* Abstand
dieser Punkte, wie er sich auch aus dem Satz des Pythagoras ergeben wiirde. Fiir
den R* oder hohere Dimensionen ist allerdings keine unmittelbare geometrische
Anschauung mehr gegeben.

Beispiel
Die Punkte x = (fz) und y = ((3)) besitzen den euklidischen Abstand

Ix —y| = V12 + (=5)? = V26.

Der Abstand des Punkts y von 0 betrigt |y — 0] = |y| = +/02 + 32 = 3.
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6.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Fiir die Formulierung von Aussagen iiber Funktionen sind oft einschrinkende Aus-
sagen iiber den Definitionsbereich notig. Auf R hat man es beispielsweise mit
Intervallen zu tun, die ,,offen” sein konnen, wenn sie ihre Grenzen nicht enthalten,
oder ,,abgeschlossen®, wenn die Grenzen mit enthalten sind.

Die Begriffe ,,offen und ,,abgeschlossen* bendtigen wir bei mehrdimensionalen
Funktionen auch fiir den R”. Wir wollen sie uns daher genauer ansehen.

Zunichst bezeichnen wir fiir einen Punkt @ € R” und eine Zahl r > 0 die Menge

K, (a) = {x e R”

|x —a| < r} (6.8)

als die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.

Lesehilfe
Die Bezeichnung dieser Menge als ,,offene* Kugel ist an dieser Stelle noch
ein reiner Name. Wir werden aber spiter sehen, dass diese Menge tatsachlich
offen ist.

Zu beachten ist, dass aufgrund des <-Zeichens (und nicht <) in der Defi-
nition der ,,Rand* der Kugel nicht dazugehort.

> Zwischenfrage (1) Was ist die offene ,,Kugel” fiir n = 1, also in R?
Und was ist sie im R? und im R3?
Und: Liegt der Punkt x = (2, —3, —1) in der offenen Kugel K,((3, —3, 1))?
Gib schlieBlich einen Punkt an, der genau auf dem Rand dieser Kugel
liegt.

Wir konnen nun den Begriff der Umgebung definieren:

Definition 6.2 Eine Menge U C R" heifit Umgebung des Punkts x € R", falls es
ein e > 0 gibt mit K,(x) C U.

Eine Umgebung eines Punkts umschliefit diesen Punkt also vollstindig. Natiir-
lich ist K, (x) selbst auch eine Umgebung von x, die e-Umgebung von x. Und fiir
zwei verschiedene Punkte x, y € R” lassen sich stets leicht zwei punktfremde Um-
gebungen angeben: Wihlt man beispielsweise ¢ := |x — y|/3, so hat man mit K, (x)
und K, (y) zwei Umgebungen mit K. (x) N K,(y) = 0.2

2 Dies ist die Aussage des Hausdorff-Trennungsaxioms. Die Bezeichnung als ,,Axiom‘ ist iiblich,
auch wenn sich diese Eigenschaft fiir metrische Rdume beweisen ldsst.
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—_ —

Abb. 6.1 Eine offene Menge ist Umgebung eines jeden ihrer Punkte. Mit jedem Punkt muss daher
noch eine Umgebung dieses Punkts mit in der Menge liegen. Dies ist fiir Punkte auf dem ,,Rand*
der Menge nicht der Fall

Offene Mengen
Wir kommen nun zum Begriff einer offenen Menge:

Definition 6.3 FEine Menge U C R" heifit offen, wenn sie Umgebung eines jeden
ihrer Punkte ist, d. h., wenn es zu jedem x € U ein ¢ > O mit K.(x) C U gibt.

Wiihlt man also einen Punkt aus einer offenen Menge, so ist garantiert, dass die-
ser Punkt vollstindig von der Menge umschlossen wird. Der ,,Rand* einer Menge
kann daher nicht zu einer offenen Menge gehoren, sieche Abb. 6.1.

Fiir offene Teilmengen des R” gilt der folgende

Satz 6.1 (1) Sind die Teilmengen U und V offen, so ist auch der Durchschnitt
U NV offen.

(2) Es sei I eine beliebige Indexmenge und U;, i € I, seien offene Teilmengen.
Dann ist auch die Vereinigung | J,.; U; offen.
Beweis (1) Essei x € U N V. Da beide Mengen offen sind, bedeutet dies, dass
es a, 8 > 0 gibt mit K,(x) € U und Kg(x) € V. Fiir & := min{c, B} gilt dann
K.(x)ycunV.

(2) Es sei x € | J;.; U;. Dann gibtes ein j € I mit x € U;. Da U; offen ist, gibt
eseine > 0mit K,(x) CU; €, U;. .

Lesehilfe
Noch einmal kurz zur Erinnerung: x € U N V bedeutet x € U und x € V.
Undx € U UV bedeutet x € U oder x € V.
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Aus Teil (1) des obigen Satzes folgt durch wiederholte Anwendung, dass der Durch-
schnitt endlich vieler offener Teilmengen wieder offen ist. Dies gilt jedoch nicht
mehr fiir Durchschnitte unendlich vieler Mengen, wie man an folgendem Beispiel
sieht: Wir betrachten die offenen Intervalle

11
U, :=:|——,—[ fiirn € N*.
n'n

Der Durchschnitt dieser Intervalle ist

neN* neN*

da nur die O in allen Intervallen enthalten ist. Im Unterschied zu den einzelnen
Mengen ist also ihr unendlicher Durchschnitt nicht mehr offen.

Bei Vereinigungen ist die Situation einfacher: Teil (2) des Satzes ldsst auch Ver-
einigungen unendlich vieler Mengen zu.

»  Antwortauf Zwischenfrage (1) Gefragt war nach der offenen ,, Kugel*
im R” fiir n = 1,2,3 und nach dem Punkt x = (2,—3,—1) und der
offenen Kugel K,((3,—3, 1)) und einem Punkt auf deren Rand.

In R ist die offene Kugel einfach ein offenes Intervall:

K.(a):= {xeR)|x—a|<r}=]a—r,a+r[.

Im R? handelt es sich um einen Kreis mit dem Radius 7 und dem Mit-
telpunkt @. Im R ist es dann tatsichlich eine Kugel und fiir n > 3 ist
es eine hoherdimensionale Kugel, die keine geometrische Anschauung
mehr erlaubt.

Der Abstand von x zum Mittelpunkt @ = (3,—3,1) der Kugel
K>((3,-3,1)) ist

Ix —al = V(=12 + 0> + (=2)2 = V5.

Wegen +/5 > 2 gilt somit x ¢ K>((3, =3, 1)). Punkte auf dem Rand der
Kugel sind beispielsweise (5, —3, 1) oder (3, —1, 1). Sie besitzen genau
den Abstand 2 von a und gehoren nicht zur offenen Kugel.

Beispiele
(1) Das Intervall ]a, b[ C R ist offen, denn fiir ein beliebiges x € Ja, b[ wihlt man
& := min{x —a, b — x} und hat damit ein K,(x) konstruiert, fiir das gilt K .(x) C
la, bl.

Dagegen sind die Intervalle [a, b[ und [a, b] nicht offen, denn fiir kein & > 0 ist
K. (a) ganz in ihnen enthalten.
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(2) Die offene Kugel K, (a) C R” ist offen. Fiir x € K, (a) wihlt man beispiels-
weise ¢ := r — |x — a| und erhélt damit eine Umgebung K.(x) € K, (a).

(3) Die leere Menge @ und der R” selbst sind offen. Fiir die leere Menge gibt
es keinen Punkt, zu dem eine Umgebung gefunden werden miisste. Und der R" ist
unbegrenzt und umschlieft offenbar jeden seiner Punkte.

Abgeschlossene Mengen
Neben den offenen Teilmengen gibt es auch abgeschlossene Teilmengen:

Definition 6.4 Eine Menge A C R" heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
R\ A offen ist.

Lesehilfe
Auch hier zur Erinnerung: R” \ A wird als ,,R” ohne A* ausgesprochen. Und
damit ist klar, was es bedeutet :-)

Soll gepriift werden, ob eine Menge abgeschlossen ist, so hat man also ihr Komple-
ment zu betrachten; ist dieses offen, so ist die Menge selbst abgeschlossen.

Zu beachten ist, dass die Eigenschaften ,,offen und ,,abgeschlossen* keineswegs
komplementir zueinander sind. Ist also beispielsweise eine Menge nicht offen,
so ist sie deswegen noch lange nicht abgeschlossen. Vielmehr konnen alle Fille
auftreten: Eine Menge kann offen sein, sie kann abgeschlossen sein, sie kann weder
offen noch abgeschlossen sein, und es gibt auch Beispiele von Mengen, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind.

Ist eine abgeschlossene Menge beschrinkt, so bezeichnet man sie als kompakt:

Definition 6.5 FEine Menge A C R", die abgeschlossen und beschrdnkt ist, be-
zeichnet man als eine kompakte Menge oder ein Kompaktum.

Eine Menge A C R" ist beschrdnkt, wenn es ein R > 0 und ein @ € R” gibt,
sodass die Menge vollstindig in Kg(a) enthalten ist, dass also gilt A C Kg(a).

Lesehilfe

In einer beschriankten Menge sind die Abstinde zweier Punkte der Menge
beschrinkt. Sie befindet sich somit vollstindig in einer Kugel, wenn deren
Radius R ausreichend grof3 gewihlt wird. Dabei ist letztlich unerheblich, wo
der Mittelpunkt der Kugel liegt: Wenn er ,,schlecht liegt, muss nur der Radius
grofier gewidhlt werden.
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Eine zentrale Eigenschaft kompakter Mengen wird durch den Satz von Heine-Borel®
ausgedriickt, den wir ohne Beweis angeben wollen:

Satz 6.2 Jede offene Uberdeckung einer kompakten Menge A C R" enthdilt eine
endliche Teiliiberdeckung.

Hat man also zu einer kompakten Menge A eine beliebige Uberdeckung aus
offenen Mengen U;, i € I, so gibt es darunter endlich viele Indizes iy, ..., € 1
so, dass gilt

ACU,U...UU,.

Diese k Mengen iiberdecken also A bereits vollstandig.

Beispiele

(1) Fira,b eR, a <b, ist das Intervall [a, b] abgeschlossen, denn sein Komplement

R\ [a,b] = ]—00,a[ U ]b, oo ist als Vereinigung zweier offener Intervalle offen.
Das Intervall [a, b[ ist — wie sein Komplement — weder offen noch abgeschlossen.
(2) Das Beispiel der Intervalle kann auf Teilmengen des R” verallgemeinert wer-

den (es seia < b):

e Die Menge |a,b[ x |a,b[ C R? ist offen (offenes Quadrat, ohne Rinder), die
Menge [a, b] X [a, b] ist abgeschlossen (Quadrat mit Ridndern) und die Menge
[a,b[ x [a, b] ist weder offen noch abgeschlossen. Alle diese Mengen sind be-
schrinkt, aber nur die abgeschlossene Menge [a, b] X [a, b] ist ein Kompaktum.

e Die Menge Ja, b[ x Ja,b[ x ]a, b[ C R? ist offen (offener Wiirfel, ohne Randfli-
chen), [a, b] x [a, b] X [a, b] ist abgeschlossen (Wiirfel mit Randfldchen), [a, [ x
[a,b] x ]a, b] ist weder offen noch abgeschlossen, usw.

(3) Die leere Menge @ und der R” selbst sind abgeschlossen. Der R” ist aber
nicht kompakt, weil er nicht beschrinkt ist. Ebenso ist R, x R, C R? abgeschlos-
sen, aber nicht kompakt (Viertelebene mit Rand).

»  Zwischenfrage (2) Wirhaben soeben festgestellt, dass die leere Menge
@ und der R” offen sind. Und scheinbar sind sie auch abgeschlossen.
Warum ist das so?

Gib ferner eine Kugel an, in der fiir a < b die beschrinkte Menge
[a, b] x [a, b] vollstandig enthalten ist.

6.3 Grenzwerte

Der Grenzwert ist ein zentraler Begriff der gesamten Analysis. Zu seiner Formu-
lierung wird der Begriff eines Abstands benétigt, da er es erlaubt, ,,dicht* an eine

3 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Eduard Heine, 1821-1881, und dem franzdsischen
Mathematiker Emile Borel, 1871-1956.
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Stelle heranzugehen. Fiir den R” mit der euklidischen Metrik konnen wir daher
definieren:

Definition 6.6 Eine Folge von Punkten (x)ircN in R" heifst konvergent gegen den
Grenzwert a € R”, also limy_, o, X = a, falls gilt:

Ve > 03N € N 5o, dass gilt |x;, —a| < eVk > N.

Eine Folge konvergiert also genau dann gegen a, wenn fiir jedes ¢ > 0 fast alle
Folgenglieder in der e-Umgebung K. (a) liegen.

Lesehilfe
,Fast alle” bedeutet ,,alle bis auf endlich viele*. Zu einem vorgegebenen &
diirfen jeweils nur N Folgenglieder auBBerhalb liegen, also endlich viele.

Grenzwerte im R” konnen auf die einzelnen Komponenten heruntergebrochen und
damit auf die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen zuriickgefiihrt werden:

Satz 6.3 Eine Folge (xy) mit x; = (Xg1,...,Xkn) € R” konvergiert genau dann
gegena = (ay,...,a,) € R", wennfiiri = 1,...,n gilt imy_. o X; = a;.

Beweis ,, = Es gelte limx_, o, Xy = a. Dann gibtes fiiralle ¢ > O ein N € N mit
|y —a| <eVk > N.Firi =1,...,n gilt daher

|Xki — ail =  (xki —a;)?
<V —a)?+ .o+ (ki — @)+ (kp —an)? = X —a
<e,

also limy .o X1i = a;.

»<=“Esseilimg_ x;; =a; firi =1,...,n.Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 Zahlen
N; € N so, dass gilt |x;; —a;| < & :=¢//n Yk > N;. Wir setzen nun N :=
max{Ny, ..., N,}. Es gilt dann fiir alle k > N

1/2
|xk—a|=[(xkl—a1)2+...+(xk,,—a,,)z] < Jne =e,
—_———— ———————

=|xp1—ar|><e”? =[xy —an|? <&’

also limy o X1 = a. °

Zur Ermittlung eines Grenzwerts limy_, o, x; konnen also die Grenzwerte der
einzelnen Komponenten der Vektoren x; € R” betrachtet werden. Man hat es dann
einfach mit n ,,Zahlgrenzwerten* zu tun.

Mit der Konvergenz von Folgen konnen abgeschlossene Mengen charakterisiert
werden:
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Satz 6.4 Eine Teilmenge M C R" ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist
(x1)ken eine Folge von Punkten aus M, die gegen a € R" konvergiert, so liegt a
inM.

Beweis , =" Es sei M abgeschlossen und (x;)iecn eine Folge in M mit
limg_o X = a. Angenommen, es sei a ¢ M. Da R" \ M offen ist, ist dann
R" \ M eine Umgebung von a. Nach Definition der Konvergenz gibt es dann ein
N € N so, dass gilt x; € R" \ M Vk > N, im Widerspruch zur Annahme! Also
muss geltena € M.

»<"*Das ,,Folgenkriterium* sei erfiillt. Zu zeigen ist, dass dann M abgeschlos-
sen ist, also dass R" \ M offen ist. Es sei @ € R” \ M ein beliebiger Punkt. Wir
zeigen: Es muss dann ein ¢ > 0 geben mit K.(a) C R" \ M. Wire dies nimlich
nicht der Fall, so géibe es zu jedem k > 0 ein x; € M mit |x; —a| < 1/k. Dann
gilt aber limx; = a € M, was im Widerspruch zu a € R" \ M steht. Es gibt also
ein K.(a) C R"\ M,und R" \ M ist somit offen. .

Bei abgeschlossenen Mengen kann es also nicht passieren, dass der Grenzwert
einer Folge von Elementen selbst nicht in der Menge liegt. Bei nicht abgeschlos-
senen Mengen ist dies durchaus moglich, wie die Folge (1/n),cn+ und die Menge
10, 1] zeigen.

>  Antwort auf Zwischenfrage (2) Gefragt war, warum die leere Menge
@ und der R” (auch) abgeschlossen sind. Und ferner war nach einer
Kugel gefragt, die die Menge [a, b] X [a, b] vollstindig umschlieft.

Fiir die Frage nach der Abgeschlossenheit einer Menge ist ihr Kom-
plement zu betrachten. Das Komplement der leeren Menge ist der ge-
samte R”; da er offen ist, ist die leere Menge abgeschlossen. Das Kom-
plement des R” ist die leere Menge; da sie offen ist, ist der R” abge-
schlossen.

Das Quadrat [a, b] x [a, b] besitzt eine Diagonale der Liinge ~/2(b—a).
Wegen +/2 < 2 ist es daher beispielsweise vollstindig in der Kugel
K>(p—a)((a,a)) enthalten. Ebenso ist es in der Kugel Kj(qj+5))(0)
enthalten oder in der Kugel Kooo(ja[+|5])(0)-

Stetigkeit
,Mehrdimensionale* Funktionen sind im allgemeinen Fall Abbildungen einer Men-
ge U € R" in den R",

f=U.....n:U—=>R"

Die einzelnen Komponentenfunktionen konnen also von m Variablen abhidngen,
fi = fi(x1,...,x,). Natiirlich kann dabei m = 1 sein, dann héngt die Funktion
nur von einer Variablen ab. Und fiir n = 1 hat man es mit einer reellwertigen (und
keiner vektorwertigen) Funktion zu tun.
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Die Stetigkeit einer mehrdimensionalen Funktion ist wie iiblich definiert:

Definition 6.7 Eine Abbildung f : U — R”" auf der Menge U C R™ heif3t stetig
ina € U, falls gilt

lim () = £ (@),
d. h., wenn fiir jede Folge (xi)ren von Punkten in U \ {a} mit limy_, o, X = a gilt
Jim f (xie) = f(@).

Ist f injedem x € U stetig, so heifit f stetig auf U.

Aufgrund von Satz 6.3 ist die Funktion f = (fi,..., f,) genau dann stetig,
wenn alle Komponentenfunktionen f;, i = 1,...,n, stetig sind. Man hat also fiir
die Stetigkeit letztlich nur reellwertige Funktionen zu betrachten.

SchlieBlich wollen wir festhalten, dass sich die Stetigkeit von Grundfunktio-
nen auf aus diesen zusammengesetzte Funktionen iibertréigt. So ist etwa (x1, x3) —
x1€2¥172 stetig, weil die Komponentenfunktionen (x;, x,) > x; und (x1, X2) — X,
stetig sind, auerdem Produkte stetiger Funktionen stetig sind, die Exponential-
funktion stetig ist usw.

Beispiel
Die Funktion

(6.9)

3241 -7
‘R* > R® mit ¢ tlnt, ———~ -2
f T mi |—>( n D )

besitzt die drei Komponentenfunktionen f; : R* — R,i = 1,2, 3, mit

324117

fi@) =tnt, fo(r) = T

. ) =2

Die Komponentenfunktionen sind als aus stetigen Grundfunktionenen zusammen-
gesetzte Funktionen stetig, also ist auch f insgesamt stetig.
Grenzwerte werden komponentenweise gebildet. So ist lim,\ o f(¢) = (a,b,c)
mit
32 +1 -7 7

a=1lim(Int) =0, b=lim— =——, ¢ =Ilim(-2) = -2.
N\0 O 12412 12 N0
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Lesehilfe

Kurz zur Erinnerung: Grenzwerte wie der obige Grenzwert a = lim,\ (¢ In¢)
sind zundchst problematisch, weil dort zwei konkurrierende Prozesse auf so
etwas wie ,,0 - co* fithren. Du kannst hier den Satz von 1’Hospital verwenden,
indem du das Produkt als Quotienten schreibst:

Int 1/t
A0 1. / = lim(—¢) = 0.

lim(tInt) = li L
e, o1/t tlm—l/l2 N0

Dabei heifit £ \ O tibrigens ,, von oben gegen 0. Der Logarithmus ist nur
fiir positive Argumente definiert.

»  Zwischenfrage (3) Ist die obige Funktion (6.9) stetig bei 0?

6.4 Kurven

Bei Kurven handelt es sich um stetige vektorwertige Abbildungen, die nur von ei-
nem reellen Parameter abhédngen:

Definition 6.8 FEine Kurve im R" ist eine stetige Abbildung x : I — R”", t — x(¢),
auf einem Intervall I C R.

Eine Kurve wird somit gegeben durch ein n-Tupel
x = (xX1,...,X,)

stetiger Funktionen x; : I — R,k =1, ..., n. Das Argument f nennt man den Para-
meter der Kurve. Da das Intervall / ein zusammenhingender Definitionsbereich ist,
entspricht der Graph der Kurve einer ,,durchgehenden Linie*. Fiir » = 2 hat man es
mit einer ebenen Kurve zu tun und fiir n = 3 mit einer Raumkurve.

Eine Kurve x heil3t (stetig) differenzierbar, wenn sdmtliche Komponentenfunk-
tionen xj (stetig) differenzierbar sind.

Lesehilfe

Die Stetigkeit stellt sicher, dass die Kurve keine Spriinge aufweist, ihr Graph
also eine durchgehende Linie ist. Wenn die Kurve dariiber hinaus differenzier-
bar ist, lassen sich die Ableitungen bilden. Sind diese dariiber hinaus stetig,
heif3it die Kurve stetig differenzierbar.
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Kinematische Interpretation einer Kurve: Manchmal ist es niitzlich, die Variable
t € I als Zeitund x (¢) € R” als Ort aufzufassen. Die Kurve beschreibt dann die zeit-
liche Bewegung eines Punkts im R”, man hat es also mit einem zeitlich variablen
Ortsvektor zu tun.

Beispiele
(1) Ein Kreis mit Radius r > 0 wird beschrieben durch die Kurve

x :[0,27[— R2, ¢+ (rcost,rsint). (6.10)
Fiigt man dem Argument 7 einen Faktor @ > 0 hinzu, betrachtet also die Kurve
t +— (rcos(wt), r sin(wt)), (6.11)

so wird der Kreis mit gednderter ,,Geschwindigkeit* durchlaufen. Beispielsweise
wiirde er fiir @ = 2 auf dem Intervall [0, 27| zweimal vollstindig durchlaufen,
und fiir @ = 1/4 ergiibe sich nur der Viertelkreis im ersten Quadranten des xy-
Koordinatensystems.

Analog hat man mita > b > 0 und der Kurve

x 0,27 > R?, t+> (acost,bsint) (6.12)

eine Ellipse mit der groen Halbachse a und der kleinen Halbachse b.
(2) Fira € R” und r € R" \ {0} wird durch

x:R—>R", tr—>a+rt (6.13)

eine Gerade im R” durch den Punkt @ und mit dem Richtungsvektor r beschrieben.
(3) Es seien r > 0 und v # 0 reelle Zahlen. Bei der Kurve

x:R>R, (rcost,rsint, vt) (6.14)

handelt es sich dann um eine Schraubenlinie: Die x- und y-Komponente der Kur-
ve fiihren eine Kreisbewegung durch, wihrend ihre z-Komponente mit konstanter
Geschwindigkeit v anwichst, siche Abb. 6.2.

Ubrigens ist auch die Funktion (6.9) eine Raumkurve. Da ihre z-Komponente
konstant ist, konnte der Verlauf ihres Graphen vollstindig in der xy-Ebene darge-
stellt werden.

(4) Eine Kurve kann sich natiirlich ,,selbst schneiden®, d.h., sie muss keine in-
jektive Abbildung darstellen, bei der ein Kurvenpunkt nur einem Parameterwert
entsprechen darf. So schneidet sich ein ein Kreis, der zweimal durchlaufen wird,
in jedem seiner Punkte. Und fiir die Kurve ¢ — x(t) = (t> — 1,1> —t) etwa gilt
x(1) = (0,0) = x(—1): Sie schneidet sich im Punkt (0, 0) selbst.

»  Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war, ob die Funktion (6.9)
stetig bei O ist.

Die Funktion f : R% — R® mit # +> (¢Int, 252 —2) ist bei 0
gar nicht definiert und kann daher dort auch nicht stetig sein. Da der
Grenzwert lim,\ o f (¢) existiert, konnte sie allerdings bei 0 durch den
Wert f(0):=(0,—7/12, —2) stetig fortgesetzt werden. Auf diese Weise

entstiinde eine stetige Funktion auf R ;.
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Abb. 6.2 Bei der Kurve ¢ + (rcost,rsint, vt) mit » > 0 und v # 0 handelt es sich um eine
Schraubenlinie. Dargestellt ist die Kurve in einem xyz-Koordinatensystem. Fiir 1 = 0 schneidet
die Kurve die x-Achse. Der Parameter v gibt die Steigung der Schraube an

»  Zwischenfrage (4) Kann der Graph einer beliebigen stetigen Funktion
f I — R auch der Graph einer ebenen Kurve sein? Falls ja, welcher
Kurve? Und umgekehrt: Lésst sich der Graph einer ebenen Kurve stets
auch als Graph einer Funktion erhalten?

6.4.1 Tangentenvektor

Die Ableitung einer Kurve ergibt den Tangentenvektor:

Definition 6.9 Es sei x = (x1,...,x,) : I — R” eine differenzierbare Kurve auf
dem Intervall I C R. Fiirt € I heifst

(1) = (41(0), ..., %a(1)) €R"

der Tangentenvektor der Kurve zum Parameterwert t.

Lesehilfe
Wir verwenden hier die Schreibweise x fiir die Ableitung nach dem Kurven-
parameter, der in der Regel mit 7 bezeichnet wird.
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Abb. 6.3 Der Tangentenvektor x (1) = v(¢) einer Kurve x ergibt sich als Grenzwert von Sekan-
tenvektoren. Er liegt tangential zur Kurve. Seine Lénge gibt die ,,Geschwindigkeit™ an, mit der die
Kurve durchlaufen wird

Der Tangentenvektor lisst sich als Grenzwert von Sekantenvektoren auffassen, denn
es gilt offenbar
t+h) —x(t
x(t) = lim M’ (6.15)
h—0 h

wie man sich leicht klarmacht, wenn man die entsprechenden Differenzialquoti-
enten fiir die einzelnen Komponenten aufschreibt. Der Tangentenvektor x (t) liegt
somit im Punkt x (t) tangential an der Kurve, siche Abb. 6.3.

Lesehilfe
Die Ableitung der einzelnen Komponenten x; der Kurve sind gewohnliche
Ableitungen:

: Xt +h) —xi(0)
X =lm —F— =
h—0 h

Sie lassen sich vektoriell zu (6.15) zusammenfassen. Nun ist x (f + &) — x (¢)
der Verbindungsvektor vom Kurvenpunkt x (#) zum Kurvenpunkt x (z + /), er
gibt also die Richtung der entsprechenden Kurvensekante an. Mit dem Grenz-
wert i — 0 erhélt man dann die Tangentenrichtung im Kurvenpunkt x (7).

Fasst man die Kurve x als die zeitliche Bewegung eines Punkts und ¢ als die Zeit
auf, so ist X (¢) der Geschwindigkeitsvektor der Bewegung, und der Betrag der Ge-
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schwindigkeit wird gegeben durch

O] = V320 + ...+ 220). (6.16)

Ein eindeutiger Tangentenvektor liegt nur dann vor, wenn die Ableitung nicht ver-
schwindet:

Definition 6.10 Es sei x : I — R”" eine stetig differenzierbare Kurve auf dem
Intervall I C R. Die Kurve heift regulir, falls gilt x (t) # 0 fiir alle t € 1. Gibt es
einen Parameterwert t mit x (t) = 0, so heifst die Kurve dort singuldr.

In einem singulédren Punkt ist die Kurve zwar differenzierbar, aber mit der Ablei-
tung 0. Ein solcher Punkt mit der ,,Geschwindigkeit* 0 muss sich nicht im Graphen
der Kurve bemerkbar machen, es kann aber beispielsweise auch ein ,,Knick* vor-
liegen.

>  Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war nach den Graphen steti-
ger Funktionen f : I — R und ebener Kurven.

Der Graph einer stetigen Funktion f : I — R entspricht dem Gra-
phen der Kurve x : I — R? mit x(¢) = (¢, f(¢)). Ihr Parameter ¢ ist
dann gleich der x-Koordinate des Kurvenpunkts.

Umgekehrt kann der Graph einer Kurve aber i. Allg. nicht durch
einen Funktionsgraphen wiedergegeben werden. So gehdren beispiels-
weise beim Kreis (6.10) zu einem x €] — 1, 1] zwei verschiedene y-
Werte, was bei Funktionen nicht moglich ist.

Beispiele
(1) Der Graph der ebenen Kurve

x=(x,y):R=>R> (117

ist die Normalparabel. Ihre Ableitung ist
x(1) = (1,2t) # (0,0).
Die Kurve x ist somit reguldr. Sie wird in x-Richtung mit der konstanten Geschwin-
digkeit X = 1 durchlaufen. Der variable Wert von y sorgt dafiir, dass die Vektoren
x = (x,y) = (1, y) in jedem Kurvenpunkt tangential an der Parabel liegen.
Auch die Kurve
=) :R=>R% s (s 5%

besitzt die Normalparabel als Graphen. Thre Ableitung ist

x(s) = (352, 65°).
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Abb. 6.4 Das Bild der Kur- 5
ve t > (¢2,1%) entspricht den
zwei Zweigen y = +x/2. ni
Die Kurve ist fiir f = 0 im
Punkt (0, 0) singulir. Hier
kann keine Tangentenrich- 3
tung angegeben werden und
die Kurve weist einen Knick 9
auf. Fiir # = 1 ist die Kur- i
ve im Punkt (1, 1) mit dem
Tangentenvektor (2, 3) 1+
> 0r
1L
26
3t
4l
_5 Il Il Il Il 1
-1 0 1 2 3 4

Sie ist somit fiir den Parameterwert s = O singuldr. Die Parabel wird mit einer an-
deren Geschwindigkeit als bei der obigen Kurve x durchlaufen und besitzt jetzt im
Scheitelpunkt die Geschwindigkeit 0.

(2) Wir betrachten nun mit der Kurve

x=(xy):R=>R> - (%1
eine andere Parabel. Zunichst ermitteln wir das Bild der Kurve in einem xy-Ko-

ordinatensystem: Aus x = t? folgt t = 4./x (es ist offenbar x > 0) und damit
y =13 = (£./x)> = £x%2. Das Bild der Kurve ist also

x(R) = {(x,y) € Rz)x >0,y = :|:x3/2}.

Positive ¢ liegen auf dem positiven Zweig und negative ¢ auf dem negativen, siche
Abb. 6.4.
Die Tangentenvektoren ergeben sich aus

(1) = (¥(0), y(1) = (21,31%).
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Es ist daher x(0) = 0: Es handelt sich um einen singuldren Punkt, der sich hier
durch einen Knick im Graphen bemerkbar macht. An einem Knick kann offenbar
keine Tangente angegeben werden.

6.4.2 Schnittwinkel zwischen Kurven

Wir betrachten zwei regulire Kurven x : I/ — R” und y : / — R” auf den Intervallen
I,J CR.Firtel,seJ geltex(t) = y(s),d.h., die Kurven schneiden sich. Unter
dem Schnittwinkel o der Kurven bei den Parameterwerten 7 bzw. s versteht man nun
den Winkel zwischen den Tangentenvektoren x (t) und y (s). Er wird somit gegeben
durch die Gleichung

_ 030
EGIEGH

cos« (6.17)

Lesehilfe
Es ist hier wichtig, die Parameter der Kurve unterschiedlich zu benennen. Der
Parameter der einen Kurve, 7, hat mit dem Parameter der anderen Kurve, s,
nichts zu tun.

Und (6.17) kennst du bestimmt. Das ist die ,,normale* Gleichung fiir den
Winkel zwischen zwei Vektoren. Sie wird oft auch geschrieben in der Form

x -y =|x[|ly|cos Z(x,y).

Beispiel
Wir betrachten die zwei Kurven
x :R* - R?, t > (12,17 (6.18)
N 5 s 2
y Ryl = R", S = 25 ) (6.19)

Esist x(1) = (1,1) = y(2), die Kurven schneiden sich also im Punkt (1, 1), siche
Abb. 6.5. Die entsprechenden Parameterwerte lauten # = 1 und s = 2.

»  Zwischenfrage (5) Wir haben den Schnittpunkt der Kurven (6.18) und
(6.19) durch ,,Hinsehen* gefunden. Wie miisste man ihn berechnen,
wenn man ihn nicht sieht? Und gibt es noch weitere Schnittpunkte?

Wir berechnen den Schnittwinkel: Die Tangentenvektoren lauten

x(z)‘t:l - (2t,3t2)‘t=l = (2.3)

. 1 2 1 1
o), = (5":2) - (57‘5)’
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Abb. 6.5 Die Kurven ¢ +— (¢2,#3) und s + (s/2,2/s) schneiden sich im Punkt (1, 1). Der
Schnittwinkel entspricht dem Winkel zwischen den beiden Tangentenvektoren in diesem Punkt,
d. h. zwischen den Vektoren (2, 3) und (1/2, —1/2). Er betriigt etwa 101°

also ist

1 1 1 1 1
()] = ‘(5,—5)' SENERS Ve

und (6.17) ergibt
-5 L
V13-3v2 V26 26

Dies entspricht einem geometrischen Winkel von

cosa =

1
o= arccos(—%\/Zé) ~ 101.3°,

siehe Abb. 6.5.



198 6 Grundbegriffe mehrdimensionaler Funktionen*

>  Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war nach den Schnittpunkten
der Kurven (6.18) und (6.19).
Den Schnittpunkt zweier Kurven x und y erhilt man durch Gleich-
setzen der Kurven, d. h. durch die Gleichung

x(1) = y(s).

Diese Vektorgleichung entspricht im allgemeinen Fall einem Glei-
chungssystem aus n Komponentengleichungen. Hier haben wir es mit
zwei Gleichungen zu tun:

Wir 16sen die erste Gleichung nach s auf und setzen sie in die zweite
Gleichung ein. Dies ergibt
2 1
3 5
1"=—=— oder  =1.

212 1?2
Die einzige Losung ist daher # = 1 und s = 2¢%> = 2. Die Kurven schnei-
den sich nur einmal.

6.4.3 Kurvenlange

Wir betrachten eine Kurve x : [a, b] — R”" auf dem endlichen Parameterintervall
[a, b] und stellen uns die Frage nach der Léinge dieser Kurve. Dazu wollen wir die
Kurve durch einen Polygonzug approximieren: Wir unterteilen das Intervall gemif

a=ty<h<...<tr,=>b (6.20)

und verbinden fiir i = 1, ...,k die Punkte x (#;,_;) und x (¢;) jeweils durch gerade
Strecken, siche Abb. 6.6. Die geometrische Linge des Polygonzugs kann als Sum-
me seiner Teilstreckenldngen angegeben werden:

k
Pelto, o) = D |x () —x (G)). (6.21)
i=1

Lesehilfe

Einen Polygonzug kann man auch als Streckenzug bezeichnen. Wie du
gesehen hast, handelt sich dabei einfach um die Vereinigung der Verbindungs-
strecken der Folge von Punkten x(#;),i = 0,1,... k.

Je feiner die Unterteilung ist, umso besser nihert die Linge des Polygonzugs die
Linge der Kurve an. Lisst sich auf diese Weise ihre Linge beliebig genau festlegen,
nennt man die Kurve rektifizierbar:
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tr =0

CL:tQ

Abb. 6.6 Das Intervall [a, b], auf dem eine Kurve x definiert ist, kann durch eine Unterteilung
a=1ty<t <...<ty=> aufgeteilt werden. Verbindet man die entsprechenden Kurvenpunkte,
so erhdlt man einen Polygonzug, dessen Léange als Summe der einzelnen Streckenldngen leicht
berechnet werden kann. Je feiner man die Unterteilung wihlt, umso besser approximiert man damit
die Lange der Kurve

Definition 6.11 FEine Kurve x : [a,b] — R" heifit rektifizierbar mit der Linge
s € Ry, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede Unterteilung a =
to <ty <...<ty =bder Feinheit < § gilt

|px(to, ... 06) —s| < e
Die Feinheit einer Unterteilung ist dabei definiert als max {t; — t;_(|i = 1,...,k}.

Eine Kurve ist also rektifizierbar, wenn sich die Langen der Polygonziige mit
groBer werdender Feinheit dem Grenzwert s annidhern. Dieser Grenzwert heif3t dann
die Lange oder auch Bogenlinge der Kurve. Mit dieser Vorschrift ldsst sich die
Linge einer Kurve dann ohne Weiteres ndherungsweise bestimmen. Allerdings sind
nicht alle Kurven rektifizierbar.

> Zwischenfrage (6) Jemand sagt: ,,Mit der nidherungsweisen Bestim-
mung der Liange einer Kurve durch einen Polygonzug aus endlich vielen
Kurvenpunkten wird die tatsidchliche Kurvenldnge stets unterschitzt,
d. h., der Polygonzug ist kiirzer als die Kurve.* Stimmt seine Aussage?
Wie kann ein Polygonzug, der beispielsweise vier Punkte x|, x»,

X3, x4 verbindet, selbst als Kurve dargestellt werden?

Fiir die Rektifizierbarkeit einer Kurve ist es nicht erforderlich, dass sie differen-
zierbar ist. Beispielsweise kann ja ein Polygonzug selbst auch als Kurve dargestellt
werden, die rektifizierbar ist; ein Polygonzug ist aber an seinen Knicken nicht dif-
ferenzierbar. Ist jedoch umgekehrt eine Kurve stetig differenzierbar, so ist sie auch
rektifizierbar:
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Satz 6.5 Jede stetig differenzierbare Kurve x : [a,b] — R”" ist rektifizierbar und
fiir ihre Linge s gilt
b
s = / |%(2)|dt.

Beweis Die Formel kann wie folgt begriindet werden: Statt des Parameters ¢
konnen andere Parameter zur Charakterisierung der Kurve verwendet werden. Ein
solcher Parameter ist auch die durchlaufene Bogenlidnge § (bei t = a ist § = 0, mit
wachsendem ¢ nimmt auch § zu). Fiir die Differenz zweier benachbarter Kurven-
punkte,

Ax = x(5§ + A5) — x(5),

gilt mit diesem Parameter |Ax| &~ AS. Folglich geht der Differenzenquotient
|Ax|/As fir AS — 0 gegen 1, d.h., der Tangentenvektor dx /ds hat die Lin-
ge 1. Mit dem Kurvenparameter § sind also alle Tangentenvektoren gleichzeitig
Einheitsvektoren. Nun folgt aus

dx((s))| |dx||dr|
s | |drf|ds|
die Gleichung
ds dx .
— | = | —| = t
m i | = O
und das Integral f: & |dr = f: |x(¢)] dt ergibt die Liinge der Kurve. o

Fiir stetig differenzierbare Kurven kann also die angegebene Formel zur Berech-
nung der Lange verwendet werden. Und besitzt eine Kurve endlich viele Knicke, ist
aber ansonsten stetig differenzierbar, kann ihre Linge zumindest stiickweise mithil-
fe von Satz 6.5 berechnet werden.

>  Antwort auf Zwischenfrage (6) Gefragt war, ob die Kurvenlinge
durch einen ndherungsweisen Polygonzug stets unterschitzt wird, und
nach der Darstellung eines Polygonzugs durch die Punkte x, x5, x3,
x4 als Kurve.

Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist die Gerade. Der Poly-
gonzug ist daher die kiirzeste Verbindung seiner Zwischenpunkte. Eine
Kurve, die er approximiert, kann allenfalls linger sein. Sie ist sicher
langer, wenn sie ,,gekrimmt® ist bzw. ein gekriimmtes Kurvenstiick
enthélt. Ist die Kurve allerdings ein Geradenstiick, so ist jeder ihrer Po-
lygonziige gleich lang und gleich der exakten Kurvenlidnge.
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Nun zur Darstellung des Polygonzugs als Kurve: Die Strecke von x
nach x, entspricht beispielsweise der Kurve

x12:[0,1] > R" mit xpp() :=x1 + (x2 —x)L.

Ebenso lassen sich die anderen Verbindungsstrecken darstellen. Um sie
zu einer Gesamtkurve zusammenzufiigen, miissen lediglich noch die
Parameter angepasst werden. So erhilt man den Polygonzug in folgen-
der Form:

x|+ (x;—x)t fiirt € [0, 1]
X14:[0,3] > R" mit x14(¢) := Jx, + (x3—x,)(t — 1) fiirz € [1,2]
X3+ (xqg—x3)(—2) firse[2,3].

Beispiele
(1) Als Beispiel fiir eine nicht rektifizierbare Kurve betrachten wir x : [0, 1] — R?
mit

(0,0) firt =0

X(O) = @YW =90 ) fiire €]0.1],

(6.22)

Die Kurve ist auch an der Stelle t = O stetig, denn es ist lim,_o(¢ cos(z/t)) = 0.
Aber die Kurve ist nicht rektifizierbar: Das Argument des Cosinus wird mit Anni-
herung an ¢ = 0 unendlich groff und der Cosinusterm ,,0szilliert daher unendlich
oft”. Zwar wird seine Amplitude gleichzeitig immer kleiner, aber die Linge der
Kurve wichst dennoch iiber alle Grenzen. Um das zu sehen, betrachten wir die
Unterteilung 0 =) < t; < ... <t = | mit

1 1 1
k’ T k=2

Hh = h = —— 13
und schitzen die Linge des zugehorigen Polygonzugs ab: Zunéchst haben wir

1
, o1 = = 6.23
1 k1= (6.23)

k k
Pellos i) = D 1x (@) = x| = D |y(@) = y(6)]

i=1 i=1

k
=Y 1y = y(6o)] = y(6) = y@-Dl + ... + [y(@) = y@).
i=2

Lesehilfe

Die Linge eines Differenzvektors ist offenbar > der Differenz der y-Koordi-
naten, also |x (z;) — x(¢;_1)| = |y(¢;) — y(t;_1)|. Dann wird der Summand mit
to weggelassen, weil sich 7y = 0 nicht wie die anderen ¢; als 1/j schreiben
lasst, was wir gleich tun wollen. Schlieflich sind die Summanden der Summe
in umgekehrter Richtung aufgeschrieben — was gleich niitzlich ist ;-)
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= % lasst sich unser Ergebnis auch schreiben

()Gl

Wir kénnen nun die Summanden berechnen: Aus y( ) = % cos(mm) = (jnﬂ folgt

Wegenty =1 = %,tk,l = %,

als

k—1

Pallo.. . i) = Y

J=1

1
()=
AV AR VESY
Lesehilfe

Die Vorzeichen (—1)/ und (—1)/*! sind ungleich. Aufgrund des Minus-
zeichens in |y (jl) -y (ﬁ)l haben daher beide Summanden dasselbe
Vorzeichen und der Betrag wird zu % + 41

Und vorweg zur Erinnerung: Die Reihe Z;’;l ]l ist die harmonische Reihe.
Ihr Reihenwert ist unendlich groB.

Dies ergibt schlieflich

k—1 k

11 1

px(to,...,tk)zZ(—.+.—)zZ—,—mo firk —oco.  (6.24)
o\ Jtl il

Da fiir diese Unterteilungen mit wachsendem k die Lange der Polygonziige unend-
lich grof3 wird, ist auch die Kurve unendlich lang. Sie ist somit nicht rektifizierbar.

(2) Kreis und Ellipse: Fiir ¢ > 0 betrachten wir den Kreisbogen x : [0, ¢] — R?,
t + (cost,sint). Die Kurve ist stetig differenzierbar mit

x(t) = (—sint,cost), also |%(¢)| = Vsin’¢ + cos?t = 1,

und ihre Bogenlidnge ergibt sich daher zu

¢ ¢
s=[|5c(t)|dt=[dt=g0.
0 0

Fiir ¢ = 27 hat man es mit dem vollstindigen Einheitskreis zu tun (und seinem
Umfang 27).

Eine Ellipse mit der groBen Halbachse a und der kleinen Halbachse b wird ge-
geben durch die Kurve x : [0, 27] — R? mit

x(t) = (bcost,asint). (6.25)
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Damit haben wir
|%()|> = (—=bsint)? + (acost)? = a’cos’t + b sin’ ¢

=a’(1 —sin’t) + b%sin’t = a® — (a> — b?)sin’ ¢

2 2

a—>b

= a2(1 — 5 sin® t).
a

Die Brennpunkte der Ellipse liegen auf der gro8en Halbachse und haben den Ab-
stand ¢ vom Mittelpunkt der Ellipse. Da die Abstandssumme eines Ellipsenpunkts
von den Brennpunkten gleich 2a ist, gilt a®> — b> = ¢?, siche Abb. 6.7. Die Exzen-
trizitéit e einer Ellipse ist definiert als e := ¢/a. Die Linge der Ellipse ist daher

2 2 2
a2 _ b2
s=/|k(t)|dl=[dta\/1— 5 sinzt:a[dt\/I—ezsinzt.
a
0 0 0

Da sich der Umfang der Ellipse aus vier gleichen Vierteln zusammensetzt, ist dies
gleichbedeutend mit

/2
s =4a [ dr V1 —e?sin’t. (6.26)
0

Das verbleibende Integral ist nicht elementar 16sbar. Es handelt sich um ein ellipti-
sches Integral, siche (3.48). Sein Wert kann fiir gegebenes e nachgeschlagen oder
numerisch berechnet werden.

Lesehilfe
Die Ellipse (6.25) hat ihre kleine Halbachse in x-Richtung und die grofle
Halbachse in y-Richtung. Auf diese Weise ergibt sich das elliptische Integral
zur Ermittlung ihrer Linge sofort in der tiblichen Form mit sin®. Andersherum
erhielte man das Integral zunzichst mit cos? und miisste es dann mittels der
Substitution 5 — ¢ = { auf die iibliche Form bringen.

In der Regel wird eine Ellipse allerdings wie in Abb. 6.7 , liegend* darge-
stellt.

(3) Zykloide: Eine Zykloide ist eine Kurve, die entsteht, wenn zusammen mit einem
Kreis ein Punkt markiert wird und man die Bewegung dieses Punkts beim Abrollen
des Kreises betrachtet. Der Punkt kann dabei im Inneren des Kreises liegen, auf
dem Kreis selbst oder aufierhalb des Kreises.

Fiir einen Punkt auf einem Kreis mit dem Radius 1, der bei # = 0 im Ursprung
liegt, ergibt sich aus dem Abrollen des Kreises auf der Rechtsachse die Kurve

x:R—>R? mit ¢+ (t—sint, 1 —cost), (6.27)

siehe Abb. 6.8.
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—a —c 0 c a

Abb. 6.7 Eine Ellipse ist die Ortskurve aller Punkte, die von den zwei Brennpunkten die gleiche
Abstandssumme haben. Besitzt die Ellipse die groie Halbachse a, so ist diese Abstandssumme
gleich 2a, wie man sofort erkennt, wenn man einen Ellipsenpunkt am Ende einer gro3en Halbachse
betrachtet. Ist b die kleine Halbachse, so gilt fiir den Abstand ¢ der Brennpunkte vom Mittelpunkt
offenbar ¢ + b% = a?. Die Exzentrizitiit e der Ellipse ist definiert als ¢ = ¢ /a. Fiir ¢ = 0 hat man
einen Kreis und fiir e = 1 eine zu einer Linie entartete Ellipse

Wir berechnen die Lidnge s des Teils der Zykloide, der einem Umlauf des Punkts
entspricht, also zwischen den Parameterwerten O und 27x:

x(t) = (1 —cost,sint),
|£(t)|> = (1 —cost)?> +sin>t = 1 —2cost + cos’ t +sin’t = 2 — 2 cost.
S—————
=1

Dieses Ergebnis schreiben wir mit

t t t t t

cost =cos| = + = | = cos? = —sin®> = = 1 — 2sin® =

22 2 2 2

besser als
t
|%()]> =2 —2cost = 4sin’ >

denn auf diese Weise ergibt sich

t t
|J'c(t)|=2|sin§|=2sin§ fir0 <t <2m.
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o+

T 2w

Abb. 6.8 Auf einem Kreis mit dem Radius 1 werde der Fulpunkt markiert, der im Ursprung des
Koordinatensystems liege. Rollt der Kreis auf der Rechtsachse ab, so beschreibt der Punkt eine
Zykloide. Sie wird beschrieben durch die Kurve ¢ + (¢t —sinz, 1 — cost)

Die Integration kann nun leicht ausgefiihrt werden:

2 2 bd
t
s:/l)'c(t)ldt:Z/sinEdt:4/sinzdz
0 0 0

=4(—cosz)|] = 4(=(=1) — (1)) = 8.

Der Zykloidenbogen hat also die Lidnge 8.

6.4.4 Kriimmung einer ebenen Kurve

Die ,,Kriimmung* einer ebenen Kurve ist gleichbedeutend mit einer Richtungsinde-
rung § beim Durchlaufen eines Kurvenstiicks As. Diese Richtungsidnderung hingt
i. Allg. natiirlich von der Linge des Kurvenstiicks ab. Die (mittlere) Kriimmung der
Kurve wird daher definiert als

— )
K :

=y (6.28)

Die Kriimmung in einem Punkt erhilt man — bei dessen Existenz — iiber den Grenz-
wert

K := lim —. (6.29)
Ein positives Vorzeichen von K bedeutet, dass man sich beim ,,Durchfahren® des

Kurvenstiicks von dessen Anfang zu dessen Ende in einer Linkskurve befindet, und
negative K entsprechen einer Rechtskurve.
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Lesehilfe
Du hast sicher gemerkt, dass wir hier nur tiber die Kriimmung ebener Kur-
ven reden, d.h. von Kurven x : I — R2. Fiir sie ldsst sich die Kriimmung
beispielsweise in den Lenkeinschlag eines Autos iibersetzen, das die Kurve
durchféhrt.

Aber natiirlich weisen auch Raumkurven eine Kriimmung auf, allerdings
komplizierter: Hier muss der Kurve ein Flugzeug folgen, dessen Steuerung
nicht nur eine Rechts-Links-Richtung kennt, sondern auch oben und unten.

»  Zwischenfrage (7) Warum ist K > 0 gleichbedeutend mit einer Links-
kurve?

Zur Berechnung der Kriimmung einer zweimal differenzierbaren Kurve x = (x, y):
t > x(t) beim Parameterwert ¢ gibt es eine Formel, die wir hier ohne Beweis an-
geben wollen: Es ist

X)) — y(0)x@)

KO= "o 1o

(6.30)

Kriimmungsradius und Kriimmungskreis

Bei einem Kreis mit dem Radius r > 0 handelt es sich um eine Kurve mit konstan-
ter Kriimmung: Die Richtungsinderung beim Durchlaufen eines Kreisbogens der
Linge b entspricht dem iiberstrichenen Zentriwinkel o und es gilt

b=ra. (6.31)
Schreibt man dies in der Form

1 o
- = -, 6.32
r b ( )

so erkennt man, dass die Kriimmung des Kreises gleich 1/r ist:

1
K= (6.33)

Lesehilfe

Die Richtung einer Kurve ergibt sich aus ihrem Tangentenvektor. Beim Kreis
sind nun die Tangenten immer senkrecht auf den Radiusvektoren der Kreis-
punkte. Uberstreicht der Radiusvektor daher den Winkel «, so ist auch die
Winkeldnderung der Tangenten gleich «. Dabei wird das Bogenstiick b = ro
abgelaufen.
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Die Beziehung K = 1/r kann auf andere Kurven tibertragen werden. Sie erlaubt es,
beliebigen Kurvenpunkten P(x(¢), y(¢)) abhingig von deren Kriimmung K einen
Kriimmungsradius r zuzuordnen. Der zugehorige Kriimmungskreis, also der Kreis,
der sich im betrachteten Kurvenpunkt P mit der entsprechenden Kriimmung an die
Kurve anschmiegt, kann konstruiert werden, indem man noch zwei weitere Kurven-
punkte P, und Py betrachtet, von denen einer dicht vor und der andere dicht hinter
dem Punkt P liegt. Durch diese drei Punkte wird ein Kreis festgelegt. Im Grenzwert
P, — P und P, — P ergibt sich daraus der exakte Kriimmungskreis im Punkt P.

Analog zu (6.30) gibt es fiir die Koordinaten (xp(¢), ym(¢)) des Mittelpunkts
des Kriimmungskreises am Kurvenpunkt x (¢) = (x(¢), y(¢)) Formeln, die wir ohne
Beweis angeben wollen: Es ist

00 + 5]
WO = X0 = 5050 5 0k) (634
. ) .0
@) = 3@ + SO + 0] (6.35)

X(OF@) —yOx(@)

Zusammen mit dem Kriimmungsradius r(¢) = 1/K(¢) ist der Kriimmungskreis
dann eindeutig bestimmt.

Lesehilfe

Die Formeln (6.30), (6.34) und (6.34) fiir den Kriimmungskreis sind natiirlich
keine Formeln, die man auswendig kennt. Hier ist eher wichtig, dass du weift,
dass es solche Formeln gibt, und dann werden sie bei Bedarf nachgeschlagen

)

>  Antwort auf Zwischenfrage (7) Gefragt war, warum K > 0 einer
Linkskurve entspricht.

Die Kriimmung ist der Quotient aus Richtungsdnderung und durch-
laufenem Kurvenstiick. Die Richtungsidnderung ist ein Winkel. Ein
Winkel ist mathematisch positiv, wenn er gegen den Uhrzeigersinn
lauft. Um eine Richtungsinderung gegen den Uhrzeigersinn zu errei-
chen, ist eine Linkskurve notwendig.

6.4.5 Beispiel: Klotoide

Eine Klotoide ist eine Kurve, bei der die Kriimmung linear mit der durchlaufenen
Bogenlinge s zunimmt. Fiir sie gilt daher

K=-=2> 4dn r=% (6.36)
S
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mit einer Konstanten a > 0; die Proportionalitdtskonstante zwischen K und der
Bogenliinge s hat also bei dieser Festlegung den Wert 1/a>. Gibt man einen An-
fangspunkt und eine Anfangsrichtung vor, so ist die Klotoide durch die Bedingung
(6.36) bereits eindeutig bestimmt. Soll sie mit der Steigung null durch den Punkt
(0,0) gehen, so wird sie gegeben durch x = (x,y) : R — R? mit

x(t) = aﬁ/cos(%uz)du
0

t
2
y(@) = a\/;/ sin(%)du. (6.37)
0

Lesehilfe

Die Parameterdarstellung der Klotoide fdllt hier vom Himmel. Wir werden
uns aber im Folgenden davon iiberzeugen konnen, dass tatsiachlich gerade
diese Kurve die spezielle Eigenschaft der Klotoide besitzt.

Diese Gleichungen der Klotoide sind insofern etwas unhandlich, als dass die darin
auftretenden Integrale nicht elementar 16sbar sind. Sie miissen vielmehr numerisch
berechnet werden und die Klotoide kann dann punktweise gezeichnet werden: Es
ergibt sich eine ,,spiralformige*, punktsymmetrische Kurve, die fiir # — +o00 gegen
die beiden aysmptotischen Punkte (a+/7/2,a+/7/2) bzw. (—a/7 /2, —a/7/2)
lauft, siche Abb. 6.9.

Lesehilfe

Es ist nicht iiberraschend, dass die Integrale der Klotoidendarstellung nicht
elementar 16sbar sind. Wir wissen aus der Euler-Formel, dass Cosinus und
Sinus mit der Exponentialfunktion verwandt sind. Nun ist exp(x?) nicht ele-
mentar integrierbar und cos(x?) oder sin(x?) sind es ebenso wenig.

Wir wollen nun nachweisen, dass die durch (6.37) definierte Kurve tatsédchlich die
geforderte Eigenschaft (6.36) erfiillt:

Wir berechnen zunichst die Léinge der Kurve zwischen den Parameterwerten O
und ¢:

s=s5() = / [x(u)|du = / VX2(u) + y2(u) du. (6.38)
0 0



6.4 Kurven 209

Nl

1/2

T

—1/2}

VA2t

1

fﬁ/Q ff/z 0 1/2 ﬁ/z

T

Abb. 6.9 Eine Klotoide ist eine Kurve, bei der die Kriimmung mit der Linge der Kurve linear
zunimmt. Dargestellt ist die Klotoide (6.37), die mit der Steigung 0 durch den Ursprung des Ko-
ordinatensystems lduft. Bezeichnet man die von hier aus gemessene Kurvenlidnge mit s, so besitzt
die Kriimmung an einer Stelle s den Wert K = s (es ist also a = 1 gewihlt, siehe (6.36)). Die
Klotoide l4duft damit gegen die asymptotischen Punkte (/7 /2, «/7/2) und (—+/7 /2, —/7/2)

Wie sich sofort aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und der
Definition der Stammfunktion ergibt, ist darin

x(u) = aﬁcos(%uz), y(u) = aﬁsin(%uz), (6.39)

sodass wir erhalten:

s(t) = aﬁ/ \/cosz(%uz) + sinz(%uz) du =a+/mt. (6.40)
0

=1

Die Linge des bis zum Parameterwert t durchlaufenen Bogens ist also gleich

a/mt.
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Lesehilfe

So unschon die Form (6.37) der Klotoide auch erscheinen mag, ldsst sich ihre
Lénge doch einfach berechnen: Man benoétigt die Ableitungen der Kompo-
nenten und die Ableitung eines Integrals ist dessen Integrand :-)

Wir verwenden nun Formel (6.30), um die Kriimmung K (¢) beim Parameterwert
t zu berechnen. Dazu benétigen wir neben x(¢) und y(¢), siehe (6.39), noch die
zweiten Ableitungen:

2

2
¥(t) = —an/mt sin(%), j(t) =an/mt cos(%). (6.41)

Einsetzen in (6.30) ergibt

2OF() — y(0)E ()
[£2(0) + 72(0)]

2.2 2( nt? 22, 2 mt?
a“m“1tcos (T) 4+ a“mw“tsin (T) a’n’t /7
_ = =" 1 (642
a

3/2 2.\3/2
[azn cosz<”Tt2) +a’m sin2<”T’2)] (a*m)

K(t) =

Die Kriimmung beim Parameterwert t ist also gleich /7 t /a.
Bilden wir schlielich das Verhiltnis von Kriimmung und durchlaufener Bogen-
lange, so ergibt sich

KO _ yrtja _ 1 (6.43)

sty  aymwt  a?

in Ubereinstimmung mit der Klotoidenbedingung (6.36).

Eine praktische Anwendung eines Klotoidenbogens findet sich im Stralen- und
Gleisbau. Hier wird der Ubergang von einem geraden Streckenstiick in eine Kurve
mit einem gegebenen Kriimmungsradius nach Moglichkeit gemal einer Klotoide
gestaltet. Auf diese Weise wird erreicht, dass die Kriimmung nicht sprunghaft von
0 auf den Kurvenwert ansteigt, sondern sich im Ubergangsbereich linear erhoht. So
wird ein Seitenruck des Fahrzeugs (und der Passagiere) vermieden, da die Seiten-
beschleunigung kontinuierlich auf den letztendlichen Kurvenwert angehoben wird.

6.5 Partielle Ableitungen

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit reellwertigen Funktionen, die von meh-
reren Variablen abhingen. Wir haben es also mit Ausdriicken der Form f =
f(x1,...,x,) zu tun. Fragt man nach der ,,Ableitung® einer solchen Funktion, so
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¥, S0
=

z = f(z,y)

—3n/4

Abb. 6.10 Eine Funktion f : U — R mit U € R? kann man sich als dreidimensionale Fliche
vorstellen, die ein ,,Gebirge* darstellt. Hier ist als Beispiel f(x, y) = sin(2x) + cos(2y) gewibhlt.
Hohenlinien geben die Orte gleicher Hohe an. Sie sind Teil der Menge U und konnen parallel zur
xy-Ebene dargestellt werden

muss man angeben, hinsichtlich welcher Variablen bzw. in welche Richtung diese
Ableitung erfolgen soll.
Wir betrachten also Abbildungen von Mengen U C R” nach R:

f:U—>R, x=(xg,....,x) = f(xg,...,xp).
Der Graph von f ist die Menge
Iy :={(x,y) eUxR|y= f(x)} c R"". (6.44)

Fiir n = 2 ist der Graph von f eine Fliche im dreidimensionalen Raum, siche
Abb. 6.10.

Lesehilfe

Eine ,zweidimensionale Funktion“ f = f(x;,x;) ordnet einem Punkt
(x1, xp) der Ebene einen Funktionswert f zu, der als ,,Hohe* iiber dem Ko-
ordinatenpunkt dargestellt werden kann. Den Graphen kannst du dir somit als
,,Gebirge* vorstellen :-)
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Eine Funktion f : U — R kann auch beschrieben werden durch die Schar ihrer
Niveaumengen Ny¢(c), ¢ € R: Die Menge

Ne(e) :={x e U| f(x) =c} (6.45)

ist die Menge aller Punkte, in denen f den Wert ¢ annimmt. Fiir n = 2 konnen die
Niveaumengen Hohenlinien entsprechen, siehe Abb. 6.10. Aber natiirlich kénnen
die Niveaumengen auch Fldchen sein oder einzelne Punkte oder eine Kombination
aus all dem.

Wir kommen nun zum Begriff der partiellen Ableitung:

Definition 6.12 Es sei f : U — R eine Funktion auf der offenen Menge U < R".
Die Funktion f heifitin x € U partiell differenzierbar bzgl. der i-ten Koordinaten-
richtung, falls der Grenzwert

f(x +hei) — f(x)
h

9 f(x) 1= zl_f)r(l)

existiert. Dabei iste;, i = 1,...,n, deri-te kanonische Einheitsvektor und man hat
sich auf solche h # 0 zu beschrinken, fiir die gilt x + he; € U.

Die partiellen Ableitungen kann man als gewohnliche Ableitungen von Funktio-

nen einer Verdnderlichen interpretieren: Sei x = (xy,...,x,) € U vorgegeben. Fiir
i = 1,...,n betrachten wir die Funktionen
X fi(X) == [ X X X, X))

es ist also hier nur das i-te Argument von f variabel und die anderen fest. Die
Graphen dieser Funktionen f; erhilt man als Schnitte durch den Graphen von f in
der jeweiligen Koordinatenrichtung, siche Abb. 6.11.

Lesehilfe

Mit den Funktionen X — f;(X) := f(xy,...,X;_1, X, Xi+1,...,X,) bewegt
man sich mit der Variable X nur ldngs der i -ten Koordinate und dies entspricht
dem Schnitt durch den Gesamtgraphen von f lings der i-ten Koordina-
tenrichtung. Die Stelle x, die betrachtet wird, gibt den Wert der iibrigen
n — 1 Koordinaten vor. Die n Schnitte laufen somit allesamt durch den Punkt
(x, f(x)) auf dem Graphen von f.

Aufgrund der Definition der partiellen Ableitung gilt nun

Jixi +h) — fi(xi)
h

0 f(x) = lim = f/(x). (6.46)



6.5 Partielle Ableitungen 213

flay,22)

Iy

Abb. 6.11 Die partielle Ableitung 9; einer Funktion f entspricht der Steigung von f ldngs der
i-ten Koordinatenrichtung

Die partielle Ableitung bzgl. der i-ten Koordinatenrichtung ist also nichts anderes
als die gewdhnliche Ableitung bzgl. der i-ten Variablen, wobei die iibrigen n — 1
Verdinderlichen wie Konstante behandelt werden. Man schreibt daher die partiellen
Ableitungen oft auch in folgender Form:

0 0
Y =5 ) = oL

o, (x).

Insbesondere bei Funktionen f = f(x,y,z,t) ist auch die besonders kurze
Schreibweise

8xf = fx’ ayf = fys 8zf = fz’ atf = ft
gebriuchlich.

Definition 6.13 Eine Funktion f : U — R auf der offenen Menge U C R" heift
partiell differenzierbar, falls die partiellen Ableitungen 0; f(x) fiir alle x € U und
i =1,...,n existieren. Sie heift stetig partiell differenzierbar, falls zusdtzlich alle
partiellen Ableitungen 0; f : U — R stetig sind.

Bei Funktionen einer Verdnderlichen folgt aus der Differenzierbarkeit die Stetig-
keit. Aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion mehrerer Veridnderlicher
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folgt nur die Stetigkeit in Richtung der Koordinatenachsen und nicht die vollstin-
dige Stetigkeit der Funktion.

Lesehilfe

Tatsdchlich sind Funktionen mehrerer Verdnderlicher auch hinsichtlich ihrer
Eigenschaften komplizierter als Funktionen, die nur von einer Variablen ab-
hingen. Das ist aber nicht sonderlich tiberraschend — es sind eben mehrere
Variable ;-)

Beispiele
(1) Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
f(x) = f(x.y,z) = 3x* —2xy + 6ysinz,
wobei wir statt xq, x;, x3 hier x, y, z schreiben, was bei drei (oder zwei) Veridnder-

lichen manchmal praktischer ist. Die Funktion ist als Komposition stetiger Funktio-
nen selbst stetig. Thre partiellen Ableitungen lauten

a

9/ = L) = 6x 2y

0y fx) = %(x) = —2x + 6sinz
af

d; f(x) = a—z(x) = 6y cosz.

Auch die partiellen Ableitungen sind offenbar stetig. Die Funktion ist daher stetig
partiell differenzierbar.

(2) Der euklidische Abstand eines Punkts x = (x, ..., x,) € R” vom Ursprung
wird gegeben durch die Funktion 7 : R” — R mit

r(x):=|x| = /x}+...+x2. (6.47)

Die Niveaumengen dieser Funktion, N, (c) = {x € R" |r(x) = ¢}, sind fiir ¢ > 0
die Oberflichen n-dimensionaler Kugeln mit Radius c.

Die Funktion ist in R” \ {0} partiell differenzierbar. Da die partielle Ableitung
der gewohnlichen Ableitung hinsichtlich der i-ten Variablen entspricht, ergibt sich
aufgrund der Kettenregel fiir Funktionen einer Verianderlichen:

ad 1 ;
air(x)z—\/xlz+...+x-2+...+xﬁ=— 2y =

0xi 2y /xf+ ..+ x2
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Es sei nun f : R% — R eine beliebige differenzierbare Funktion. Dann ist die zu-
sammengesetzte Funktion x — f(r) = f(r(x)) auf R" \ {0} definiert und partiell
differenzierbar. Es handelt sich dabei also um eine Funktion auf R" \ {0}, die nur
vom Abstand r des Punkts x vom Ursprung abhdngt. Die Ableitung einer solchen
Funktion ergibt sich mithilfe der Kettenregel:

ar (6.48)

2 fern = 10y 02 ™ (6.49)
X; ax; r

6.5.1 Gradient

Die partiellen Ableitungen einer Funktion konnen zu einem Vektor zusammenge-
fasst werden:

Definition 6.14 Die Funktion f : U — R auf der offenen Menge U C R" sei
partiell differenzierbar. Der Vektor

Vf(x) =01 f(x).....0,f(x))
heift der Gradient von f inx € U.
Wir verwenden hier den Nabla-Operator
Vi=(01,...,0,), (6.50)

bei dem es sich um einen ,,vektorwertigen Differenzialoperator handelt. Ohne Ver-
wendung von V wird der Gradient von f oft auch geschrieben als grad f,

grad f(x) = V f(x). (6.51)

Lesehilfe
Der Ausdruck V f wird als ,,Nabla f* ausgesprochen.

Beispiele
(1) Fiir die Funktion x + r(x) = |x|, siehe (6.47), gilt
Vr(x) = = (6.52)
r
Dies ergibt sich unmittelbar aus (6.48). Der Vektor x /r ist iibrigens nichts anderes

als der Einheitsvektor in Richtung von x.
Analog gilt fiir eine beliebige Funktion x + f(r(x)), siehe (6.49),

Vfo>=f%n§. (6.53)
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(2) Die gewohnlichen Ableitungsregeln gelten auch fiir partielle Ableitungen und
damit auch fiir den Gradienten. So gilt fiir zwei partiell differenzierbare Funktio-

nen f, g
9 (f8) = (3 f)g + f(9;g)

und damit

V(fg) =(Vf)g+ f(Vg). (6.54)

6.5.2 Beispiel: Kraft im Zentralfeld

Lesehilfe

Dieses Beispiel enthilt viel Physik. Die eigentliche Rechenaufgabe ist
in (6.56) enthalten und wir haben sie eigentlich schon gelost. Sofern Physik
und Potenzialtheorie fiir dich keine Rolle spielen, kannst du dieses Beispiel
daher einfach tiberspringen ;-)

Bei der Gravitation handelt es sich um eine Zentralkraft. Solche Krifte lassen sich
durch ein Potenzial V beschreiben, das nur vom Abstand r vom Kraftzentrum
abhiingt. Befindet sich ein Korper mit der Masse M im Zentrum eines Koordi-
natensystems, so wird sein Gravitationspotenzial gegeben durch

GM

Vx,y,z) =V(r)=— (6.55)

Darin steht G fiir die Gravitationskonstante. Da nur Potenzialdifferenzen physika-
lisch messbar sind, kann das Potenzial beliebig ,,normiert* werden. Bei der Fest-
legung gemél (6.55) besitzt ein Punkt im Unendlichen das Potenzial 0: Er ist dort
frei“, d.h. nicht unter dem Einfluss des Gravitationsfelds.

Die Aquipotenzialfiiichen entsprechen den Niveaumengen der Funktion V : R3\
{0} — R. Bei ihnen handelt es sich um Kugeloberflichen mit Mittelpunkt im Ur-
sprung.

Das Gravitationspotenzial fithrt zu einer Gravitationsbeschleunigung g; man
konnte hier von der ,,Feldstirke™ des Gravitationsfelds sprechen. Sie ergibt sich
aus dem Potenzial nach der Formel

g =-VI. (6.56)
Es ist also

1\ 6.53 GM
g =GM (V—) 633 =% (6.57)
r r r

Der Vektor x /r ist ein Einheitsvektor, der radial nach aufien zeigt; —x /r ist also
auf das Kraftzentrum hin gerichtet. Dies bedeutet: Die Gravitationsbeschleunigung
besitzt den Betrag GM [ r? und ist stets auf das Kraftzentrum hin gerichtet.
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Die Gravitationskraft, die auf eine Masse m im Punkt x = (x, y, z) im Abstand
r vom Zentrum ausgeiibt wird, ergibt durch Multiplikation mit m:

M
F(x)=mg=-G2-%, (6.58)
r r

Der Betrag dieser Kraft ist

Dies ist das beriihmte Newton-Gravitationsgesetz, das die Kraft angibt, mit der sich
zwei Punktmassen 72 und M im Abstand r voneinander gegenseitig anziehen.

6.5.3 Hohere Ableitungen

Ahnlich wie bei gewohnlichen Ableitungen lassen sich natiirlich auch partielle Ab-
leitungen mehrfach nacheinander ausfiihren:

Sind bei einer partiell differenzierbaren Funktion f : U — R auf der offenen
Menge U € R” alle partiellen Ableitungen d; f : U — R selbst wieder partiell diffe-
renzierbar, so heilt f zweimal partiell differenzierbar, und man kann die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung 0;0; f := 0;(0; f) miti, j = 1,...,n bilden. Durch
Wiederholung dieses Vorgangs definiert man partielle Ableitungen k-ter Ordnung
0, ...0;, f. Die Schreibweise ist dabei grundsitzlich so zu verstehen, dass die Ab-
leitungen von hinten nach vorne durchzufiihren sind: Es ist also zunéchst nach x;,
abzuleiten, das Ergebnis nach x;, usw.

Folgende Schreibweisen sind iiblich:

02 f 02 f ok f
0,0, f = L 0 f =00 =5, 0.0 f =—"
i9i. dx;0x; S ! x? k S 0xj ... 0x;
und fiir Funktionen f = f(x, y, z,t) auch
0,0, f = (ﬁ)x = fix, aff = f;; usw.

Lesehilfe
Bei Funktionen mit » Variablen gibt es also ,,viele zweite Ableitungen, eben

2

n~, wie du dir leicht iiberlegst. Fiir n = 3 haben wir z. B. die neun zweiten
Ableitungen

0101 f, 0201 1, 0301 f, 0102 f, 0202 f, 030> f. 0103 f, 0,03 f, 0303 f.

Dritte Ableitungen gibt es dann schon n* usw.
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Eine Funktion f : U — R heilit k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn sie k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k stetig
sind.

Die Reihenfolge partieller Ableitungen spielt in der Regel keine Rolle, wie der
folgende Satz von Schwarz* besagt:

Satz 6.6 Es sei f: U — R eine auf der offenen Menge U C R" zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir alle x € U und allei,j =1,...,n

0;0; f(x) = 9;0; f(x),
d. h., die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kann vertauscht werden.

Beweis Der Beweis dieses Satzes ist recht aufwendig und wird nicht ausgefiihrt. o

Die meisten Funktionen, mit denen wir es zu tun haben, sind unendlich oft stetig
partiell differenzierbar. Die Reihenfolge partieller Ableitungen ist dann ohne Be-
deutung.

»  Zwischenfrage (8) Wie viele verschiedene zweite Ableitungen miis-
sen bei einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion mit n
Variablen gebildet werden, damit die zweiten partiellen Ableitungen
vollstindig vorliegen?

Beispiel
Wir betrachten die Funktion

x— f(x)= f(x,y,z) = 3x* —2xy + 6y sin(3z2). (6.59)
Die Funktion ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es ist:

dx f(x) = 6x =2y,
0:0x f(x) = 0, (0x f(x)) =6, 9,0, f(x) ==2, 9.9, f(x) =0,
dy f(x) = —2x + 65sin(3z),
0,0, f(x) = =2, 0,0, f(x) =0, 0:0, f(x) = 18cos(3z),
d; f(x) = 18y cos(3z),
0,0, f(x) =0, 0,0: f(x) = 18cos(3z), 0.0, f(x) = —54ysin(3z).

6.5.4 Hesse-Matrix

Die zweiten Ableitungen 0;0; f/ einer Funktion f werden zweckmiBigerweise zu
einer Matrix zusammengefasst:

4 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921.
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Definition 6.15 Es sei f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion auf der offenen Menge U C R". Unter der Hesse-Matrix von f inx € U
versteht man die n x n-Matrix

Hy(x) = <8i8jf(x)) e
1<j=n
Aufgrund des Satzes von Schwarz gilt dabei 9;0; f = 0;0; f, sodass die Hesse-
Matrix grundsétzlich symmetrisch ist,

Hy = Hf. (6.60)

Lesehilfe

Zur Erinnerung: Fiir eine Matrix A steht AT fiir die transponierte Matrix.
Transposition bedeutet, dass die Zeilen der alten Matrix A die Spalten der
neuen Matrix AT bilden. Fiir quadratische Matrizen ist dies gleichbedeutend
damit, dass die Matrixelemente an der Hauptdiagonale gespiegelt werden.
Und die Gleichung A = AT bedeutet dann, dass die Matrixelemente oberhalb
und unterhalb ihrer Hauptdiagonale gleich sind, die Matrix also ,,symme-
trisch* zur Hauptdiagonale ist.

Fiir U C R? lautet die Hesse-Matrix beispielsweise

o Pre s
Hf(")‘(azélﬂx) a%f(::))' oD

Im Allgemeinen hingt die Hesse-Matrix einer Funktion f vom Argument x ab.

Beispiel
Die Hesse-Matrix der Funktion (6.59) des obigen Beispiels lautet
6 -2 0
Hp(x)=Hs(x,y,z) = -2 0 18 cos(3z)

0 18cos(3z) —54ysin(3z)

Sie hingt von x ab. An einer gegebenen Stelle x ist es nur noch eine ,,Zahlenma-
trix“. So ist etwa firx = 0

6 -2 0
H;(0) = H;(0,0,0)=|-2 0 18
0 18 0

>  Antwort auf Zwischenfrage (8) Gefragt war nach der Anzahl der un-
terschiedlichen zweiten Ableitungen einer zweimal stetig partiell diffe-
renzierbaren Funktion mit n Variablen.
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Zunichst gibt es n? zweite Ableitungen 9;0; f. Da die Vorausset-
zungen des Satzes von Schwarz erfiillt sind, sind die Ableitungen aber
teilweise gleich, so ist etwa 010, f = 0,0, f. Um die Anzahl der ver-
schiedenen Ableitungen anzugeben, wollen wir die zweiten Ableitun-
gen als Elemente einer n x n-Matrix (8,- 9; f ) I<in auffassen. Aufgrund

Zizn

des Satzes von Schwarz ist diese Matrix nun symmetrisch unter Spiege-
lung an der Hauptdiagonalen: ,,Das untere Dreieck ergibt sich aus dem
oberen Dreieck.” Wir benotigen also die Anzahl der Hauptdiagonalele-
mente und des oberen Dreiecks: Sie ist zeilenweise betrachtet offenbar
gleichn + (n — 1) + ... + 1. Die gesuchte Anzahl der unterschiedli-
chen zweiten Ableitungen ist also Y ;_, k. Der Wert dieser Summe ist
bekanntlich gleich n(n + 1)/2. Fiir n = 3 haben wir also sechs Ablei-
tungen zu bilden, fiir n = 4 sind es zehn usw.

Laplace-Operator*

Der Laplace-Operator spielt in der Physik eine groe Rolle: Fiir zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktionen f : U — R auf der offenen Menge U € R”
setzt man

Af =V Vf=3f+...+&f (6.62)
und nennt
A=V.-V=0+.. .4+ (6.63)
den Laplace-Operator. Die Gleichung
Af =0 (6.64)
heilt Potenzialgleichung oder Laplace-Gleichung. Bei ihr handelt es sich um eine

partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung. Potenziale wie das Gravitations-
potenzial in (6.55) erfiillen diese Gleichung.

6.6 Totale Differenzierbarkeit

Bei Funktionen, die von mehreren reellen Variablen abhidngen, muss man zwischen
verschiedenen Arten der ,,Differenzierbarkeit” unterscheiden. Den Begriff der par-
tiellen Differenzierbarkeit haben wir bereits kennengelernt: Sie erlaubt lediglich die
lokale Approximierbarkeit auf Geraden in den Koordinatenachsrichtungen. Ist die
Funktion aber dariiber hinaus lokal vollstidndig linear approximierbar, so nennt man
sie total differenzierbar:
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Definition 6.16 Es sei f : U — R eine Funktion auf der offenen Menge U C R”.
Die Funktion f heifit in x € U total differenzierbar oder linear approximierbar,
falls es einen Vektor a € R" gibt, sodass in einer Umgebung von x gilt

f(x + Ax) = f(x) +a-Ax + ¢(Ax).
Dabei ist ¢ eine in einer Umgebung von 0 definierte reelle Funktion mit

o P4
Ax—0 |Ax|

Lineare Approximierbarkeit bedeutet also, dass die Funktion f in der Néhe von
x durch ihre ,,Tangente* approximiert werden kann,

fx +Ax) ~ f(x)+a-Ax = f(x) +a1Ax1 + ...+ a,Ax,, (6.65)

wobei die Tangente jetzt eine Tangentialebene ist. Der Fehler ¢ (Ax), der hierbei ge-
macht wird, ist ,.klein* im Sinn von limx,_.¢ ¢(Ax)/|Ax| = 0. Unter Verwendung
des Landau-Symbols o (,klein o) driickt man dies auch aus durch die symbolische
Schreibweise

¢(Ax) = o(|Ax]). (6.66)
Es ist also
f(x + Ax) = f(x) +a-Ax + o(|Ax)). (6.67)

Wir werden nun sehen, dass der Vektor a bei der linearen Approximation dem Gra-
dienten entspricht:

Satz 6.7 Die Funktion f : U — R auf der offenen Menge U C R" seiinx € U
total differenzierbar, d. h., es gelte in einer Umgebung von x

f(x +Ax) = f(x)+a-Ax + ¢(Ax)

mit einem Vektor a € R" und o(Ax) = o(|Ax|). Dann ist f in x stetig. Auflerdem
ist f in x partiell differenzierbar und es ista = V f(x).

Beweis Zunichst zur Stetigkeit: Aus lima,_(a-Ax)=0und lima,_¢ ¢(Ax)=0
folgt

Alimo f(x 4+ Ax) = Alimo(f(x) +a-Ax + ¢(Ax)) = f(x).
Esist f(x + Ax) = f(x) + a- Ax + ¢(Ax) fiir beliebige Ax. Also gilt auch

f(x +he;))= f(x)+a-he; +¢(he;) = f(x)+ ha; + ¢(he;).



222 6 Grundbegriffe mehrdimensionaler Funktionen*

Daraus folgt

f(x + hei) — f(x)

9; f(x) = lim

h
ha; he; . he;
_ i Mt eed) o oD
h—0 h h—0 h
R
=0
alsoVf(x) =a. °

Lesehilfe zum Beweis

Es ist offenbar lima,_g(a - Ax) = 0, weil a konstant ist. Die Bedingung
@(Ax) = o(|Ax]|) ist gleichbedeutend mit limay 9 ¢(Ax)/|Ax| = 0 und
damit ist erst recht lim s, .9 ¢(Ax) = 0. Und wie du siehst, folgt die partielle
Differenzierbarkeit ebenso praktisch unmittelbar aus der totalen Differenzier-
barkeit.

Ohne Beweis halten wir fest, dass aus der stetigen partiellen Differenzierbarkeit
die totale Differenzierbarkeit folgt. Zusammen mit dem obigen Satz ergeben sich
insgesamt die folgenden Implikationen:

stetig partiell diff’bar = total diff’'bar = partiell diff’bar

¢

stetig.

6.6.1 Naherung einer Funktion

Wir haben gesehen, dass sich eine in x total differenzierbare Funktion f in der
Umgebung von x linear approximieren lésst:

flx +Ax) =~ f(x)+ Vf(x)-Ax
= f(x)+ 01 f(x)Ax; + ...+ 0, f(x)Ax,. (6.68)

Es wird f somit angenihert durch die Werte auf der Tangentialebene an f im
Punkt x, siche Abb. 6.12. Uber die ,,Giite* dieser Niaherung konnen wir dabei keine
weitergehende Aussage treffen. Im Allgemeinen wird man aber zumindest davon
ausgehen konnen, dass die Ndherung umso besser wird, je ndher man sich am Ent-
wicklungspunkt x befindet, je kleiner also |Ax]| ist.

Die lineare Néherung lisst sich alternativ auch in folgender Form schreiben: Mit
z:=Xx + Ax ist Ax = z — x, es gilt also fiir Werte z in der Nihe von x:

J@) ~ fx) +Vf(x) (z-x)
= f(x) + 01 f(x)(z1 —x1) + ...+ 9 f(xX) (20 — xn). (6.69)
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Abb. 6.12 Die lineare Niherung einer Funktion f : U — R, U € R?, im Punkt x = (x,y) € U
entspricht der Tangentialebene an die Funktion f in diesem Punkt. Statt der tatsdchlichen Funk-
tionswerte betrachtet man also die Werte dieser Ebene. In der Néhe des Entwicklungspunkts x
fiihrt dies zu guten Néherungswerten; sie werden i. Allg. schlechter, wenn man sich weiter vom
Entwicklungspunkt entfernt

Lesehilfe

Beachte die Ahnlichkeit der linearen Niherung mit der Gleichung der Tan-

gente einer gewohnlichen Funktion f: /1 — R in x € I: t(z) = f(x) +

f'(x)(z — x). Natiirlich ist das nicht iiberraschend: Dieser Fall ist mitn = 1

in der hier angegebenen allgemeinen Form der linearen Naherung enthalten.
Fiir n = 2 lautet die Gleichung der Tangente

1(z1,22) = f(x1,x2) + 91 f(x1, X2) (21 — x1) + 92/ (x1, x2) (22 — X2).
—— ——

mi my

Tragen wir den Wert #(zy, z;) als Hohe zj iiber der zz,-Ebene auf, so haben
wir eine Gleichung

z3 —myzy — myzy = f(xq, X3) — mxX] — myXx,; = const.
und damit eine Ebenengleichung der Form n,z +n,z; +n3z3 = c. Wir haben

es also mit einer Tangentialebene im dreidimensionalen Raum zu tun, die
natiirlich den Punkt (xi, x,, f(x1, X)) enthilt.
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Fiirn =3, 4, ... hat man hoherdimensionale Tangentialebenen — man kann
auch von ,,Hyperebenen* sprechen —, die man sich allerdings nicht mehr geo-
metrisch vorstellen kann. Das Rechnen mit ihnen erfolgt aber genauso wie fiir
n=2:)

Quadratische Niiherung*

Mithilfe der Hesse-Matrix kann die iiber die lineare Approximation der Funktion
f hinausgehende ,,quadratische* Ndherung angegeben werden: Sie entspricht dem
nichsten Glied in der Taylor-Entwicklung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher.
Wir geben sie ohne Beweis an:

Satz 6.8 Essei f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
auf der offenen Menge U C R" und x € U. Dann gilt

f(x+Ax)= f(x)+ Vf(x) Ax + %Ax - He(x)Ax + 0(|Ax|2).

Lesehilfe

Die quadratische Niherung sieht genauso aus wie die entsprechende Taylor-
Entwicklung fiir eine gewohnliche Funktion f : I — R einer Verdnderlichen
um den Punkt x € /, wenn man sie etwas komisch aufschreibt:

FGxr + Ax) ~ f(x) + f1(x)Ax + %f”(x)(Ax)z
— fO) + F()Ax + %Ax £7(x) Ax.

Es sind dann nur noch die Argumente und die Ableitungen durch ihre mehrdi-
mensionalen Verallgemeinerungen zu ersetzen: Die erste Ableitung entspricht
dem Gradienten und die zweite Ableitung der Hesse-Matrix.

Beispiel
Wir betrachten die Funktion f : Ry x Ry — R mit

F(x1,x2) = 3x7 + 2x1 X — /X1 X2

Sie soll in der Nihe des Punkts x = (1, 4) linear approximiert werden. Es ist f(x) =
f(1,4) = 9. Des Weiteren haben wir

X2 9 f =2 X1
) = ZX1 —
24/X1.X2 2 ! 24/.X1X2

81f=6x1+2x2—
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und damit

NI =13 Dfe) =1

Fiir Werte z in der Nihe von x = (1, 4) gilt also

fZ)~9+13(z — 1) + %(z2 —4).

Sehen wir uns schlielich ein Zahlenbeispiel an: Fiir z = (1.10, 4.05) ergibt die
Néherung

;
f(1.10.4.05) ~ 9+ 13-0.10 4 - 0.05 = 10.39.

Der exakte Wert lautet mit seinen ersten zwei Nachkommastellen f(1.10,4.05) =
10.43.

6.6.2 Beispiel: Fehlerrechnung

Wir betrachten eine Funktion f, die von n MessgroBen xi,...,x, abhingt.
Diese Messgrofien seien fehlerbehaftet: Statt der unbekannten wahren Werte
(x?,...,x9) = x° werden die Niherungswerte (xi, . .., x,) = x gemessen. Mithilfe

n) =

der linearen Approximation haben wir
&) = f) + Vf(x)- (x° = x) +o(x* = x)),
und damit

F@) = f(x) =01 f(x) () = x) 4. .. 4 0, f(x) (x)) — x) +0(|x* — x]).
N—— — — ———

Af Axy Axy

Lesehilfe
Hier wird die Funktion f um die bekannte Stelle x entwickelt, damit der Gra-
dient ausgewertet werden kann; x° {ibernimmt dann die Rolle des z in (6.69).

Dies bedeutet fiir die Betrige und unter Verwendung der Dreiecksungleichung

n

< D 10 f()]1Axi] + o(|x° — x]).

i=1

Al =

D0 f()Ax; + o(|x’ — x|)
i=1
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Sind nun fiir die einzelnen Messungen der x; Fehlerschranken |Ax;| bekannt, so
erhdlt man daher als ungefiihre obere Fehlerschranke |A f| der Funktionswerte:

AL <) 10 f(0)]| Axi]. (6.70)

i=1

Lesehilfe

Man spricht hier von Fehlerfortpflanzung, da es um die Frage geht, wie sich
Fehler in den Eingangsgrofen, die |Ax;|, auf die aus ihnen berechnete End-
groBe auswirken, welchen Fehler |Af| sie also erzeugen. Wir haben soeben
eine zwar grobe, aber einfache Variante der Fehlerfortpflanzung gesehen, die
sich unmittelbar aus der linearen Niherung ergibt. Du kennst aber vielleicht
auch das GauB3-Fehlerfortpflanzungsgesetz. Es lautet in der obigen Notation

1Af1= | D18 f()PPAxi |
i=1

und ergibt eine kleinere Fehlerschranke.

6.6.3 Richtungsableitung

Mit den partiellen Ableitungen lassen sich die Steigungen einer Funktion in den
Koordinatenachsrichtungen ermitteln. Man kann aber auch nach der Steigung in
beliebig vorgegebene Richtung fragen. Dies fiihrt auf den allgemeinen Begriff der
Richtungsableitung:

Definition 6.17 Es sei f : U — R eine Funktion auf der offenen Menge U C
R". Ferner sei e € R" ein Einheitsvektor. Unter der Richtungsableitung von f
an der Stelle x € U in Richtung von e versteht man — sofern er existiert — den
Differenzialquotienten

D f(x) 1= lim flx + le;) - f(x)'

Fire =e;,i =1,...,n, entspricht d, f offenbar der i -ten partiellen Ableitung
0d; f, siche Definition 6.12.

Die Richtungsableitungen miissen ebenso wenig existieren wie die partiellen
Ableitungen. Auch kann es sein, dass sie nur fiir einen Teil der Richtungen exis-
tieren. Ist die Funktion aber stetig partiell differenzierbar, so gibt es auch samtliche
Richtungsableitungen, und sie konnen mithilfe des Gradienten auf einfache Weise
berechnet werden:
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Satz 6.9 Essei f : U — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion auf der
offenen Menge U C R". Dann gilt fiir jedes x € U und jeden Einheitsvektor e € R"

e f(x) = e -V f(x).

Beweis Fiir Punkte auf der Geraden x + e folgt aus der totalen Differenzierbarkeit
von f in x fiir hinreichend kleine ¢

f(x +te) = f(x)+Vf(x)-te+p(te).
Daraus folgt

f(x +te)— f(x) =Vf(x) -te + p(te)

und damit
x +te)— f(x te
[6 4100 gy 4 20
Fiir t — 0 ergibt dies die Behauptung, denn es ist aufgrund der totalen Differenzier-
barkeit lim, o ¢(te)/t = lim,_o p(te)/|te| = 0. °
Lesehilfe

Die Formel 9, f(x) = e -V f(x) ist sehr niitzlich. Ist der Gradientenvektor im
Punkt x bekannt, so kannst du mit dem Skalarprodukt leicht jede Richtungs-
ableitung berechnen. Zu beachten ist allerdings, dass der Richtungsvektor e
normiert sein muss. Sollte die Richtung nicht normiert angegeben sein, muss
der Vektor zunéchst durch seinen Betrag geteilt werden.

Aus der Formel 9, f(x)=e-V f(x) ergibt sich eine wichtige Folgerung: Betrachten
wir eine Stelle x mit ihrem Gradientenvektor V f(x). Die Richtungsvektoren e
besitzen allesamt dieselbe Linge 1. Daher wird die Richtungsableitung in diesem
Punkt offenbar maximal, wenn e in dieselbe Richtung wie V f(x) zeigt. Das heifit:

Der Gradient einer Funktion in einem Punkt gibt die Richtung des stdirksten
Anstiegs an und der Betrag des Gradienten entspricht der maximalen Steigung in
dem Punkt.

Die Verhiltnisse sind in Abb. 6.13 graphisch dargestellt.

>  Zwischenfrage (9) Stimmen die folgenden Aussagen fiir eine stetig
partiell differenzierbare Funktion f : U — R mit U C RZundx € U?
(1) Die grofite Steigung der Funktion an der Stelle x ist stets > 0.
(2) In jedem Punkt x gibt es eine Richtungsableitung mit dem
Wert 0.
(3) Mit einer Richtungsableitung m im Punkt x gibt es immer auch
eine andere Richtung mit der Richtungsableitung —m.
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Abb. 6.13 Der Gradient einer Funktion in einem Punkt gibt die Richtung des stéirksten Anstiegs
in diesem Punkt an. Bei einer Funktion auf einer Menge U C R? liegt er in der Koordinatenfliche
der Funktion. Der Betrag des Gradienten, d. h. die Linge des Gradientenvektors, gibt den Wert der
maximalen Steigung an

Beispiele

(1) Wir betrachten die Funktion f:R?—R, (x, y) > x> +2xy +2y?, und ermitteln
die Richtung und den Betrag des stirksten Anstiegs von f im Punkt (1/2,—1): Es
ist

Vf=02x+2y,2x+4y), also Vf(1/2,—-1)=(-1,-3).

In dieser Richtung also steigt die Funktion maximal an, und zwar mit der Steigung
m=|Vfl=v1+9=4/10

(2) Wir kommen noch einmal auf das Beispiel in Abschn. 6.5.2 zuriick. Dort
haben wir festgestellt, dass sich die Feldstirke in einem Kraftfeld aus dem zugeho-
rigen Potenzial V' ableiten ldsst,

a=-VV, 6.71)

sieche (6.56). Wir konnen nun festhalten:
Die Feldstirke in einem Punkt eines Potenzialfelds ist stets in Richtung des
stdrksten Abfalls des Potenzials gerichtet.
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6.7 Lokale Extrema

,-Hoch-“ und ,, Tiefpunkte* einer Funktion spielen insbesondere auch im Hinblick
auf praktische Anwendungen eine wichtige Rolle. Fiir eine Funktion f : U — R auf
der offenen Menge U C R" heifit ein Punkt x € U ein lokales Maximum (bzw. ein
lokales Minimum) von f, falls es eine Umgebung V' C U von x gibt, sodass gilt

f#) < f(x) VieV  (bzw. f(F) > f(x) V¥eV).

Gilt dabei f(x) = f(x) nur fir ¥ = x, so spricht man von einem isolierten lokalen
Maximum (bzw. Minimum). Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder
Minimum.

Machen wir uns die Begriffe am Beispiel U C R? anschaulich klar. Den Graphen
der Funktion f kann man sich dann als ,,Gebirge* vorstellen. Ein lokales Maxi-
mum ist eine Stelle, die lokal — d. h. in einer Umgebung — der hoéchste Punkt ist.
Dies konnte ein ,,Berggipfel” sein, oder auch ein ,,Grat* auf konstanter Hohe. Am
Berggipfel wire das Maximum isoliert, auf dem Grat nicht. Aber auch ein Punkt
in einer horizontalen Flache wire ein lokales Extremum, und zwar gleichzeitig ein
lokales Maximum und ein lokales Minimum.

»  Antwort auf Zwischenfrage (9) Gefragt war nach den Aussagen: (1)
Die grofite Steigung der Funktion f an der Stelle x ist stets > 0. (2) In
jedem Punkt x gibt es eine Richtungsableitung mit dem Wert 0. (3) Mit
einer Richtungsableitung  im Punkt x gibt es immer auch eine andere
Richtung mit der Richtungsableitung —m.

(1) Richtig. Die grofite Steigung ist gleich |V f(x)| und damit > 0.
Und tatsédchlich kann eine Tangentialebene offenbar nicht zu allen Sei-
ten hin abfallen, gleichbedeutend damit, dass alle Richtungsableitungen
< 0 wiren.

(2) Richtig. Dazu wihlt man einen Richtungsvektor e orthogonal
zum Gradienten V f(x). Dann ist die Richtungsableitung e - V f(x)
gleich 0.

(3) Richtig. Liegt die Steigung m in Richtung e vor, gilt also e -
V f(x) = m, so haben wir in der Gegenrichtung —e die Steigung —m.

Noch einmal zusammenfassend das gesamte Bild: In Richtung des
Gradienten liegt die maximale Steigung 7, > 0 vor. Die Gegenrich-
tung besitzt die minimale Steigung —mp,,. Senkrecht zur Gradienten-
richtung ist die Steigung 0. Dazwischen kommen alle Steigungen zwi-
schen —my,x und mp,x vor. Anders geht es auf einer Tangentialebene
nicht.

6.7.1 Stationdre Punkte

Bei differenzierbaren Funktionen hidngen lokale Extrema eng mit der Ableitung
zusammen:
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Satz 6.10 Essei f:U — R eine partiell differenzierbare Funktion auf der offenen
Menge U C R". Besitzt f inx € U ein lokales Extremum, so gilt V f(x) = 0.

Beweis Fiiri =1,...,n betrachten wir die Funktionen f; (¢) := f(x +te;). Auf-
grund der partiellen Differenzierbarkeit von f sind diese Funktionen auf einem
gewissen Intervall | — &, ¢[ definiert und differenzierbar. Besitzt f in x ein lokales
Extremum, so besitzen die f; in 0 lokale Extrema, es gilt also f;(0) = 0. Wegen
f7(0) = 0; f(x) ist dies die Behauptung. °

Lesehilfe zum Beweis
Wie du siehst, ergibt sich der Beweis einfach aus dem entsprechenden Zu-
sammenhang fiir Funktionen mit einer Verdnderlichen.

Ein Punkt mit V ' = 0 heiBt ein stationdirer Punkt von f . Der obige Satz besagt al-
so0, dass bei differenzierbaren Funktionen lokale Extrema hochstens an stationdren
Punkten vorliegen konnen. Ein stationirer Punkt ist somit die notwendige Bedin-
gung fiir das Vorliegen eines Extremums.

Generell ist zu beachten, dass Satz 6.10 nur fiir differenzierbare Funktionen
gilt. Aber natiirlich kénnen lokale Extrema auch an nicht differenzierbaren Stel-
len vorliegen (z.B. an einer ,Bergspitze®, die eine echte Spitze und somit nicht
differenzierbar ist).

Die Bestimmung der stationdren Punkte einer Funktion f ist durchaus nicht
immer leicht oder ohne Weiteres moglich, denn dazu ist ja das aus n Gleichungen
bestehende Gleichungssystem

I f(x) =0

0, f(x)=0 (6.72)

zu l16sen. Die Form dieser Gleichungen hingt natiirlich von der Funktion f ab.

Lesehilfe
Das Gleichungssystem (6.72) ist ein Gleichungssystem aus 7 Gleichungen
fiir die n Unbekannten X, ..., x,. Zwar weit du sicher, was bei linearen

Gleichungssystemen zu tun ist. Aber hier haben wir normalerweise keine li-
nearen Gleichungen. Man weill dann auch insbesondere nicht, ob und wie
viele Losungen es gibt. Es gibt kein Standardverfahren, man muss vielmehr
tiberlegen: Vielleicht sind manche der Gleichungen besonders einfach und
erlauben, einzelne Losungen abzulesen? Vielleicht lassen sich Gleichungen
nach einer Variablen auflosen und dann in andere Gleichungen einsetzen?
Wichtig ist, zu beachten, dass alle Gleichungen simultan gelost sein miissen.
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Beispiel
Wir bestimmen die stationiren Punkte der Funktion f : R? — R mit

f(x,y) =2x%y —6xy + x, (6.73)
also die Losungen der Gleichung
V/f(x.y) =(0.0)
bzw. des Gleichungssystems
4xy—6y+1=0 A 2x>—6x=0.

Die zweite Gleichung ist erfiillt fiir x = 0 oder x = 3. Wir setzen die beiden Werte
in die erste Gleichung ein:

e x=0ergibt—6y+1=0,also y =1/6 und damit den stationdren Punkt (0, 1/6).
e x =3ergibt 12y —6y + 1 =0, also y = —1/6 und damit den stationdren Punkt
(3,—1/6).

6.7.2 Definitheit symmetrischer Matrizen

Die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen kann hilfreich sein bei der Entschei-
dung, ob an einem stationdren Punkt ein lokales Extremum vorliegt. Die Situation
ist hier vergleichbar mit derjenigen bei gewohnlichen Funktionen einer Verdnderli-
chen: Ein Maximum (Minimum) liegt dort vor, wenn die erste Ableitung verschwin-
det und die zweite Ableitung kleiner (grofer) als 0 ist. Zwar gibt es fiir Matrizen die
Begriffe ,kleiner 0 oder ,,grofer 0 nicht, aber es gibt den Begriff der Definitheit,
die positiv oder negativ sein kann:

Definition 6.18 Es sei A eine symmetrische reelle n x n-Matrix.

(1) Die Matrix A heif3t positiv definit, falls gilt x - Ax > 0 fiir alle x € R" \ {0}.

(2) Die Matrix A heif3t positiv semidefinit, falls gilt x - Ax > 0 fiir alle x € R".

(3) Die Matrix A heifit negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls die Matrix
—A positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist.

(4) Die Matrix A heifst indefinit, falls es x, y € R”" gibt mitx-Ax >0und y-Ay <0.

Anhand dieser Definition l4dsst sich nicht immer ohne Weiteres erkennen, welche
Form der Definitheit eine Matrix aufweist. Daher ist folgende Uberlegung hilfreich:

Im Rahmen der linearen Algebra kann gezeigt werden, dass es zu jeder symme-
trischen n x n-Matrix A eine Orthonormalbasis a1, . .., a, € R" aus Eigenvektoren
gibt:

Aa; = tia;, t; €R, a,-~aj:8,-j, i,jzl,...,n.
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Lesehilfe

Zur Erinnerung einige Grundtatsachen aus der linearen Algebra: Eine Or-
thonormalbasis ist eine Basis aus normierten Vektoren a;, die wechselweise
orthogonal zueinander sind. Dies kann man ausdriicken durch a; -a; = §;;. Ein
Eigenvektor ist ein Vektor, der durch die Multiplikation mit einer Matrix auf
ein Vielfaches von sich abgebildet wird. Dieses Vielfache ist sein Eigenwert
t;. Es ist dann also Aa; = t;a;.

Entwickelt man nun einen beliebigen Vektor x € R" hinsichtlich dieser Orthonor-
malbasis, x = ) '_, x;a;, so ergibt sich

n
x - Ax = Zzixf. (6.74)
i=1

Daraus folgt der

Satz 6.11 Fiir eine reelle symmetrische n x n-Matrix A gilt:

(1) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.

(2) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ sind.

(3) A ist genau dann positiv (negativ) semidefinit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind
(< 0 sind).

(4) A ist genau dann indefinit, wenn es einen positiven und einen negativen Eigen-
wert gibt.

Mithilfe dieses Kriteriums wird die Bestimmung der Definitheit einer Matrix
also auf die Berechnung ihrer Eigenwerte zuriickgefiihrt.

»  Zwischenfrage (10) Wie kommt man auf (6.74)? Und inwiefern folgt
daraus Satz 6.11?

Ein weiteres niitzliches Kriterium ist das folgende Hurwitz-Kriterium’, das wir oh-
ne Beweis angeben wollen:

Satz 6.12 Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) ist genau dann positiv
definit, wenn fiirk = 1,...,n gilt

ap - Aik
det| : .. ¢ |>0.

Agr c dkk

5 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Adolf Hurwitz, 1859-1919.
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Das Hurwitz-Kriterium besagt also, dass eine Matrix positiv definit ist, wenn
sdamtliche ,,nordwestlichen* Unterdeterminanten positiv sind.

Lesehilfe

Das Hurwitz-Kriterium ist leicht anzuwenden. Ist a;; > 0, so priift man die
weiteren Unterdeterminanten. Ist a; <0, so betrachtet man die Matrix —A. In
beiden Fillen mag es sein, dass die Matrix anhand des Hurwitz-Kriteriums als
positiv definit erkannt wird. Ist das Kriterium nicht erfolgreich, so weifl man
zumindest, dass die Matrix nicht positiv oder negativ definit ist. Ob sie dann
semidefinit oder indefinit ist, ldsst sich allerdings mit dem Hurwitz-Kriterium
nicht entscheiden.

Beispiele

(1) Die Matrix ((1) g) ist positiv definit (zwei positive Eigenwerte, bei einer Dia-

gonalmatrix auf der Hauptdiagonalen abzulesen), die Matrix (‘01 _02) ist negativ

definit, die Matrix () ist positiv semidefinit und die Matrix (7' 9) ist indefinit.
(2) Wir betrachten die Hesse-Matrix der Funktion (6.73): Es ist

aif :4_)/, azf:o’ axayf —4x —6
und damit

4y 4x—6
Hf(x,y)=(4x)_/6 0 )

Wir untersuchen die Hesse-Matrizen an den stationidren Punkten auf ihre Defi-
nitheit: Aus dem Hurwitz-Kriterium folgt fiir

_ . _ (23 -6
Hf(0,1/6)—A—<_6 0),

dass die Matrix nicht positiv definit sein kann (erste Unterdeterminante positiv,
zweite negativ). Wir ermitteln die Eigenwerte, d. h., wir berechnen die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms der Matrix:

f(t) = det(A —tE,) = (2/3 —t)(—t) —36 = t* — %r —36=0,

1 1
1 tiyyp = 5 £/ =+ 36.
also 112 3 9+

Wir erhalten einen positiven und einen negativen Eigenwert, sodass die Matrix in-
definit ist.
Auch die Matrix Hy(3,—1/6) = —A ist indefinit.
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>  Antwort auf Zwischenfrage (10) Gefragt war nach (6.74), x - Ax =
>"_, t;x?, und nach dem Beweis von Satz 6.11.
Aus x = Y !, x;a; und Aa; = t;a; folgt

x-Ax = (Xn:xiai) -A ixjaj = (ixiai) . Xn:xjAaj
= j=1 i=1 j=1

i

N——
=8

1
n n n n
= Xid; | - E )lejaj = E Xi E )lej a,-~aj
i=1 j=1 i=1 j=1 i

n n
— _ 2
= XiXit; = tixi.
i=1 i=1

Diese letzte Summe enthilt die Quadrate xiz, die > 0 sind, und nur fiir
x = 0 sind alle x; = 0. AuBerdem haben wir die Eigenwerte #; als zu-
sitzliche Faktoren. Daraus folgt:

(1) Sind alle Eigenwerte ¢; > 0, so ist die Summe nur fiir x = 0 gleich
0 und ansonsten > 0, die Matrix A ist also positiv definit.

(2) Sind alle Eigenwerte #; < 0, so besitzt die Matrix —A die Eigen-
werte —f; und ist somit positiv definit, die Matrix A ist daher negativ
definit.

(3) Semidefinit erfolgt analog.

(4)Esseit; > 0und t, < 0. Dann ist fiir x = (1,0, ...,0) der Aus-
druck x - Ax =t > Ound firx = (0,1,0,...,0)istx - Ax =1, <O0.
Die Matrix A ist somit indefinit.

6.7.3 Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

Wir konnen nun das hinreichende Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extre-
mums formulieren:

Satz 6.13 Essei [ : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion auf der offenen Menge U C R" und x € U sei ein stationdrer Punkt, d. h.,
V f(x) = 0. Dann gilt:

(1)  Hy(x) positiv definit = isoliertes Minimum in x
(2) Hy(x) negativ definit = isoliertes Maximum in x
(3) Hy(x) indefinit = kein lokales Extremum in x.

Der Beweis dieses Satzes ist vergleichsweise aufwendig und wird hier nicht aus-
gefiihrt. Er greift auf die quadratische Ndherung der Taylor-Formel zurtick. o
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Abb. 6.14 Die Funktion g : R? — R, g(x,y) = 1 — x> — »? besitzt an der Stelle (0,0) einen
stationdren Punkt — gleichbedeutend mit einer horizontalen Tangentialebene —, an dem ein lokales
Maximum vorliegt. Sie besitzt keine weiteren stationdren Punkte

Lesehilfe

Dieses Kriterium kannst du dir leicht merken, da es dieselbe Form wie bei
Funktionen einer Verdnderlichen aufweist: Zweite Ableitung ,,> 0“ — ent-
spricht ,,positiv definit“ — bedeutet Minimum, zweite Ableitung ,,< 0“ —
entspricht ,,negativ definit* — bedeutet Maximum.

Um festzustellen, ob an einem stationdren Punkt ein lokales Extremum vorliegt,
ist somit die Hesse-Matrix an diesem Punkt zu berechnen und ihre Definitheit zu
ermitteln. Dabei ist allerdings zu beachten, dass dieses Kriterium fiir eine semidefi-
nite Hesse-Matrix keine Aussage iiber die Art der Stelle zuldsst. Tatsédchlich ist hier
beides moglich, d. h., es kann ein lokales Extremum vorliegen oder auch nicht. Bei
einer indefiniten Hesse-Matrix hingegen ist ein Extremum ausgeschlossen.

Beispiele
(1) Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(x,y) = 1 + x> 4+ y2. Es ist
V f(x,y) = (2x,2y), sodass bei (0,0) der einzige stationidre Punkt vorliegt. Die
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Abb. 6.15 Die Funktion / : R> — R, i(x, y) = 1 + x> — y? besitzt an der Stelle (0,0) einen
stationdren Punkt. Sie besitzt hier also eine horizontale Tangentialebene, aber es liegt kein lokales
Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor

Hesse-Matrix

=3 9)

ist in diesem Beispiel konstant, hiingt also gar nicht mehr von x ab. Sie ist offenbar
positiv definit, also liegt bei (0, 0) ein lokales Minimum vor.

(2) Wir betrachten nun g : R> — R mit g(x,y) = 1 —x?>—y2. Esist Vg(x, y) =
(—2x,—2y), also haben wir erneut einen stationéren Punkt bei (0, 0). Die Hesse-

Matrix
-2 0
Hy(x) = ( 0 —2)

ist negativ definit, also liegt bei (0, 0) ein lokales Maximum vor, siche Abb. 6.14.
(3) SchlieBlich betrachten wir 4 : R? — R mit i(x,y) = 1 + x> — y%. Es ist
Vh(x,y) = (2x,—2y) und (0, 0) ist ein stationdrer Punkt. Die Hesse-Matrix

w30

ist indefinit, sodass bei (0, 0) kein lokales Maximum vorliegt, sondern ein Sattel-
punkt, siche Abb. 6.15.
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Das Wichtigste in Kiirze

Einer beliebigen Menge wird durch eine Metrik ein Abstandsbegriff hinzu-
gefiigt, der es erlaubt, vom Abstand zweier Elemente zu reden.

Die euklidische Metrik des R” ergibt sich aus dem kanonischen Skalarpro-
dukt. Euklidische Abstinde entsprechen den geometrischen Abstinden lings
der geradlinigen Verbindung.

Eine offene Menge ist Umgebung eines jeden ihrer Punkte. Eine offene Men-
ge hat daher keinen Rand.

Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist. Ist eine
Teilmenge des R” abgeschlossen und beschrinkt, so heif3it sie kompakt.

Im R” konnen die Grenzwerte komponentenweise betrachtet werden.

Eine Kurve ist eine stetige Abbildung von einem reellen Intervall nach R”.
Man kann sie auffassen als einen Ortsvektor, der von einem reellen Para-
meter abhingt.

Der Tangentenvektor liegt tangential an der Kurve. Er gibt die Richtung der
Kurve in einem bestimmten Kurvenpunkt an. Eine Kurve heifit reguléir, wenn
der Tangentenvektor ungleich 0 ist.

Die Linge einer Kurve entspricht dem Grenzwert eines die Kurve appro-
ximierenden Polygonzugs. Bei stetig differenzierbaren Kurven lisst sie sich
mithilfe einer Integralformel berechnen.

Die Kriimmung einer ebenen Kurve ist definiert als die Richtungsdnderung
pro durchlaufenem Kurvenstiick.

Die partielle Ableitung einer Funktion, die von mehreren Variablen abhingt,
entspricht der Ableitung in eine bestimmte Koordinatenrichtung. Sie kann in
gewohnlicher Weise ausgefiihrt werden, indem séamtliche anderen Variablen
als konstant betrachtet werden.

Der Gradient einer Funktion ist der Vektor, der aus den einzelnen partiellen
Ableitungen gebildet wird.

Die zweiten partiellen Ableitungen werden zur Hesse-Matrix zusammenge-
fasst. Bei ihr handelt es sich um eine symmetrische n x n-Matrix.

Die totale Differenzierbarkeit einer Funktion ist gleichbedeutend damit,
dass sie lokal durch eine Tangentialebene approximiert werden kann.

Mit der Richtungsableitung kann die Steigung einer Funktion in einer belie-
big vorgegebenen Richtung angegeben werden. Der Gradient gibt die Rich-
tung des stirksten Anstiegs einer Funktion an.

Einen Punkt, in dem der Gradient einer Funktion verschwindet, nennt man
einen stationiren Punkt. Lokale Extrema einer partiell differenzierbaren
Funktion konnen hochstens an einem stationéiren Punkt vorliegen.

Einer symmetrischen Matrix kann eine Definitheit zugeordnet werden. Sie
kann positiv oder negativ definit, positiv oder negativ semidefinit oder indefi-
nit sein.

Wenn die Hesse-Matrix in einem stationdren Punkt positiv oder negativ definit
ist, so liegt dort ein isoliertes Extremum vor. Ist die Hesse-Matrix indefinit,
so liegt kein Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor. <
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Und was bedeuten die Formeln?

dx,y)=lx =yl = V1 —y)* + ... + (% — y)?,

pmal <ol ] =0

neN*

K. (a):= {x e R"

xR >R t (rcost,rsint,vt), x(t) = %in(l) —x(t + hz —x(t),
x(r)-y(s)
O3 )]

x(t) =y(s), cosa =

k b
paltne o) = Y lx@) = x(tonl. s = [ el
i=1

FOFO - FOFE0 1
20 + 201 r
UcCR", f:U—->R, Iy:={kx,y)eUxR|y=f(x)}
he;) — 0 d
o1 f ) 1= tim LEFERDZIE) ) = 2y = o),

V) = O f ). 0, (), VXD = fi(x)—

x|’
0’ f T
00 = G =0 Hy)= (010, /() pe =]

.8
K= lim . K@) =

flx +Ax) = f(x)+ Vf(x)-Ax + ¢(Ax), ¢(Ax) = o(|Ax]),
fx+Ax)~ f(x)+ 01 f(x)Ax; + ...+ 0, f(x)Ax,,

f(x +Ax) = f(x)+ Vf(x) Ax + %Ax “Hp(x)Ax + o(|Ax?),
flx tire)—flx) _
t

de f(x) := lim e-Vf(x), le]=1,
fy)=fx) VyeY, Vfx) =0,

n ayp - Ak
x-Ax:Ztile, det| : >0 k=1,..., n.
i=1

Ay - Aik
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Ubungsaufgaben

A6.1 Wir betrachten den Raum R* mit dem gewdhnlichen euklidischen Abstand,
d.h., fiir x = (x1, x5, x3) und y = (y1, y2, y3) € R? gilt

3

D (xi = yi)

i=1

dix,y)=|x—y|=

Gegeben sind die Punkte a = (1,—1,2), by = (1,—1,3), b, = (0,0,2), b3 =
(1.1,—1.1,2.1) und b4 = (1.001, —1.001, 2.001).

a) Wie groB sind die Abstinde des Punkts @ von den Punkten b;,i = 1,2,3,4?

b) Welche der Punkte b; liegen in der offenen Kugel K, (a) = {x eR? | |x —a| < r}
mit dem Radius r = 0.1?

¢) Gib zwei punktfremde Umgebungen der Punkte @ und b4 an.

A6.2 a) Gib in den Ridumen R, R? und R? jeweils ein Beispiel fiir eine offene
Teilmenge und ein Beispiel fiir eine abgeschlossene Teilmenge an.

b) Ist die Menge [0, 1[ C R offen? Ist sie abgeschlossen? Ist sie beschrinkt? Ist
sie kompakt? Warum (nicht)?

¢) Gib eine Teilmenge G C R? an, die weder offen noch abgeschlossen ist.

A6.3 Gegeben sind die folgenden beiden Kurven:

x:R—>R> mit 7+ (26,17 —1)
y:R—>R* mit s (16575 —1).

a) Welcher Kurvenpunkt wird von x und y jeweils fiir den Parameterwert 1
angenommen?

b) Berechne die Lage der Schnittpunkte der Kurven x und y. Wie lauten dort
die Parameterwerte ¢ und s der beiden Kurven?

¢) Unter welchem Winkel schneiden sich die Kurven? Zur Beantwortung der
Frage reicht es aus, den Cosinus des Schnittwinkels anzugeben.

A6.4 Wir betrachten die logarithmische Spirale
x:R—R* mit ¢ (x,y) = (e"* cost,e"’* sint).
a) Welche Punkte der xy-Ebene sind den Parameterwerten t; = Ound #, = 7
zugeordnet? Wie lauten die Tangentenvektoren in diesen Punkten?

b) Skizziere den Verlauf der Spirale fiir t € [—2m, 277] und berechne ihre Linge
fiir diesen Parameterbereich.
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A6.5 Ein Satellit umkreise die Erde (Erdradius Rg = 6370km) auf einer kreis-
formigen Umlaufbahn in 1720 km Hohe und benétige fiir einen Umlauf 2 h. Seine
Bahn befinde sich in der Aquatorebene.

a) Gib den Ort des Satelliten in Abhéngigkeit von der Zeit an, d. h., ermittle seine
Ortskurve x (z). Wihle dazu ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung im
Erdmittelpunkt, dessen z-Achse mit der Erdachse iibereinstimmt, und nimm an,
dass der Satellit zur Zeit t = 0 die x-Achse passiert.

b) Wie schnell ist der Satellit auf seiner Bahn? Wie lautet sein Geschwindig-
keitsvektor?

¢) Ein zweiter Satellit befinde sich auf derselben Umlaufbahn und folge dem
ersten Satelliten in einem zeitlichen Abstand von 10 min. Wie lautet die Ortskurve
x,() dieses zweiten Satelliten?

d) Beide Satelliten stehen iiber Funk miteinander in Verbindung (Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = 300000km/s). Wie grof ist die Laufzeit eines Signals von einem
Satelliten zum anderen? (Gehe der Einfachheit halber davon aus, dass die Satelliten
wihrend der Signallaufzeit ihre Position nicht dndern. Verwende zur Ermittlung des
Endergebnisses einen Taschenrechner.)

A6.6 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

() Da eine Kurve im R” per Definition stetig ist, besitzt sie in jedem Punkt eine
eindeutige Tangente.

(I) Eine Kurve im R? kann als ein zeitabhingiger Ortsvektor aufgefasst werden.

(III) Im Schnittpunkt zweier Kurven miissen die Kurvenparameter denselben Wert
besitzen.

(IV) Besitzt eine Kurve im R” einen singuldren Punkt, so ist sie dort nicht differen-
zierbar.

(V) Eine Kurve im R” kann auch eine Gerade sein.

(VD) Ein Kreis ist die einzige Kurve, die eine konstante Kriimmung besitzt.

A6.7 Wir betrachten die Funktion
f R} =R mit f(x,y,z)=3z exp(—\/x2 + y2) sin(kx).

a) Berechne die Funktionswerte f(1,2,—3) und f(Z.0,1).
b) Bilde die folgenden partiellen Ableitungen:

oA o Pf ¥ f Bf

ax’ 9y 09z’ oxdz 9z oOxoz2

A6.8 Zeige, dass die Funktion u mit

u(t,x) =u(t,x,y,z) =upsin(wt —k -x + @o) undk = (ky,k,,k.) = const.
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eine Gleichung der Form
Au = (8% + a§ + aﬁ)u =adu
erfiillt. Welchen Wert hat die Konstante a?

A6.9 Gegeben ist die von den Ortskoordinaten abhéingende Funktionsvorschrift

Vix) =V(x,y,z) = < mit ¢ = const.

|x|

Berechne die folgenden aus partiellen Ableitungen gebildeten Ausdriicke:
a) den Vektor F = —VV = —(E)XV, 0,7V, BZV).
b) den Skalar o = AV = 97V + 9}V 4 32V.

A6.10 Wir betrachten die Funktion
fiR3 =R mit f(x,y,z)= sin(xy)f:lﬂ2 (y2 + 22).

a) Berechne den Gradienten der Funktion an der Stelle xo = (%, 1, —1).

b) Verwende das Ergebnis von Aufgabenteil a), um die lineare Ndherung der
Funktion f um den Punkt x, anzugeben.

¢) Ermittle unter Verwendung eines Taschenrechners den Funktionswert von f
an der Stelle xy + Ax mit Ax = (0.1,0.1,0.1) und vergleiche ihn mit dem Wert,
den die lineare Niherung fiir diese Stelle ergibt.

A6.11 Gegeben ist die Funktion

ex+y

:R? > R mit ) = 0.
fR SR mit f(y)= oo

a) In welcher Richtung steigt die Funktion f im Punkt (2, —1) am stérksten an?
Welche maximale Steigung erreicht sie hier?

b) Wie grof ist die Steigung im Punkt (2, —1) mit Blickrichtung auf den Ur-
sprung der xy-Ebene?

A6.12 Wir betrachten die Funktion f : R> — R mit
fx,y) =x*+ y? —6x +2y + 6.
a) Wie lautet der Funktionswert von f an der Stelle (%, %)?
b) Ermittle simtliche stationdren Punkte der Funktion f.

¢) Besitzt die Funktion f ein lokales Minimum oder Maximum? Wenn ja, wie
grof} ist der Funktionswert an dieser extremalen Stelle?
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A6.13 Gegeben ist die Funktion f : R? = R mit
flx,y) = (@4x* + y2)67x274y2.

a) Bestimme die fiinf stationéren Punkte der Funktion f.
b) Ermittle die lokalen Extrema der Funktion f.

A6.14 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils deine
Antwort.

() Die Funktion f : R*> — R mit f(x,y) = (x> 4+ y*> —2)/2 besitzt keine Null-
stellen.

(IT) Besitzt eine Funktion keine stationédren Punkte, so kann sie auch keine isolier-
ten lokalen Extrema besitzen.

(II) Die Hesse-Matrix einer Funktion g : R” — R ist die Matrix der zweiten par-
tiellen Ableitungen und besitzt n Spalten.

(IV) Die Funktion /2 : R? — R mit h(x, y) = xy besitzt unendlich viele Nullstellen.

(V) Die Funktion / : R> — R mit A(x, y) = xy besitzt unendlich viele stationire
Punkte.

(VI) Die Funktion 4 : R? — R mit 4(x, y) = xy besitzt im Punkt (0, 0) ein lokales
Extremum.
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Losungen der Ubungsaufgaben

L1.1

(I) Falsch. Eine Treppenfunktion ist i. Allg. nicht stetig, weil sie Spriinge von
einer Treppenstufe auf die nichste aufweist. Natiirlich gibt es aber auch stetige
Treppenfunktionen, etwa die 0.

(II) Richtig. Die Unterteilung a = x¢ < x1 <...< x, = b, die einer Treppenfunk-
tion ¢ € T[a, b] zugrunde liegt, ist endlich. Daher ergibt sich das Integral aus
endlich vielen endlichen Rechteckfldchen.

(III) Richtig. Mit ¢ > 0 miissen die Hohen der Treppenstufen allesamt positiv sein.
Dabher sind alle Rechteckflachen und auch das Gesamtintegral positiv.

(IV) Falsch. Sofern die Summe der oberhalb der x-Achse liegenden Rechteckfld-
chen gleich der Summe der unterhalb liegenden ist, ist das Gesamtintegral
gleich 0. Ein Beispiel wire die Treppenfunktion ¢ : [0, 2] — R mit

@l[0,1[= -1, ¢|[1,2[=1.

L1.2 Nein, man kann in der Definition des Unterintegrals nicht einfach max statt
sup verwenden. Das Maximum einer Menge M C R ist per Definition das grofite
Element der Menge, es muss also selbst Element der Menge sein. Endliche Mengen
besitzen stets ein grof3tes Element, bei unendlichen Mengen muss dies aber nicht
der Fall sein.

Das Supremum einer Menge ist die kleinste obere Schranke und muss selbst nicht
Element der Menge sein (darf es aber — sofern die Menge ein Maximum besitzt, ist
es gleich dem Supremum).

Betrachtet man nun die (unendliche) Menge der Integralwerte fab ¢(x)dx al-
ler Treppenfunktion mit ¢ < f, so besitzt diese Menge nur dann ein Maximum,
wenn f selbst eine Treppenfunktion ist. Andernfalls ndhert man sich mit den Trep-
penfunktionen nur von unten der Funktion f an. Das Supremum der Integralwerte
entspricht dann dem ,,Grenzwert™ dieses Anndherungsprozesses.

L1.3 Nein, aus der Stetigkeit einer Funktion folgt nicht die Differenzierbarkeit.
Die Funktion f ist stetig, wenn ihr Graph gezeichnet werden kann, ohne den Stift
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abzusetzen — die Funktion darf also keine Spriinge machen. Fiir die Differenzier-
barkeit ist dariiber hinaus notwendig, dass der Graph keine Knicke aufweist. Die
Differenzierbarkeit ist somit die ,stiarkere” Eigenschaft: Differenzierbarkeit setzt
Stetigkeit voraus und damit folgt aus Differenzierbarkeit auch die Integrierbarkeit.
Aus der Integrierbarkeit folgt allerdings weder die Stetigkeit — auch Treppenfunk-
tionen sind integrierbar — und erst recht nicht die Differenzierbarkeit.

L1.4 Die Treppenfunktion ¢ stimmt am Beginn ihrer Treppenstufen mit der Funk-
tion sin iiberein. Daher ergibt sich der ndherungsweise Wert des Integrals aus fol-
gender Summe von Rechteckfldchen:

7 n,0+n_n+n_2n+ +n_9n
= —sin —sin— + —sin— + ...+ —sin —
AT 10010 10 10 107 10
T (. 7 e 27 n tsi O
= —|sin— +sin— +...+sin— ).
10 10 10 10
Um nicht unnétig viele Summanden in den Taschenrechner eingeben zu miissen,
nutzen wir die Symmetrie des Sinus aus: Wegen sin {5 = sin 91—’8, sin 21—’8 = sin %
usw. haben wir dann nur noch
/ nz.n+2_2n+2_3n+2_4n+,5n
= —|(2sin — sin — sin — sin — + sin —
= T\ 10 10 10 10 "0

o 2 i Jr+2_71+2_371+2_271+1
=10 s1n10 sm5 sin 10 sm5

zu berechnen und erhalten 7,7 = 1.9835, sind also schon recht dicht am exakten
Wert 2. (Taschenrechner auf rad einstellen nicht vergessen ;-)

L1.5 Nein, die Aussage stimmt nicht. Ebenso wie auf dem Intervall [0, b] wird
zwar auch auf dem Intervall [b,2b] ein Fehler entstehen. Da die Abweichungen
jedoch unterschiedliche Vorzeichen haben konnen, konnen sich die Fehler auch
gegenseitig kompensieren, und der Gesamtfehler kann kleiner werden. So wird bei-
spielsweise der Wert des Integrals foﬂ sin x dx mit der Trapezregel systematisch

unterschitzt. Beim Integral f027r sin x dx kommt jetzt noch der Fehler auf dem In-
tervall [, 27r] hinzu, der hier aber entgegengesetzt gleich ist. Die Fehler gleichen
sich in diesem Beispiel somit vollstdndig aus und der nidherungsweise Integralwert
von 0 bis 27 ergibt den exakten Wert 0.

L1.6 Wir konnen die Integralgrenzen vertauschen,

—a 0
0/f(x)dx:—_[f(x)dx.
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Im zweiten Integral ist dann die untere Grenze kleiner als die obere Grenze, wir
haben also ein ,,normales* Integral, bei dem Fldchen oberhalb (unterhalb) der x-
Achse positiv (negativ) gezihlt werden.

Fiir achsensymmetrische Funktionen soll also gelten

a 0
0/f(x)dx =_[f(x)dx.

Das ist aber offensichtlich richtig, da Flichenanteile rechts der y-Achse auf ent-
sprechende Fldchenanteile links der y-Achse gespiegelt werden.
Punktsymmetrische Funktionen hingegen sollen die Gleichung

a 0
0/f(x)dx:—_[f()c)dx

erfiillen. Und auch das stimmt, weil Flachen, die rechts oberhalb (unterhalb) der x-
Achse liegen, durch die Punktsymmetrie auf entsprechende Flichen links unterhalb
(oberhalb) der x-Achse fiihren. Dieser Vorzeichenwechsel der Fldchen wird durch
das Minuszeichen vor dem Integral kompensiert.

L1.7 Die Funktion sin® ist wie sin punktsymmetrisch zur Intervallmitte, also zum
Punkt (77, 0). Thr Integral von O bis 27 und damit auch ihr Mittelwert sind daher
gleich 0.

Der Mittelwert von sin* ergibt sich aus

2
M (sin*) = ZL / sin® x dx.
b1
0

Mit der Trapezregel und n = 100 ist dies ndherungsweise gleich

1 2k 1 & k
M 0+0+2 = in*| — ).
100(sin*) = 100|: +0+ Zsm (100)i| 100 2= sin (50)

Diese Summe kann mit einem modernen Taschenrechner oder einem Computerpro-
gramm ausgefiihrt werden: In MATLAB! beispielsweise fiihrt die Eingabe von

syms k

M=symsum ( (sin (pi*k/50))A4,k,1,99) /100
digits (10)

vpa (M)

zur Ausgabe des Zahlwerts von 0.375 (der auf zehn Stellen genau nicht von diesem
Wert abweicht). Dies lisst fiir sin* den exakten Mittelwert von 3/8 erraten.

! Mit GNU Octave steht alternativ eine kostenlose wissenschaftliche Programmiersprache zur Ver-
fiigung, deren Syntax weitgehend mit MATLAB kompatibel ist.
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L2.1 Fir die Stammfunktionen suchen wir jeweils nach einer Funktion, deren
Ableitung den Integranden ergibt.

3
Fi(x) = /xzdx = %

Fiir F, verwenden wir die Linearitit des Integrals:

Fz(x):/(x—B)zdx:/(x2—6x+9)dx:/xzdx—6/xdx+9/dx

x3 x? x3

:?—6?+9X=?—3x2+9x

F; enthilt nur eine Konstante:

_ dx_ 1 X
Eo=| g%

Fi(x) = / sin(x + 2)dx = —cos(x + 2),
wie du dir durch Ableiten leicht klarmachst. Die innere Ableitung ist (x 4+ 2)" = 1.

Esist (e¥) = e*. Allerdings miissen wir fiir F5 noch die innere Ableitung kom-
pensieren und erhalten somit

1
Fs(x) = /63" dx = 563".

Esist [ /xdx = [x!/2dx = %/22 = 2./x3. Daraus folgt mit Kompensation der
inneren Ableitung

2 2 2
Fo(x) = /nzx/Sx dx = %5\/(8)03 - 71’—2«/512)&.

-3 -2 27
Fi(x) = /(g) dx = 27/x*3dx = 27x_—2 - =

2x2°

Fg miissen wir nur verniinftig aufschreiben:

1 -2
Fg(.x) = /(m) dx = /(XZ—ZX — 1)2d.x

— /(x4—4x3 +2x% + 4x + 1)dx

X3 x* x? x?

=——4—+2—+4——|—x=lxs—x4+gx3+2x2+x
5 4 3 2 5 3 ’
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L2.2 Wir berechnen die jeweiligen bestimmten Integrale. Sofern die Graphen der
Funktionen nicht unterhalb der x-Achse verlaufen, ergeben sie unmittelbar den ge-
suchten Flidcheninhalt.

was aber auch geometrisch klar ist (Rechteck mit der Hohe 1 und der Breite 5).
Alsoist F; = 5.

28 -8 16

P 3
[xzdx=x—
30
-2

Da die Fliche vollstindig oberhalb der x-Achse liegt, ist somit F, = 16/3 =5 %

3 3

3/213 /2
[ﬁdx:/xl/zdx:x— =——O—2\/_
J J 3/21,

3/2
Die Fliiche liegt vollstindig oberhalb der x-Achse und wir haben F3 = 2+/3 & 3.5.

8

[«/—dx—[ By =% _ Xt
4/3

-8

16 16
T 4/3 43

Der Graph der Funktion x — &/ ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Fiir x < 0
verlduft er unterhalb der x-Achse und fiir x > 0 oberhalb. Diese beiden Flidchen-
anteile kompensieren sich im Integral ffg /x dx daher vollstindig. Der Flichenin-
halt, den der Graph mit der x-Achse einschlief3t, ergibt sich als

8

16
Fr=2 dx =2 — = 24.
4 /\/—x 4/3
0

10

/1+ d L, Y L oso (14 1) =502
—+xldx=|—+—=]| =—-—— Z) =502,
x? x 2] 10 2 5

1

Die Fldche liegt vollstindig oberhalb der x-Achse, also F5 = 50%.

137/2

] 137/2  13x7 )

/ cosxdx = sinx =smT—sm0=1—0=1.
0

0
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Im Intervall von O bis 137 /2 besitzt die Cosinusfunktion etliche Fldchenanteile
oberhalb und etliche unterhalb der x-Achse, die sich im Integral gegenseitig kom-
pensieren. Da die Fldche unter einem Cosinushalbbogen mit der Breite /2 gleich
1 ist, ist Fg = 13.

L2.3 Nein, er hat nicht vollstdndig recht. Zwar gilt fiir eine nichtnegative Funktion
f die Gleichung f(x) = | f(x)| und damit ist das erste Gleichheitszeichen erfiillt.
Aber fiir a > b ist das Integral fa b f(x)dx negativ (oder allenfalls gleich 0). Das
zweite Gleichheitszeichen stimmt daher nur fiir ¢ < b. Die Aussage stimmt also
nur mit dieser Einschrinkung oder auch dann, wenn man von einem Intervall [a, b]
spricht, da bei einem Intervall die erste Grenze immer < der zweiten Grenze sein
muss.

L2.4 Wir ermitteln zunidchst die Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen:
f(x) = g(x) ist gleichbedeutend mit

XX4+x+1=3x+4 bzw. x2—2x—-3=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen x = 1 £ 2, also —1 und 3. Da
die Parabel nach oben gedffnet ist, liegt die Gerade zwischen den Schnittpunkten
oberhalb der Parabel. Fiir die eingeschlossene Fliche F gilt daher

3 3
F=[vm—amm=[@m—ﬂmm

2 x? 2 ’
=/(—x +2x+3)dx=|:—?+x +3xi|
-1

-1
= 27+9+9 1+1 3)=9 > —102
T3 3 N 3] 3

Im allgemeinen Fall einer Parabel und einer Geraden ist zunichst zu ermitteln, ob
Schnittpunkte vorliegen. Nur dann, wenn zwei Schnittpunkte bei x; und x, mit
X1 # x; vorliegen, wird eine Fliche eingeschlossen. Das Integral

[@@%aﬂmmx

fiihrt dann stets auf die richtige Fldche, ggf. mit negativem Vorzeichen (bei nach
unten gedffneter Parabel). Allerdings kann die Ermittlung des exakten Ergebnisses
durchaus ungemiitlich sein, wenn in den x| » Wurzeln enthalten sind.

Fiir eine kubische Parabel f konnen bis zu drei verschiedene Schnittpunkte x5 3
vorliegen. Dann liegt die Parabel teilweise oberhalb der Geraden und teilweise un-
terhalb, und die beiden Teilflaichen miissen separat berechnet werden. Die gesamte
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eingeschlossene Fliche ist dann

X2

F= / (700 — g0 )ax| + / (700 —g00))ax].

X1 X2

L2.5 Wir modellieren den Kanalboden durch eine quadratische Funktion fiir x €
[—4, 4]: Die Parabel f : x — x?/8 besitzt die Funktionswerte f(£4) = 2 und gibt
daher die Form des Kanalbodens wieder. Wir betrachten nun die Funktion f, : x —
x2/8 — 2. Sie besitzt die Nullstellen 44 und wir berechnen das Integral

4
2 3 Yo 64
1m=/ T o)dr=|E-2x| =2 -8+ -8
8 24 . 24 24
—4
64 1 2
= 16=5-—16=—10=.
12 3 3

Der Kanal hat somit eine Querschnittsfliche von 10% m? und daher auf einer Linge
von 1 km ein Volumen von 10 667 m>. ‘

Fiir den bis zur halben Hohe gefiillten Kanal betrachten wir die Funktion f; :
x > x2/8 — 1. Sie besitzt die Nullstellen #+/8 und wir bilden das Integral

V8 N
x2 x3 8/8 4 8
I = o 1)dx == — =2 == =——/8=—-V2.
h /(8 )x [24 xi|_\/g (24 \/§> 3[ 3[
NG

Die mit Wasser gefiillte Querschnittsfliche ist nun also gleich %ﬁ m? ~ 3.771 m?
und ergibt die Wassermenge 3 771 m?.

L2.6 a)Esist1/+/x* = x~*3. Wir haben daher

o0 o] r

/ 1/«/ dx—/ “43dx = lim [ x*dx

r—00
1 1 1

x~137" 3
= i - | =1 ——(=3)) =3
r1m|: 1/3:|1 rlm( NG ( ))

dalim,_ ., &/r = oo ist. Es wird somit der Flicheninhalt 3 eingeschlossen.

b) Bei der Funktion x +— ¢ ¥, @ > 0, handelt es sich um eine fallende Ex-
ponentialfunktion. Eine solche Funktion fillt fiir x — oo schneller ab als jede
Potenzfunktion, also auch schneller als x~> = 1/x2. Daher bleibt ihr Flichenin-
halt endlich. Wir konnen auch einfach nachrechnen:

o0 r
_ . _ . 1 1 _ 1 1
edyx=1lm Je“dx=lim|——e*| =lm|——e* + -] =—.
r—>00 r—o00 a 0 r—>00 a a a

0 0
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Fiir a = 0 ,,funktioniert” der obige Rechenweg offenbar nicht. Wir haben dann
wegen e*¥ = 1 die konstante 1-Funktion, die mit der positiven x-Achse offenbar
einen unendlich groflen Fliacheninhalt einschlief3t. Fiir @ < 0 schlieBlich ist e7%* ein
steigender Exponentialausdruck mit erst recht unendlich grofem Fldcheninhalt.

L3.1 Fiir F;(x) substituieren wir wt + ¢o =: z. Damit ist dz/df = o bzw. dt =
dz /w und wir erhalten

1

dz . 1.
Fi(x) = [ cos(wt + ¢p)dt = [ cosz — = — sinz = — sin(w? + ¢p).
0 1)

Die Substitution eines linearen Ausdrucks ist immer problemlos und ergibt hier den
Faktor 1/w, der beim Riickwirtsrechnen (Ableiten) die innere Ableitung kompen-
siert.

Den Integranden von F;(x) schreiben wir auf als

1
sin x cos x = 3 sin(2x)
(Additionstheorem des Sinus). Damit ist das Integral leicht auszufiihren:
. 1 : 1
F(x) = /smxcosxdx =5 / sin(2x) dx = ~2 cos(2x).

In F3(x) steht im Zihler des Integranden die Ableitung des Nenners. Daher ergibt
die logarithmische Integration sofort

Fi(x) = / 1iex dx = In(1 + ).

C1@x+3)¥2 2
=y =

Fi(x) = / VIx +3dx = /(7x +3)1/2dx 32 o (7x + 3)3.

In Fs(x) substituieren wir 5x3 + 1 =: z, damit ist dz /dx = 15x? und dx = dz /15x2.
Dies ergibt

dz
15x2°

Fs(x)=/x255x3+1dx=/x2\5/2

Die Substitution fiihrt also aufgrund des Faktors x? im Integranden in gewiinschter
Weise zum Ergebnis:

1 1265 1,
Fs(x)= — [ zY/Pdz = —2— = — /(523 + 1)°.
5(x) 15/2 =565 VOt
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Aus (a¥)" = a* Ina fiira > 0 folgt [ @* dx = a*/Ina. Dies ergibt

1 22x+1

F6(.x) — /22x+2dx — 15 2x+2 — — )

Fiir F57(x) verwenden wir die logarithmische Integration:

Fo(x) /’ AR 1[ 0 4= L2 4 7)
X)=| —5——=dx=—- | ———=dx = - In(3x .
’ 3x2+7 6) 3x2+7 6

F3(x) schreiben wir etwas anders auf und verwenden das ,,Arcustangens-Integral‘:

2 1—1
Fg(x)Z/ al dx:/x i /dx—[ = X —arctan x.
x2 41 x24+1 x2 41

L3.2 Wir ermitteln eine Stammfunktion von f, indem wir das Integral auf das

Grundintegral [ li’; > = arctan x zuriickfiihren:

/f(x)dx—C/ z(fxzchaz(ldﬁzéfﬁé)z'

Die Substitution x /a =: z fiihrt nun auf

/f(x) dx = ¢ arctan z.
a

Mit x — Fo0 geht auch z — 00, sodass wir auch ohne die Riicksubstitution

o]

/ fx)dx = ¢ arctan z
a

—00

erhalten. Die Forderung fjozo f(x)dx =1 wird somit erfiillt mit der Wahlc =a /7.
L3.3 Auch wenn das nicht unbedingt notwendig ist, so ist es doch praktisch, zu-

nichst den quadratischen Nenner zu ,,normieren* und im Zéhler das x nach vorne
zu schreiben:

2—x 2—x x—=2
Li=| ——sdx=| v dx=—4 | 57— —dx
a+x+ zx2 7(x2 +4x +4a) X2+ 4x + da
Wir schreiben den Zihler so um, dass er die Ableitung des Nenners enthilt:

1 1
x=2= S td—d) 2= Q2+ 4) -4
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Damit haben wir

1
Lox+4)—4 2x + 4 d
x2 +4x + da x2 +4x + 4a x2 4+ 4x + 4a

dx

= 2In|x* +4x + 4 +16[—.
njx X+ 4al x2 4+ 4x + da

Es bleibt das Integral

I*—/ dx
“ ) x2+4x+4a

zu 16sen. Wir ermitteln die Nullstellen des Nenners:
Xip=—-2%x+vV4—-4a=-2%+2V1—a.

Fiir a < 1 besitzt der Nenner somit zwei Nullstellen, fiir @ = 1 eine (doppelte)
Nullstelle und fiir @ > 1 keine Nullstelle. Fiir die weitere Losung miissen wir eine
entsprechende Fallunterscheidung vornehmen:

(1) a < 1: Wir fiihren eine Partialbruchzerlegung durch,

1 A B A(x —x2) + B(x — x1)

X2+4x+4a x—x; x—x5 (x —x)(x —x2)
Es muss somit gelten

A(x —x3) + B(x —x1) = x(A+ B) — Ax, — Bx; =1,

also
A+ B =0 und —Ax,— Bx;=1.
Dies ergibt
A B und A4 ! !
= — u = =
X1—X2  44/1—a
und wir haben
I _[ dx —A/ dx +B[ dx
a<l™ | 24 4x +4a X — X X — X
:A(ln|x—x1|—ln|x—x2|):Alnx_xl
X — X3

1 nx+2—2«/1—a
4VT—a |x+2+2/1—a|
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Speziell erhalten wir fiir a = 0 die Losung I = 1 1n| | und damit insgesamt

x+4

Ip = —21n|x® + 4x| + 41n| —
X+

4' =2In|x|—6In|x + 4.

(2) a = 1: Fir a = 1 haben wir einfach

I*—/ dx _[ dx  (x+27' 1
P 2 4dx+4 ) 0422 -1 x 42

und damit insgesamt

16 16
I} = —2In|x? + 4x + 4| - —— = —4In|x + 2| - ——.
x+2 x+2

(3) a > 1: Wir schreiben den Nenner um:

x?4+dx+da=(x+2 +4da—4=14(a— 1)[4( ! )(x+2)2+1i|

2
= ”[(f%“ #2) 1]'

Das Integral
= / dx _ dx
a>1 = 2 - 2
x?+4x+4a  4a-1) |

kann nun mittels der Substitution 3 \/{1: (x 4+ 2) =: z leicht gelost werden:

o /2\/61— dz
”>‘_4(a—1) 2241
. ¢ x+2
ziarcanz— arctan — =
2+a —1 2+va —1 2va —1
und wir haben insgesamt
8 X +2
Ipo1 = —21n|x? + 4x + 4a| + arctan ——.
o I+ 7= 2Va—1

Speziell ist

2
12=—21nx2+4x+8 +Sarctanx+
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L3.4 Fiir Fi(x) miissen wir zweimal partiell integrieren:

e—2x e—2x
Fl(x):/)cze_z"dx:x2 3 —/2x 3 dx

|
|
=
NS
o
b
=
+
—
=
o
b
=
o
S

I
[3%)
®
[3e]
=
+
| D—|
=
B
R
|
I@\
R
o
=
1

2 2
__X_ 72x_£ 72X_l —2x _ _ —2x x_ i l
= 2e 2e 4e =—e (2+2+4).

Esist Inx) = 1/x = (In(2x))’ und wir fiigen bei F,(x) eine 1 als Faktor hinzu:
1
F(x) = / 1-In(2x)dx = x In(2x) — / x —dx = x In(2x) — x.
X

2 2 2 2
F3(x):/xlnxdx:x—lnx—/x——dx:x—lnx—x—.
2 2 x 2 4

Es ist flnxdx = x Inx — x. Also haben wir
Fy(x) = /lnzxdx = [(lnx)(lnx) dx
1
=(xInx—x)Inx —[(x Inx — x)—dx
X

=xIn’x—x lnx—/lnxdx—i-/dx

=xIn?x—xInx—xInx+x+x=x In>x —2x Inx + 2x.

—1
FS(X):/xex dx:/xe"‘dx—/e"‘dx

= x(—e) — /(—e_x)dx — / e Ydx =—xe .

Fes(x) = /cos3xdx = /cosx cos? x dx
= sinxcoszx—/sinx-Zcosx(—sinx)dx
= sinxcos2x+2[sin2xcosxdx

= sinx cos x + 2/(1 —coszx)cosxdx

sin x cos” x + 2sin x — 2/cos3 x dx = sinx cos® x + 2sinx — 2F¢(x).



7 Lésungen der Ubungsaufgaben 255

Auflosen nach Fg(x) ergibt nun
1 2
Fe(x) == smxcos x + 3 sin x.
Es ist arcsin’ x = 1/+/1 — x2. Damit erhalten wir

F(x) = [arcsmx dx = [1 -arcsinx dx = x arcsmx—[ dx.
’ V1 —x2

Im verbleibenden Integral substituieren wir 1 — x2=:z,

F(x) i * & +1/’1/2d
X) = x arcsin x — —— —— = x arcsin x z z
’ JZ —2x 2
121/2
—xarcsmx+§m=xarcsmx+vl—x2.

Fy(x)

x2 x2 1
X arctan x dx = 5 arctanx — | —

—dx
2 1+ x2
x2 1 [x>2+1-1
= —arctanx—i —dx

2 1+ x2

x2 . x+1[ dx
= —arctanx — — + —

2 2 2 1+ x2

x2 x 1
= —arctanx — — + — arctan x.
2 2 2

L3.5 Wir versuchen die naheliegende Substitution von 12 =y,

/ e’ dr = [tse_sd—s = l[se_sds.
2t 2

Das verbleibende Integral 16sen wir mittels partieller Integration:

[s e’ds =s(—e7F) — /(—ef“‘)ds =—se’ —e"’.

Riicksubstitution und Einsetzen der Grenzen ergibt nun
X | |
F(x) = /t3e*’2 dr = —E[e*fz(zz +1] = _E(ef-"z(x2 +1)—1).
0

0

L3.6

(I) Falsch. Eine stetige Funktion f ist integrierbar, sie besitzt ein unbestimmtes
Integral F(x) = fax f(t)dt und damit auch eine Stammfunktion. Nur kann
diese Stammfunktion nicht , besser* aufgeschrieben werden.
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(IT) Falsch. Das ,,+c* steckt in der unteren Grenze a des unbestimmten Integrals.
Beispielsweise kann man fiir die Normalverteilung g die Stammfunktion

X X

G(x) = [g(t)dt bilden oder auch G, (x) ::/g(t)dt

—00 m

mit dem Mittelwert . Beide unterscheiden sich dann um 1/2, d.h., es ist
G(x) = Gu(x) +1/2.

(II) Richtig. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Messwert ist P(X = p) =
/ : g(t)dt = 0. Allerdings muss man sich klarmachen, dass es sich bei dieser

formalen Antwort um eine exakte Ubereinstimmung handelt, d. h. fiir unend-
lich viele Nachkommastellen. Tatsédchlich hat ein Messverfahren aber eine
endliche Ablesegenauigkeit, sodass ein Messwert letztlich einem Intervall
und damit einer Wahrscheinlichkeit > 0 entspricht.

(IV) Richtig. Bei einer kleineren Standardabweichung weichen die Messwerte im
Mittel weniger vom Mittelwert ab. Tatsdchlich ,besser* ist die Messmetho-
de natiirlich nur dann, wenn der statistische Fehler auch der reale Fehler ist.
Weicht eine Messmethode systematisch ab, besitzt aber eine kleine Standard-
abweichung, so ist sie nicht besser als eine andere Messmethode, die auf den
ersten Blick weniger genau ist im Sinn einer groferen Streuung der Mess-
werte, die aber keinen oder einen wesentlich kleineren systematischen Fehler
besitzt.

L3.7 a)Esist

Pys = (@) = D(=q) = Po(g) — Po(—q) = 200(q) = erf(q/~2).

Des Weiteren haben wir

)k 2k+1

_ 2
erf(z) = sz

und

2k+1 2k+1

2k+1 q q
(q / ‘/5) = 2k = 2k /2 :
(v2) v2
Wir erhalten somit

( 1)k 2k+1

Pyo = ert Q/f \/7Z K1k + 1)2F
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Je grofer g ist, umso mehr Glieder der Summe miissen beriicksichtigt werden,
um ein numerisch genaues Ergebnis zu erhalten. Fiir ¢ = 2 etwa ist ¢7/336 =
128/336 ~ 1/3, die Summe muss daher offenbar noch weiter ausgefiihrt werden,
bis die hoheren Korrekturen numerisch irrelevant werden.

b) Die Wahrscheinlichkeit, ein Messergebnis innerhalb der einfachen Standard-
abweichung o zu erhalten, ist P, ~ 68.3 %. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Mess-
ergebnis auflerhalb ist gleich 1 — P,, wovon die Hilfte nach unten und die Hilfte
nach oben abweicht. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher

1
Pepro = Psios = 5(1 — Py) ~ 15.9%.

Die Standardabweichung des Mittelwerts ist & = 0//n = 0/+/10. Eine Abwei-
chung um +0 = =5 entspricht daher einer Abweichung von #+/107. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Mittelwert in diesem Bereich ist somit gleich P 5, im
Sinn unserer ansonsten verwendeten Notation (Py, Pa,, Py, usw.). Fiir sie gilt nach
Aufgabenteil a)

2%k+1
= (~1)(V10)
Pﬁg—erf(f/f [ZW

Wir berechnen die Summe probehalber fiir die ersten fiinf, zehn usw. Glieder, um
festzustellen, ab wann sie ein verldssliches Ergebnis liefert. Beispielsweise ergibt
in MATLAB die Eingabe

syms k
P=sqrt(2./pi) *symsum( (-1)Ak*sqgrt (10)A(2«k+1) /
(factorial (k) * (2+«k+1)x2.Ak), k,0,19 )
digits (10)
vpa (P)

die Summe der ersten 20 Summanden. Im Einzelnen erhilt man:

P, = 4417
Pl =0.7715
P75, = 0.9998986
P, = 0.9984326
P25, = 0.9984346
P, = 0.9984346.

Die Summe bendétigt also fiir ¢ = +/10 zumindest 20 Glieder und ergibt einen Wert
von P 5, ~ 0.99843. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Mittelwert auBerhalb von
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100+5 st gleich 1 — P /5, ~0.00157 und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Mittel-
wert > 105 gleich 0.00079 = 0.079 %. Dabei spielt es keine Rolle, aus wie vielen
Messungen eine neue Messkampagne besteht. Die Standardabweichung des Mit-
telwerts der urspriinglichen Messkampagne gilt fiir den Mittelwert, ganz egal, wie
dieser erneut gemessen wird.

L4.1

(I Richtig. Gilt fiir eine Funktion f(x + 27) = f(x) fir alle x, so gilt auch
J(x +dm) = f((x +27) +27) = f(x +27) = f(x).

(II) Falsch. Beispielsweise ist der Sinus periodisch mit 2, aber nicht periodisch
mit 7. Vielmehr gilt sin(x + 7) = —sin x.

(III) Falsch. Der Begriff der gleichméBigen Konvergenz spielt nur im Zusammen-
hang mit Grenzwerten eine Rolle. Bei einem trigonometrischen Polynom han-
delt es sich aber um eine ,,ganz normale* endliche Summe. Erst bei den unend-
lichen Summen einer Fourier-Reihe kann/muss man von Grenzwerten spre-
chen.

(IV) Richtig. Ohne konstanten Term hat ein trigonometrisches Polynom die Form

f(x) = zn:[ak cos(kx) + by sin(kx)],
k=1

besteht also aus einer endlichen Summe von Cosinus- und Sinusfunktionen,
die allesamt den Mittelwert O besitzen.

L4.2 a) Wir verwenden das Additionstheorem fiir den Cosinus:
cos(x + k) = cosx cos(km) — sin x sin(k ).
Fiir natiirliche Zahlen k ist sin(k7) = 0 und cos(kw) = (—1)*.

b) Die Integralformeln lassen sich mit zweimaliger partieller Integration ohne
Weiteres ,,vorwirts* nachrechnen. Wir zeigen sie aber durch Differenziation:

2 22 /
(k_)zc cos(kx) + ();c k3) sin(kx) + cl)

22 cos(kx) —I— sm(kx)( k) + 2— sin(kx) + (x2

2
=7 3 k3) cos(kx)k

2 2
= cos(kx) 4+ x? cos(kx) — e cos(kx) = x? cos(kx).

Die zweite Formel rechnest du ganz analog nach :-)
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L4.3 a) Das Integral foh f(x)dx ist offenbar gleich 0, also ist ay = 0. Fiir ay,
k # 0, haben wir:

2
ay = %/f(x) cos(kx) dx
0

|
- Esinkx

b4 2
1 1(1
= — /cos(kx) dx — / cos(kx)dx | = —(— sinkx
7T 7 \k

0 b4

2
0 b4 )
r . . . . 1
= —(sin(km) —sin 0 — sin(2k ) + sin(kw)) = — (0 —-0—0+0) = 0.
wk wk

Dieses Ergebnis ist nicht iiberraschend: Die Funktion f ist bis auf die Werte an den
Sprungstellen punktsymmetrisch zum Ursprung. Kommen wir zu by :

2
by = %/f(x) sin(kx) dx
0

b4 2w
1 1 1
= — / sin(kx) dx — [ sin(fkx)dx | = — (—— coskx
7T T\ k

0 b4

= #(— cos(km) + cos 0 + cos(2km) — cos(km))
_ 1o — 20y
= — (2—2cos(km)) = e (1= (=D").

Insgesamt haben wir also
00 0 _ k
FLf1x) = ijik 1 — (=D)F) sin(kx) = %ij - ))sm(kx).

Der Ausdruck 1 — (—1)* bewirkt, dass Summanden mit geradem k verschwinden,
wihrend Summanden mit ungeradem k den Faktor 2 erhalten. Die Summe ldsst sich
daher auch schreiben als

o0 . l_
FIflw = 2y =D

=1
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Abb. 7.1 Dargestellt ist die Partialsumme der ersten zehn Glieder der Fourier-Reihe F[f](x) =
% Y72, sin((21 — 1)x)/(2] —1). Sie gibt offenbar ndherungsweise die gewiinschte Funktion wie-
der: Im Bereich von 0 bis 7 ~ 3.14 liegen Werte in der Nihe von 1 vor und zwischen 7 und 27
Werte in der Nihe von —1

Die Darstellung der Partialsumme der ersten zehn Glieder lésst sich in MATLAB
beispielsweise durch folgende Eingabe erreichen:

x=-1:0.01:7.5;

syms k;

y=4/pissymsum (sin((2xk-1)*x)/(2+k-1),k,1,10);
hold on;

plot(x,y,'k-"', 'LinewWidth',0.8);

axis([-1 7.5 -2 2]); grid on;
set (gca, 'TickLabelInterpreter', 'latex');
xlabel ("$x$', 'Interpreter', 'latex')

Das Ergebnis dieser Eingabe ist in Abb. 7.1 dargestellt. Offenbar wird die ge-
wiinschte Funktion in korrekter Weise angenihert :-)
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b) Die Vollstiandigkeitsrelation lautet

Lol + 3 (el + IbeP) / ()P .

k=1

Dabei haben wir ag = 0, a;y = 0 und fozn | £(x)|?dx = 27, insgesamt also

(2 (1= (=D 165~ 1
Z'bk|2 Z( % :ﬂzz(zz_l)ng(ﬂ—l)z:z

Aus diesem Beispiel einer Fourier-Entwicklung haben wir somit die Summenfor-
mel

:q
(i8]

i ! 1+1+1+1+1+
— (20— 1)? 32 72 8

gewonnen.
L4.4 a) Ja, die Funktion ist stetig. Der erste Parabelbogen von 0 bis 27 besitzt
seinen Scheitelpunkt bei w — also in der Mitte des Intervalls — und die weiteren

Parabelbogen schlieen sich stetig daran an.
b) Da f nichtnegativ ist, haben wir ein ag > 0:

2
1 L(x—m)P " 1 (7 =%\ 2
T T 0 T\ 3 3 3
0

3
Da f gerade ist, sind die by = 0. Die a; miissen berechnet werden:

2 2w
1 1
ap = — /(x — )% cos(kx)dx = — /(x2 —2nx + 71’2) cos(kx)dx
7T bid
0

2 2 2
= l ( / x2 cos(kx) dx —2m / x cos(kx) dx 472 / cos(kx)dx )
g 0 0 0
I I =0

Es bleiben die Integrale /; und I, zu berechnen. Fiir /; verwenden wir die Formel

2

2x X 2
2 —
[x cos(kx)dx = =) cos(kx) + (k k3) sin(kx)
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und erhalten

2

2x x2 2 . 47 47
I, = [ﬁcos(kx)—i- (?_F) sm(kx):|0 = F—I-O—O: =
Ferner haben wir
2 (K o 2 ik
I, = /xcos(kx) dx =x smgc x) —/ Sm; x) dx =0
0 N L
=0 ~——

und damit insgesamt a; = 4/k? und die Fourier-Reihe

72

FUI0 =5 +43
k=1

cos(kx)
k2

¢) Da die Funktion f stetig ist, konvergiert ihre Fourier-Reihe gleichmiBig. Mit
gleichmiBiger Konvergenz ist natiirlich auch ihre punktweise Konvergenz gegeben.
Und erst recht konvergiert sie im quadratischen Mittel — das tun alle Fourier-Reihen.

L4.5 a) Wir leiten ab und verwenden das Additionstheorem fiir den Sinus:

cos((a + b)x) cos((a —b)x) !
(_ 2atb)  2a-b +C)

= % sin((a + b)x) + % sin((a — b)x)

= %(sin(ax) cos(bx) 4 cos(ax) sin(bx) + sin(ax) cos(bx) — cos(ax) sin(bx))

= sin(ax) cos(bx).

b) Die Funktion x + | sin x| ist gerade. Ihre Fourier-Reihe besitzt daher nur die
Koeffizienten ay, die sich berechnen lassen als

ay = % / f(x)cos(kx)dx.
big
0

Zunichst ist

b

2/ . 4
ap= — [ sinxdx = —.
b1 b1

0
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Fiir k = 1 haben wir
2 [
a; = — [ sinxcosxdx =0,
F14
0

wie aus den Symmetrien von Sinus und Cosinus auf dem Intervall von 0 bis 7 sofort
klar wird. Fiir £ > 2 konnen wir die Formel aus Aufgabenteil a) verwenden:

T
2
ay = — / sin x cos(kx) dx
7
0

_ g[_cos((l +k)x) cos((1— k))c)i|’r
0

T 20+k)  2(1—k)
_2[ cos((1 +k)m) cos((l1—k)m) 1 1
_%{_ 20 +6 20—k +2a+k)+2a—m]

Nun ist cos((1 £ k)7) = (—1)'** = (=1)(=1)** = —(—1)* und wir erhalten weiter

_ (—D* (—DF 1 1
“";[n1+k)+za—k)+za+k)+za—kJ

1[(—1)" (1)"+ L1 }

k+1 k- k+1 k-1
_lenum—n—m+nnm;1—w+n
B (k — 1)k +1)

LD -2 2 T+ (=D

T ak-Dk+1) wk-Dk+1)

Der Ausdruck im Zihler ist fiir gerade k gleich 2 und fiir ungerade k gleich 0. Die
Fourier-Reihe lautet somit

_ 2 14 (=DF
FAx) =~ -~ Z T D k)
2 2 & 2
==--= ; mcos(kx)
kge;ade

1-3 3.5 5.7

_2 i[cos(2x) N cos(4x) N cos(6x) L i|
T



264 7 Lésungen der Ubungsaufgaben

L4.6 a) Die Fourier-Transformierte ergibt sich wie folgt:

A
Flw) = — / dre ™ £(1)
V2 S
1 .
dr e—la)t —at __ /dl e(—lw—a)t
«/ / «/27{ /
1 e( iw—a)t |0 1 e—ia)te—at 0 1 1
_ . — - = 0— —
2 —1lw —a 0 2 —1lw —a 0 «/2]{( —1a)—a)
1l a-iw
 Varat+ o
b) Es ist
4 fiire >0
1) = —(lm = € -
i) =e ge‘” fiirt <0
und damit

G(w) = J—_ / o g (1)
0 00

1 1
— d[ e—l(l)f at /dt e—lwt —at
N2 / 271
—0o0

0

=1 =F(w) aus a)

Es bleibt das Integral / zu betrachten:

I T
71a)t e =1 iwf —at
[ =T [ (—dfy e
V2 /
7[0

0
00

U T
- dr e(1cu—a)t - / dr elwte—at'
ﬁ[ Vax )

0

Wegen e = é” fiir alle z € C ist nun / nichts anderes als F(w) und wir haben

N 1 2a 2 a
Cl)=Fo +Fw) == = V@ ror

Fiir groer werdende Werte a fillt die exponentielle Funktion g schneller gegen 0
ab — sie wird also ,,schmaler* —, wihrend die Funktion G fiir grof3ere a breiter wird.
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LS5.1 a) Die gesuchte Fliche ist

a

oo
F = /e"" dx = lim [ e *dx = lim[-e™*]j = lim [—e™* — (—1)] = 1.
0

0

b) Das gesuchte Volumen entspricht dem Integral

oo o0
V= /dx/dye_(x"’y).
0 0

Wegen e+ = e~*e~ zerfillt dieses Doppelintegral einfach in ein Produkt aus
zwei Einfachintegralen:

o0 o0

V= /dxe_" /dye_y =1-1=1.

0 0

¢) Nein, bei b) handelt es sich nicht um das Viertel-Rotationsvolumen des Gra-
phen von x — e™*. Dieses wird vielmehr gegeben durch

oo
dx/dye’\/m.
0

Dieses Integral kann mit einem Wechsel zu Polarkoordinaten berechnet werden:

/2 oo 00
VR=/d<p/drre_’= /drre_’.
0 0 0

Mit partieller Integration haben wir

oo

[dr re’ =r(—e™)
0

0

=0-(-) =1

(SR

- /(—e”)dr =[-re’ -]y
0

und damit insgesamt Vg = /2.
L5.2

(I) Falsch. Aus Stetigkeit folgt keine Differenzierbarkeit, auch nicht die partielle
Differenzierbarkeit. Denkt man an Funktionen f : R2 — R, so konnen steti-
ge Funktionsgraphen ohne Weiteres ,,Knicke* oder ,,Spitzen* aufweisen, die
keine Ableitung erlauben.
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(IT) Falsch. Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt noch keine Stetigkeit. Das
ist erst bei totaler Differenzierbarkeit oder stetiger partieller Differenzierbar-
keit gegeben.

(III) Richtig. Der R" ist abgeschlossen, weil sein Komplement @ offen ist.

(IV) Falsch. Der R” ist nicht kompakt, weil er nicht beschrinkt ist.

(V) Richtig. Der Quader kann zu einem Rechteck ,.entartet” sein (oder auch zu
einer Strecke oder einem Punkt). Beispielsweise ist der Quader Q = [0, 1] x
[0,1] x [1, 1] nicht leer, da (1, 1, 1) € Q, und besitzt das Volumen 0.

(VD) Richtig. Da ein kompakter Quader beschrinkt ist, miissen seine Kantenldngen
endlich sein. Damit bleibt auch sein Volumen, das gleich dem Produkt seiner
drei Kantenlédngen ist, endlich.

LS5.3 a)Ja, yjs besitzt einen kompakten Triager. Der kleinste abgeschlossene Qua-
der Q, fiir den supp(ys) € Q gilt, ist der Wiirfel

b) Die Funktion y,, ist nicht stetig. Sie springt am Rand der Menge {x €
R3||x —a| < R} vom Funktionswert 0 zum Wert 1. Die Funktion ist somit halb-
stetig von unten. Sie ist nicht halbstetig von oben.

¢) Die Menge M ist eine dreidimensionale Kugel mit dem Radius R. Sie besitzt
das Volumen $7R.

L5.4 a)Esistx =rcos¢, y =rsing und z = z. Die Funktionaldeterminate lautet
daher

cosp —rsing 0
=det| singp rcosgp O =rcos’g +rsin®p =r
0 0 1

a(x,y,z2)

det
¢ a(r, ¢, z)

und das Volumenelement
dxdydz =rdrded:z.

b) Das Volumen des Zylinders ist

R 2w h
R2
V= / dxdydz:/rdr/dgo/dz:T-Zn-hanzh.
x2+y2§R2 0 0 0
0<z<h

L5.5 Wir haben

o(x)
|x — al

Vi(a) =G | dx
/
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zu berechnen. Aufgrund der Radialsymmetrie konnen wir a = (0,0, a) mita < R
annehmen. Fiir den Abstand eines Punkts x € H mit den Kugelkoordinaten (r, ¥, ¢)
vom Punkt a gilt

lx —(0,0,a)> = r’sin® ¥ + (rcos® —a)* = a*> + r> — 2ar cos ¥
(diese Gleichung bleibt tatsichlich fiir samtliche Lagen von x richtig — priife das

einmal nach und beachte dabei auch das Vorzeichen von cos 9 fiir ¢ > 7/2). Das
Volumenintegral lautet daher in Kugelkoordinaten

Ry T 2

2 9
Vi (a) = G/dr/dl?/d(p r_sind o(r)
as+r<—2arcos
R 0 0 Vat+r2-2 v
1
R2 T . 19
= ZJTG/dr rzg(r)/dﬁ - .
F J Va2 +r? —2arcos?
1
Fiir die ¢-Integration verwenden wir die Substitution = — cos ¥:

1

r sin ¢ d [ dr l\/—

/ = = —+Va?2+r242art
2

0 Va

1

+r2—2arcos? var+r2+2art ar

t=-—1
-1

L(\/az+r2+2ar— Va? —|—r2—2ar)

ar
= L (Var - Ja )
:i(a+r—(r—a))=2—a=%.
ar ar r

Hier ist zu beachten, dass wir a < Ry und R; <r < R, haben. Daher ist \/(a — r)*=
la —r| = r — a. Insgesamt haben wir damit das Ergebnis

R,

Vi (a) = 47rG[der(r).

Ry

Das r-Integral kann nur bei bekanntem Dichteverlauf ausgefiihrt werden, z. B. wenn
man o als konstant annimmt. Entscheidend ist aber, dass das Potenzial im Inne-
ren einer radialsymmetrischen Hohlkugel nicht von a abhingt: Es ist konstant.
Da die Gravitationsbeschleunigung der Ableitung des Potenzials entspricht (es ist
g = —VV), bedeutet dies, dass eine radialsymmetrische Hohlkugel im Inneren kei-
ne Gravitationskraft erzeugt.
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L6.1 a)

la—b|=v0+0+1=1

la—by| =VI+1+0=+2

la — bs| = ~/0.01 +0.01 + 0.01 = +/0.03 = 0.1+/3
la —by) = V/3-10- = 0.001/3.

b) Wie man Aufgabenteil a) entnimmt, liegt nur der Punkt b, in der Kugel, da
alle anderen Abstidnde > 0.1 sind.

¢) Wir konnen beispielsweise zwei offene Kugeln um a bzw. um b, wihlen, fiir
die die Summe ihrer Radien < 0.001+/3 ist. Also etwa Koo (a) und Ky 005(b4)-

L6.2 a)

R: 10, 1] ist offen, [0, 1] ist abgeschlossen
R%: 10, 1[ x ]0, 1] ist offen, [0, 1] x [0, 1] ist abgeschlossen
R*: 10,1[x 0, 1] x ]0, 1] ist offen, [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] ist abgeschlossen.

Natiirlich gibt es unzihlige andere einfache Beispiele.

b) Die Menge [0, 1] ist nicht offen, weil sie keine Umgebung ihres Punkts O ist.
Die Menge ist nicht abgeschlossen, weil ihr Komplement |—oco, 0] U [1, oo[ nicht
offen ist (keine Umgebung des Punkts 1). Die Menge ist beschrinkt, weil sie voll-
standig in K,(0) liegt. Die Menge ist nicht kompakt, weil sie nicht abgeschlossen
ist.

¢) Die Menge [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen.

L6.3 a)Esistx(1) = (2,0)und y(1) = (16,0).
b) Wir setzen die Kurven gleich: x (¢) = y(s) heifit
2t = 1657
P—1=s-1

Wir setzen die zweite Gleichung s = 2 in die erste ein:
2t = 161*

besitzt die Losungen 7, = O und 73 = 1/8, also #, = 1/2. Dies entspricht den Para-
meterwerten s; = 12 = Ound s, = #; = 1/4 der Kurve y. Die Schnittpunkte liegen
bei (0,—1) und (1,—-3/4).

¢) Fiir die Schnittwinkel bendtigen wir die Tangentenvektoren: Zunéchst haben
wir

() =(2,2t) und j(s) = (325, 1).
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Am ersten Schnittpunkt lauten die Tangentenvektoren somit x(0) = (2,0) und
y(0) = (0,1). Diese Vektoren sind orthogonal zueinander, sie schlieBen einen
Winkel von 90° ein. Am zweiten Schnittpunkt haben wir x(1/2) = (2,1) und
y(1/4) = (8,1) und

L E0-36) 17
T ROIOI T V5VE

Der Taschenrechner ergibt den Winkel o &~ 19.44°.

L6.4 a)Esist

t/2n el‘/27t
x@) = ( cost —e'/*" sint, 3 sint—i—e’/z”cost)
T

2
t/zn(cost it sin ¢ 4 cos Z)
b4 b4
Wir haben daher
x(0) = (1,0), x(0) = (1/27. 1),

x(m) = (—v/e,0), () = Ve(—1/27,—1).

b) Der Verlauf der Spirale lésst sich ohne Weiteres mit Bleistift auf Papier skiz-
zieren. Es handelt sich um einen ,,Kreis mit anwachsendem Radius®, der bei 1/e =
1/3 beginnt und nach zwei Umldufen den Wert e ~ 3 erreicht hat. In MATLAB kann
die Kurve durch folgende Eingabe geplottet werden:

t=-2xpi:0.01:2+pi;

x=exp (t/ (2xpi)) .*cos (t);

y=exp (t/ (2xpi)) .*sin(t);

hold on;

plot(x,y,'k-"', 'Linewidth',0.8);

axis ([-3 3 -3 3]);

axis equal, grid on;

set (gca, 'TickLabelInterpreter', 'latex');
xlabel ("\$x\$', 'Interpreter', 'latex"');
yvlabel ('\$y\$', 'Interpreter', 'latex"')

Siehe Abb. 7.2.
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Abb.7.2 Die logarithmische Spirale 7 > (x, y) = (e'/?" cost,e'/?" sint) fiir t € [—27, 27]. Sie
hat etwa die Linge 15

Da es sich bei der Spirale um eine stetig differenzierbare Kurve handelt, ergibt
sich ihre Léange aus

Wir rechnen
X (0))> = %) - x(1)

¢z [ COST . sin ¢ cost . sin ¢
=e —— —sint, — + cost | - —sint, —— 4+ cost
2 2 2

2w T
t/x cos’t ., costsint  sin’t 2 sin cost
= + sin“ ¢ — + +cos't + ——
4 T 4m? b4
1

— t/m - 1
]
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wobei wir zweimal sin® ¢ + cos?t = 1 verwendet haben. Es ist also

2
s= | |&@)|de
2

—27
I I 2
= 127 1 —dtz\/l —/ 127 4y
/e \/ +47t2 + 452 ¢
—27 =27

1 ﬂ2n 1 _
= ,/1+m[2ne’/2 15, =2n l+m(e—e Y

1
= \4n2 + l(e——) ~ 15.

(§]

L6.5 a) Der Radius der Kreisbahn des Satelliten ist 7 = 6370km + 1720km =
8090 km und seine Umlaufzeit betrigt 2 h. Das heif3t

sin(wt)

= 8090 km(cos(m / h)>.

x(t) = r<°°S(‘“t)) mit w = 27/2h = 7/h

sin(z ¢ /h)

b) Der Vektor der Geschwindigkeit des Satelliten ergibt sich aus der Ableitung
seines Orts:

v(1) = ¥(t) = ro (‘ Sin“”) = 80907 km/h(_ Si“(”’/h)).

cos wt cos(rt/h)

Sein Betrag

[v(r)| = 80907 km/h+/(—cos wt)? + (sinwr)? = 80907 km/h

ist unabhingig von ¢.
¢) Der zweite Satellit ist auf der Bahn

xaolt) = 1 (cos(a)(t — h/6))) _ 8090km<cos(n(tﬁ — 1%)))))
h™ 6

sin(w(t —h/6)) sin(zt(
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d) Der Abstand der beiden Satelliten ist zeitlich konstant. Zum Zeitpunkt t = 0

ergibt er sich aus
cos0) [cos(—m/6)
sin0 sin(—m/6)

= 8090km\/1 +3/4—3+1/4

s = |x(0) — x,(0)] = 8090 km

1-+/3/2
1/2
= 8090kmy/2 — /3.

Die Laufzeit des Signals ist daher

8 _ 809%0kmy2— V3 8090 V2 — ﬁs — 0.0139%s
¢ 300000km/s 300000 o ’

= 8090 km

L6.6

(I) Falsch. Die Stetigkeit schlieit nicht aus, dass es Punkte gibt, in denen die
Kurve nicht differenzierbar ist oder die Ableitung 0 besitzt. Dort besitzt sie
keine eindeutige Tangente.

(I) Richtig. Der Kurvenpunkt x () € R? kann als Ortsvektor eines Punkts aufge-
fasst werden. Er hdangt von dem Kurvenparameter ¢ ab, der als Zeit interpretiert
werden kann.

(III) Falsch. Die Kurvenpunkte miissen gleich sein, unabhingig davon, welchen
Wert die Kurvenparameter an dieser Stelle besitzen. Die Parameter miissen
keineswegs gleich sein und sind es in der Regel auch nicht.

(IV) Falsch. In einem singulidren Punkt besitzt eine Kurve per Definition die Ablei-
tung 0. Sie ist also sehr wohl differenzierbar.

(V) Richtig. Natiirlich kann eine ,,Kurve®, also ein zeitabhéngiger Ortsvektor, auch
eine Gerade darstellen.

(VD) Falsch. Auch eine Gerade besitzt eine konstante Kriimmung, ndmlich die
Kriimmung 0.

L6.7 a)

F(1,2,-3) = 3-(=3) -exp(—v/1 + 4) sink = —9e Vi sink

f(% 0, 1) = 3exp(—m/2k)sin(x/2) = 3e/2k
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b)

% =3z (em——x
ax x2 + y2
9 —

l =3ze V¥ S sin(k x)
dy /X2 + y?

?)l =3¢V sin(kx)
z

3’ f _ v X
\/72

sin(kx) + e~ V¥ cos(kx)k)

sin(kx) + e~ V¥ cos(kx)k
dx 0z Yty
s
9z2
3 f

0x 0z2

=0
=0.

L6.8 Esistk-x =k.x 4+ k,y + k.z. Wir leiten ab:

du = ugcos(wt —k - x + @o)(—ky)
Pu = —ugsin(ot —k - x + o)k = —kZu
d,u = ugcos(wt —k - x + o)

Biu = —upsin(wt —k - x + @)’ = —0’u.

Die y- und z-Ableitungen erfolgen analog. Somit haben wir
Au = (8% + Bi + Bg)u = —(kf + kyz, + kzz)u = —k’u = a(-0*)u
und die Gleichung ist erfiillt fiir « = k*/w?.

L6.9 a) Die Funktionsvorschrift V(x) = ¢/|x| hingt nur von |x| = r ab. Daher
haben wir
cx x x
—=c—=c .
r3 (x2 4 y2 +z2)3/2

F=-VV(i) =V =2
r r<r

b) Wie wir in a) gesehen haben, ist

9 N X N X
S R e e B TR

Wir leiten erneut nach x ab:
(2 4+ y2 + 2232 = x(3/2)(x% + y2 + 222 (2x) r3 —3x2r
c =—Cc—-.
(x2 + y2 + 22)3 r6

PV =—
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Analog ist

3 2 3 2
r° —3y“r r°—3z°r
aiV:—c% und 9’V = —c —

r r
Insgesamt erhalten wir somit

P =3x%r +r3 =3y%r + 13 =322

0=0V 40V + 03V =—c

16
3r3 = 3r(x? + y? + 2%)
=—c
16
3r3—3r -2

= —C ———— =

16
Ein Potenzial der Form V(r) = c/r erfiillt also die Laplace-Gleichung AV = 0.

L6.10 a)Esist

3y f = cos(xy)ye ™’ (»* +27%)
o f = 631722(008()6)/))6())2 + 22) + sin(xy) - 2y)
0./ = sin(ry) (! (<22) (17 + %) + e 22)

z

= 2zsin(xy) e (l —y? = 22),

also
V32 V3
Vi) =[iV3-Z- 241 =(2/3+1
-2-3(1-2) 1

b) Wir haben f(x() = % -2 = 1 und damit die lineare Néherung

Sxo+ Ax) ~ f(xo) + V f(xo) - Ax
=143 Ax+ (%«/5+ 1)Ay+Az.
¢) Der exakte Funktionswert ist
T
f(g +o0.1, 1.1,—0.9) — 1.5472.

Die nullte Ndherung ist 1, die lineare Nidherung ist

f(% o, 1.1,—0.9) ~14+/3-0.1+ (%«/5+ 1)-0.1 40.1 = 1.4639.
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L6.11 a) Wir ermitteln den Gradienten von f im Punkt (2, —1):

ety (x242)—e"H 2x
# eXty (1_ 2x )
9

\% = x2+2 2 = X242
f (e"‘+y) x2 +2 1
X242

also

V2. —1) = %(1{3)

Die Funktion f steigt im Punkt (2, —1) also in Richtung (1, 3) maximal an mit der

Steigung
e /1 ev/10
=|Vf2,-1)|==4/=-+1=
m= V@Dl =25 +1="

b) Vom Punkt (2, —1) in Richtung auf den Ursprung ist die entgegengesetzte
Richtung (-2, 1). Wir haben also den normierten Richtungsvektor

I [-2
e = —
V51
und die Richtungsableitung

d f2.~1)=e-Vf(2,~1) = %%(—12) : (1{3)

(] (]
=— . (=2/34+1)= —— ~ 0.0675.
6J§( / ) 185

L6.12 a) Wir haben hier letztlich eine Bruchrechenaufgabe:

~ 0.4776.

11 2 145
o )=+ -3+ 46=—.
f(z 3) PRI 36

b) Es ist

Die Gleichung V f(x, y) = 0 ist daher erfiillt fiir x = 3 und y = —1 und wir haben
genau einen stationdren Punkt an der Stelle (3, —1).

¢) Da die Funktion f partiell differenzierbar ist, kann ein lokales Extremum
hochstens an ihrem stationdren Punkt vorliegen. Die Hesse-Matrix

=2 9)
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ist in diesem Beispiel konstant und sie ist positiv definit. Daher liegt im Punkt
(3, —1) ein lokales Minimum mit dem Funktionswert f(3,—1) = —4 vor.

L6.13 a) Wir haben

0. f = e =4 (8x + (4x% + yz)(—Zx)) =e 4 (8x —8x° — 2xy2)
3, f = e (2 4+ (4x% + y?)(=8y)) = e M (2y — 3247y — 8)7).
Da Exponentialausdriicke stets ungleich 0 sind, ist die Bedingung V f = 0 gleich-
bedeutend mit dem Gleichungssystem
8x — 8x* —2xy? = 2x(4 —4x? — yz) =0
2y —32x%y — 8y = 2y(1 — 16x% — 4y?) =
Der erste stationire Punkt ist daher S; = (0, 0). Fiir x = 0 bleibt die erste Gleichung
erfiillt: Einsetzen von x = 0 in die zweite Gleichung fiihrt auf 1 —4y? = 0 und damit
auf die zwei weiteren stationdren Punkte S, 3 = (0, £1/2). Die zweite Gleichung

bleibt mit y = 0 erfiillt: In der ersten Gleichung fiihrt dies auf 4 —4x? = 0 und zwei
weitere stationdre Punkte Sy 5 = (%1, 0). Die verbleibende Moglichkeit

4—4x>—y>=0 und 1—-16x2—4y?=0

ist nicht 16sbar und ergibt keinen weiteren stationdren Punkt.
b) Wir bendtigen die Hesse-Matrix, also die zweiten partiellen Ableitungen:

Do f = e ¥4 ((=2x)(8x — 8x? — 2xy?) + 8 — 24x? — 2)?)
= e (8x* — 40x2 + 4x2y? —2)% + 8)
0y f=e = 4yz(( 8y)(8x — 8x® — 2xy?) — 4xy)
= e (64x7y — 68xy + 16xy°)
3y, f = e*-"2*4y2(( 8y)(2y — 32x%y — 8)%) 4+ 2 — 32x2 — 24)?)
(

e (256x2y% — 32x2 + 64yt — 40y 4 2).

Dies ergibt fiir die stationédren Punkte:

e S; = (0,0): Die Hesse-Matrix lautet

moo (3 2)

Sie ist positiv definit und wir haben ein isoliertes lokales Minimum.
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e 5,3 =(0,%1/2): Die Hesse-Matrix

15 -1

e 0
Hq0,£1/2)=| 2
7 /2 (0 —4e‘1>

ist indefinit. Somit liegen hier keine lokalen Extrema, sondern Sattelpunkte vor.
e S;5 = (%1,0): Auch die Hesse-Matrix

—24e! 0
Hf(il’o):< 0 30e—1)

ist indefinit.

Somit haben wir nur an der Stelle (0, 0) ein lokales Minimum mit dem Funktions-
wert f(0,0) = 0.

Le6.14

(I) Falsch. Esist f(x,y) = (x> + y> —2)/2 = 0 fiir x> + y? = 2, also auf dem
Kreis mit dem Radius /2 um (0,0).

(IT) Falsch. Zwar stimmt das fiir partiell differenzierbare Funktionen. Ansonsten
kann eine Funktion aber auch ,,Spitzen besitzen, an denen sie nicht differen-
zierbar ist und an denen ein isoliertes Extremum vorliegt.

(ITI) Richtig. Die Hesse-Matrix ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen,

Hy(x) := (aiajg(x)) 1<i<n

I=j=n

Es handelt sich um eine n x n-Matrix.

(IV) Richtig. Beispielsweise ist i(x, y) = O fiir x = 0 und beliebige y € R.

(V) Falsch. Esist Vi = (y,x) = O nur fiir y = Ound x = 0.

(VD) Falsch. Zunéchst ist die Hesse-Matrix gleich der Nullmatrix und damit weder
positiv noch negativ definit noch indefinit, sie erlaubt also keine Entscheidung.
Bewegt man sich jedoch von der Stelle (0, 0) mit dem Funktionswert 0 weg,
so bleiben die Funktionswerte fiir x = 0 oder y = 0 gleich 0. Ein isoliertes
Extremum kann daher nicht vorliegen. Da die Funktionswerte in der Umge-
bung von (0, 0) dariiber hinaus fiir xy > 0 positiv sind und fiir xy < 0 negativ,
liegt auch kein nicht isoliertes Extremum vor.
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arctan x, 69
cos? x, 60
cos” x, 72
cos x, 37
e** cos(kx), 70
e sin(kx), 70
ek, 107
exp(x), 37, 49
In® x, 254
Inx, 68
(mx 4+ n)/(ax? + bx + ¢), 62
sin® x, 27
sin(kx) cos(/x), 72
sin” x, 71
sinx, 37
tan x, 59
V1 —=x2,60
Jx, 36
x3e=*, 255
x" cos(kx), 68
X arctan x, 255
X e"z, 57
x"exp(kx), 68

J
Jacobi-Matrix, 164

K
kanonisches Skalarprodukt, 180
Kettenregel, 55
klein o, 221
Klotoide, 207
kompakte Menge, 185
Komplement, 185
konkav, 20
konvergente Folge, 187
Konvergenz
gleichmiBige, 44, 111
im quadratischen Mittel, 110
punktweise, 111
konvex, 20
Koordinatentransformation
lineare, 166
Kriimmung, 205
Kriimmungskreis, 207
Kugelkoordinaten, 168
Kurve, 190
ebene, 206
regulire, 194
rektifizierbare, 198
singuldre, 194
Kurvenlinge, 198

L
Landau-Symbol, 221
Laplace-Gleichung, 220, 274
Laplace-Operator, 220
Lebesgue-Integral, 155
linear approximierbar, 220
lineare Nidherung, 163, 222
Linearitit, 4, 23, 54
logarithmische Integration, 59
logarithmische Spirale, 270
lokales Extremum, 229
isoliertes, 229

M
MATLAB, 245, 257, 260, 269
Mehrfachintegral, 137
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Menge
abgeschlossene, 185
beschrinkte, 185
kompakte, 185
offene, 183
Messprozess, 84
Metrik, 178
metrischer Raum, 178
Mittelwert, 85
integraler, 26
Mittelwerteigenschaft, 120
Mittelwertsatz
der Differenzialrechnung, 8
der Integralrechnung, 24

mittlere quadratische Abweichung, 84

Monotonie, 4, 23

N
negativ definit, 231
Niveaumenge, 212
Norm

euklidische, 181
Normalverteilung, 77
notwendige Bedingung, 230
Nullmenge, 160
numerische Integration, 12, 141

(0]

oberhalbstetig, siehe halbstetig
Oberintegral, 5, 155

Octave, VII, 245

offene Kugel, 182

offene Menge, 183
Orthogonalitétsrelationen, 72, 102

P

Paramterintegral, 137
Partialbruchzerlegung, 65
partiell differenzierbar, 212
partielle Integration, 67
periodische Funktion, 96
Phonix-Effekt, 70
Polarkoordinaten, 166
Polygonzug, 198

positiv definit, 231
Potenzialgleichung, 220
Produktregel, 67

Q
Quader

kompakter, 136
quadratische Ergidnzung, 64
quadratische Néherung, 224

R
Raumkurve, 190
Rechteckimpuls, 128
Reihe

Integration einer, 46
Rekursionsformel fiir sin”, 71
Richtungsableitung, 226
Riemann-Integral, 5
Riemann-integrierbar, 6

S
Sagezahnkurve, siehe Fundamentalbeispiel
Sattelpunkt, 236
Schnittwinkel, 196
Schwarz
Satz von, 218
Stabdiagramm, 116
Stammfunktion, 33
Standardabweichung, 77, 86
des Mittelwerts, 90
Standardnormalverteilung, 80
stationdrer Punkt, 230
Stetigkeit, 189
Streuung von Messwerten, 84
Substitutionsregel, 54

T
Tangentenvektor, 192
total differenzierbar, 220
Trager, 142
kompakter, 142
Transformationsformel, 165
translationsinvariant, 143
Trapezregel, 19, 245
Treppenfunktion, 2
trigonometrisches Polynom, 101
komplexes, 105

U

Uberschwinger, siehe Gibbs-Phinomen
Umgebung, 182

unbestimmtes Integral, 32
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uneigentliches Integral, 39
unterhalbstetig, siehe halbstetig
Unterintegral, 5, 155
Unterteilung, 2

\%
Varianz, 87

des Mittelwerts, 88
Vektorraum R”, 180

(0,1)-Verteilung, 80
Verteilungsfunktion, 80
Volumen einer Menge, 159

z

Zwischenwertsatz, 8
Zykloide, 203
Zylinderkoordinaten, 266
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