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Vorwort

Mathematik ist die Sprache von Wissenschaft und Technik. Jeder Studierende der
Ingenieurwissenschaften, der Physik, der Wirtschaftswissenschaften usw. hat daher
gleich zu Beginn seiner Ausbildung mit ihr zu tun. Die Differenzialrechnung, al-
so alles rund um den Begriff der ,,Ableitung einer Funktion®, nimmt dabei einen
besonderen Rang ein: Sie stellt normalerweise den Beginn der Mathematikausbil-
dung dar, und in ihrem Bereich finden sich wohl die meisten Anwendungen der
Mathematik iiberhaupt.

Auch wenn Mathematik klar und logisch ist, stellt sie doch fiir viele Studien-
anfianger eine ernst zu nehmende Hiirde dar. Zum Teil einfach deshalb, weil sie
am Beginn des Studiums liegt. Und natiirlich finden sich Schwierigkeiten auch in
der Sache selbst, die mathematischen Begriffe und Konzepte erscheinen zunichst
komplex und verwirrend.

Aber Mathematik ldsst sich lernen, wie alle anderen Dinge auch. Es ist eben
nicht so, dass der eine sie einfach verstiinde und der andere einfach nicht.

Zielsetzung dieses Buchs Dieses Buch bietet dir eine kurze und — wie ich hoffe —
leicht lesbare Darstellung der Kerninhalte der Differenzialrechnung. Es ist vorwie-
gend gedacht fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, der Physik, und auch
der Wirtschaftswissenschaften oder anderer Fachgebiete, die Differenzialrechnung
benotigen. Auch Studierenden der Mathematik sollte es als Einfiihrung gute Dienste
leisten. Es lésst sich inhaltlich wie folgt umreif3en:

e Kerninhalte der Differenzialrechnung: Grundlagen, Folgen, Reihen, Funktio-
nen, Grenzwerte, Ableitungen usw.

o Ausfiihrliche Behandlung der Exponentialfunktion und der Winkelfunktionen
und ihrer Umkehrfunktionen, d. h. des Logarithmus und der Arcusfunktionen

e Entwicklung der Taylor-Formel bis hin zu Taylor-Reihen

e Finfiihrung in komplexe Zahlen und Formulierung der Euler-Formel, separat
lesbar und ausreichend, um mit der Verwendung komplexer Zahlen in prakti-
schen Anwendungen zurecht zu kommen

e Viele Beispiele und Anwendungen

VII



Vil Vorwort

e Darstellung mit vollstindiger mathematischer Notation, transparent und klar
(und ein solider Ausgangspunkt fiir weitergehendes Studium)

e Beweise ausfiihrlich und mit vielen Erlduterungen

¢ Ubungsaufgaben und -lésungen.

Die Beweise sind bewusst ausfiihrlich geschrieben, damit es dir leicht fillt, sie nach-
zuvollziehen. Aber sie stehen nicht im Zentrum der Darstellung. Es ist ein normales
Vorgehen, sie beim ersten Lesen nur zu iberfliegen; auch so gewinnst du zumindest
ein Gefiihl dafiir, wie viel hinter den verschiedenen Aussagen steckt.

Hilfestellungen Auch wenn es nicht immer zugegeben wird: Das Studium eines
Mathematikbuchs fillt nicht leicht. Anfangs tut man sich schwer, ,,einen Fuf3 in die
Tiir* zu kriegen und sich die Inhalte so zu erarbeiten, dass die Zusammenhénge klar
sind und angewendet werden konnen. Um diesen ersten Einstieg zu erleichtern, gibt
dir das Buch eine Reihe zusitzlicher Hilfestellungen:

e Zu Beginn eines jeden Kapitels wird noch einmal erldutert, in welchen
Zusammenhzngen die Inhalte bedeutsam sind.

e Der Text wird durch zahlreiche Lesehilfen ergénzt, die neue Begriffe, neue
Schreibweisen, Hintergriinde erldutern, und dir iiber problematische Stel-
len hinweghelfen.

e Der Text enthidlt Zwischenfragen (und etwas verzogert auch die Antwor-
ten), die dich zum Hinterfragen des Gelesenen anregen und somit das
Verstindnis priifen und vertiefen.

e Am Ende eines jeden Kapitels erlaubt ,,Das Wichtigste in Kiirze* eine
Rekapitulation der Inhalte, ergénzt durch eine kleine Formelsammlung.
Verstehst du genau, was hier steht, und kannst du jede Formel erkliren, so
wirst du das gesamte Kapitel gut verinnerlicht haben.

Diese Hilfestellungen sind vorwiegend fiir das erste Lesen gedacht. Beim zweiten
Lesen bzw. dem vertiefenden Studium wirst du sie beiseitelassen konnen, was durch
ihre deutliche Hervorhebung ohne Weiteres moglich ist.

Auch die Ubungsaufgaben, mit denen jedes Kapitel versehen ist, zielen vorwie-
gend auf das Verstindnis der Inhalte ab (und weniger auf das Training aufwindiger
Rechentechniken). Die zugehorigen Losungen ermoglichen dir eine unmittelbare
Selbstkontrolle.

Du wirst sehen, so schwierig ist das alles gar nicht :-)

Weiterfiihrende Literatur Es gibt viele gute Biicher, die ein weitergehendes Stu-
dium der Differenzialrechnung erlauben. Welches du bei Bedarf am besten wéhlst,
hingt letztendlich von deinen personlichen Vorlieben ab.



Vorwort IX

Ein Standardwerk ist die ,,Analysis 1 von Otto Forster. Es geht in Umfang und
theoretischem Anspruch iiber die hier vorliegende Darstellung hinaus und eignet
sich sehr gut fiir ein vertiefendes Studium der allgemeinen Analysis. Es liegt aktuell
in der 12. Auflage vor.

Fiir ein Studium der komplexen Analysis kannst du beispielsweise die ,,Funk-
tionentheorie* von Wolfgang Fischer und Ingo Lieb heranziehen, aktuell in der
9. Auflage.

Ich wiinsche dir viel Erfolg im Studium und wiirde mich freuen, wenn dieses Buch
einen Beitrag dazu leisten kann!

Mirz 2018 Jochen Balla
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Grundlagen 1

Die Berechnung der Ableitung einer Funktion stellt wahrscheinlich die wichtigste
Anwendung der Analysis dar. Unter ,,Analysis* versteht man die Differenzial- und
Integralrechnung, und die Ableitung ist der Kernbegriff der Differenzialrechnung.

Die Ableitung ist ein Grenzwert, der sich auf Funktionen bezieht, und wir miis-
sen uns daher insbesondere mit diesen Begriffen befassen.

In diesem ersten Kapitel werden zunéchst einige allgemeine Grundlagen erldu-
tert, die bei der Formulierung der Differenzialrechnung in verschiedenen Zusam-
menhéngen eine Rolle spielen. Von besonderer Bedeutung sind dabei natiirlich die
reellen Zahlen. AuBlerdem sehen wir uns die vollstandige Induktion an, bei der es
sich sich um ein Argumentationsverfahren handelt, dessen Logik oftmals hilfreich
ist.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Der Titel dieses Buchs konnte ausfiihrlich lauten: ,.Differenzialrechnung
von reellen Funktionen einer Verdnderlichen. Wir sollten daher wissen,
was reelle Zahlen eigentlich sind. Und kommen dabei gleichzeitig den al-
ten Griechen etwas niher.

e Mengenbezeichnungen oder Intervalle werden in vielen Definitionen oder
Sitzen auftauchen. Wir miissen sie genau verstehen.

e Die vollstindige Induktion wird uns in Beweisen oft iiber den Weg laufen.
Dariiber hinaus ist ihre Logik einfacher als ihr Name.

e Das Archimedische Axiom verweist schon wieder auf die alten Griechen.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 1
J. Balla, Differenzialrechnung leicht gemacht!, https://doi.org/10.1007/978-3-662-57299-3_1
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2 1 Grundlagen

1.1 Reelle Zahlen

Das ,,normale* Rechnen mit Zahlen ist uns aus der Schule geldufig. Die dabei ver-
wendeten Rechenregeln ergeben sich aus der Tatsache, dass es sich bei den reellen
Zahlen R mit der gewdhnlichen Addition ,,4-“ und der gewohnlichen Multiplikation
L+ um einen kommutativen Korper handelt. Das bedeutet:

(1) (R, +) ist eine kommutative Gruppe: Es gelten Assoziativ- und Kommutativ-
gesetz, das neutrale Element der Addition ist die 0, das inverse Element zu
einer Zahl x € R ist die Zahl —x.

(2) (R\{0},-) ist eine kommutative Gruppe: Es gelten Assoziativ- und Kommuta-
tivgesetz, das neutrale Element der Multiplikation ist die 1, das inverse Element
zu einer Zahl x # 0 ist die Zahl x~!.

(3) Es gilt das Distributivgesetz, d. h., fiir alle x, y,z € R gilt

x-(y+z)=x-y+x-z. (1.1)

Lesehilfe

Die Aussage ,,R ist ein kommutativer Korper mit den darin enthaltenen
Eigenschaften einer additiven und einer multiplikativen Gruppe ist tatsdch-
lich die formale Voraussetzung fiir das Rechnen, das du seit der Grundschule
kennst. Zur Erinnerung: Das Assoziativgesetz besagt, dass beliebig geklam-
mert werden darf, dass also gilt (x + y) +z =x 4+ (y +z) bzw. (x - y) -z =
X - (y - z). Daher sind die Klammern in reinen Summen oder Produkten gar
nicht notwendig. Und das Kommutativgesetz erlaubt das Vertauschen der Rei-
henfolge, x + y =y +xbzw. x -y = y - x.

Zum ,,normalen Rechnen* musst du den theoretischen Begriff des Zahlkor-
pers nicht kennen. Das dndert sich aber, wenn du neue Zahlen kennenlernst
und dich fragst, was man mit ihnen machen darf und warum. So werden die
Korpereigenschaften beispielsweise auf komplexe Zahlen C tibertragen, von
denen wir nicht im Vorhinein wissen, wie sie funktionieren.

Wenn du Lust hast, schldgst du die Gruppeneigenschaften noch einmal
vollstindig nach. Aber es ist hier fiir unsere Zwecke auch ausreichend, einfach
weiterzulesen.

Mit den Korpereigenschaften sind die ,,vier Grundrechenarten® fiir reelle Zahlen
vollstindig erkldrt, denn mit ,,4+* und ,,-“ haben wir die jeweiligen inversen Ele-
mente, und damit

x—y:=x+(—y) und x:iyi=x-y L (1.2)

Man kann offenbar nicht durch Null teilen, da die Null kein inverses Element der
Multiplikation besitzt. Daher ist die Null auch aus der multiplikativen Gruppe aus-
geschlossen.
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Die Multiplikation schreibt man héufig auch ohne ,,-“, also x - y = xy, und fiir

die Division verwendet man auch die Schreibweisen x : y = x/y = f
Bei den reellen Zahlen handelt es sich dariiber hinaus um einen angeordneten

Korper, d. h., fiir zwei Zahlen x, y € R gilt genau eine der Relationen
x <y, X =y, X > y. (1.3)

Reelle Zahlen lassen sich daher mit einem Zahlenstrahl graphisch darstellen.

1.1.1 Mengen und Mengenbezeichnungen

Zunichst wollen wir vereinbaren, dass ein hochgestelltes ,,**“ den Ausschluss der
Null aus einer Menge bedeutet, also beispielsweise

R* :=R\ {0}. (1.4)

Lesehilfe

Wir verwenden hier und im Folgenden die iiblichen Zeichen fiir Mengen.
Kleine Erinnerung: Mengenoperation nur zwischen Mengen, deshalb hier die
Null in geschweiften Klammern, ,,\* heift ,,ohne®, ein ,,|* in einer Mengen-
erkldarung heiB3t ,,mit der Eigenschaft, und ,;:=* heiflt ,,ist per Definition
gleich, nicht nur fiir Mengen, sondern auch schon in (1.2).

Weiterhin setzen wir:
Ry ={xeR|x>0}, R_:={xeR|x =<0}

Sprachlich prizise ausgedriickt ist also R die Menge der nicht-negativen reellen
Zahlen, wihrend R*. die Menge der positiven reellen Zahlen ist.
Ein Intervall reeller Zahlen, das von a bis b reicht, a < b, kann abgeschlossen
sein,
[a,b] :={x e R|a < x < b},

es kann offen sein,
la,b :={x e R|a < x < b},

oder auch halboffen,
[a,b]:={x e R|a < x < b}.

Fir e > O und a € R bezeichnet man das offene Intervall Ja — €,a + ¢[ als die
e-Umgebung von a.
Als uneigentliches Intervall bezeichnet man ein Intervall, in dem eine Intervall-
grenze Unendlich ist, etwa
R, = [0, o0 oder R* =]—00,0],
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und ein nicht-triviales Intervall ist ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt be-
steht.

Lesehilfe

Bei Intervallen musst du darauf achten, ob die Grenze mit dazugehort oder
nicht — es an dieser Stelle also ,,abgeschlossen‘ ist oder ,,offen. Die Inter-
vallgrenze oo schreibt man stets offen; oo ist ja auch keine Zahl. Fira < b
ist das Intervall [a, b] tibrigens immer nicht-trivial, aus einem Punkt bestiinde
es nur fiira = b.

Fiir zwei beliebige Mengen A und B kann man die folgenden wichtigen Men-
genoperationen bilden:

Durchschnitt: ANB:={x|xe€AAnx e B}
Vereinigung: AUB :={x|xe€e AV xeB}
Komplement: A\ B:={x|xe€ Anx ¢ B}

Kartesisches Produkt: A x B :={(x,y)|x € AAy € B}.

Den Durchschnitt bezeichnet man auch als die Schnittmenge, hier muss das Ele-
ment in beiden Mengen enthalten sein (,,A* heifit ,,und®). Die Vereinigung ist so
etwas wie die Summe beider Mengen, hier muss das Element nur in einer der beiden
Mengen sein (,,v* heilit ,,oder*). Das Komplement haben wir schon kennengelernt
(siehe (1.4)).

Das kartesische Produkt funktioniert etwas anders. Hier werden neue Objekte
gebildet, es entsteht die Menge aller geordneten Paare; so ist zum Beispiel

RxR=R?>={(x,y)|xeRAyeR} (1.5)

die Menge aller Paare zweier reeller Zahlen, die man auch als 2-Tupel bezeichnet.
Geometrisch kann man sie als Koordinaten von Punkten in einer Ebene auffassen.
Natiirlich kann man dies fortfiihren: Die Menge R x R x R = R? ist die Menge
aller 3-Tupel der Form (x, y,z) mit x, y,z € R usw.

Zur Formulierung von Aussagen bendtigt man oft die natiirlichen Zahlen'

N:=1{0,1,2,3,...} (1.6)
oder die ganzen Zahlen
7 :=1{0,+1,+2,4£3,...}. (1.7)

SchlieBlich sehen wir uns noch Maximum, Minimum, Supremum und Infimum
einer Menge an: Bei einer Teilmenge T der reellen Zahlen, in Zeichen T C R,
bezeichnet

! Die natiirlichen Zahlen werden manchmal auch so definiert, dass sie die 0 nicht enthalten.
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e max 7' das Maximum der Menge, d.h. die grofite Zahl der Menge, und min 7’
das Minimum, also ihre kleinste Zahl, sofern diese Zahlen existieren. So ist etwa
max{l/n|n € N*} = 1, wihrend das Minimum dieser unendlichen Menge
nicht existiert.

e sup T die kleinste obere Schranke, das Supremum der Menge. Umgekehrt be-
zeichnet inf 7' die groBte untere Schranke, das Infimum. Beide Groflen konnen
Teil der Menge sein, aber auch aulerhalb liegen. So ist sup{1/n |n € N*} = 1,
und inf{1/n |n € N*} = 0.

Lesehilfe

Bei diesen Begriffen musst du tatsdchlich ein wenig aufpassen. Zwar besitzt
jede endliche Menge ein Maximum oder ein Minimum — einfach die grof3te
bzw. die kleinste Zahl der Menge —, aber bei unendlichen Mengen ist das nicht
mehr unbedingt der Fall. Wie im obigen Beispiel: Die Menge der Briiche
%, also {1, %, %, %, ...}, kommt zwar beliebig dicht an die Null heran, kein
Element dieser Menge ist aber tatsdchlich ihr kleinstes. Daher besitzt sie kein
Minimum, aber das Infimum 0.

1.1.2 Rationale Zahlen

Die rationalen Zahlen Q sind nichts anderes als die Menge aller Briiche,

k
-

klez,l 7&0}, (1.8)

Lesehilfe

Endliche Dezimalzahlen sind auch nichts anderes als Briiche, z. B. 1,2345 =
12345/10000. Statt ,,Dezimalzahl“ sagt man hier gerne auch ,,Dezimal-
bruch®.

Die rationalen Zahlen bilden bereits einen angeordneten Korper. Aber ihnen fehlt
etwas, denn es gibt Zahlen, die sich nicht durch einen Bruch darstellen lassen.

Sehen wir uns das Beispiel der Zahl 2 an: +/2 ist die Zahl, deren Quadrat
gleich 2 ist, und wir wollen zeigen, dass sie nicht rational ist. Nehmen wir dazu an,
es gibe tatsichlich einen Bruch k// mit (k/[)> = 2. Wir wollen diesen Bruch in
vollstindig gekiirzter Form annehmen, so dass hochstens eine der Zahlen k, / gerade
sein kann; sonst konnte man ja noch durch 2 kiirzen. Aus (k/1)* = k*/1?> = 2
folgt k? = 2/?%; somit ist k? gerade und damit auch k. (Warum? Bitte kurz dariiber
nachdenken.) Es gibt daher eine ganze Zahl m mit k = 2m. Daraus folgt k> =
(2m)* = 4m?* = 212, also 2m? = [2. Das bedeutet aber, dass /> und damit auch
I gerade sein muss, im Widerspruch zur Eingangsvoraussetzung. Somit kann /2
nicht rational sein. °
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Lesehilfe zum Beweis

Wir haben gerade einen Widerspruchsbeweis gefiihrt. Das heiflt: Man geht
von einer Annahme aus — hier die Existenz eines vollstindig gekiirzten
Bruchs k /I mit (k/1)?> = 2 — und iiberlegt sich deren Konsequenzen. Folgt
dann logisch zwingend etwas, das der Annahme widerspricht, so muss die
Annahme falsch sein.

Dies war schon fiir die alten Griechen ein Problem: +/2 ist die Liinge der Diago-
nale in einem Quadrat mit der Seitenldnge 1. Und die Griechen konnten sich nicht
erkldren, dass sich diese Linge nicht durch ein Verhiltnis, also einen Bruch, aus-
driicken ldsst. Ein dhnliches Problem ist die ,,Quadratur des Kreises®, also die Suche
nach einem Quadrat mit demselben Fldacheninhalt wie ein Kreis mit dem Radius 1.
Auch hier lésst sich keine rationale Seitenlidnge finden, sondern man bekommt es
mit der irrationalen Zahl 7 zu tun.

Den rationalen Zahlen fehlt also etwas, sie sind nicht ,,vollstindig“, und dies ist
der Unterschied zu den reellen Zahlen, die auch die irrationalen Zahlen enthalten.

» Zwischenfrage (1) Die rationalen Zahlen sind nicht vollstandig, bilden aber einen
Korper. Ist das auch fiir die ganzen Zahlen Z bereits der Fall?

Wir wollen uns nicht weiter mit Zahlentheorie befassen, sondern nur noch die
folgenden Tatsachen ohne Beweis festhalten:

(1) Jede irrationale Zahl («/5 , T, ¢e,...) kann durch eine Dezimalzahl mit unendlich
vielen Nachkommastellen dargestellt werden.

Lesehilfe

Es gibt natiirlich auch rationale Zahlen mit unendlich vielen Nachkomma-
stellen, z.B. 1/3 = 0,3. Die sind aber stets periodisch. Irrationale Zahlen
besitzen unendlich viele Nachkommastellen und sind nicht periodisch.

(2) Die rationalen Zahlen liegen dicht in R, d. h., zwischen zwei unterschiedlichen
reellen Zahlen liegen unendlich viele rationale (und auch irrationale) Zahlen.

(3) Die rationalen Zahlen sind abzdhlbar, d.h., man kann sie durchnummerieren,
indem man - vereinfacht gesagt — die Briiche durchzihlt, die Halben, die Drit-
tel, die Viertel, jeweils mit Plus und Minus usw. Fiir die reellen Zahlen gilt das
nicht mehr, sie sind iiberabzihlbar.

(4) Die Darstellung einer reellen Zahl durch einen Dezimalbruch muss nicht immer
eindeutig sein. Zum Beispiel sind 1 und 0,9 dieselbe Zahl.



1.1 Reelle Zahlen 7

Die vielleicht iiberraschende Aussage, dass 1 und 0,9 dasselbe sind, kann man sich
leicht klarmachen: Wie viele Zahlen liegen zwischen zwei unterschiedlichen reellen
Zahlen? Nach (2) unendlich viele. Zwischen 0.9 und 1 passt aber offenbar keine
einzige Zahl mehr. Oder man iiberzeugt sich mit folgender Rechnung: Aus x = 0,9
folgt durch Multiplikation mit 10 zunédchst 10x = 9,9, und zieht man hiervon x ab,
erhilt man 9x = 9,9—0,9 = 9, also x = 1.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, ob Z ein Korper ist.
Nein, die ganzen Zahlen Z bilden keinen Korper. Zwar funktioniert die Addition oh-
ne Probleme, aber es fehlen die inversen Elemente der Multiplikation. Das inverse
Element zu 2 etwa ist 1/2, und das ist keine ganze Zahl.

1.1.3 Betrag einer reellen Zahl

Fiir x € R wird der Betrag definiert durch

x, fallsx >0

|x]| :=
—x, fallsx <O.

(1.9)

Lesehilfe

Bei der Frage nach dem Betrag einer Zahl wiirdest du vielleicht sagen: ,,Vor-
zeichen weglassen®. Mit dieser Definition passiert natiirlich nichts anderes.
Aber manchmal ist es niitzlich, den Betrag als Rechenvorschrift aufschreiben
zu konnen.

Es gilt also |x| > O fiir alle x € R und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.
AuBlerdem ist offenbar
lxy| = |x||y| fiir alle x, y € R. (1.10)
Der Betrag erfiillt die so genannte Dreiecksungleichung:
Satz 1.1 (Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y € R gilt
lx + y[ = x| + |yl
Beweis Esist x < |x|und y < |y|. Daraus folgt durch Addition der Ungleichun-
gen x + y < |x| + |y|. Ebenso folgt aus —x < |x| und —y < |y| insgesamt

—x —y = —(x+y) < |x| 4+ |y|. Dies ergibt zusammen |x + y| < |x| + |y|, da
|x + y| gleich einer der Zahlen x + y oder —(x + y) ist. °
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Der Name ,,Dreiecksungleichung* ist bei alleinigem Blick auf reelle Zahlen x, y
nicht nachvollziehbar, da es sich hier um eine simple Aussage auf dem Zahlenstrahl
handelt. Die Gleichung bleibt aber auch fiir Vektoren und deren Betrége giiltig, und
dann besagt sie, dass eine Seite eines Dreiecks immer kiirzer ist als die Summe der
beiden anderen.

1.2 Vollstandige Induktion

Bei der volistdndigen Induktion handelt es sich um ein Beweis- und Argumentati-
onsverfahren, das oft anwendbar ist, wenn es um Aussagen A(n) geht, die fiir alle
— oder fast alle — natiirlichen Zahlen n gelten. Dabei haben wir folgende, in der
Mathematik iibliche Sprechweise verwendet:

Definition 1.1 ,, Fast alle bedeutet ,,alle bis auf endlich viele “.

Lesehilfe

Das mathematische ,,fast alle” solltest du nicht mit seinem alltdglichen Ge-
brauch verwechseln. Sagst du z. B.: ,Ich habe fast alle Matheklausuren mit
Eins bestanden®, so ist das — mathematisch aufgefasst — immer richtig, selbst
wenn es bei gar keiner der Fall war. Denn auch dann waren nur endlich vie-
le keine Eins. Das mathematische ,,fast alle* ergibt nur bei unendlich groflen
Mengen iiberhaupt eine gehaltvolle Aussage.

Gilt eine Aussage A(n) fiir fast alle n € N, so gilt sie hochstens fiir endlich viele
natiirliche Zahlen nicht. Von diesen endlich vielen Zahlen ldsst sich stets die grof3te
angeben, nennen wir sie m. Die Aussage A(n) gilt dann fir allen > ng :=m + 1.

Die vollstdndige Induktion erfolgt in zwei Schritten:

(1) Induktionsanfang: Es ist zu zeigen, dass die Aussage A(n) fiir n = ny richtig
ist (mit ny = 0, wenn die Aussage fiir alle n € N gilt).

(2) Induktionsschritt: Unter der Voraussetzung, dass A(n) fiir n richtig ist (Induk-
tionsvoraussetzung), ist zu zeigen, dass die Aussage dann auch fiirn + 1 gilt.

Es ist dann offenbar gezeigt, dass die Aussage fiir alle n gilt. Denn der Induktionsan-
fang stellt sicher, dass die Aussage fiir den Startwert von # richtig ist, und aufgrund
des Induktionsschritts hangelt man sich dann gedanklich Schritt fiir Schritt vorwirts
bis ins Unendliche.

Lesehilfe
Es ist niitzlich, sich hier die Bedeutung der Worte klarzumachen. ,,Indukti-
on* bedeutet in der Logik den Schluss vom Speziellen auf das Allgemeine.
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., Vollstindige Induktion* bedeutet somit, vollstindig vom Speziellen (Giil-
tigkeit der Aussage A(n) fiir einzelne n) auf das Allgemeine zu schliefen
(allgemeine Giiltigkeit der Aussage fiir alle 7). Letzteres erfolgt mit Hilfe des
,Induktionsschritts®, mit dem man von n ausgehend immer eins nach dem
anderen voran ,,schreitet’.

Beispiele
(1) Wir wollen zeigen, dass fiir alle n € N fiir die Summe

Sn)y:=14+2+3+...4+n (1.11)
gilt
S(n) = H(HTH) (1.12)

Induktionsanfang, n = 0: Es ist S(0) = 0, da fir n = 0 gar kein Summand
vorhanden ist, und auflerdem ist @ = 0; beides ist gleich und die Aussage ist
somit fiir n = 0 erfiillt.

Lesehilfe

Der Induktionsanfang muss hier fiir » = 0 erfolgen, schlieBlich wird (1.12)
fiir alle n € N behauptet. Wenn dir das allein nicht behagt, priife die Formel
ruhig zusitzlich fiir 1, 2, 3, 42.

Induktionsschritt, » — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung (IV) gilt S(n) =
@. Nun ist

1 1)+2 1
S(11—|-1)=S(n)+n+1¥n(n—;_)+n+1=n(n+ )—; (n+1
_ (n+ D +2)
S s—
Dies ist aber gerade die behauptete Aussage fiir n 4 1, so dass (1.12) damit fiir alle
n € N bewiesen ist. °
Lesehilfe

Im Verlauf des Induktionsschritts muss die Induktionsvoraussetzung verwen-
det werden. Bei Summenformeln will man die Summe bis n + 1 erhalten; in
ihr ist die Summe bis n enthalten, und fiir sie verwendet man die Induktions-
voraussetzung. Das Ergebnis formt man um und hofft, die Aussage fiirn + 1
zu finden, also hier die Formel S(Q) = Q(Q + 1)/2 firQ =n + 1.
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(2) Die vollstiandige Induktion kann natiirlich nicht nur fiir den Beweis von Sum-
menformeln verwendet werden. Als Beispiel betrachten wir den folgenden elemen-
taren

Satz 1.2 Die Anzahl aller moglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge ist
gleich1-2-3-...-n=:n!(n € N¥),

Die ,,Anordnung* einer Menge ist nichts anderes als eine bestimmte Reihenfolge
der Elemente der Menge.

Beweis Beweis durch vollstindige Induktion:

Induktionsanfang, n = 1: Klar, ein Element hat eine Anordnung.

Induktionsschritt, n — n + 1: Die moglichen Anordnungen einer (n + 1)-
elementigen Menge {a1, ...,a,+1} lassen sich folgendermalen in n 4+ 1 Gruppen
zerlegen: Die Anordnungen der k-ten Gruppe, k = 1,2,...,n + 1, haben das Ele-
ment a; an erster Stelle, bei beliebiger Anordnung der verbleibenden n Elemente.
Nach Induktionsvoraussetzung besteht dann jede dieser Gruppen aus 7! Anordnun-
gen, so dass sich insgesamt (n + 1)n! = (n + 1)! Anordnungen ergeben. °

Den Satz 1.2 haben wir hier zur Ubung mit vollstindiger Induktion bewiesen.
Seine wichtige Aussage kann man aber auch wie folgt einsehen: Wir wollen eine
n-elementige Menge anordnen. Fiir die erste Position haben wir n Elemente zur
Auswahl, also n Moglichkeiten. Fiir die zweite Position sind es noch n — 1, da jetzt
ein Element weniger zur Verfiigung steht, fiir die dritte n — 2 usw. Insgesamt sind
esdahern-(n—1)-(n—2)-...-1 = n! Moglichkeiten.

» Zwischenfrage (2) Sagen wir, eine Behauptung werde fiir alle x € R mit x > 1
aufgestellt. Lie3e sie sich eventuell durch vollstédndige Induktion tber x beweisen?

1.2.1 Summe und Produkt

In den obigen Beispielen kamen Summen und Produkte vor. Wir wollen fiir sie eine
allgemeine Schreibweise verwenden und setzen fiir m,n € Z mitm < n:

m—1
Summe: (1) Z ar:=0 (,,Jleere Summe*)
k=m

., (1.13)
2) Zak =yt apyr + .o+ Ay
k=m
m—1
Produkt: (1) l_[ a, =1 (,,Jeeres Produkt*)
k=m (1.14)

n+l1

(2) ]_[ A = Gy Qg1+ Ay
k=m



1.2 Vollstéandige Induktion n

Man lduft also beim unteren Index m los und zdhlt bis zum oberen Index n. Sofern
der obere Index kleiner ist als der untere, hat man keinen Summanden bzw. keinen
Faktor mehr. In diesem Fall spricht man von der leeren Summe bzw. dem leeren
Produkt und gibt ihnen den Wert O bzw. 1, so dass sie sich als Sumand bzw. als
Faktor nicht auswirken.

Wir konnen jetzt also beispielsweise die Summe (1.11) schreiben als

n
S =14+2+3+...4+n=) k.
k=0
Und die Fakultt ist fiir n € N definiert als

nt:=[]k. (1.15)
k=1

Es ist also insbesondere 0! = ]_[2:1 k =1 (leeres Produkt).

Lesehilfe

Insbesondere Summenzeichen werden wir noch oft begegnen. Solltest du dich
anfangs mit ihnen schwertun, so schreibe die Summen ruhig aus, unter Ver-
wendung der Fortsetzungspiinktchen; das ist tatsdchlich manchmal klarer.
Wenn du das einige Male gemacht hast, wirst du aber wahrscheinlich auch
das Summenzeichen plétzlich (noch) mehr mogen.

1.2.2 Potenzen

Fiir x € R werden die Potenzen x", n € N, durch Induktion wie folgt definiert:
x0:=1, XM= X"y, (1.16)

Man beachte, dass damit insbesondere gilt 00 =1.

Lesehilfe

Definition durch Induktion bedeutet hier, dass man vom Exponenten O schritt-
weise zu beliebigen Exponenten fortschreitet. Dann steht natiirlich bei x” der
Faktor x einfach n-mal da.

Fiir x € R* definiert man ferner negative Potenzen x ™", n € N*, durch

xi=(x7) (1.17)
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Fiir die Potenzen gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.3 Fiirn,m € 7 ist

anm — anrm7
(xn)m — xnm’
x"y"t = (xp)".

Die reellen Zahlen x, y sind dabei ungleich Null vorauszusetzen, falls negative Ex-
ponenten vorkommen.

Beweis Als Beweis wollen wir an dieser Stelle gelten lassen, dass die Regeln
anschaulich klar sind, wenn man sich Assoziativ- und Kommutativgesetz der Mul-
tiplikation vor Augen hilt. o

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Die Frage war, ob eine vollstandige Induktion tiber
x € R moglich ist.
Eine Induktion iber reelle Zahlen ist niemals mdglich. Reelle Zahlen lassen sich nicht
abzdhlen, man kann sich also mit einer Aussage nicht von einer zur ndchsten han-
geln. Jedes noch so kurze nicht-triviale reelle Intervall besteht schon aus tberab-
zdhlbar unendlich vielen Zahlen.

1.2.3 Geometrische Reihe

Summiert man die ersten n Potenzen einer reellen Zahl auf, so erhilt man die wich-
tige geometrische Reihe, der wir noch ofter begegnen werden. Thr Wert lésst sich
leicht angeben:

Satz 1.4 (Endliche geometrische Reihe) Fiir alle x € R mit x # 1 undn € N
gilt
1— xn+1

Zx —— (1.18)

Beweis Beweis durch Induktion iiber n:
Induktionsanfang, n = 0: Y_0_, x*
Induktionsschritt, n — n + 1: Es ist

0+1 _
=x"=lLund F—- == =1
—X 1—x

n+l n n+1
w1l —x
E:xk=§:xk+xn+1= ; +xn+1
— X
k=0 k=0

1 — xntl + (1 _ x)xn-H 1 —x . xtt! 1 — x(+D+1

)

1—x B 1—x B 1—x

wir haben also die behauptete Formel fiir » 4 1 erhalten. °
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Lesehilfe
Die geometrische Reihe startet bei k = 0, also immer mit einer Eins als
erstem Summanden. Mit Piinktchen aufgeschrieben lautet sie: Y ;_, x* =

[ NS

1.3 Archimedisches Axiom

Die reellen Zahlen erfiillen das so genannte Archimedische Axiom:
Zu zwei positiven reellen Zahlen x, y gibt es eine natiirliche Zahl n so, dass gilt
nx > y.

Lesehilfe
Ein Axiom ist eine Annahme, von deren Richtigkeit man ausgeht, ohne sie
beweisen zu konnen.

Dieses Axiom ldsst sich geometrisch wie folgt deuten:

Bei zwei Strecken auf einer Geraden ldsst sich die groflere stets iibertreffen, wenn
man die kleinere nur oft genug abtrdgt.

Das Archimedische Axiom erlaubt den Beweis des folgenden wichtigen Satzes:

Satz 1.5

(1) Fiir eine reelle Zahl a > 1 gibt es zu jedem M € R ein n € N so, dass gilt
a" > M.

(2) Fiir eine reelle Zahl b mit 0 < b < 1 gibt es zu jedem ¢ > 0 einn € N so, dass
gilt b" < &.

Lesehilfe

Die Aussage dieses Satzes noch einmal in anderen Worten: Nimmst du eine
Zahl groBer Eins nur oft genug mit sich selbst mal, so wird das Ergebnis
beliebig grof. Zum Beispiel: Multiplizierst du 1,000001 (das wire das a) oft
genug mit sich selbst, so tibertriffst du irgendwann auch 1 000 000 (das wire
das M). Und umgekehrt: Multiplizierst du 0,999999 oft genug mit sich selbst,
wird es irgendwann auch kleiner als 0,000001.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir noch die einfache, aber wichtige
Bernoulli-Ungleichung®:

2 Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Jakob Bernoulli, 1655-1705.
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Satz 1.6 (Bernoulli-Ungleichung) Fiir eine reelle Zahl x > —1 und alle n € N
gilt
14+ x)" =14 nx.

Beweis Beweis durch Induktion iiber n:
Induktionsanfang, n = 0: (1 + x)0 =1l,undl1+0-x=1.
Induktionsschritt, » — n + 1: Fiir x > —1 ist

1+ = (1 +x)"(1+x) > (1 +nx)(1 +x)

=14+m+Dx+ nx?> >14+m+ Dx. .
N——
>0

Lesehilfe

Machen wir uns die Bernoulli-Ungleichung noch einmal mit Zahlbeispielen
klar: Fir x = 1 besagt sie 2" > 1 + n, und fiir x = 10 lautet sie 11" >
1 4+ 10n. Beides stimmt fiir » = 0 oder 1, und erst recht fiir groler werdende
n.

Beweis von Satz 1.5
(1) Falls M < 1, soerfiillt n = 1 die behauptete Ungleichung. Sei nun M > 1.
Wir setzen x := a—1; esistdann x > 0 und die Bernoulli-Ungleichung besagt

a"=(14+x)">14+nx

Nach dem Archimedischen Axiom gibtes einn € N so, dass giltnx > M —1.
Fiir dieses n gilt dann a” > M.

(2) Dagilta :=1/b > 1, gibt es nach Teil (1) zu M := 1/¢ ein n mita" > 1/e,
also 1/b" > 1/¢. Daraus folgt b" < ¢. °

Das Wichtigste in Kiirze

e Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Korper. Daraus ergeben sich
die elementaren Rechenregeln.

e Die reellen Zahlen enthalten rationale Zahlen, die sich als Bruch darstellen
lassen, und irrationale Zahlen, bei denen dies nicht moglich ist.

e Bei der vollstindigen Induktion handelt es sich um ein Beweis- und Argu-
mentationsverfahren, das anwendbar ist, wenn es um Aussagen A(n) geht,
die fiir natiirliche Zahlen n gelten. Es besteht aus Induktionsanfang und In-
duktionsschritt.

e Es gibt eine leere Summe und ein leeres Produkt.

e Bei der geometrischen Reihe werden die ersten n Potenzen einer reellen Zahl
aufsummiert.

e Die reellen Zahlen erfiillen das Archimedische Axiom, und es gilt die
Bernoulli-Ungleichung.
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Und was bedeuten die Formeln?

n

09=1. [x+y[<|x[+yl. nl:==[]k o0'=1 0=1,
k=1

n l_xn-H
2 xk:li’ 1+ x)" =1+ nx firx > —1.
—-X

Ubungsaufgaben

Al.1 Natiirlich verwendet man fiir ,,echte Rechenaufgaben einen (Taschen-)
Rechner. Trotzdem ist es manchmal notig, ohne Hilfsmittel zurechtzukommen.
Berechne die folgenden Ausdriicke im Kopf:

a=11+326, b=1000—-317, ¢ =240-0,25, d =1000:0,25, e = NE)
Berechne schriftlich, nur zum Spal:

f=2345724 173,44, g=1234572— 173,44, h=1234572-34,
j =234572:33.

A1.2 Ist die Rechenoperation ,,—* kommutativ? Ist sie assoziativ? Und wie sieht
es mit ,,:*“ aus?

A1.3 Divisionen schreibt man gerne als Briiche, und Bruchrechnen ist wichtig. Zur
Erinnerung daran 16se die folgenden Gleichungen jeweils nach x;,i = 1,2, 3,4,
auf:

1 1 1 1 1 1 1 1 ¢ 1 1
= —=b(-——). =z-" 4+ =b.
a x b a c X x3+a b d X4 a— X4

Al1.4 Welchen Wert hat die Summe s = Y/ _,(2k — 1)? (Einfach mal zu Fuf
ausrechnen.)

Beweise, dass fiirn € N gilt Y}/ _,(2k — 1) = n?, und iiberpriife das Ergebnis
fiir s.

A1.5 Die Bernoulli-Ungleichung, (1 4+ x)" > 1 + nx, gilt nur fir x > —1. Warum
eigentlich nicht fiir alle x € R? Anders gefragt: Wo in ihrem Beweis wird x > —1
verwendet?
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Folgen und Grenzwerte 2

Der Begriff des Grenzwerts stellt die Grundlage der gesamten Analysis dar. Er wird
fiir Folgen definiert. Spéter werden wir ihn auf Funktionen iibertragen.

Des Weiteren sehen wir uns unendliche Reihen, d.h. Summen mit unendlich
vielen Summanden an. Sie sind dquivalent zu Folgen und sie kommen auch in prak-
tischen Anwendungen fast schon erstaunlich oft vor.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Folgen sind einfacher als Funktionen, und fiir sie wird der Begriff des
Grenzwerts definiert. Wir miissen uns daher ansehen, was Folgen sind.

e Folgen konnen einen Grenzwert haben, oder nicht. Wir werden verstehen,
was das heifit. Und wir benotigen Kriterien, die es erlauben, das herauszu-
finden.

e Fiir Grenzwerte von Folgen gibt es Rechenregeln. Aus ihnen ergeben sich
teilweise unmittelbar die Ableitungsregeln. Daher sollten wir sie kennen.

e Unendlich, oo, ist keine Zahl. Wir lernen hier die genaue Bedeutung ken-
nen.

e Unendliche Reihen haben viele Anwendungen und kommen oft vor. Auch
fiir uns werden sie noch wichtig, und wir miissen sie daher verstehen. Au-
Berdem wollen wir wissen, warum Achill die Schildkrote einholt.

2.1 Folgen

Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung von N nach R, die
jedem n € N einen Wert a, € R zuordnet. Man verwendet fiir eine Folge die
Bezeichnungen

(an)neN oder (ag,ay,as,...) oder auch kurz einfach (ay).
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Natiirlich handelt es sich auch dann um eine Folge, wenn nur fast allen » € N ein
a, zugeordnet wird. Denn wenn die Zuordnung eines Werts a,, nur fiir alle n > n,
mit einem ny € N erfolgt, so ldsst sich iiber b, := a,,, eine Folge mit identischen
Werten definieren, die dann wieder einer Zuordnung fiir alle n € N entspricht.

Lesehilfe

Der Begriff einer Folge ist wahrscheinlich weniger geldufig als der einer
Funktion. Dennoch musst du vor Folgen keine Angst haben. Wie der Na-
me sagt, sind sie einfach ,,Folgen* von Zahlen, allerdings welche, die immer
weitergehen. Jedes Element a,, einer solchen Folge hat eine ,,Ordnungsnum-
mer®, das n. Und wenn man das formaler ausdriickt, sagt man, jedem n € N
werde genau eine Zahl zugeordnet.

Beispiele

(1) Setzt man a, := ¢, ¢ € R, fiir alle n € N, so erhdlt man die konstante Folge
(c,c,c,...).

(2) Es sei a, := 1/n? n > 1; dies ergibt die Folge (1,
von immer kleiner werdenden Briichen.

3) Fiir a, := (—1)" ist (ay)peny = (1,—1,1,—1,1,...). Folgen, bei denen die
Folgenglieder abwechselnd positives und negatives Vorzeichen haben, heiflen al-

L

%, é, 6> - - -)» also eine Folge

ternierende Folgen. Zum Beispiel ist auch ((712’171 Jnen+ = (1, —%, %, —%, ...) eine
alternierende Folge.
@) Gpnen = (0,5, 23,0, (1) Z)en = (0. -1, 5. -2 L =50,

Lesehilfe
Manche Folgen haben n € N, andere n € N*. Das liegt daran, dass Aus-
driicke wie 1/n fiir n = 0 nicht definiert sind.

2.1.1 Konvergente Folgen

Wir kommen nun zu dem fiir die Analysis zentralen Begriff der Konvergenz einer
Folge:

Lesehilfe

Wir verwenden die mathematischen Symbole V, ,fiir alle®, und 3, ,,es gibt
ein®. Schreibst du die Grenzwertbedingung 6fter auf, bist du fiir diese Abkiir-
zungen dankbar.
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Abb. 2.1 Bei einer konvergenten Folge (a,),cn gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N so, dass
samtliche Folgenglieder mit n > N in der e-Umgebung des Grenzwerts a liegen

Definition 2.1 Eine Folge (a,),eN reeller Zahlen heifit konvergent gegen a € R,
falls gilt:
Ve > 03N € N so, dass gilt |a, —a| < & Vn > N.

Konvergiert (a,) gegen a, so heifit a der Grenzwert oder auch Limes der Folge und
man schreibt

lim a, = a oder auch a, — a fiirn — oo.
n—oo

Speziell spricht man von einer Nullfolge, wenn gilt lim,_, . a, = 0.

Die Konvergenzbedingung besagt also, dass es zu jedem ¢ > 0 ein N gibt, so
dass sd@mtliche Folgenglieder mit n > N in der e-Umgebung um a liegen:

ap, €la—¢ea+¢el Vn=>N.

Die Zahl N hingt dabei i. Allg. von ¢ ab, und man wird N umso grofler wihlen
miissen, je kleiner ¢ vorgegeben wird (siehe Abb. 2.1).

Die Konvergenzbedingung ladsst sich auch wie folgt formulieren:

Die Folge (ay) konvergiert genau dann gegen a, wenn fast alle Folgenglieder in
Jjeder noch so kleinen e-Umgebung um a liegen.

Lesehilfe

Wir erinnern uns: ,fast alle” bedeutet ,,alle bis auf endlich viele®. Liegt ein
Folgenglied a, in der e-Umgebung von a, so heifit das nichts anderes als
|a, — a| < e. Und wenn das fiir fast alle gilt, dann gibt es ein N, vor dem die
endlich vielen n liegen, fiir die das nicht der Fall ist.
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Natiirlich besitzt nicht jede Folge einen Grenzwert. Eine Folge, die nicht konver-
giert, heil3t divergent.

Beispiele

(1) Es ist lim,_,.c ¢ = ¢, da alle Folgenglieder der konstanten Folge offenbar in
jeder e-Umgebung von c¢ liegen.

(2) Es giltlim,_. 2 = 0, d. h., die Folge (1), cn- ist eine Nullfolge. Dies ldsst sich
wie folgt beweisen: Fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 wihlen wir N > % Damit ist
la, —a| = |n1—0| = % <eVn>N.

(3) Die Folge ((—1)"),en divergiert. Es gibt keinen Wert, in dessen Nihe fast alle
Folgenglieder ldgen. Vielmehr liegen in jeder Umgebung von 1 und von —1 jeweils
unendlich viele Folgenglieder.

(4) Die Folge (x"),en ist fiir [x| < 1 eine Nullfolge:

lim x" =0 fiir alle x mit |x] < 1. 2.1

n—00

Dies folgt aus Satz 1.5: Zu ¢ > 0 gibt es ein N € N mit x|V < e. Damit ist
[x" —0] = |x|" < |x|Y <eVn > N.

(5) Die Folge (nnﬁ)nEN besitzt den Grenzwert 1, d. h. lim,,_, o, n"ﬁ =1.Zue>0
“ : 2. : n _ n n+2) _ 2
wihlen wir N > Ziesistdann |75 — 1| = |25 — =5 = 55 <eVn = N.

Lesehilfe
Wenn du nicht alle Beispiele sofort durchschaust, ohne sie selbst noch einmal
in Ruhe aufzuschreiben, dann sind wir schon zu zweit :-)

Gucken wir also noch einmal auf Beispiel (5): Mitn = 2/¢ gilt

2 . 2 _ 2 . 2¢e N
n+2 2/e+2 2/e+2s/s 242 1+¢

<&,

und das Ungleichheitszeichen gilt dann erst recht fiir gro3ere 7.

Der formale Nachweis des Grenzwerts einer Folge findet in diesen Beispielen
also in der Weise statt, dass zu einem beliebigen ¢ > 0 jeweils ein N gesucht wird,
so dass die Bedingung in Definition 2.1 erfiillt ist. Dieser elementare Nachweis
ist natiirlich nicht immer notwendig; wir werden vielmehr im Folgenden sehen,
dass Grenzwerte mit Hilfe verschiedener Rechenregeln oftmals einfach auf bereits
bekannte Grenzwerte zuriickgefiihrt werden konnen.

Lesehilfe
Den Begriff der Konvergenz einer Folge miissen wir unbedingt verstehen. Da
ist zum einen die Definition mit dem &, die man kennen und aufschreiben



2.1 Folgen 21

konnen muss, und zum anderen die Verwendung dieser Definition zum Nach-
weis der Konvergenz (in den Beispielen die Suche nach dem N zu einem
vorgegebenen ¢); auch hier ist wichtig, dass man das Prinzip verstanden hat.
Allerdings sei noch einmal zugegeben: In den Anwendungen fiir Grenzwerte
werden wir uns kaum noch auf diese elementare Ebene begeben miissen.

2.1.2 Beschrinkte Folgen

Eine wichtige Eigenschaft von Folgen kann darin bestehen, dass sie beschrinkt
sind:

Definition 2.2 Eine reelle Folge (a,),eN heifit nach oben beschrankt, wenn sie eine
obere Schranke besitzt, d. h., wenn es eine Zahl S € R gibt mita, < S Vn € N.
Analog heifit sie nach unten beschrinkt, wenn es eine untere Schranke s € R gibt
mita, > s Vn € N.

Eine Folge heifit beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrdnkt ist.

Fiir eine beschrinkte Folge gibt es also eine Zahl M so, dass gilt |a,| < M
Vn € N. Mit den Bezeichnungen der obigen Definition kann diese Zahl gewihlt
werden als M := max{|s|, |S|}.

Die Folge (;i7)nen = (0, %, %, %, %, ...) beispielsweise ist nach oben be-

schriankt durch 1. Das ist iibrigens die kleinste obere Schranke, das Supremum.
Aber auch 1,001 oder 2 wiren obere Schranken. Nach unten ist die Folge durch 0
beschriankt oder auch durch —5,7.
» Zwischenfrage (1) Wenn etwas immer groBer wird, wird es dann unendlich grof3?

Es gilt der folgende
Satz 2.1 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis Es sei (a,) eine Folge mit lim, .., @, = a. Es gibt dann ein N € N mit
lay —al < 1Vn > N (das N zu ¢ = 1). Daraus folgt

(%)
lan| = lan —a +a| =la +a,—a| < |a| +|ay —a| < a| +1Vn = N,
wobei bei (x) die Dreiecksungleichung verwendet wurde. Wir setzen nun
M :=max{|ao|. |a1].. ... |lan-1l. |a] + 1}

dann gilt |a,| < M Vn € N. °
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Lesehilfe zum Beweis

Zu beweisen ist die Implikation ,,Folge konvergent = Folge beschriankt®. Wir
gehen daher aus von einer konvergenten Folge mit Grenzwert a. Dann gibt
es fiir alle € ein N usw.; also auch fiir ¢ = 1, was hier ausreichen wird.
In der Betragsgleichung wird der Summand —a + a = 0 hinzugefiigt, also
nichts gedndert, dann die Reihenfolge vertauscht, dann die Dreiecksunglei-
chung verwendet, und im letzten Schritt |a,, — a| < ¢ = 1 verwendet, was in
Summe auf |a,| < |a|+1 Vr > N fiihrt. Folgenglieder a, mitn < N mogen
dem Betrag nach grofler sein, aber es sind endlich viele, also allesamt klei-
nergleich ihrem groBten Betrag, und alle Folgenglieder sind insgesamt kleiner
als dieser grofite Betrag oder |a| + 1. Somit ist die Folge beschrinkt.

Man kann sich diesen Zusammenhang wie folgt klarmachen: Bei einer kon-
vergenten Folge miissen sich die Folgenglieder in der Nidhe des Grenzwerts ver-
sammeln. Da dieser Grenzwert eine endliche Zahl ist, muss eine solche Folge be-
schrinkt sein.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht. Es gibt beschrinkte Folgen, die nicht kon-
vergent sind, wie zum Beispiel ((—1)"),cn. Dies édndert sich, wenn die Folge (a,,)
zusitzlich monoton ist, also entweder monton wachsend (dann gilt a,+; > a,
Vn € N) oder monoton fallend (a,+, < a, Vn € N):

Satz 2.2 Jede beschrinkte monotone Folge reeller Zahlen konvergiert.

Beweis Der Beweis dieses Satzes erfordert etwas groferen Aufwand. Er sei an
dieser Stelle nicht ausgefiihrt. o

Die Aussage dieses Satzes kann man sich wie folgt plausibel machen: Betrachten
wir eine monoton wachsende Folge, die nach oben beschrinkt ist. Die Folgenglieder
konnen nicht fallen, hochstens ansteigen; gleichzeitig gibt es eine obere Schranke,
die sie nicht iibertreffen konnen. Betrachtet man nun die kleinste obere Schranke,
also das Supremum der Folgenglieder, so ist plausibel, dass es sich dabei um den
Grenzwert der Folge handelt.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, ob etwas, das immer gréf3er wird,
unendlich groB wird.
Nein, wenn etwas immer groBer wird, wird es nicht unbedingt unendlich groB. Eine
Folge, die immer gréBer wird, ist nichts anderes als eine monoton steigende Folge.
Wir hatten oben das Beispiel (n”?)neN = (0, % % %, %, ...). Diese Folge wird im-
mer gréBer, aber offenbar nie groBer als 1, und erst recht nicht unendlich groR.
Anders ausgedriickt: Monoton steigende Folgen kdnnen beschrankt sein. Dann wer-
den sie nicht unendlich grof3 und besitzen nach Satz 2.2 einen Grenzwert. Aber na-
tarlich kdnnen sie auch unbeschrankt sein und dann divergieren sie bestimmt ge-

gen Unendlich, siehe Abschn. 2.1.4.
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2.1.3 Rechenregeln

Summen und Produkte konvergenter Folgen gehorchen den folgenden Rechenre-
geln:

Satz 2.3 Es seien (a,),en und (b,),en zwei konvergente Folgen reeller Zahlen.
Dann konvergieren auch die Summenfolge (a, + b,)nen und die Produktfolge
(anby)nen, und es gilt

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,, 2.2)
nll)nolo (a,b,) = (nll)ngo an) (nll)n(}o bn) . 2.3)

Lesehilfe

Wenn dir diese wichtigen Regeln anschaulich klar erscheinen, darf der lang-
weilige Beweis tibersprungen werden. Er ist aber schon, wenn du dir noch
eine Ubung mit den &’s wiinschst.

Beweis Zur Abkiirzung setzen wir a := lim,_, o, a, und b := lim,,_, . b,. Bei den
Folgen (x,), (y,) mit

X, :=a, —a, Yo i=b,—b

handelt es sich dann offenbar um Nullfolgen, wie man aus der Konvergenzbedin-
gung sofort ersieht. Dies ergibt

ILm(an+bn)= 1Lm(a+xn+b+yn)= le(a+b+xn+yn).

Wir zeigen, dass es sich bei (x,, + y,) wieder um eine Nullfolge handelt: Sei ¢ > 0
vorgegeben. Dann gibt es ein Ny mit |x,| < /2 Vn > Ny und ein N, mit |y,| <
e/2V¥n > N,. Also gilt |x,| + |y,| < & Vn > max{Nj, N>}, und damit aufgrund
der Dreiecksungleichung erst recht |x, + y,| < €. Also ist (x, + y,) eine Nullfolge,
und

lim(@+b+x,+y,) =a+b.

n—o0

Fiir die Produktfolge erhélt man
lim (a,b,) = lim ((a + x,)(b + y,)) = lim (ab + ay, + bx, + x,y,) .
n—o00 n—o00 n—o0

Wir miissen beweisen, dass (ay, + bx, + x,y,) eine Nullfolge ist, also nach dem

oben Gezeigten, dass es sich bei den einzelnen Summanden um Nullfolgen handelt.
Mit (y,) ist auch (ay,) eine Nullfolge: Zu ¢ gibt es ein N3 mit |y,| < ¢/|a| Vn >
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Nj3. Daraus folgt |ay,| = |a||y.| < |a|e/|a| = € Yn > Nj. Ebenso ist (bx,) eine
Nullfolge. Dies gilt erst recht fiir (x, y,): Es gibt ein Ny mit |x,,| < 1 Vn > N4 (also
& = 1 vorgegeben). Die Nullfolgenbedingung fiir (y,) ergibt dann fiir Vi > Ny
auch die Folgenbedingung fiir (x, y,). °

Aus Satz 2.3 folgt fiir ¢ € R auch

lim (ca,) = ¢ lim a,, 2.4)
wie sofort klar wird, wenn man c als konstante Folge auffasst.
Fiir den Quotient konvergenter Folgen gilt

Satz2.4 Es seien (a,),en und (b,),en zwei konvergente Folgen mit lim,,_, o, b, =:
b und b # 0. Dann gibt es ein ny € N mit b, # 0 Vn > ny, die Folge (‘;#),,Z,,O
konvergiert und es gilt

2.5)

Lesehilfe

Man darf nicht durch O teilen. Daher stammen die im Vergleich mit Satz 2.3
zusitzlichen Klimmziige in der Formulierung der Regel fiir den Quotienten
und ihrem Beweis.

Beweis Fast alle Folgenglieder von (b,) liegen in jeder e-Umgebung von b. Mit
b # 0 bedeutet dies: Fiir ¢ = |b|/2 gibt es ein ny € N so, dass alle b, mit
n > ng in der (|b]/2)-Umgebung von b liegen, und fiir diese ist |b,| > |b|/2 und

insbesondere b, # 0. Wir betrachten nun die Folge (i) und zeigen blT — %: Es ist

1 1 b—b, 1 Vn>n 1 2
———‘:‘ = b—by| <" —————|b—bu| = — [b—byl.
by b byb |bal[D] (161/2)1p] 1]

Nun ist aber (b — b,,) eine Nullfolge, und daraus folgt bi — %. Zusammen mit Satz
2.3 erhalten wir dann wegen Z—: =a, % die Behauptung. °

Zusammengefasst lasst sich wohl sagen, dass das Rechnen mit den Grenzwerten
konvergenter Folgen keine Uberraschungen bietet: Die Rechenoperationen +, —, -,
/ tibertragen sich von den Folgen auf die Grenzwerte.

2.1.4 Bestimmte Divergenz gegen Unendlich

Eine Folge, die nicht konvergent ist, ist divergent. Bei der Divergenz gibt es aber
verschiedene Moglichkeiten: Eine divergente Folge kann in keinem Sinn konver-
gent sein, wie etwa ((—1)"),eny = (1,—1,1,—1,...). Eine Folge kann aber auch
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,in eine Richtung beliebig grofl werden®; in diesem Fall spricht man von bestimmter
Divergenz oder uneigentlicher Konvergenz:

Definition 2.3 Eine Folge (a,),cN reeller Zahlen heifit bestimmt divergent gegen
~+o00, falls gilt:

VG € R 3N € N so, dass gilta, > G VYn > N.

Eine Folge (a,)neN heifit bestimmt divergent gegen —oo, falls die Folge (—ay) be-
stimmt gegen 400 divergiert.

Statt bestimmt divergent sagt man auch uneigentlich konvergent, und man
schreibt

lim a, = +o00 bzw. lim a, = —oo.
n—00 n—o0

Lesehilfe

Die Aussage a, — oo bedeutet also in Worten: Fiir jede noch so grofie Zahl
G € R lésst sich eine Ordnungsnummer N finden, ab der die Folgenglieder
a, allesamt grofer sind als G.

Zum Beispiel konvergiert die Folge (nz)ngN = (0,1,4,9,16,...) uneigentlich
gegen oo. Die Folge ((—1)"n?),en = (0,—1,4, -9, 16, ...) hingegen ist aufgrund
der stindigen Vorzeichenwechsel nicht bestimmt divergent.

Die Bedeutungen der Symbole +oo und —oo werden durch die obige Definition
festgelegt. Dabei ist unbedingt zu beachten, dass sich diese beiden Objekte nicht als
Zahlen im gewohnlichen Sinn auffassen lassen; insbesondere kann man mit ihnen
nicht einfach wie mit Zahlen rechnen!

Lesehilfe
Dass oo keine Zahl ist, erkennst du leicht: Dass 2 - oo wohl wieder oo ist —
was bei Zahlen, aufler Null, ja schon nicht geht —, ist vielleicht noch nicht
so schlimm. Aber wie sieht es etwa mit dem Ausdruck %" aus? Zuerst im
Ziahler 2 - 00 = o0, dann oo kiirzen und 1 erhalten? Oder direkt oo kiirzen
und 2 erhalten?

Vielleicht ist es auch hilfreich, sich klarzumachen, dass der Begriff ,,Un-
endlich® ein reiner Verstandesbegriff ist. Es gibt nichts tatsédchlich unendlich
oft. Auch nicht Sandkorner oder Sterne.

Fiir a, — oo wachsen die Zahlen a,, iiber alle Grenzen an. Der Kehrwert dieser
Zahlen wird daher beliebig klein. Umgekehrt wird der Kehrwert einer positiven
Nullfolge beliebig grof3. Bestimmt divergente Folgen und Nullfolgen verhalten sich
daher prizise formuliert in folgender Weise ,,reziprok* zueinander:
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Satz 2.5
(1) Die Folge (ay,),eN sei bestimmt divergent gegen +00 oder —oo. Dann ist a,, #

0 fiir fast alle n, und es gilt

1
lim — = 0.
n—o00 d,

(2) Die Folge (by),eN sei eine Nullfolge mit positiven (bzw. negativen) Folgenglie-
dern. Dann gilt

1 1
Iim — = 400 (bzw. lim — = —oo) .
n—o0o bn n—00 bn

Lesehilfe

Gibe man in Teil (2) nicht vor, dass die Nullfolge positiv (bzw. negativ),
also ohne Vorzeichenwechsel sein muss, so konnte ihr Kehrwert stdndig das
Vorzeichen wechseln und wire damit nicht mehr bestimmt divergent.

Beweis

(1) Wir betrachten den Fall mit lim, .o, a, = +0o0. Fast alle Folgenglieder liegen
dann oberhalb jeder Schranke, also auch oberhalb von 0. Sei nun ¢ > 0 vorge-
geben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein N € N mita, > 1/e Vn > N.
Das bedeutet aber 1/a,, <& Vn > N.
Fiir den Fall lim,,_, o, @, = —o0 betrachtet man die Folge (—a,).

(2) Fiir eine positive Nullfolge sei G > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N € N
mit |b,| < 1/G Vn > N.Alsoist 1/|b,| = 1/b, > G Vn > N, also (1/b,)
bestimmt divergent gegen +oc0. Analog fiir negative Folgen. °

Beispiele

(1) Die Folge (x"),cn divergiert fiir x > 1 bestimmt gegen Unendlich: Sei G € R
beliebig vorgegeben. Dann gibt es nach Satz 1.5 ein n € N so, dass gilt x" >
G. Wegen x > 1 gilt dies dann auch fiir alle groBeren n. Die Folge (1/x"),eN
konvergiert daher fiir x > 1 gegen 0.

(2) Die Folge (1/x"),en divergiert fiir 0 < x < 1 bestimmt gegen + o0, siehe (2.1).
Fiir —1 < x < 0 ist sie hingegen nicht bestimmt divergent.

2.1.5 Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen

Wir haben in Abschn. 1.1.2 gesehen, dass den rationalen Zahlen etwas fehlt, dass
sie also in gewissem Sinn nicht ,,vollstandig* sind.

Dass dies bei den reellen Zahlen endgiiltig nicht mehr so ist, wird durch das
Vollstiandigkeitsaxiom ausgedriickt. Zur Formulierung dieses Axioms benotigen wir
den Begriff einer Cauchy-Folge'":

! Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857.
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Definition 2.4 Eine reelle Folge (a,),eN heifit eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve > 03N € N so, dass gilt |a, —a,| <eVn,m > N.

Lesehilfe

Diese Definition sieht zwar auf den ersten Blick dhnlich aus wie die Definition
2.1 der Konvergenz einer Folge. Aber genau hinsehen: Bei der Cauchy-Folge
ist von keinem Grenzwert a die Rede. Es liegen lediglich die Folgenglieder
a, mit hoher werdendem Index n beliebig dicht zusammen.

Man kann leicht zeigen, dass jede konvergente Folge mit lima,, = a auch die
Cauchy-Eigenschaft erfiillt: Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann jaein N € N mit

|an—a|<§ Vn > N.

Fiir alle n,m > N gilt daher

e €
|a,,—a,,,|=|(a,,—a)—(am—a)|§|an—a|+|am—a|<E—!—E:s.

Lesehilfe

Ob zunichst ¢ oder £/2, ist egal, da ¢ eh beliebig vorgegeben werden kann,
und es gibt immer ein passendes N . Mit anfangs £/2 kommt dann hinten so
schon € heraus. Solche ,, Tricks™ haben wir beispielsweise auch schon in den
Beweisen der Rechenregeln fiir Grenzwerte gesehen.

Ob umgekehrt jede Cauchy-Folge auch eine konvergente Folge ist, ist zunéchst
nicht klar. Genau dies aber besagt das Vollstindigkeitsaxiom:

In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Dieses Axiom driickt aus, dass jede reelle Cauchy-Folge konvergiert, und dass
sie gegen eine reelle Zahl konvergiert. Aus diesem Grund nennt man den Koérper
der reellen Zahlen vollstdindig.

Die rationalen Zahlen Q erfiillen kein analoges Vollstindigkeitsaxiom. Es gibt
nimlich rationale Cauchy-Folgen, die gegen eine irrationale Zahl, also eine Zahl au-
Berhalb Q, konvergieren. Als ein Beispiel sei die Folge ((1 + %)" )neN genannt. Thre
Folgenglieder sind rational, es handelt sich um eine Cauchy-Folge und sie besitzt
einen Grenzwert, der allerdings keine rationale Zahl mehr ist; es gilt nimlich

1 n
lim (1 + —) =e, (2.6)
n—oo n
wobei e fiir die Euler-Zahl steht, eine irrationale Zahl (siehe (3.9)und Abschn. 6.2.3).

» Zwischenfrage (2) Warum sind denn die Folgenglieder (1+ %)” furn € N rational?
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2.2 Unendliche Reihen

Bisher haben wir nur endliche Summen, also Ausdriicke der Form Y, _;a mit
einem n € N betrachtet. Hier haben wir es mit » + 1 Summanden a; zu tun, die
einfach aufaddiert werden.

Dehnt man eine Summe auf unendlich viele Summanden aus, so spricht man
von einer unendlichen Reihe, und die Situation wird wesentlich komplizierter, da
z. B. nicht mehr klar ist, ob die Summe einen endlichen Wert hat.

Definition 2.5 Es sei (ay)reN eine Folge reeller Zahlen. Fiir jedes n € N betrachte
man die Partialsumme

Sy ::Zak:ao—i-al—l—...—l—an. 2.7
k=0

Die Folge dieser Partialsummen, d. h. (s,),eN, heifst dann die unendliche Reihe mit
den Gliedern ay, und wird mit Z;to:o ay bezeichnet.

Eine unendliche Reihe ist also eine Folge, umgekehrt kann aber auch jede belie-
bige Folge (b,),<n als Reihe dargestellt werden, denn es gilt

by =bo+ Y (b —bi1), (2.8)
k=1

und die Folge (b,),en entspricht somit der Reihe by + Y 7, (b — br_1).

Lesehilfe

Wenn du die Darstellung der b, als Summe mal fir n = 0,1,2,3 aus-
schreibst, siehst du, wie einfach diese Gleichung ist. Eine solche Summe,
deren einzelne Glieder sich unmittelbar aufheben, nennt man eine ,,Te-
leskopsumme* (analog einem Teleskopstock, der sich zusammenschieben
ldsst).

Wir halten fest: Folgen und Reihen sind vollstindig dquivalent zueinander.

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Die Frage war, warum (1 + %)” firn € N rational
ist.
Der Ausdruck 1 + % ist ein Bruch. Damit ist auch jede Potenz dieses Ausdrucks, also
1+ %)”, wieder ein Bruch, und damit eine rationale Zahl.



2.2 Unendliche Reihen 29

2.2.1 Unendliche geometrische Reihe

Betrachten wir ein erstes wichtiges Beispiel, indem wir die geometrische Reihe
auf unendlich viele Summanden ausdehnen. Ihr Wert bleibt in bestimmten Fillen
endlich, wie wir leicht zeigen konnen:

Satz 2.6 (Geometrische Reihe) Die Reihe Y ;o x* konvergiert fiir alle x mit
|x| < 1 mit dem Grenzwert

oo
i 1
Zx = (2.9)
k=0
Beweis Fiir die Partialsummen gilt s, = Y ;_, xk = 1’1“:”;1 (siehe Satz 1.4). Nun

ist lim, o, x"*! = 0 fiir |x| < 1 (siehe (2.1)), und damit lim,_, o, s, = 1/(1 — x).
[ ]

Beispiele
(1) Fiir x = 41/2 ergibt die geometrische Reihe
11 = (1 1
1 - — - .. — — = :2’
+2+4+8+ ;(2) 1-1/2
111 = 1\ 1 2
l——4-—-=%...= — | = = .
2+4 8 g( 2) 1+1/2 3

(2) Unendliche periodische Dezimalzahlen sind spezielle Reihen. Betrachten wir
ein Beispiel:

oo

172 58 58 172 58
— 017258 = —— 4 o oy
! 000 " 105 T 107 T T Tooo z:: 105+%
Nun ist
oo [o.¢] oo
58 58N 1 S8 58 1 58
Z stk 105 2%~ 105 2(1072)1{ =105 2 = ’
£ 705 T 105 & 0% 105 & 10°T—102 ~ 99000

also
172 58 17086 8543

X = + = = .
1000 99000 99000 49500
Ubrigens lisst sich das Umrechnen durchaus auch ohne geometrische Reihe er-

reichen. In diesem Beispiel ist letztendlich X = 0,58 zu bewiltigen: Damit ist
100x = 58,58, Subtrahieren ergibt 99x = 58, also X = 58/99.
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Lesehilfe

Zur Erinnerung: Willst du umgekehrt die Dezimalzahldarstellung eines
Bruchs erhalten, so teilst du (schriftlich) Zahler durch Nenner, und erhélst
dabei ggf. die Periodizitit, weil sich die Zahlen immer wiederholen.

» Zwischenfrage (3) Die Griechen beschaftigten sich mit folgendem Paradoxon: Der
schnelle Laufer Achill versucht eine Schildkrote einzuholen, die sich in bestimm-
tem Abstand vor ihm befindet und sich langsam von ihm wegbewegt. Aber es kann
ihm trotz seiner groBeren Geschwindigkeit nie gelingen, und zwar aus folgendem
Grund: Achill lauft los, als die Schildkrote sich an Position (0) befindet. Wenn er (0)
erreicht, ist die Schildkréte schon ein Stiick weiter, bei Position (1); wenn er dort an-
kommt, ist sie wieder weiter, bei Position (2); bis er dort ist, ist sie bei (3) usw. bis ins
Unendliche. Sie bleibt ihm also immer ein Stlick voraus.

Wie kénnen wir dieses Paradoxon auflésen?

2.2.2 Konvergenz unendlicher Reihen

Bei der unendlichen geometrischen Reihe konnte man gliicklicherweise sehen, un-
ter welchen Bedingungen sie konvergent ist, und kennt dann sogar ihren Wert.
Aber nicht immer ist die Frage, ob eine unendliche Reihe Z?:o ay konvergiert,
ohne Weiteres zu beantworten. Man kann hierzu verschiedene Konvergenzkriterien
aufstellen, die dann eine Priifung erlauben.
Ubertrigt man die Cauchy-Eigenschaft von Folgen auf Reihen, so erhilt man
das Cauchy-Konvergenzkriterium:

Satz 2.7 Es sei (ax)ien eine reelle Folge. Die Reihe Y ;- ax konvergiert genau
dann, wenn gilt:

n
D

k=m

Ve > 03N € N so, dass gilt <eVn,m> N.

Beweis Es ist hier lediglich die Cauchy-Folgenbedingung 2.4 fiir eine Reihe nie-
dergeschrieben. Die Konvergenz ergibt sich daher aus dem Vollstindigkeitsaxiom
fiir reelle Zahlen. Und umgekehrt ist jede konvergente Folge auch eine Cauchy-
Folge. °

Daraus ergibt sich die folgende notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer
Reihe:

Satz 2.8 Eine Reihe Y ;- ax kann hochstens dann konvergieren, wenn die ay eine
Nullfolge bilden, d. h., wenn gilt limy_, o, a; = 0.
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Beweis Wenn die Reihe konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium zu vorge-
gebenen ¢ > O ein N € N so, dass gilt | Zzzm ayx| < e VYn,m > N. Insbesondere
gilt daher fiirn = m: |a,| < e Vn > N, also limy_,, a; = 0. °

Lesehilfe

»Notwendig™ heiflt, die Bedingung muss erfiillt sein, damit eine Reihe iiber-
haupt konvergieren kann. Das heifit aber nicht, dass es dann tatsidchlich schon
so wire. ,,Hinreichend* bedeutet hingegen, dass es ausreichen wiirde, um die
Konvergenz sicherzustellen. Das miissen wir sorgfiltig unterscheiden, zumal
diese Begriffe in der Mathematik héaufig verwendet werden.

Die Summanden einer unendlichen Reihe miissen also beliebig klein werden,
damit Konvergenz vorliegen kann.

Dies ist jedoch nicht hinreichend, wie wir an folgenden Beispielen sehen kon-
nen:
(1) Bei der so genannten harmonische Reihe y - | % gehen die Summanden gegen
Null. Aber die Reihe divergiert, denn es ist

i1—1+1+ N
—n 2 \3 4 5 6 7 8) 7

1 1
+(2/€—+1+"'+W)+”'

2k Summanden

S LD S O ST L
2 4 g gkt T

R 1

B R

Wie man sieht, ergeben sich unendlich viele Summanden 1/2 und damit kein end-
licher Gesamtwert der Reihe.

Lesehilfe

Bei der obigen Abschitzung passiert Folgendes: Es ist % aF % > % 4F % =
1 _ 1 | IS SR I U UV TS (UUTN U T (R (R TR

2Z—Eund§+g+7+§2§+§+§+§—4g—z,dlenachste

Klammer liefe von % bis % und ist groBer als 8 - % = % usw. bis z

Klammer und bis ins Unendliche.
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Die alternierende harmonische Reihe hingegen, bei der jeder zweite Summand
ein negatives Vorzeihen erhilt, konvergiert mit dem Wert

00 -1 n—1
Z( " In2. (2.10)
n
n=1

Den Nachweis fiir diesen Wert werden wir mit der Taylor-Entwicklung des natiirli-
chen Logarithmus in Abschn. 7.5.3 nachholen.
(2) Die Reihe > 7 | niz konvergiert. Dies kann man sich wie folgt klarmachen: Fiir
n > 2istn> > n(n — 1) und beides groBer 0, so dass fiir die Kehrwerte gilt

1 1 n—m-1) 1

_—<< = .
nz ~nn-—1) nn—1) n—1 n

Dies bedeutet, wenn wir es fiir die einzelnen Summanden verwenden:
i i <1+(1- l + 1 — l +...+
v n? 2 2 3 o

Lesehilfe
In der Teleskopsumme in der Mitte von (2.11) hebt sich fast alles auf.

1 1 1
(— — —) =2—-—<2. (211
m—1 m m

Die Reihe ist somit beschrinkt, ihr Wert bleibt fiir beliebige m kleiner als 2.
Aufgrund ihrer positiven Reihenglieder steigt sie stets an, d. h., die Folge ihrer Par-
tialsummen ist monoton steigend. Nach Satz 2.2 ist die Reihe daher konvergent.
Ubrigens kann ihr Wert exakt angegeben werden:?

i L_ 7 16440 (2.12)
—2 = — =1, . .
—n 6

Aus diesen Beispielen konnen wir bereits einiges iiber das Verhalten unendlicher
Reihen ablesen:

e Fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist es notwendig, dass die Reihen-
glieder a,, ,,hinreichend schnell* gegen Null konvergieren. Bei a, = 1/n ist das
offenbar noch nicht der Fall, wohl aber bei 1/n2.

e Bei alternierenden Reihen kompensieren sich die Reihenglieder teilweise gegen-
seitig. Dies fiihrt beispielsweise dazu, dass die mit dem alternierenden Vorzei-
chen versehene Reihe Y, (—1)"~!/n konvergiert, im Unterschied zur harmoni-
schen Reihe °, 1/n.

2 Der Nachweis dieses Reihenwerts kann mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation der Fourier-Rei-
henentwicklung erfolgen.
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» Antwort auf Zwischenfrage (3) Die Frage war, warum Achill die Schildkréte einholt.

Wir haben es hier mit einer unendlichen Reihe zu tun: Aufsummiert werden die im-
mer kiirzer werdenden Zeitabschnitte bis zum Erreichen der zuletzt von der Schild-
krote eingenommenen Position. Und eine solche unendliche Reihe muss keines-
wegs unendlich gro werden, sondern bleibt endlich, wenn die Summanden schnell
genug klein werden. Die endliche Zeit bis zum Einholen wird also nur gedanklich in
unendlich viele, immer kleiner werdende Zeitabschnitte zerlegt.
Wir kénnen es auch ausrechnen: Achill bewege sich mit der Geschwindigkeit v,, die
Schildkréte mit vg < va, und sie besitze anfangs den Vorsprung x¢. Die Anfangspo-
sition (0) der Schildkrote erreicht Achill nach der Zeit 7o = x¢/va. Die Position (1) ist
davondie Strecke x; = vgtg entfernt,sodasserdort?; = x1/va = (vs/va)tg spater
ankommt. Die Zeit fir den nachsten Abschnitt betragt 7, = x2/va = (vs/va)t] =
(vs/va)3to und die fiir den n-ten Abschnitt entsprechend t, = (vs/va)"fo. Wir ha-
ben daher die Gesamtzeit

oo oo vs k oo vs k
Zg=Zo+l‘1+tz+...+tn+...=Ztk:Z(v—) zoztoz(v_) ,
A A
k=0

k=0 k=0

Wir haben also nichts anderes als die geometrische Reihe, die flir vs < vy,
d.h.vs/va < 1, nach Satz 2.6 einen endlichen Gesamtwert hat:
X0 1

1
te =1t = — . 2.13
¢ "0 T us/va  va l—vs/va @13

2.2.3 Absolute Konvergenz

Man verwendet fiir Reihen noch einen stiarkeren Konvergenzbegriff, den der abso-
luten Konvergenz:

Definition 2.6 Eine Reihe Y-, a, heifit absolut konvergent, wenn auch die Reihe
der Betriige Y. |a,| konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe (2.10) zwar konvergent, aber nicht absolut konver-
gent.

Lesehilfe

Absolute Konvergenz bedeutet also, dass eine Reihe nicht auf Vorzeichen-
wechsel angewiesen ist, um zu konvergieren. Fiir Reihen ohne Vorzeichen-
wechsel bei den Summanden ist die absolute Konvergenz offenbar gleichbe-
deutend mit der normalen Konvergenz.

» Zwischenfrage (4) Warum ist eine absolut konvergente Reihe auch ,normal” kon-
vergent?
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Folgende bemerkenswerte Tatsache halten wir ohne Beweis fest: Erst bei absolut
konvergenten Reihen ist sichergestellt, dass auch jede Umordnung der Reihe gegen
denselben Grenzwert konvergiert. Umordnung bedeutet, dass die Reihenfolge der
Summanden verdndert wird. Es ist vielleicht iiberraschend, dass eine solche Umord-
nung den Grenzwert einer Reihe verdndern kann; man muss sich aber klarmachen,
dass das Kommutativgesetz der Addition nur fiir endliche Summen gilt.

Lesehilfe

Das Kommutativgesetz wird normalerweise fiir zwei Summanden formuliert,
a + b = b + a. Die wiederholte Anwendung dieses Gesetzes ergibt dann
die Kommutativitat fiir endlich viele Summanden. Aber nicht fiir unendlich
viele!

Bei unendlichen Summen wie in (2.10) ist es moglich, durch eine Umordnung
die negativen Summanden mit immer groferer Verzogerung gegen die positiven
einflieen zu lassen, und dass diese umgeordnete Reihe dann divergiert, oder, mit
einer anderen Umordnung, gegen einen beliebigen anderen Wert konvergiert.?

Erst absolut konvergente Reihen sind also ,,problemlos* in dem Sinn, dass die
Reihenfolge der Summanden analog zum Kommutativgesetz keine Rolle spielt.

» Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war, warum eine absolut konvergente Rei-
he auch ,normal” konvergent ist.
Dass die Reihe Y |ai| konvergent ist, ist nach dem Cauchy-Konvergenzkriterium,
Satz 2.7, gleichbedeutend mit:

n

> laxl

k=m

Ve > 03N € N so, dass gilt <eVn,m> N.

Die Summen )7 _,. |a| sind endliche Summen und die Dreiecksungleichung er-
gibt

n n
D lakl = |} a
k=m k=m

Es gilt also erst recht | Y} _, ax| < &, gleichbedeutend mit der Konvergenz der
Reihe Y, ay.

2.2.4 Quotientenkriterium

Als ein fiir uns im Folgenden noch wichtiges Beispiel fiir Konvergenzkriterien von
Reihen betrachten wir das so genannte Quotientenkriterium:

3 Das ist der Riemann-Umordnungssatz, benannt nach dem deutschen Mathematiker Bernhard
Riemann, 1826-1866.
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Satz 2.9 (Quotientenkriterium) Es sei Y .. ,a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle
n > ng. Es gebe eine reelle Zahl g mit 0 < g < 1 so, dass gilt

Ap41
ay

<q Vn=>ny.

Dann konvergiert die Reihe ", a, absolut.

Beweis Ein Andern endlich vieler Summanden einer unendlichen Reihe verindert
deren Konvergenzverhalten nicht (es dndert allenfalls den Grenzwert). Wir diirfen
daher annehmen, dass gilt

an
Intl <q VmneN.

an
Es ist also |a,+1| < |a.|gq, und daraus ergibt sich mit vollstindiger Induktion
lan| < laolg” Vn € N.

Dies bedeutet, dass die Reihe ), |aglg” in jedem einzelnen Summanden grofer
oder gleich der Reihe ), |a,| ist, und beide Reihen enthalten nur nicht-negative
Glieder. Mit Hilfe der geometrischen Reihe (), siche Satz 2.6, erhilt man aber

- laolg” = laol Y_g" = 7
n=0 n=0 —4q

Diese Reihe konvergiert also, woraus folgt, dass auch die kleinere Reihe Zn la,|
konvergieren muss. °

Lesehilfe Beweis

Der kleine Nachweis mit vollstindiger Induktion sollte nicht schwerfallen.
Zur Klarheit: Die Behauptung lautet |a,| < |ao|¢” Vn € N, und man darf
die Ungleichung |a, 1| < |a,|g YVn € N verwenden. Und zur letzten Fol-
gerung: Eine Reihe nicht-negativer Glieder ist eine monoton steigende Folge,
auflerdem ist sie hier endlich, so dass Satz 2.2 gilt.

Die im Quotientenkriterium enthaltene Bedingung |“£L| < ¢ mit einem ¢ < 1

An
ist nicht zu verwechseln mit der schwicheren Bedingung |“+L| < 1. Letztere ist
beispielsweise auch fiir die divergente harmonische Reihe ), % erfiillt: Es ist dann

namlich
ap41

an

Y+l on
T I/n n+1

. . . ay
= 1 gibtes kein ¢ < 1 mit |TJ:‘| <gq.

<1,

aber wegen lim,,_, « n”?
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Das Quotientenkriterium ist aber insbesondere dann erfiillt, wenn gilt

An+1
an

lim
n—00

=g mit einem g < 1. (2.14)

An+1
an

befinden, wihlen wir z.B. ¢ = (1 — g)/2, und damit liegen dann fast alle |“Z—:‘|
unterhalb vong = 1 —¢.

Wir werden das Quotientenkriterium verwenden, um die absolute Konvergenz
der Exponentialreihe zu beweisen, siche Satz 3.1.

Denn wenn sich die Quotienten | | fast alle in jeder e-Umgebung von g < 1

Das Wichtigste in Kiirze

e FEine Folge ordnet jeder natiirlichen Zahl n ein Folgenglied a,, zu.

e Besitzt eine Folge einen Grenzwert a € R, so nennt man sie konvergent. Es
liegen dann fast alle Folgenglieder in jeder noch so kleinen e-Umgebung von
a. Eine Folge, die nicht konvergiert, heil3t divergent.

e Bestimmte Divergenz gegen Unendlich bedeutet, dass die Folgenglieder mit
wachsendem 7 unendlich grof3 werden.

e Fiir die Berechnung von Grenzwerten gibt es eine Reihe von Rechenregeln.
Zum Beispiel ist der Kehrwert einer bestimmt divergenten Folge eine Null-
folge.

e Die reellen Zahlen sind vollstindig.

e FEine Unendliche Reihe ist eine unendliche Summe. Unendliche Summen
konnen endliche Werte besitzen, wenn die Summanden schnell genug gegen
Null konvergieren.

o Bei absolut konvergenten Reihen konvergiert auch die Reihe der Betrige.
Erst die absolute Konvergenz stellt sicher, dass der Reihenwert bei einer Um-
ordnung unverindert bleibt.

e Das Quotientenkriterium ist ein hinreichendes Kriterium fiir die absolute
Konvergenz einer Reihe.

Und was bedeuten die Formeln?
Ve > 03N € N so, dass gilt |a, —a| <& Vn > N,
Ve > 03N € N so, dass gilt |a, —a,,| <eVn,m > N,
VG € R3IN € N so,dass gilta, > G Vn > N,
lim(a, + b,) = lima, + limb,, lim(a,b,) = (lima,) (limb,),

n—-oo

1 n
lim(ca,) = clima,, lim (1 + —) =e,
n

e}

> 1 1 o 1
Zxkzl_xfﬁr|x|<l, Z;:oo X_;E<oo,

k=0 n=1

<q Vn=>np 0<qg<l.
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Ubungsaufgaben

A2.1 Begriinde, warum jede konvergente Folge beschrinkt ist.

A2.2 Begriinde, warum eine beschrinkte Folge nicht konvergent sein muss.
A2.3 Ist co eine reelle Zahl?

A2.4 Stimmt die Aussage: ,,Der Kehrwert einer Nullfolge ist eine bestimmt diver-
gente Folge*?

A2.5 Bestimme, sofern er existiert, den Grenzwert der Folgen fiir n — oo:

(1) (n2 + ﬂ) () ((—1)"n2 + l)
n neN* nJ eN*
1 n-3
(3) ( n? * n )nEN* (4) (}’l + 7)n€N
(5) (l’l +7 )nEN (6) (2n2+7)nEN‘

A2.6 Istdie Summe > ;_,(k* — 1) fiir alle n € N endlich?

A2.7 Stimmt die Aussage: ,,Eine Reihe Zf,o:o a, konvergiert, wenn gilt lim,,_, o @,
= 0“?

A2.8 Lisst sich das Konvergenzverhalten einer Reihe dndern, indem man ihren
Startwert dndert, also statt der Reihe )2 a, die Reihe } 7 a, mit einem ge-
eignet gewéhlten ny € N betrachtet?

A2.9 DieReihe s = > o, n% ist konvergent, wie wir wissen. Wie sieht es mit den

folgenden zwei Reihen aus?

=1 =1

9= mrr 2= Ao

n=0 n=2

Und warum geht die zweite Reihe erst bei n = 2 los?

A2.10 Konvergiert die Reihe ) 7 w42 _q

n=0 7n2417n *
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Funktionen und Grenzwerte 3

Die meisten Anwendungen der Analysis beziehen sich auf Funktionen, und die
Analyse ihrer Eigenschaften ist einer der Hauptgegenstinde der Analysis. Um ihr
Verhalten verstehen zu konnen, miissen wir insbesondere den Grenzwertbegriff auf
Funktionen iibertragen.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Funktionen sind ein wesentlicher Gegenstand der Analysis. Dass wir uns
intensiv mit ihnen beschiftigen, ist klar.

e Wir lernen einige grundlegende Beispiele von Funktionen und ihren Gra-
phen kennen.

e Die Exponentialfunktion ist eine der wichtigsten Funktionen der Mathe-
matik. Wir besprechen sie daher besonders intensiv. Und sind dabei froh,
dass wir uns schon mit unendlichen Reihen beschiftigt haben. Dariiber
hinaus lernen wir, was eine Funktionalgleichung ist.

e Grenzwerte von Funktionen sind komplizierter als Folgengrenzwerte. Wir
miissen uns ansehen, wie sie funktionieren.

e Die Stetigkeit ist eine wichtige Eigenschaft von Funktionen. Wir miissen
ihre Bedeutung genau kennen.

3.1 Funktion und Funktionsgraph
Eine reelle Funktion ist nichts anderes als eine Abbildung von reellen Zahlen:
Definition 3.1 Es sei D eine Teilmenge der reellen Zahlen, D C R. Unter einer

reellen Funktion auf D versteht man eine Abbildung f : D — R. Die Menge D
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heifst der Definitionsbereich von f. Der Graph von f ist die Menge
Iy .= {(x,y)erR|y =f(x)}.

Lesehilfe
Der Definitionsbereich D ist eine beliebige Teilmenge von R. Oft werden wir
es hier mit (uneigentlichen) Intervallen zu tun haben, z. B. R, = [0, oo[. Und
nattirlich ist auch D = R moglich.

Der Buchstabe ,,/"* ist das groBe griechische Gamma. Es entspricht dem
lateinischen ,,G*, also dem Anfangsbuchstaben von ,,Graph*.

Durch die Funktion f : D — R wird jedem x € D eindeutig ein Funktionswert
f(x) zugeordnet. Der Graph von f ist eine Punktmenge im R?, die in einem karte-
sischen x y-Koordinatensystem dargestellt werden kann. Dabei werden die x-Werte
in der Regel auf der Rechtsachse aufgetragen und die y-Werte auf der Hochachse.
Der x-Wert eines Punkts kann dann auch als Rechtswert angesprochen werden und
der y-Wert als Hochwert.!

Lesehilfe

Der Graph einer Funktion entspricht in der Regel einer ,Linie* in einem
xy-Koordinatensystem. Diese Linie ist aber nichts anderes als eine Menge
einzelner Punkte. Und der Graph ist eben die spezielle Punktmenge, bei der
zur ,,x-Koordinate“ x die ,,y-Koordinate* f(x) gehort.

Die Menge
f(D):={y = f(x)|x e D} (3.1
nennt man das Bild der Funktion f oder auch die Bildmenge. Sie ist die Menge
aller y € R, die tatsdchlich als Bild eines x € D vorkommen. Ebenso kann man
fiir jede Teilmenge 7" C D auch die Menge

f(T):={y=fx)|xeT} (32
betrachten, also die Menge der Bilder aller x € T'.

Fiir ein gegebenes y € f(D) heiitein x € D mit f(x) = y ein Urbild von y.

Beispiele
(1) Die konstante Funktion ist auf ganz R definiert; sie ordnet jedem x-Wert den-
selben Funktionswert ¢ € R zu, also:

f:R—=>R, f(x)=c. 3.3)

! Den Rechtswert bezeichnet man auch als Abszisse und den Hochwert als Ordinate. Die Achsen
wiren dann die Abszissenachse und die Ordinatenachse.
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Abb. 3.1 Die Betragsfunktion abs : R — R bildet jeden x-Wert auf seinen Betrag |x| ab. Fiir
positive x entspricht ihr Graph dem der identischen Funktion id, fiir negative der Funktion —id
(siehe auch (1.9))

(2) Die identische Abbildung bildet jedes x € R auf sich selbst ab:

id: R — R, id(x) = x. (3.4)

Lesehilfe

Hier und im Folgenden verwenden wir fiir manche Funktionen explizite
Funktionsbezeichnungen. Diese Bezeichnungen sind oft praktisch. Du kennst
sie von den Tasten auf einem Taschenrechner, etwa sin oder cos. Und auch id
ist oft niitzlich, wenn auch nicht auf dem Taschenrechner :-)

(3) Die Betragsfunktion ordnet einer Zahl ihren Betrag zu:
abs: R — R, abs(x) := |x|. 3.5

Die Bezeichnung ,,abs* stammt von ,,Absolutbetrag*. Ihr Graph ist in Abb. 3.1 dar-
gestellt.

(4) Eine Polynomfunktion p : R — R vom Grad n gehorcht einer Funktionsvor-
schrift

n
p(x) =ax" + a1 x" " . Fax+ay= Zakxk (3.6)
k=0

mit reellen Koeffizienten ag, ay, ..., a, und a, # 0.

» Zwischenfrage (1) Warum wird bei der Polynomfunktion (3.6) a,, # 0 verlangt?
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(5) Als Beispiel fiir eine etwas exotischere Funktion geben wir die so genannte
Dirichlet-Funktion d an.” Sie ist wie folgt definiert:

1, falls x rational

d:R—>R mit d(x):=
— mi () 0, falls x irrational.

(3.7)

Den Graph dieser Funktion kann man nicht zeichnen. Er besteht aus unendlich vie-
len beliebig dicht beieinanderliegenden Punkten auf den Geraden y = Ound y = 1,
und diese Punkte bilden dennoch keine durchgehenden Geraden.

Lesehilfe

Die Angabe einer Funktion erfordert immer auch die Festlegung eines Defi-
nitionsbereichs. Hier kann man festlegen, was man mochte, z. B. wire auch
id : [0, 1] — R eine Funktion. Wenn es keine Griinde fiir eine Beschrinkung
gibt, wihlen wir in der Regel den gro3tmoglichen Definitionsbereich.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, warum in einem Polynom n-ten
Grads a;, # 0 sein muss.
Wenn das Polynom tatséachlich den Grad n besitzen soll, darf a, nicht 0 sein. Ansons-
ten hétte es einen kleineren Grad.

3.2 Exponentialfunktion

Eine besonders wichtige Funktion ist die Exponentialfunktion. Sie ergibt sich aus
der Exponentialreihe. Fiir sie gilt

Satz 3.1 Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe
exp(x) 1= kz n (3.8)
=0

absolut konvergent.

Beweis Wir wenden das Quotientenkriterium an, siehe Satz 2.9: Mit a,, := x"/n!

gilt fiir alle x # 0
n+1

‘am‘_) x nly x|
a, | I+ Dtxnl ™ n41
Fiir jedes beliebige x € R* geht dieser Ausdruck fiir n — oo gegen 0. Das Quo-

tientenkriterium ist daher leicht zu erfiillen: Fiir n > 2|x| etwa ist nlill < %; also

2 Benannt nach dem deutschen Mathematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859.
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haben wir
ap41

1
< - Vn=>2|x|
a, 2

Fiir x = 0 schlieBlich enthilt die Reihe nur einen Summanden ungleich 0, exp(0) =
1. °

Auch wenn der Beweis mit Hilfe des Quotientenkriteriums leichtfillt, so ist doch
bemerkenswert, dass die Exponentialreihe auch fiir ,,grole* x konvergiert. Fiir x =
10 etwa lauten ja die ersten Summanden

(10) =1+ 10 + 10° + 10’ + 10* +
ex = —t — +— 4+ — ...,
P 172 T T s
sind also recht grofl und wachsen zunichst auch an. Fiir groler werdende n setzt
sich dann aber die Fakultit im Nenner durch und ldasst die Summanden schlief3lich
schnell sehr klein werden; so ist etwa

1050 1050

——~ ———~ 331077
50! 3-10%
Mit der Exponentialreihe definiert man die so genannte Euler-Zahl®

o0

(1) Zl T TR LI 2,71828 (3.9)
e = exp = — = — - — + ... X2, . .
k! 276 24

Die Euler-Zahl ist eine irrationale Zahl. Fiir sie gibt es noch eine weitere Darstellung
als Grenzwert einer Folge; es gilt nimlich auch

1 n
e = lim (l—l-—) ,
n—o00 n

wie wir in Abschn. 6.2.3 zeigen werden.
Die Exponentialfunktion ist nun exp : R — R, siche Abb. 3.2. Wie wir gesehen
haben, lassen sich zwei Werte der Exponentialfunktion sofort angeben:
exp(0) =1 und exp(l) =e. (3.10)
AuBerdem gilt der
Satz 3.2 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fiir alle x,y € R gilt

exp(x + y) = exp(x) exp(y). (3.11)

3 Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler, 1707—1783.



44 3 Funktionen und Grenzwerte

X

Abb. 3.2 Der Graph der Exponentialfunktion exp : R — R schneidet die y-Achse bei 1 und
besitzt bei x = 1 den Funktionswert e. Die Funktion nimmt nur positive Werte an, wobei sie mit
grofler werdendem x stets ansteigt

Diese wichtige Gleichung heilit Funktionalgleichung der Exponentialfunktion,
weil nur Exponentialfunktionen die Eigenschaft aufweisen, dass der Funktionswert
der Summe zweier Argumente gleich dem Produkt der einzelnen Funktionswerte
ist, dass also gilt

fx+y) =) ).

Auch fiir andere Funktionen gibt es — dann natiirlich andere — ,,Funktionalgleichun-
gen®, etwa fiir den Logarithmus, wie wir in Satz 4.2 sehen werden.

3.2.1 Zum Beweis der Funktionalgleichung

Zum Beweis der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion benttigen wir zwei
Sitze, die wir ohne Beweis angeben und verwenden wollen.

Es ist offenbar notwendig, zwei unendliche Reihen miteinander zu multiplizie-
ren. Dies erlaubt das so genannte Cauchy-Produkt von Reihen:

Satz 3.3 Es seien Y . ax und Y p.,bx zwei absolut konvergente Reihen. Fiir
n € N sei

C, = Zakbn,k =apb, +a1b,_1 + ...+ a,by.
k=0
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Dann ist auch die Reihe Y -, ¢, absolut konvergent und es gilt
oo oo oo
>0 = (La) ()
n=0 k=0 k=0

Lesehilfe

Zwei endliche Summen miteinander zu multiplizieren ist einfach, durch Aus-
multiplizieren der einzelnen Summanden miteinander. Das Cauchy-Produkt
stellt die Erweiterung des Ausmultiplizierens auf unendliche Summen dar,
wobei aufgrund der unendlichen Summen auch eine Aussage iiber die Kon-
vergenz getroffen werden muss.

Des Weiteren benotigen wir den binomischen Lehrsatz:

Satz 3.4 Fiirx,y € Rundn € N gilt

(x+yf==§:<z>f“%%. (3.12)

k=0

Der binomische Lehrsatz ist nichts anderes als die Verallgemeinerung der ,,bi-
nomischen Formeln®. Die in ihm auftretenden Binomialkoeffizienten, die sich fiir
n > k > 0 berechnen lassen als

ny n! 313
k] kln—k)! (3.13)

ergeben das als Pascal-Dreieck bekannte Zahlenschema. Sein Beweis kann iibrigens
ohne groere Schwierigkeiten iiber vollstindige Induktion und unter Verwendung
der Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten erfolgen.

Lesehilfe
Das Pascal-Dreieck ist das Zahlenschema der Form

n=20 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1 usw.,

bei dem sich eine Zahl immer als die Summe der zwei diagonal dariiberste-
henden Zahlen ergibt. In der nullten Reihe steht der Binomialkoeffizient (g),
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in der ersten die Koeffizienten ((1)) und (}), in der zweiten (3), (f) und @) usw.
Dieses Zahlenschema erlaubt die einfache Berechnung hoherer Potenzen von
X + y. Siehst du z. B. in die Zeile fiir n = 4, so liest du ab:

(x + »)* = 1x*0 +4x3y + 6x2y? + 4x!y? + 14094
=x* +axPy +6x%y* + 4xy® + y*.

Genau dies ist die Aussage des binomischen Lehrsatzes.

» Zwischenfrage (2) Wie lautet der binomische Lehrsatz 3.4 mit seinen Binomialko-
effizienten ausgeschrieben furn = 4?

Mit Hilfe dieser beiden Satze kann die Funktionalgleichung nun unmittelbar
nachgerechnet werden: Wir bilden das Cauchy-Produkt von exp(x) = Y 7o ’,2—1:

und exp(y) = > ;o % Der n-te Koeffizient der Produktreihe lautet

nooko -k n n

_ LA _ 1 konk _ 1 n! ko n—k

=25 n—k) Zk!(n —or Y T Zk!(n Y ATRE

k=0 k=0 k=0
1 (n 1

=2 | T = S
n!— n!

es ergibt sich also der n-te Koeffizient von exp(x + y). o

3.2.2 Eigenschaften der Exponentialfunktion
Wie wir gesehen haben, erfiillt die Exponentialfunktion (3.11),

exp(x + y) = exp(x) exp(y).
Daraus ergeben sich weitere grundlegende Eigenschaften:

Satz 3.5
(1) Fiir alle x € R gilt exp(x) > 0 und exp(—x) = 1/ exp(x).
(2) Fiir jede ganze Zahl k € 7 ist exp(k) = e.

Beweis

(1) Aus der Funktionalgleichung folgt exp(x) exp(—x) = exp(x —x) = exp(0) =
1, also exp(x) # Ound exp(—x) = 1/ exp(x). Fiir x > 0 sieht man unmittelbar
anhand der Reihe exp(x) = 1 + x + %2 +...>1>0.Firx <0ist—x >0,
also exp(—x) > 0 und damit auch exp(x) = 1/ exp(—x) > 0.
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(2) Wir zeigen mit vollstidndiger Induktion (und unter Verwendung der Rechenre-
geln fiir Potenzen, siehe ggf. Abschn. 1.2.2), dass fiirn € N gilt exp(n) = e":
Induktionsanfang n = 0: exp(0) = 1 = e°.

Induktionsschritt n — n + 1: exp(n + 1) = exp(n) exp(1) R
Ferner ist nach (1) exp(—n) = 1/exp(n) = 1/e" = e™". Somit gilt exp(k) =
ek fiir alle k € Z. .

Lesehilfe zum Beweis

Der wesentliche Trick fiir (1) ist, die Funktionalgleichung zu verwenden, um
die Gleichung exp(x) exp(—x) = exp(x — x) = exp(0) = 1 zu erhalten.
Dass exp(0) = 1 ist, sollte klar sein — schreib im Zweifel einfach noch mal
die Reihe fiir exp(0) hin. Nun gilt: Ein Produkt ist genau dann 0, wenn einer
der Faktoren 0 ist. Da exp(x) exp(—x) immer gleich 1 ist, kann exp(x) nie O
sein.

Die Formel exp(k) = e fiir k € Z ist iibrigens der Grund fiir die Bezeichnung
,.Exponentialfunktion®. Man kann sagen, dass exp(x) die Potenzen e* interpoliert
und auf nicht-ganze Exponenten x ausdehnt. Man schreibt deshalb auch

exp(x) =:e*. (3.14)
In dieser Schreibweise lautet die Funktionalgleichung

e’y =eve.

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Gefragt war nach dem binomischen Lehrsatz fir
n = 4 mit seinen Binomialkoeffizienten.
Fir n = 4 ergibt der binomische Lehrsatz 3.4

4 4 4 4 4
(x+y)t= (O)x4y0 + (1))63)11 + (2))62)12 + (3))61)13 + (4)x0y4.

3.3 Zusammengesetzte Funktionen

Funktionen mit demselben Definitionsbereich lassen sich iiber die so genannten
rationalen Operationen zu weiteren Funktionen zusammensetzen:

Definition 3.2 Es seien f,g : D — R Funktionen mit dem Definitionsbereich
D C R und c € R eine Zahl. Dann definieren wir die Funktionen

f+g:D—>R durch (f+g)(x):= f(x)+ gx),
cf :D —R durch (cf)(x) :=cf(x),
fg: D —R durch (fe)x) = f(x)g(x).
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Mit D' := {x € D|g(x) # 0} definieren wir ferner

i:D/—>R durch (f)( X) = J&)
g g0’

Wir konnen also beispielsweise von der Summe oder dem Produkt von Funktio-
nen reden, wobei sich diese Operationen fiir die Funktionen dann einfach auf die
Funktionswerte iibertragen.

Dariiber hinaus kénnen Funktionen auch ,hintereinandergeschaltet* werden, so-
lange sichergestellt ist, dass die Funktionswerte der ersten Funktion im Definitions-
bereich der zweiten Funktion liegen:

Definition 3.3 Es seien g : D — R und f : E — R Funktionen mit g(D) C E.
Dann definieren wir

fog:D—R durch (fog)x):= f(g(x)).

Man nennt f o g die Verkettung der Funktionen f und g.

Lesehilfe
Das Zeichen ,,0° wird hier als ,,nach“ gesprochen, also ,, / nach g*. Diese
Sprechweise gibt die Bedeutung unmittelbar wieder.

Beispiele
(1) Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynomfunktionen: Es seien p
und ¢ zwei Polynomfunktionen und D := {x € R|¢g(x) # 0}. Dann wird durch
r: D — R mit

r(x) = & (3.15)

q(x)

eine rationale Funktion definiert.
(2) Wir betrachten die Funktionen exp : R — R, x +— e*, und id> : R - R,
x > x2. Esistid>(R) = R, C R, so dass die Funktion exp oid*> wohldefiniert
ist. Sie bildet x ab auf e*”. Umgekehrt ist id” o exp die Funktion, die x abbildet auf
(ex)z = e2x.

3.4 Grenzwerte bei Funktionen

Wir wollen nun den Grenzwertbegriff von Folgen auf Funktionen tibertragen. Dazu
benotigen wir zunichst den Begrift des Hdaufungspunkts einer Menge. Wir wollen
ihn tiber seine fiir uns relevante Eigenschaft wie folgt definieren:
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Definition 3.4 Es sei D C R eine Teilmenge der reellen Zahlen. Ein Punkt a €
R U {£o0} heifit Haufungspunkt von D, falls es eine Folge (x,) von Punkten x, €
D \ {a} mit lim, o, x, = a gibt.

Einem Héufungspunkt a kann man sich also mit einer Folge (x,,) beliebig genau
annihern. Dabei kann der Haufungspunkt in der Menge liegen, oder auch an ihrem
Rand.

Betrachten wir etwa das Intervall

D =R% =1]0,00[.

Jeder Punkt des Intervalls ist auch ein Haufungspunkt. Aber auch a = 0 ist ein
Hiufungspunkt, da fiir die Folge (1/n),cn+, die vollstindig in D \ {0} = D liegt,
gilt lim,, _, o (1/n) = 0. Auch oo ist ein Hiaufungspunkt dieses Intervalls, da fiir die
Folge (n),en~ gilt lim,, o n = oo.

Lesehilfe

Der Name ,,Hdaufungspunkt™ besagt, dass sich um ihn herum beliebig viele
Elemente der Menge ,,anhidufen®. Denn wenn es eine Folge mit Grenzwert a
gibt, die in D \ {a} liegt, so miissen in jeder e-Umgebung von « fast alle, also
unendlich viele Folgenglieder liegen.

» Zwischenfrage (3) Warum ist jeder Punkt eines Intervalls auch ein Haufungspunkt
dieses Intervalls?

Wir kénnen nun den Grenzwert einer Funktion wie folgt definieren:

Definition 3.5 Es sei f : D — R eine Funktion und a € R U {£o0o} ein Hiiu-
fungspunkt von D. Dann sagen wir, es sei

lim f(x) =c,
X—a
falls fiir jede Folge (x,) von Punkten x, € D \ {a} mitlim,_., x, = a gilt
lim f(x,) =c.
n—0o0
Dabei kann c eine reelle Zahl oder auch 400 oder —oo sein.

Der Grenzwert fiir Funktionen wird also zuriickgefiihrt auf den Grenzwert der
Folgen (f(x,)). Entscheidend fiir die Existenz des Funktionengrenzwerts ist, dass
sich fiir jede beliebige Folge (x,) mit x,, # a und x, — a derselbe Grenzwert
lim, o f(x,) ergibt. Diesen gemeinsamen Wert nennt man dann den Grenzwert

der Funktion f fiir x — a. Das Verhalten der Funktion f an der Stelle a selbst
spielt dabei keine Rolle (siche Abb. 3.3).
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Abb. 3.3 Eine Funktion f besitzt an einer vorgegebenen Stelle a einen Grenzwert, wenn dieser
eindeutig bestimmt ist, wenn also fiir alle Folgen (x,) mit x, — a die Folgen ( f(x,)) denselben
Grenzwert besitzen. Dies ist nicht der Fall, wenn der Graph einen Sprung aufweist (), da sich
rechts- und linksseitiger Grenzwert dann unterscheiden. Ein eindeutiger Grenzwert liegt aber vor,
wenn der Graph nur eine isolierte Liicke aufweist, egal ob mit anderem Funktionswert (c¢) oder
ohne Funktionswert (d)

Wir werden sehen, dass das Ermitteln von Funktionengrenzwerten insbesondere
an den Réndern des Definitionsbereichs, z. B. bei Unendlich, von praktischer Be-
deutung ist.

» Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war, warum jeder Punkt eines Intervalls
auch Haufungspunkt ist.
Zundchst kdnnte man intuitiv (und auch richtig) antworten, dass sich offenbar fir
einen Punkt a im Intervall, auch wenn er am Rand liegt, in jeder Umgebung unend-
lich viele Punkte des Intervalls ,anhdufen”. Und es lasst sich auch leicht eine Folge
konstruieren: Je nach Lage des Punkts nimmt man (a + 1/n) oder (a — 1/n), wobei
man fir n ggf. einen ausreichend groB3en Startwert wéhlt, so dass die Folge voll-
standig im Intervall liegt. Natiirlich kann man auch so etwas wie (¢ + 1/n?) oder
(a — 1/n?) oder (a — (—1)"/n?) wahlen.

3.4.1 Rechts- und linksseitiger Grenzwert
Es ist manchmal niitzlich, bei einer Funktion f : D — R den rechts- oder linkssei-

tigen Grenzwert zu betrachten, also den Grenzwert, bei dem man sich einem Héu-
fungspunkt a von D von rechts, also von grofleren x-Werten her nihert, bzw. von
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links, also von kleineren x-Werten her. Man schreibt dann x \ «, ,,x von oben
gegen a“,bzw. x /" a,,x von unten gegen a“* Genauer:

Definition 3.6 Es sei f : D — R eine Funktion. Der Punkt a sei Hdaufungspunkt

der Menge D* := {x € D|x > a}, und fiir jede Folge (x,) mit x, € D* und

X, — a gelte lim, .o f(x,) = c. Dann sagt man, es gelte lim\ , f(x) = c.
Analog definiert man limy ~, f(x).

Wenn bei einer Funktion f : D — R fiir einen Haufungspunkt a von D rechts-
und linksseitiger Grenzwert existieren, so ist lim,_,, f(x) = ¢ gleichbedeutend mit

lim\, f(x) = lim, ~, f(x) = c.

Beispiele
(1) Die so genannte Heaviside-Funktion® H : R — R ist wie folgt definiert:

0, fallsx <O

H =
) 1. fallsx > 0.

(3.16)

Der rechtsseitige Grenzwert dieser Funktion an der Stelle 0 ist lim\ o H(x) = 1,
der linksseitige hingegen lim, ~y A (x) = 0. Ohne Einschrinkung auf rechts- oder
linksseitig besitzt die Funktion daher keinen Grenzwert bei 0, da sich nicht fiir alle
Folgen (x,) mit x,, — 0 derselbe Wert ergibt.

(2) Wir betrachten die Funktion f : R* — R, f(x) = 1/x", mit n € N* beliebig
vorgegeben. Dann gilt:

linI:l flx) = liIil’l 1/x" =0, (3.17)
li = lim 1/x" = , 3.18
lim f(x) = lim 1/x" = 00 (3.18)

—oo falls n ungerade

3.19
+o0o falls n gerade. (3.19)

li = lim1/x" =
xl%f(X) lim /x

(3) Bei durch rationale Operationen zusammengesetzten Funktionen kann der
Grenzwert aufgrund der Rechenregeln fiir Grenzwerte, siche Abschn. 2.1.3, auf
die einzelnen ,,Teilgrenzwerte” heruntergebrochen und oftmals auf diese Weise
ermittelt werden. So ist etwa

—0 —0
o3 —2x2 45 . x23-2/x+5/x3) . 3=2/x+5/x* 3
O Tvrx AT Sa+ e A 0 7
' 74 1/x2
(3.20)

4 Fiir x \ a gibt es auch die Schreibweise x — a+, und x — a— fiir x " a.
5 Benannt nach dem britischen Mathematiker und Physiker Oliver Heaviside, 1850-1925.
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Mit dem hier angewendeten ,, Trick®, Nenner und Zahler durch die hochste auftre-
tende Potenz in x zu teilen, lassen sich simtliche Grenzwerte gegen Unendlich von
gebrochen rationalen Funktionen leicht ermitteln.

3.4.2 Beispiel: Exponentialfunktion

Die Expontialfunktion exp ist aufgrund ihrer Definition als unendliche Reihe si-
cherlich eine nicht auf den ersten Blick zu durchschauende Funktion. Als Beispiel
fiir einen Funktionengrenzwert wollen wir nun lim,_,o exp(x) ermitteln. Ergibt sich
tatsédchlich fiir alle Folgen (x,) mit x, — 0 derselbe Grenzwert?

Zur Beantwortung dieser Frage benotigen wir zunidchst eine Restgliedabschdit-
zung fiir die Exponentialfunktion:

Satz 3.6 (Restgliedabschitzung der Exponentialfunktion) Fiir beliebige n € N
gilt
n xk
exp(x) = Y 75 + Rusi ()
k=0
mit
| X |n+l

(n + 1)!

n
Ry 1(x)| <2 fiir alle x mit |x| <1+ 5

Der Fehler, den man macht, wenn die Exponentialreihe nach n + 1 Gliedern
abgebrochen wird, ist also im angegebenen x-Bereich kleiner als das Zweifache
des néchstfolgenden Glieds.

Beweis Der Fehler R, (x) entspricht den fehlenden Reihengliedern von n + 1
bis co. Er ldsst sich wie folgt abschitzen:

o |X|k |x|n+1 |x|n+2 |x|n+3

|R"+1(x)|5k§1 IR S VTR R TR R T

o x ( |x]| n |x|? n )
(1) n+2 m+2)mn+3 7
ol n x| n |x|? n

= (n+1)! n+2 m+2* )

(3.21)

Der Ausdruck in der Klammer entspricht der Form einer geometrischen Reihe:

Yozt =1+z+2z24 ... = 1/(1 —z) fiir |z] < 1. Fir z = 1/2 besitzt
sie den Wert 2, so dass fiir z = % < %, also fiir [x| < 1+ 7, die Klammer kleiner

als 2 bleibt. °
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Lesehilfe zum Beweis .
Es ist offenbar R, 11(x) = > 02, 7> und das heiBt zundchst | R, 11(x)| =

> re, i % |. In der Summe konnen sich Reihenglieder ggf. aufgrund unter-
schiedlicher Vorzeichen noch gegenseitig teilweise kompensieren, so dass sie
sicher < der Reihe ist, in der alle Glieder positiv sind. Daher das erste < in
(3.21). Bei dem zweiten < werden die Nenner der Summanden durch kleine-
re Nenner ersetzt, was die einzelnen Briiche vergroBert, und die geometrische
Reihe ergibt.

Sehen wir uns nun die Exponentialfunktion bei O an: Zunéchst liefert die Rest-
gliedabschitzung fiirn = 0

exp(x) = 1 + Ry(x) mit|R,(x)| < 2|x| fiir |x| <1,
das heif3t
lexp(x) — 1] <2|x| fiir|x| <1.

Es sei nun (x,) eine beliebige Nullfolge. Dann ist |x,| < 1 fiir fast alle n, und fiir
diese gilt also
lexp(xy) — 1] < 2|x,|.

Wegen |x,| — 0 folgt daraus lim,,_,, | exp(x,)—1| = 0, und daher lim,,_, o, exp(x,,)
= 1. Da dies fiir alle Nullfolgen (x,) gleichermafBen richtig ist, haben wir also den
Funktionengrenzwert lim,_,¢ exp(x) = 1. °

3.5 Stetigkeit

Bei einer ,stetigen” Funktion bewirken kleine Verdnderungen des Arguments
nur kleine Veridnderungen des Funktionswerts; die Funktion kann daher keinen
»Sprung’ machen. Die Stetigkeit ist zunéchst eine lokale Eigenschaft und wie folgt
definiert:

Definition 3.7 Essei f : D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f heifit
stetig im Punkt a, falls gilt

lim f(x) = f(a).

Die Funktion f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Stetigkeit bedeutet also, dass der Grenzwert einer Funktion gleich dem Funkti-
onswert ist. Dies schlieBt natiirlich ein, dass der Grenzwert existieren muss. Und es
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heift auch, dass die Funktion mit der Limesbildung vertauscht werden darf:
lim f(x) = f <1im x) = (). (3.22)

Aquivalent zur obigen Definition lisst sich die Stetigkeit auch mit dem so genannten
e-8-Kriterium charakterisieren:

Satz 3.7 (e-§-Kriterium der Stetigkeit) Die Funktion f : D — R ist genau dann
stetig ina € D, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt so, dass gilt

| f(x)— f(a)] <& Vx e D mit|x —a| <.

Beweis ,,=“ Die Funktion f sei stetig in a, d.h., fiir jede Folge (x,) mit
lim, o X, = a gelte lim, o, f(x,) = f(a). Nehmen wir an, das e-6-Kriterium
sei nicht erfiillt. Das heifit, es gibt ein ¢ > 0 so, dass kein § > 0 existiert mit
| f(x) — f(a)| < e fiir alle x mit |x — a| < §. Fiir jedes beliebige § > 0 muss
also mindestens ein x € D existieren mit |[x — a| < &, aber | f(x) — f(a)| > e.
Betrachten wir nun speziell § = §, := 1/n fiir natiirliche Zahlen n > 1: Zu jedem
n muss es dann ein x, € D geben mit |x, —a| < 1/n, aber | f(x,) — f(a)|] > e.
Das aber heilit nichts anderes als lim,_., x, = a, und daraus folgt nach Voraus-
setzung der Stetigkeit lim, o, f(x,) = f(a). Dies aber steht im Widerspruch zu
| f(x,) — f(a)| = efirallen > 1.

,»<="“ Das g-6-Kriterium sei erfiillt. Wir miissen zeigen, dass dann fiir jede Folge
(x,) mit lim,, o x, = a giltlim,_, o, f(x,) = f(a). Es sei also ein ¢ > 0 vorge-
geben und es liege ein § > 0 gemiB e-§-Kriterium vor. Wegen lim,,_,, x, = a gibt
esein N € N so, dass gilt |x, —a| < § fiirallen > N. Nach dem &-§-Kriterium ist
daher | f(x,) — f(a)| < e furallen > N; das aber heifit lim,, o, f(x,) = f(a). e

Lesehilfe zum Beweis
Bei Satz 3.7 handelt es sich um eine Aquivalenzaussage:

f stetig < e-§-Kriterium erfiillt.

Eine solche Aussage A < B lasst sich zeigen, indem beide darin enthalte-
nen Implikationen bewiesen werden, also A = B und B = A. Genau das
passiert oben: ,,=“ setzt Stetigkeit voraus und schlieBt daraus auf das e-6-
Kriterium, und bei ,,<=* umgekehrt.

In ,,=* wird ein Widerspruchsbeweis durchgefiihrt, siche ggf. noch ein-
mal die Lesehilfe zum Beweis in Abschn. 1.1.2. Aufierdem wurde in beiden
Beweisteilen die Grenzwertbedingung aus Definition 2.1 verwendet.

Die Funktion f ist also genau dann stetig in a, wenn gilt: Der Funktionswert
f(x) weicht beliebig wenig von f(a) ab, wenn x nur hinreichend nahe bei a liegt.
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Als ein anschauliches und fiir die meisten praktischen Fille ausreichendes Kri-
terium fiir die Stetigkeit einer Funktion konnen wir festhalten:

Alle ,,normalen* Funktionen auf einem Intervall, deren Funktionsgraphen sich
ohne den Stift abzusetzen zeichnen lassen, deren Graphen also keine Spriinge auf-
weisen, sind stetig.

Lesehilfe

Die Kurzformel ,,Stetigkeit = keine Spriinge im Graphen‘ ist einfach und
niitzlich. Ein wenig aufpassen miissen wir jedoch auch hier: Betrachten wir
die Funktion f : R* — R mit f(x) = 1/x. Sie ist bei 0 nicht definiert,
und ihr Graph besteht bekanntlich aus zwei Hyperbelzweigen. Sie ist stetig
auf ihrem Definitionsbereich, d. h. in jedem Punkt a € R*. Trotzdem muss
man den Stift absetzen, um den Graphen zu zeichnen. Daher enthilt die obige
Aussage den Zusatz ,,auf einem Intervall“. Und R* ist eben kein Intervall,
sondern aus zwei Intervallen zusammengesetzt, R* = ]—o0, 0[ U ]0, ocol.

3.5.1 Beispiel: Stetigkeit der Exponentialfunktion

Betrachten wir die Exponentialfunktion. Ihren Graphen haben wir schon gesehen,
siche Abb. 3.2, und ,,wissen* daher, dass sie in jedem Punkt a € R stetig ist.

Um dies tatséchlich zu beweisen, miissen wir zeigen, dass gilt lim,_,, exp(x) =
exp(a) Ya € R:

Es sei (x,) eine Folge mit lim,_, o, x, = a. Dann gilt lim,,_, . (x, —a) = 0, und
damit wegen lim,_,o exp(x) = 1, siche Abschn. 3.4.2, auch

lim exp(x, —a) = 1.
n—-oo
Mit der Funktionalgleichung fiir exp ergibt sich daraus

lim exp(x,) = lim exp(a + x, —a) = lim [exp(a) exp(x, —a)]

= exp(a) lim exp(x, — a) = exp(a). °

3.5.2 Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen

Die Eigenschaft der Stetigkeit tibertrégt sich von ,,Grundfunktionen‘ auf aus diesen
zusammengesetzte Funktionen:

Satz 3.8 Es seien f,g : D — R zwei Funktionen, die in a € D stetig sind, und
¢ € R eine Zahl. Ferner sei h : E — R eine Funktion mit f(D) C E, die in
b := f(a) stetig sei. Dann gilt:
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(1) Die Funktionen
f+g:D—>R, c¢f:D—>R, fg:D—->R

sind stetig in a. Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion

! :D'—= R mitD :={x € D|g(x) # 0}

§

stetig in a.
(2) Die Funktionh o f : D — R ist stetig in a.

Beweis

(1) Der Beweis von (1) ergibt sich aus den entsprechenden Rechenregeln fiir Zah-
lenfolgen.

(2) Es sei (x,) ein Folge in D mit x, — a. Da f in a stetig ist, gilt
lim,_o f(x,) = f(a), also b, := f(x,) — b. Aus der Stetigkeit von h
in b folgt lim,_,, h(b,) = h(b). Dies ergibt

Jim (7o f)(xy) = lim A(f(x,)) = lim h(by) = h(b) = h(f(a)). e

Beispiele

(1) Die konstanten Funktionen und die identische Funktion id sind stetig. Daraus
folgt mit Satz 3.8, dass auch siamtliche rationalen Funktionen, siehe (3.15), in ihrem
Definitionsbereich stetig sind.

(2) Die Betragsfunktion abs : R — R, abs(x) = |x]|, ist stetig. Fiir Stellen ¢ # 0
kann abs auf id bzw. —id zuriickgefiihrt werden. Betrachten wir nun @ = 0: Es sei
(x,,) eine Nullfolge. Dann ist

lim |x,| =0 =10|,

also ist abs auch bei O stetig.

(3) Mit einer Funktion f : D — R ist auch die Funktion | f| : D — R stetig, denn
esist|f| =abso f.

(4) Die Funktionen exp und id” sind stetig. Somit sind auch die Verkettungen f :=
expoid’ : R — Rund g :=id* oexp: R — R stetig, wobei gilt

S =exp(ed) =, gl) = (exp(x)’ = () = >

(5) Die Dirichlet-Funktion, siehe (3.7), ist in keinem Punkt ihres Definitionsbe-
reichs stetig. Und die Heaviside-Funktion, (3.16), ist bei O nicht stetig.

Lesehilfe
Die Stetigkeit ist keine exotische Eigenschaft fiir Funktionen. Man muss sich
schon Miihe gehen, Beispiele fiir nicht stetige Funktionen zu finden.
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Abb. 3.4 Wir betrachten den Graphen einer auf dem Intervall / = [a, b] stetigen Funktion f. An
den Randpunkten nimmt f* die Funktionswerte f(a) bzw. f(b) an. Jeder Wert y,, der zwischen
f(a) und f(b) liegt, kommt dann als Funktionswert von f in diesem Intervall vor, d. h., es gibt
mindestens eine Stelle xo mit f(xo) = yo. Das Bild des gesamten Intervalls, also die Menge (1),
ist wieder ein Intervall. Man macht sich leicht klar, dass diese Eigenschaften nicht mehr erfiillt sein
miissen, wenn die Funktion nicht stetig ist, der Graph also Spriinge aufweisen kann

3.5.3 Zwischenwertsatz

Wir haben bereits festgehalten, dass der Graph einer stetigen Funktion auf einem
Intervall ,,ohne den Stift abzusetzen‘ gezeichnet werden kann, also aus einer durch-
gehenden Kurve besteht. Es ist daher anschaulich klar, dass gilt (siche Abb. 3.4):

Satz 3.9 (Zwischenwertsatz) Essei [ : [a,b] — R eine stetige Funktion auf dem
Intervall [a, D), und yq sei eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es ein
Xo € [a,b] mit f(x0) = Yo.

Beweis Der formale Beweis erfordert etwas hoheren Aufwand, und wir belassen
es bei dem obigen anschaulichen Argument. )

Diese Aussage bezeichnet man als den Zwischenwertsatz, da sie besagt, dass
jeder Wert zwischen den Endwerten angenommen wird. Natiirlich kann es dabei
auch mehrere Stellen xp; geben, an denen der Funktionswert y, angenommen wird.

» Zwischenfrage (4) Gilt die Aussage des Zwischenwertsatzes auch fiir Funktionen,
die nur in einzelnen Punkten nicht stetig sind?
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Aus dem Zwischenwertsatz folgt beispielsweise, dass eine stetige Funktion, die
an einer Stelle negativ ist und an einer anderen positiv, zwischen diesen beiden
Stellen eine Nullstelle besitzen muss.

Des Weiteren bilden stetige Funktionen Intervalle stets wieder auf Intervalle ab
(siche Abb. 3.4):

Satz 3.10 Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann
ist auch f(I) C R ein Intervall.

Beweis Wir verzichten auch hier auf den formalen Beweis. Die Aussage ist erneut
zumindest anschaulich klar, wenn man sich die Stetigkeit des Funktionsgraphen vor
Augen hilt. o

Lesehilfe
Wenn [ ein Intervall ist, handelt es sich um ein ,,zusammenhangendes Stiick*
auf der x-Achse. Und der Satz besagt, dass dieses durch eine stetige Funktion
auf ein zusammenhéngendes Stiick auf der y-Achse abgebildet wird. Dass
das so sein muss, ist klar, wenn der Graph durchgehend gezeichnet werden
muss.

Ubrigens ist natiirlich auch R = ]—o0, oo[ ein Intervall.

SchlieBlich halten wir fest:

Satz 3.11 Eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall, f : [a,b] —
R, a,b € R, a < b, ist beschrcinkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an.

Beweis Erneut ohne formalen Beweis, aber anschaulich nachvollziehbar. o

Zu beachten ist, dass diese Aussage nur bei abgeschlossenen Intervallen gilt.
Betrachten wir etwa die Funktion id : [0, 1] — R auf einem halboffenen Intervall.
Die Funktion ist stetig, nimmt aber ihr Maximum nicht an: Das Supremum der
Funktionswerte ist 1, die Funktion nimmt jeden Wert zwischen O und 1 an, die 1
selbst jedoch nicht, so dass die Funktionswerte kein Maximum besitzen.

» Antwort auf Zwischenfrage (4) Die Frage war, ob der Zwischenwertsatz giiltig
bleibt fur Funktionen, die nur in einzelnen Punkten nicht stetig sind.
Tatsachlich gilt der Zwischenwertsatz nur, wenn die Funktion in jedem Punkt stetig
ist. Betrachten wir z. B. die Heaviside-Funktion H, siehe (3.16), etwa auf dem Intervall
[—2, 3]. Sie ist nur bei 0 nicht stetig. Es ist H(—2) = 0 und H(3) = 1. Die Zwischen-
werte zwischen 0 und 1 werden jedoch nicht angenommen, weil ihr Graph eben
nicht durchgehend ist, sondern eine Liicke aufweist.
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Das Wichtigste in Kiirze

e Eine Funktion f : D — R ordnet jedem Element des Definitionsbereichs
x € D eindeutig einen Funktionswert f(x) zu. Die Menge aller vorkom-
menden Bilder f(D) heift die Bildmenge. Mit Hilfe des Graphen kann eine
Funktion anschaulich dargestellt werden.

e Dic Exponentialfunktion exp : R — R ist iiber die Exponentialreihe defi-
niert. Die Exponentialreihe ist fiir alle x € R absolut konvergent. Die Expo-
nentialfunktion erfiillt die Funktionalgleichung.

e Die Euler-Zabhl e ist definiert als e := exp(1). Fiir die Exponentialfunktion
schreibt man auch exp(x) =: e*.

e Funktionen lassen sich durch rationale Operationen oder durch Verkettung zu
weiteren Funktionen zusammensetzen.

e Der Grenzwert ciner Funktion f fiir x — @ wird auf den Grenzwert von
Folgen ( f(x,)) mit x, — a zuriickgefiihrt.

e Damit der Grenzwert einer Funktion im Inneren eines Intervalls existiert,
miissen rechts- und linksseitiger Grenzwert existieren und gleich sein.

e Eine Funktion heifit stetig in einem Punkt, falls ihr Grenzwert mit dem Funk-
tionswert iibereinstimmt. Der Graph einer stetigen Funktion auf einem Inter-
vall ldsst sich ,,zeichnen ohne abzusetzen®.

e Die Stetigkeit tibertrdgt sich auf zusammengesetzte Funktionen.

e Stetige Funktionen erfiillen den Zwischenwertsatz.

Und was bedeuten die Formeln?
Iy:={(x.y) e DxR|y = f(x)}, [f(T):={y=f(x)|xeT}

00 Lk
exp(x) := Z %, exp(0) =1, e:=exp(l), e*:=exp(x),
k=0 "

k=0 k

) X ) n & n n—i
e =c'e!, (x+y) = Z( )x S (fegx) = flg(x),
n xk ] xn+1 n
exp(x) = g a + Ryp1(x) mit R, (x)] < Zh und |x| <1+ 5

lim f(x) =c, liglf(X):Ca li;nf(X)an lim f(x) = f(a).

X—a
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Ubungsaufgaben

A3.1 Bestimme die Gleichung der Parabel, die bei ¢ und b, a # b, die x-Achse
schneidet und den maximalen Wert ¢ > 0 besitzt. Ist sie nach oben oder unten
geoffnet?

A3.2 Gib jeweils den maximal moglichen Definitionsbereich der reellen Funktio-
nen mit den folgenden Funktionsvorschriften an:

A=, hE) =V2x, A =V,
1 1 X—7
fi) =5 )= i Jo(x) = Wi
3x2+6x —1
fr(x) = 303~ 18x2 1 3B3x — 18 Jfs(x) = exp(—2x).

A3.3 Besitzen quadratische Funktionen immer Nullstellen? Wie sieht es mit einem
Polynom dritten Grads aus? Und allgemein fiir den Grad n?

A3.4 Vorsicht, fiir diese Aufgabe muss etwas gerechnet werden: Die Funktion f
mit der Funktionsvorschrift

2x* — 8x3 — 14x% + 44x + 48

fo = X +3x2—4

besitzt eine Nullstelle bei x = 4. Bestimme sdmtliche anderen Nullstellen, die
Polstellen und die Asymptoten ihres Graphen.

A3.5 Gib — wenn moglich — den Wert der folgenden Grenzwerte an:

1 1 1
(1) lim — @) lim (3) lim —
X—00 X x—0 X x—>0 X
1 9x2 — 7x + 49 9x2 — 7x + 49
4) lim % (5) lim )63—)“;00 (6) 111%’“3—’“;00
X—>—00 X X—>00 X7 — X — x—=0 X° — X —
6 4 2 2 1 _
(7) lim exp(—x) (8) lim ~ X T T g) i (m-uu).
X—=00 xX—>00 EX6 =+ Tx3 r—00 riry

A3.6 Wird der Zwischenwertsatz so richtig wiedergegeben?
Es sei [ : [a,b] — R eine stetige Funktion auf dem Intervall [a,b], und y,
sei eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es genau ein xo € [a,b] mit

S (xo0) = yo.
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Umkehrfunktionen 4

Bei vielen wichtigen Funktionen handelt es sich um Umkehrfunktionen bekann-
ter Funktionen. So ist das Wurzelziehen die Umkehrung des Quadrierens, und der
Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Der Logarithmus ist neben seinen praktischen Anwendungen auch deshalb von
besonderem Interesse, weil wir ihn bendtigen, um die Exponentialfunktion zu einer
beliebigen Basis zu definieren.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Unter bestimmten Bedingungen kann man eine Funktion ,,umkehren®, und
damit aus dem Funktionswert das Argument bestimmen. Wir miissen ge-
nau wissen, was dafiir notwendig ist.

e Wir lernen den Begriff der strengen Monotonie von Funktionen kennen.

e Jeder kennt die Wurzel einer Zahl. Wir wollen uns hier genau ansehen, was
Waurzelfunktionen sind.

e Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Daraus
ergeben sich seine teilweise iiberraschenden Eigenschaften. Dabei lernen
wir wieder eine Funktionalgleichung kennen. Und wir werden sehen, was
logarithmische Skalen sind.

e Die allgemeine Exponentialfunktion hat eine andere Basis als e. Wir ler-
nen, warum dafiir der Logarithmus notwendig ist.

e Schliellich werden wir sehen, inwiefern die Exponentialfunktion ,,stark*
ist und der Logarithmus ,,schwach®.
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4.1 Definition der Umkehrfunktion

Eine Funktion f : D — R ordnet jedem x € D eindeutigein y € f(D) =: D’
zu, d. h., fiir jedes x € D gibtesein y € D' mit

x>y, (4.1)

Erfolgt diese Zuordnung eineindeutig, taucht also jedes y € D’ nur genau einmal
als Bild eines x € D auf, so nennt man die Funktion

f:D— D'

bijektiv. Bei einer bijektiven Funktion gibt es also zu jedem Element der Bildmenge
genau ein Urbild.

Lesehilfe

Das eigenartige Wort ,,eineindeutig* ist nichts anderes als ein deutsches Wort
fiir ,,bijektiv. Eine Funktion ordnet ja grundsitzlich einem x-Wert genau
einen y-Wert zu — sie ist also eindeutig. Wenn nun jeder y-Wert nur genau ein-
mal vorkommt, und man daher aus ihm auf den x-Wert riickschlieen kann,
die Funktion also auch in dieser Richtung eindeutig ist, nennt man sie einein-
deutig.

Eine Zuordnung (4.1), die mit einer bijektiven Funktion f verbunden ist, lédsst

sich umkehren:
VA

Y — X. 4.2)

Auf diese Weise erhilt man die Umkehrfunktion zu f, fir die man normalerweise
die Schreibweise f~! verwendet:

1D =D, y—x=f1). 4.3)

Es ist also

flo f=id, also f(f(x)) = x. (4.4)

Lesehilfe
Die Schreibweise f~! darfst du hier keinesfalls mit dem Kehrwert der Funk-
tion, d. h. der Funktion 1/f verwechseln.

Und die gefihrlich aussehende Gleichung f~' o f = id besagt nur, dass
mit Hin- und Zuriicklaufen nichts passiert: Mit f 1duft man von x nach y und
mit £~ wieder zuriick.
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Natiirlich sind nicht alle Funktionen bijektiv, so dass durchaus nicht fiir jede
Funktion eine Umkehrfunktion angegeben werden kann. Wir werden im Folgenden
die strenge Monotonie als ein einfaches Kriterium verwenden, das die Umkehrbar-
keit einer Funktion oder eines Teilbereichs der Funktion sicherstellt.

41.1 Monotonie

Den Begriff einer monotonen Folge haben wir im Zusammenhang mit Satz 2.2 be-
reits kennengelernt. Wir bendtigen die Monotonie jetzt fiir Funktionen:

Definition 4.1 Es sei f : D — R eine Funktion. Die Funktion f heifst

monoton steigend, falls Vxi,x, € D mit x; < x5 gilt  f(x1) < f(x2);
streng monoton steigend, falls Vxi,x, € D mit x; < x5 gilt ~ f(x1) < f(x2);
monoton fallend, falls Vx|, x, € D mit x; < x5 gilt  f(x1) > f(x2);

streng monoton fallend, falls Vxi,x, € D mit x; < x5 gilt ~ f(x1) > f(x2).

Die Funktionswerte einer streng monoton steigenden Funktion steigen also mit
groBer werdenden x-Werten stets an; bei einer ,,nur” monoton steigenden Funktion
konnen sie auch auf einem konstanten Wert verharren (und analog natiirlich bei
(streng) monoton fallenden Funktionen).

Beispiele

(1) Die Funktion id : R — R, x — Xx, ist streng monoton steigend. Die Funktion

—id ist streng monoton fallend.

(2) Konstante Funktionen f : R — R, x > ¢, sind sowohl monoton steigend als

auch monoton fallend, aber sie sind nicht streng monoton.

(3) Die Quadratfunktion id> : R — R, x — x2, ist nicht monoton. Die auf

R eingeschrinkte Funktion id*|g . ist allerdings streng monoton steigend (siehe

Abb. 4.1), denn wenn eine Zahl groBer wird, wird auch ihr Quadrat grofer.
Allgemeiner gilt: Alle Funktionen id"|g, mit# € N* sind streng monoton stei-

gend.

Lesehilfe
Man nennt f'|p+ die Einschrinkung der Funktion f : D — R auf die Menge
D* C D. Es handelt sich also einfach um die Funktion f : D* — R.
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Abb. 4.1 Der Graph der Quadratfunktion id> : R — R, x ~ x2, entpricht der so genannten
.Normalparabel“. Die Funktion ist nicht monoton. Schrinkt man sie jedoch ein auf den Bereich
nicht-negativer x-Werte, betrachtet also nur den Zweig in der nicht-negativen Halbebene, so ergibt
sich eine streng monoton steigende Funktion. Umgekehrt handelt es sich bei der Einschrinkung
auf die nicht-positive Halbebene um eine streng monoton fallende Funktion

4.1.2 Umkehrfunktion und Graph

Wir konnen nun unsere zentrale Aussage zu Umkehrfunktionen treffen:

Satz 4.1 Essei I C R ein Intervall und [ : I — R eine stetige, streng monoton
steigende (oder fallende) Funktion. Dann bildet f das Intervall 1 bijektiv auf das
Intervall 1' := f(I) ab, und die Umkehrfunktion f~' : I' — R ist ebenfalls stetig
und streng monoton steigend (bzw. fallend).

Beweis Aus der Stetigkeit von f folgt, dass f(/) wieder ein Intervall ist, siche
Satz 3.10. Aus der strengen Monotonie folgt die Bijektivitit von f und auch die
strenge Monotonie von f~!, wie man sich anschaulich anhand des Graphen klar-
machen kann. Die Stetigkeit von f~! lisst sich formal aus dem e-§-Kriterium der
Stetigkeit gewinnen; auch sie ist anschaulich klar, so dass wir auf den formalen
Beweis verzichten wollen. )

Lesehilfe
Die strenge Monotonie ist also hier die Eigenschaft, die sicherstellt, dass die
Funktionen bijektiv sind und somit umgekehrt werden kénnen.
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Abb.4.2 Der Graph der Umkehrfunktion f~! ergibt sich aus dem Graphen von f durch Spiege-
lung an der Geraden y = x. Beim Ubergang von f zu f~! tauschen x und y ihre Rollen

Der Graph der Umkehrfunktion f~' ergibt sich aus dem Graphen von f durch
Spiegelung an der Geraden y = x, siche Abb. 4.2. Dies ist einsichtig, wenn man
sich noch einmal klarmacht, dass mit der Umkehrfunktion die Zuordnung x +— y
umgekehrt wird zu y +— x, dass also x und y ihre Rolle tauschen. Genau das aber
passiert bei der Spiegelung des Graphen an der Geraden y = x.

» Zwischenfrage (1) Folgt auch aus der normalen Monotonie einer Funktion bereits,
dass sie bijektiv ist?

4.2 Wurzelfunktionen

Bei den Wurzelfunktionen handelt es sich um die Umkehrung der Potenzfunktionen
id":

Definition 4.2 Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 ist die Funktion id" : R, — R,
X > X", stetig und streng monoton steigend, und sie bildet R  bijektiv auf R . ab.
Die Umkehrfunktion

sqrt, : Ry — Ry, x> Ux

ist somit stetig und streng monoton steigend und wird als n-te Wurzel bezeichnet.
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Lesehilfe
Kurz zu den Schreibweisen: Die Funktion id"|g, ist bijektiv. Schreibt man
sie als id" : R, — R, so ist zu beachten, dass hinter dem Pfeil zundchst
einmal nur die Wertemenge steht, was etwas anderes ist als die Bildmenge
id"(R,) = R, also die Menge aller tatsichlich vorkommenden y-Werte.
Und: Die Funktionsbezeichnung sqrt leitet sich vom Englischen ,,square
root™ ab. Sie ist allgemein iiblich, auch wenn man zugeben muss, dass es sich
fiir n > 2 gar nicht um eine ,,Quadratwurzel handelt.

Unsere Definition fiir die Wurzelfunktionen x — 4/x beschriinkt sich auf nicht-
negative Argumente und kann so fiir alle n gleich formuliert werden.

Fiir ungerade n ist diese Einschriankung nicht nétig: Dann ist die Funktion x +—
x™" auf ganz R streng monoton steigend und bijektiv, und die n-te Wurzel kann auf
ganz R definiert werden.

Lesehilfe

Die dritte Wurzel kann man auch aus negativen Zahlen ziehen, z.B. ist
/=27 = -3, gleichbedeutend mit (—3)> = —27. Und das geht bei unge-
radzahligen Wurzeln immer, etwa auch: ~/—2048 = —2.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, ob die normale Monotonie einer
Funktion bereits ihre Bijektivitat sicherstellt.
Nein, die normale Monotonie reicht nicht aus. Die Nullfunktion etwa ordnet jedem
x € R die 0 zu und sie ist monoton steigend (und gleichzeitig auch monoton fal-
lend). Aber sie ist mitnichten bijektiv, denn aus dem Funktionswert 0 ldsst sich of-
fenbar nicht auf einen eindeutigen x-Wert riickschlieBen.

Beispiele

(1) Die Quadratfunktion x + x? ist auf R, streng monoton steigend. Ihre Umkehr-
funktion ist die Quadratwurzel x — 2/x =: /x, siche Abb. 4.3.

(2) Die dritte Wurzel x > /x ist die Umkehrfunktion der Funktion x + x3, die
auf ganz R streng monoton steigt. Beide Funktionen bilden R bijektiv auf R ab,
siche Abb. 4.4.

(3) Wir betrachten die Funktion f : R — R mit

f(x) =y = ~2x2—8x. (4.5)

Wir wollen eine Umkehrfunktion angeben. Dazu ist zunichst festzustellen, dass die
Funktion f nicht global umkehrbar ist, da sie nicht streng monoton und nicht bijek-
tiv ist. Zur Angabe einer Umkehrfunktion miissen wir sie also auf einen geeigneten
Bereich einschrénken.
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X

Abb. 4.3 Die Quadratfunktion id>: R —> R, x — x2, ist global nicht streng monoton. Ihr nicht-
negativer Zweig, d. h. die eingeschrinkte Funktion id?|R . ist allerdings streng monoton steigend
und bildet R bijektiv auf R ab. Thre Umkehrfunktion ist die Quadratwurzel sqrt : R — R,
X > 4/X. Auch sie ist bijektiv und streng monoton steigend
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Abb. 4.4 Die Funktion id® : R — R, x > x3, ist streng monoton steigend und bildet R bijektiv
auf R ab. Thre Umkehrfunktion ist die dritte Wurzel sqrt; : R — R, x > J/x, ebenfalls eine
bijektive und streng monoton steigende Funktion
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Der Radikant hat die Form
207 —8x =2(x* —4x) =2((x —2)*—4) =2(x —2)* - 8.

Er steigt daher fiir x > 2 streng monoton an, und dies gilt dann auch fiir die Funk-
tion f, da sqrt; streng monoton steigt. Es ist f(2) = V=8 = —2, auBerdem
limy_o f(x) = +o00, so dass f das Intervall [2, co[ bijektiv auf das Intervall
[ — 2, oo abbildet. Die eingeschrinkte Funktion f'|[; oo =: fi ist daher umkehrbar
mit

£ [ =2, 00 = [2, 0.

Zur Ermittlung ihrer Funktionsvorschrift halten wir zunéchst allgemein fest:

Wird eine umkehrbare Funktion durch die Funktionsvorschrift y = f(x) be-
schrieben, so ergibt sich die Funktionsvorschrift der Umkehrfunktion f~', indem
man diese Gleichung nach x auflost:

y=/ ) & [y =x (4.6)

In unserem Beispiel 16sen wir also (4.5) nach x auf:

y=+2x2—8x & P =2x2—8x & 2x2—8x—y’=0

3 3
o x2—4x—%:0©x=2i,/4+%.

Da der Bildbereich von f,”! das Intervall [2, oo[ ist und die Quadratwurzel stets
nicht-negativ ist, kommt in dieser letzten Gleichung nur das +-Zeichen in Frage.

Es ist also
| / x3
f*— (x) =2 + 4 + —. (4.7)

4.3 Logarithmus und allgemeine Exponentialfunktion

4.3.1 Natiirlicher Logarithmus

Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Zwar
,.kennen“ wir bereits Graphen der Exponentialfunktion, wollen uns aber noch ein-
mal klarmachen, dass sie tatsichlich umkehrbar ist. Dazu zeigen wir, dass sie streng
monoton steigt und R bijektiv auf R abbildet:

e Strenge Monotonie: Fiir A > 0 gilt

2

A
exp(A):1+A+7+...>1.
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Es sei nun x; < x,. Dannist A := x; — x; > 0, also exp(A) > 1, woraus folgt
exp(xz) = exp(x; + A) = exp(xy) exp(4) > exp(xy).

e Bildbereich R : Die Exponentialfunktion ist stetig (siche Abschn. 3.5.1), und es
istexp(x) > 0 Vx € R (siche Satz 3.5). Des Weiteren konnen wir leicht zeigen,
dass gilt

VILHJO exp(x) = oo und xLimm exp(x) =0,

denn fiir x > Oistexp(x) =14+ x + ‘724— > 1+ x, so dass exp fiir x — oo
bestimmt gegen +oo divergiert, und umgekehrt konvergiert daher exp(—x) =
1/ exp(x) gegen 0. °

Wir kénnen nun formulieren:

Satz 4.2 Die Exponentialfunktion exp : R — R ist bijektiv und streng monoton
steigend. Ihre Umkehrfunktion In : R% — R ist stetig und streng monoton steigend
und heifit natiirlicher Logarithmus. Sie erfiillt die Funktionalgleichung

In(xy) =Inx + In y. 4.8)

Beweis Es bleibt die Funktionalgleichung zu zeigen. Fiir x,y > O seia := Inx
und b := In y; somit gilt exp(a) = x und exp(b) = y. Nun ist nach der Funktio-
nalgleichung von exp

exp(a + b) = exp(a) exp(b) = xy
und damit nach Definition der Umkehrfunktion

In(xy)=a+b=1Inx +1ny. °

Lesehilfe zum Beweis

Es wird hier die Eigenschaft von Funktion und Umkehrfunktion verwendet.
Der Zusammenhang y = f(x) < f~'(y) = x lautet hiera = Inx &
exp(a) = x,und f(f~'(x)) = x wird zu In(exp(a + b)) = a + b.

Genauso wie die Funktionalgleichung beweist man die Rechenregel

> =Inx—Iny, 4.9)
y

denn mit den Bezeichnungen von oben folgt aus f = Z—Z = e“7" die Gleichung

Inf=a-—5b.
y
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exp

Abb. 4.5 Der Graph des natiirlichen Logarithmus In : R% — R ergibt sich aus dem Graphen
der Exponentialfunktion durch Spiegelung an der Achse y = x. Er schneidet die x-Achse an der
Stelle 1, d. h., esistIn 1 = 0, er lduft fiir x — 0 gegen —oo und wichst fiir x — oo unbeschrinkt

Der Graph der In-Funktion ergibt sich in iiblicher Weise durch Spiegelung an der
Achse y = x aus dem Graphen der Exponentialfunktion, siche Abb. 4.5. Man sieht
insbesondere, dass gilt:

Inl =0, 4.10)

Ine =1, “4.11)

limInx = —o0, 4.12)
xN\0

lim Inx = +o0. (4.13)
X—>00

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass Logarithmen grundsdtzlich nur fiir
positive Argumente definiert sind.

4.3.2 Beispiel: Zerfallsgesetz und Halbwertszeit

Wie wir bereits gesehen haben, handelt es sich bei x +— e ™ um eine fallende
Exponentialfunktion, die bei x = 0 den Wert 1 besitzt und fiir wachsende x immer
weiter abfillt. Fligt man nun im Argument noch einen Faktor £ > 0 hinzu, also
X +— e *¥ go fillt die Funktion offenbar fiir k < 1 langsamer und fiir k > 1
schneller ab.
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Mit einer solchen Funktion lassen sich Zerfallsprozesse beschreiben, wie zum
Beispiel der radioaktive Zerfall: Das Zerfallsgesetz lautet

N(t) = Nye 070, (4.14)

wobei N(¢) die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne zum Zeitpunkt ¢ angibt und
Ny die Anzahl der Kerne zum (Start-) Zeitpunkt ¢, ist. Die Zerfallskonstante A gibt
die Schnelligkeit des Zerfalls an und hdngt vom betrachteten Zerfallsprozess ab. Da
das Argument einer Exponentialfunktion immer einheitenlos sein muss, besitzt A
die Einheit 1/Zeit, also z.B. 1/s.

Lesehilfe
Der Ausdruck e* ist definiert fiir reelle x. Hat man es im Argument mit Zei-
ten ¢ zu tun, so ist das eine einheitenbehaftete Grofle, z. B. ¢ = 10s. Der

Ausdruck e’ ist dann gar nicht definiert, ebenso wenig wie 3 Bi™e" definiert
wire. Soll also die Zeit im Argument einer Exponentialfunktion vorkommen,
so muss sie mindestens von einer Konstante begleitet werden, so dass sich die
Einheiten aufheben konnen.

Unter der Halbwertszeit t,/, eines radioaktiven Stoffs versteht man die Zeit, in
der die Hilfte der Kerne zerfillt. Fiir sie gilt daher

1
Noe ™2 = 3 No,

also unabhingig von Ny

1
Ay = 4.15
e > (4.15)

Wir I6sen diese Gleichung nach 71/, auf, indem wir auf beiden Seiten den natiirli-
chen Logarithmus In anwenden. Dies ergibt zunéchst

1
—)Lll/z =In E

und mit (4.9) und In 1 = 0 schlieBlich den Zusammenhang

In2
f)y = 22 (4.16)
/ )

zwischen Halbwertszeit und Zerfallskonstante. Je grofler die Zerfallskonstante ist,
desto schneller zerfallen die Kerne und desto kleiner ist die Halbwertszeit.

4.3.3 Allgemeine Exponentialfunktion

Mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus definiert man die Exponentialfunktion zu
einer beliebigen Basis a > 0:
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Definition 4.3 Fiir eine reelle Zahl a > 0 wird die Funktion exp, : R — R
definiert durch
exp,(x) := exp(xIna).
Lesehilfe

Wir haben es hier natiirlich mit nichts anderem als ,,a*“ zu tun. Aber etwas
Geduld; das sehen wir uns jetzt genau an.

Die Funktion exp, ist als Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig. Sie be-

sitzt dieselben Eigenschaften wie die ,,normale* Exponentialfunktion exp:

Satz 4.3

(1)
(2)
(3)
(4)
Be
(H

)
3)

“)

>

Mi

Fiir alle x,y € R gilt exp,(x + y) = exp,(x) exp,(y).
Fiir alle x € R gilt exp,(—x) = 1/ exp,(x).
Fiir alle k € 7, gilt exp, (k) = a*.

Fiiralle p € Z und q € N mit q > 2 gilt expa(g) = Yar.
weis
Ergibt sich unmittelbar aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

exp,(x + y) = exp((x + y)Ina) = exp(xlna + ylnd) = exp(xlna) -

exp(y Ina) = exp, (x) exp, ().
Folgt aus (1) mit y = —x: exp,(x — x) = exp,(0) = 1 = exp,(x) exp,(—x).
Wir zeigen zunéchst durch vollstindige Induktion, dass Vn € N gilt

exp,(nx) = (exp,(x))". 4.17)
Induktionsanfang n = 0: exp,(0) = exp(0) = 1 = (exp,(x))°.
Induktionsschritt n — n + 1: exp,((n + 1)x) = exp,(nx + x) @ exp, (nx) -

v
exp, (x) = (exp, (x))" exp, (x) = (exp, (x))"*".
Wegen exp, (1) = exp(lna) = a und exp,(—1) = 1/a folgt daraus fiir x = 1

bzw. x = —1: exp,(n) = a” und exp,(—n) = a™". Also ist exp, (k) = a* fiir
allek € Z.

Esist a? & exp,(p) = exp,(q - 5) L7 (expa(g))‘f. Durch Ziehen der g-ten
Waurzel ergibt sich daraus die Behauptung. °

Zwischenfrage (2) Warum ist g > 2 in Teil (4) des Satzes 4.3?
Aus Teil (3) von Satz 4.3 motiviert sich die allgemein iibliche Bezeichnung
a* :=exp,(x) = exp(xIna) = e* ", (4.18)

t dieser Schreibweise lautet Teil (1) des Satzes

a*™ =a*a’. (4.19)
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Nach Teil (4) des Satzes, d.h. mit af = J/aP, kann das Rechnen mit Wurzeln
auf das Rechnen mit Potenzen zuriickgefiihrt werden. Insbesondere ist fiir n € N,
n>2,

Ya=ar. (4.20)

Lesehilfe
Fiir das Rechnen im Kopf ist die Formel a”?/9 = {/a” oft niitzlich. So ist
beispielsweise 83 = /8% = (v/8)* = 2* = 16 leicht zu berechnen.

Die Potenzen erfiillen weitere Rechenregeln:
Satz 4.4 Fiirallea,b € R% und x,y € R gilt
In(@*) = xIna, (@)’ =a", (ab)* =a*b*, (1/a)* =a™".

Beweis Es ist a* = exp(xIna), also Ina* = xlIna. Daraus folgt (a*)” =
exp(yIn(a*)) = exp(yxlna) = a*. Ferner ist (ab)* = exp(xlIn(ab)) =
exp(x(Ina + Inb)) = exp(xIlna + xInb) = exp(xIna)exp(xInd) = a*b*.
SchlieBlich: a™ = exp(—xIna) = 1/exp(xlna) = 1/a* = (1/a)*; das letzte
Gleichheitszeichen wird wie folgt klar: (1/a)* = exp(xIn(1/a)) = exp(x(In1 —
Ina)) = 1/a*. °

Lesehilfe
Die zweite, dritte und vierte Regel von Satz 4.4 kennen wir schon, zumindest
fiir ganzzahlige Exponenten, siche Abschn. 1.2.2.

Als grundlegende Eigenschaften der Exponentialfunktionen halten wir fest:

o Die Exponentialfunktionen x — a* sind nur fiir positive Zahlen a > 0 definiert.
An der Stelle 0 besitzen sie den Funktionswert 1: a® = exp(0-1na) = exp(0) =
1.

e Fiir a > 1 handelt es sich um streng monoton steigende Funktionen. Der Graph
von x +—> 2% beispielsweise dhnelt dem der gewohnlichen Exponentialfunktion
X — e¥; er verlduft wegen 2 < e insgesamt etwas flacher (siche Abb. 4.6).

e Fiir 0 < a < 1 sind die Exponentialfunktionen streng monoton fallend. Wegen
(1/2)* = 1/2* = 27 entspricht beispielsweise der Graph von x — (1/2)*
dem an der y-Achse gespiegelten Graphen von x — 2* (siche Abb. 4.6).
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Abb. 4.6 Der Graph der Exponentialfunktion x + 2* ihnelt dem Graphen von x — exp(x) =
e'. Wegen 2 < e verlduft er insgesamt etwas flacher. Der Graph von x +— (1/2)* = 27* ergibt
sich aus dem Graphen von x +— 2* durch Spiegelung an der y-Achse. Alle Exponentialfunktionen
schneiden die y-Achse bei 1

Lesehilfe

Die Ersetzung x — —x in einer Funktion bewirkt das Vertauschen von
»rechts* und , links* auf der x-Achse; ihr Graph wird daher an der y-Achse
gespiegelt.

Fiir a = 1 schlieBlich ist a* = 1¥ = exp(x In 1) = exp(0) = 1 eine Konstante.

Alternativer Blick auf Potenzen

Wir haben die Potenzen a* in diesem Kapitel definiert als a* := exp(x Ina),
also letztendlich tiber die Exponentialreihe. Diese Definition wirkt etwas un-
handlich. Wir wollen daher noch einmal einen zusammenfassenden Blick auf
die Potenzen werfen und iiberlegen, in welcher Weise es auch anders ginge:

(1) Fiir x € N lassen sich die Potenzen a* auf natiirliche Weise definieren,
indem der Faktor a x-mal aufgeschrieben wird (sieche Abschn. 1.2.2).
Dies ist ohne Einschrinkung fiir alle a € R moglich. Die Erweiterung
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3)

auf negative ganzzahlige Exponenten ergibt sich, indem man fiir a # 0
setzt a™™* := (1/a)*.

Die Erweiterung auf rationale Exponenten x = p/q, p € Z, q €
N,qg > 2, konnte nun erfolgen, indem man analog zu Satz 4.3 (4)
definiert a?/? := {/aP. Diese Definition erlaubt fiir ungeradzahlige ¢ be-
liebige Argumente a, fiir geradzahlige ¢ muss das Argument der Wurzel
jedoch nicht-negativ sein, d. h., fiir geradzahlige p wiren zwar negative
a erlaubt, fiir ungeradzahlige p jedoch nicht. Eine auf ganz Q definierte
Funktion x +— a* ist daher nur fiir a > 0 moglich.

Es bliebe die Frage, was a* (¢ > 0) fiir irrationale Exponenten x be-
deutet, was also heifit etwa a v29 Die Antwort kann lauten, dass man die
Funktion x — a* von rationalen x auf irrationale x stetig fortsetzt, also
fiir eine irrationale Zahl x setzt a* := lim,_,, ,eq @’ .

Insgesamt wird man wohl sagen konnen, dass der Zugang iiber a* =
exp(xIna), a > 0, keine groferen Schwierigkeiten aufweist als der oben

ski

zzierte Weg tiber elementarere Definitionen.
Hinzu kommt, dass die Exponentialfunktion nicht nur fiir reelle, sondern

auch fiir komplexe Argumente z von Bedeutung ist, wie wir in Kap. 8 sehen
werden. Und auch das funktioniert mit der Exponentialreihe, unveréndert iiber

aZ

:=exp(zIna).

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Die Frage war, warum in der Formel expa(g) =

YaP die Zahl ¢ > 2 sein muss.
Das g im Nenner des Exponenten ergibt die ¢-te Wurzel. Eine Wurzel ist aber erst ab

2,a

43.4

Iso ab der zweiten Wurzel definiert.

Allgemeiner Logarithmus

Wie wir gesehen haben, sind die Funktionen exp, : R — RZ, x > a*, fiira > 1
streng monoton steigend und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend, und sie bilden
R bijektiv auf R ab. Analog zum natiirlichen Logarithmus kénnen wir daher den
allgemeinen Logarithmus wie folgt definieren:

Definition 4.4 Die Funktion exp, : R — RY, x > a*, a € R \ {1}, bildet R

bijektiv auf R ab. Ihre Umkehrfunktion log, : R% — R heifft Logarithmus zur

Basis

» Zw

a.

ischenfrage (3) Warum ista = 1 in Definition 4.4 nicht erlaubt?
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Abb. 4.7 Der Graph des Zweierlogarithmus log, ist streng monoton steigend. Er dhnelt dem Gra-
phen des natiirlichen Logarithmus In = log,. Bei einer Basis kleiner 1 ist der Logarithmus streng
monoton fallend, hier am Beispiel log, /,. Alle Logarithmen schneiden die x-Achse bei 1

Der Logarithmus von x zur Basis a, log, x, ist also die Zahl, mit der a potenziert
werden muss, um x zu erhalten:

yi=log,x & a’=ux. (4.21)
Aus den Eigenschaften der Funktionen exp, (siehe Abb. 4.6) ergibt sich: Die Funk-
tion log, ist streng monoton steigend fiir ¢ > 1 und streng monoton fallend fiir
0 < a < 1, siche Abb. 4.7. Dabei gilt stets
log,1=0. (4.22)
Ubrigens entspricht der natiirliche Logarithmus dem Logarithmus zur Basis e:
In = log, . (4.23)
Die Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus lassen sich ohne Schwierigkei-

ten auf den allgemeinen Logarithmus iibertragen; wir fassen sie hier noch einmal
zusammen:
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Satz 4.5 Fiiralle x,y € R} unda >0, a # 1, gilt

log, (xy) = log, x +log, y, (4.24)
X

log,, ; = log, x —log, y, (4.25)

log,(x¥) = ylog, x. (4.26)

Dariiber hinaus erfiillt der Logarithmus den so genannten Basiswechselsatz (es sei

hierb > 0,b # 1)

_ log, x

log, x 4.27)

" logya’

Beweis Der Beweis der Formeln (4.24) bis (4.26) erfolgt analog zum natiirlichen
Logarithmus, sieche Abschn. 4.3.1. Den Basiswechselsatz sieht man wie folgt ein:
Es seiz := log, x, das heit a* = x. Die Anwendung von log,, auf diese Gleichung
ergibt

log,(a®) = log, x.

Nun ist aber nach (4.26)

log,(a®) = zlog,a, also zlog,a = log,x. °

Lesehilfe

Vielleicht empfindest du die Rechenregeln fiir den Logarithmus teilweise
als wenig intuitiv. Sie sind tatsdchlich ungewohnlich, insbesondere der Ba-
siswechselsatz ist bemerkenswert. Wie du siehst, ist sein Beweis dennoch
erstaunlich einfach; man muss nur das Richtige hinschreiben — was, zuge-
geben, eben doch gar nicht so leicht ist.

Auf Taschenrechnern finden sich iiblicherweise Tasten fiir den natiirlichen Lo-
garithmus, normalerweise als ,,In“, und fiir den Zehnerlogarithmus, log;,, oftmals
abgekiirzt mit ,Jog* oder ,,Ig“. Ein beliebiger Logarithmus kann dann auch ohne
Vorliegen einer entsprechenden Taste mit Hilfe von (4.27) berechnet werden. Zum
Beispiel
In7 oder log,, 7
In3 ~ log,,3

Besonders einfache Logarithmen lassen sich natiirlich auch ohne Hilfsmittel ange-
ben. So ist

log; 7 = ~ 1,7712.

1
log,, 1000 =3, log,16 =4, log,27 =3, log, 3= —1 usw.
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» Antwort auf Zwischenfrage (3) Die Frage war, warum es keinen Logarithmus zur
Basis 1 gibt.
Mit a = 1 hat man zwar durchaus eine Exponentialfunktion, wenn auch eine lang-
weilige: Es ist 1¥ = e¥I"l = ¢0 = 1. Aber sie ist nicht bijektiv und daher nicht
umkehrbar. Es gibt also keinen Logarithmus zur Basis 1.

4.3.5 Beispiel: Logarithmische Skalen

Fiir Logarithmen gilt die Funktionalgleichung (4.24). In Worten ausgedriickt besagt
sie:

Nimmt man das Argument eines Logarithmus mit einem Faktor mal, so vergro-
Pert sich der Logarithmus um einen bestimmten Summanden.

Diese Eigenschaft findet Anwendung in Naturwissenschaft und Technik, wenn
man ,Jogarithmische Skalen* verwendet. Als ein Beispiel sehen wir uns die
Dezibel-Skala (dB) fiir die Lautstirke an. Sie gibt den so genannten Schallpe-
gel L an gemil

I
L/dB = 10logyy - (4.28)
0

wobei [ fiir die Schallintensitét steht und [ fiir einen Bezugswert (in der Regel die
Horschwelle bei einem 1 000 Hz-Ton). Bei jeder Verzehnfachung von / nimmt der
Schallpegel um 10 dB zu, denn der neue Schallpegel lautet dann

107 I
L'/dB = 10log,, =10 (1og10 10 + log, 1_0) =10+ L/dB.  (4.29)

Eine Verzehnfachung der Intensitit empfindet der Mensch als eine Verdoppelung
der ,,Lautheit”. Das heilit beispiclsweise, dass wenn zehn gleichlaute Instrumente
einen Ton spielen, dieses als doppelt so laut empfunden wird, als wenn ihn ein Ins-
trument alleine spielt. Bezogen auf die dB-Skala bedeutet dies: Pro 10 dB Zunahme
des Schallpegels verdoppelt sich die Lautheit des Gerduschs. Beispielsweise ist ein
70 dB-Gerédusch doppelt so laut wie 60 dB, und viermal so laut wie 50 dB.

» Zwischenfrage (4) In(4.29)sind ziemlich viele Zehnen im Spiel. Warumistlog % =
logjo 10 + logjq #-, und warum 10 log;, 10 = 10?

4.3.6 Einige Grenzwerte

AbschlieBend betrachten wir einige Grenzwerte, die einen weiteren Einblick in das
Verhalten von Logarithmus- und Exponentialfunktionen erlauben.
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(1) Fiir alle n € N gilt
lim < = o, (4.30)

x—o0 x

d.h., im Sinn dieses Grenzwerts ,,wichst die Exponentialfunktion schneller gegen
Unendlich als jede Potenzfunktion®.

Lesehilfe

Mit der Sprechweise ,,wichst schneller gegen Unendlich* ist grole Vorsicht
geboten. Beispielsweise wichst 2x ja auch schneller gegen Unendlich als x,
der Grenzwert von 2x/x ist aber nicht unendlich, sondern 2. Daher der Zu-
satz ,,im Sinn dieses Grenzwerts*“. Aber die Sprechweise ist sehr intuitiv, und
richtig angewandt ist sie einfach und niitzlich.

Umgekehrt gilt (siehe Satz 2.5):

lim x"e™ = 0. 4.31)

X—>00

Nachweis Ine* = ) ;7 77 sind sémtliche Potenzen von x enthalten. Fiir positive
x gilt daher insbesondere

. anrl e

> — = R —
¢ n+ 1)! X" (n+ 1! B

X X—00

(2) Es ist
Iim Inx =00 und limlnx = —o0, 4.32)
X—>00 xN\0

d. h., der Logarithmus wéchst unbeschrinkt, und Richtung 0 féllt er auf —oo.

Den Nachweis wollen wir darin sehen, dass der Logarithmus die Umkehrung
der Exponentialfunktion ist und die Grenzwerte der Exponentialfunktion bei —oo
und oo bekannt sind. Daraus ldsst sich das Verhalten des Logarithmus bei 0 und co
erschliefen (siche die Graphen in Abb. 4.5). °
(3) Fiir alle reellen Zahlen a > 0 gilt

lim x* =0, und umgekehrt li{% x4 = 0. (4.33)
X

2\ 0

Aufgrund dieses Grenzwerts setzt man
0% := 0 fiir alle reellen Zahlen a > 0; (4.34)

vergleiche hierzu (1.16).
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Lesehilfe

Diese Grenzwerte noch einmal in Worten: Fiir einen beliebigen Exponenten
a > 0, also zum Beispiel @ = 1/2 (was dann einer Wurzel entspriche), geht
der Ausdruck x¢, also z. B. x'/2 = \/x, gegen Null, wenn x gegen Null geht.

Und steht dieser Ausdruck im Nenner, geht es gegen Unendlich.

Nachweis Es sei (x,) eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim, .., x, = 0.
Dann gilt wegen lim,,_,, Inx, = —oo fiir a > 0 auch lim,,_,(aIlnx,) = —oo.
Aus lim,_,_,, e* = 0 folgt nun

. . a .
lim x¢ = lim (¢"*)" = lim ™" = 0. .
n—o0 n—0o0 n—oo

(4) Fiir alle reellen Zahlen a > 0 gilt

. Inx
lim =0, (4.35)

x—o0 x4

d.h., im Sinn dieses Grenzwerts ,,wichst der Logarithmus langsamer gegen Unend-
lich als jede Potenzfunktion®.

Lesehilfe

Machen wir uns diese Aussage noch einmal an einem Beispiel klar: Die Po-
tenzfunktion x > x'/1° = /X ordnet etwa dem Argument x = 10'°, also
einer ,,sehr groBen* Zahl, den Funktionswert /101 = 10 zu, sie wichst
also recht ,Jangsam®. Der Logarithmus jedoch strebt — im Sinn des obigen
Grenzwerts — noch ,.langsamer* gegen Unendlich (ungeachtet der Tatsache,
dass er mit In10'® ~ 23 an dieser Stelle noch oberhalb von sqrt,, liegt),
und dies bleibt auch dann richtig, wenn man den Exponenten beliebig weiter
verkleinert, also x!/190 oder noch hohere Wurzeln betrachtet.

Nachweis Es sei (x,) eine Folge reeller Zahlen mit lim,_, o, x, = oco. Dann gilt
auch y, ;= alnx, - co. Nunist e’ = e Inx, — x5, und auBerdem y, = Inx;, =
alnx, bzw. Inx, = y,/a. Daraus folgt

1 I
fim 2 piy 21 iy (— y,,e%) @, .

(5) Fiir alle reellen Zahlen a > 0 gilt

lim(x“Inx) = 0, (4.36)
2\ 0
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d. h., bei diesem konkurrierenden Grenzwertprozess, bei dem x“ gegen 0 strebt und
Inx gegen —oo, ,setzt sich im Sinn dieses Grenzwerts die Potenzfunktion gegen
den Logarithmus durch®.

Nachweis Wegen In(1/x) =Inl —Inx = —Inx und x = 1/% gilt

al In(1/x)
xInx = — .
(1/x)
Mit x N\ O strebt 1/x — o0, so dass der Grenzwert (4.36) aus (4.35) folgt. °

Zusammenfassend konnen wir festhalten:

Im Sinn der hier betrachteten Grenzwerte setzt sich bei konkurrierenden Grenz-
wertprozessen eine Exponentialfunktion gegen jede Potenzfunktion durch, ist also
., Stdrker* als jede Potenzfunktion, wahrend der Logarithmus umgekehrt ,,schwi-
cher* ist als jede Potenzfunktion.

» Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war, warum gilt log, % = log;( 10 +
logo 7= und 10 log|( 10 = 10.
Die Funktionalgleichung fiir den Logarithmus lautet log,(xy) = log, x + log, y,
siehe (4.24). Daher ist log ;o 11 = log;(107-) = logjo 10 + log g £
Auflerdem istlog;, 10 = 1; die 10 muss mit 1 potenziert werden, um 10 zu erhalten.
Natirlich stimmt das nicht nur fir die 10. Es giltlog, a = 1 firallea € R\ {1}.

Das Wichtigste in Kiirze

e Die Zuordnung, die mit einer bijektiven Funktion f verbunden ist, kann um-
gekehrt werden. Auf diese Weise erhiilt man die Umkehrfunktion f/~!. Es
istalso f~'o f =id.

e Nicht alle Funktionen sind bijektiv und damit umkehrbar.

o Eine stetige, streng monotone Funktion f auf einem Intervall / bildet dieses
Intervall bijektiv auf das Intervall f(/) ab. Eine solche Funktion bzw. die
Einschriankung einer Funktion auf ein solches Intervall ist umkehrbar.

e Der Graph der Umkehrfunktion /! ergibt sich durch Spiegelung an der
Achse y = x aus dem Graphen von f.

e Bei der n-ten Wurzel handelt es sich um die Umkehrung der Potenzfunktion
X B x".

e Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrung der Exponentialfunktion. Er
bildet R bijektiv auf R ab. Er erfiillt die Funktionalgleichung des Loga-
rithmus.

e Die allgemeine Exponentialfunktion zu einer Basis a > 0 ist definiert als
a* = exp,(x) := "™, Dabei gilt insbesondere a'/" = {/a.

e Der allgemeine Logarithmus log, zur Basis a > 0, a # 1, ist die Um-
kehrfunktion zu exp,. Daher ist log, x die Zahl, mit der man a potenzieren
muss, um x zu erhalten. Die Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus
In = log, iibertragen sich auf den allgemeinen Logarithmus.
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e Die Exponentialfunktion geht ,,schneller* gegen Unendlich als jede Potenz-
funktion. Der Logarithmus wichst ,,Jangsamer* gegen Unendlich als jede
Potenzfunktion.

Und was bedeuten die Formeln?

flof=id, f(x1) < f(x2) Var.xamitxy < xp,  f7N# 1/,
y=/() & x=/7"0), sar, = Gd)7, sqr,(x) = Y,

In:= expfl, exp,(x) :=exp(xIna), exp,(p/q) = a?/t =

a*t’ =a*a’, log,(1)=0, a"=1,

ar,

X y
loga (Xy) = loga X+ loga Vs loga ; = loga X = loga Vs loga (X ) =Yy loga X,

1 o 1
log, x = w, lim i =00, lim nx =0.
log, a x—o00 X" x—oo x4
Ubungsaufgaben

A4.1 Wenn jemand sagt, die Funktionen x + x und x + 1/x seien beides Funk-
tionen, die gleich ihrer Umkehrfunktion wiren. Und es seien die beiden einzigen.
Hat er damit recht?

A4.2 Lose folgende Gleichungen jeweils nach x auf:

(@ 1—e*3=0 02*=+v8 () In(x>*+2x+1)=2
(d)ﬁ—%zo (e) x> = =243 () V/x5 = —32.
X

A4.3 Ist die Funktion f : R — R mit f(x) = %6’4"3 umkehrbar? Falls ja,
ermittle die Umkehrfunktion f~! einschlieBlich ihres Definitionsbereichs und ihres
Bilds.

A4.4 Wir nehmen an, die Fallgeschwindigkeit v beim Fallschirmspringen werde
gegeben durch die Formel

() = & (1 —e*»%’), 1> 0.
C

Darin steht ¢ fiir die Zeit nach dem Absprung, m fiir die Masse des Fallschirm-
springers, g fiir die Fallbeschleunigung und c ist ein ,,Reibungsfaktor, der von den
dufleren Bedingungen des Sprungs abhéngt.

a) Welche maximale Endgeschwindigkeit, abhiingig von m, g und c, erreicht der
Fallschirmspringer? Nach welcher Zeit wird die halbe Endgeschwindigkeit er-
reicht?



Ubungsaufgaben 83

b) Bestimme die Konstante ¢ fiir einen Springer mit der Masse m = 100kg (und
g = 10m/s?) so, dass er eine maximale Endgeschwindigkeit von 200 km/h
erreicht. Nach welcher Fallzeit hat er die halbe Geschwindigkeit erreicht?

A4.5 Stimmt die Aussage, dass simtliche Logarithmusfunktionen log,, a € R \
{1}, nur auf R definiert und streng monoton steigend sind? Und warum ist eigent-
lich die Basis 1 nicht erlaubt?

A4.6 Gib — wenn moglich — den Wert der folgenden Grenzwerte an:

(1) lim (x?e™) @) lim (xInx) (3) lim ——
X—00 X—00 x—oo In x

oo x+1+e* .oet
WIS O

6) lim(xInx).
oy (6) lim(x1n.x)
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Winkelfunktionen 5

Der Zugang zu den Winkelfunktionen, also zu Sinus und Cosinus', kann auf un-
terschiedliche Weisen erfolgen. Hier verfolgen wir zunichst einen geometrischen
Zugang, da auf diese Weise die grundlegenden Eigenschaften und die vielfiltigen
praktischen Anwendungen der Funktionen besonders klar werden.

Ahnlich wie die Exponentialfunktion kénnen Sinus und Cosinus aber auch durch
unendliche Reihen wiedergegeben werden, was wir uns in Kap. 7 genauer ansehen
werden. Und betrachtet man die Exponentialfunktion im Komplexen, so erkennt
man dariiber hinaus einen engen Zusammenhang mit Sinus und Cosinus, wie wir in
Kap. 8 sehen werden.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Winkelfunktionen besitzen Winkel als Argumente. Wir sehen uns daher
zunichst die verschiedenen Winkelmalle an.

e Wir werden sehen, was der Einheitskreis ist. Und wie sich darin Sinus und
Cosinus finden lassen, und auflerhalb auch Tangens und Cotangens.

e Sinus und Cosinus besitzen viele grundlegende und einfach zu erkennende
Eigenschaften. Wie werden uns mit ihnen vertraut machen.

e Winkelfunktionen haben nicht nur mit dem Einheitskreis, sondern auch
mit rechtwinkligen Dreiecken zu tun. Wir werden sehen, dass das eine im
anderen zu finden ist.

e Nicht alle Dreiecke sind rechtwinklig. Inwiefern Sinus und Cosinus trotz-
dem weiterhelfen konnen, miissen wir uns ansehen.

e Wir lernen die ,,Additionstheoreme* kennen.

e Natiirlich kann man Winkelfunktionen auch umkehren. Dabei miissen wir
allerdings genau hinsehen.

e Schwingungen und Wellen werden mit Sinus- oder Cosinusfunktionen be-
schrieben. Wir lernen hier, wie das geht.

1 Cosinus* wird oft auch mit ,,K*, also ,,Kosinus* geschrieben.
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5.1 Einheitskreis und Winkelmafle

Unter dem Einheitskreis versteht man einen Kreis mit dem Radius 1, dessen Mit-
telpunkt mit dem Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems iibereinstimmt.
Ein aus dem Ursprung kommender Strahl schneidet den Einheitskreis in einem
Punkt P(u,v), dessen Koordinaten der Bedingung u> + v> = 1 geniigen, siche
Abb. 5.1.2 Die Lage des Punkts P hingt vom Winkel ab, den der Strahl mit der
Rechtsachse einschliefft. Dabei ist der Winkel positiv, wenn er von der Rechtsachse
aus gegen den Uhrzeigersinn abgetragen wird, und andernfalls negativ.

Lesehilfe

Dass ein mathematisch positiver Winkel gegen den Uhrzeigersinn lauft, ist
reine Konvention, aber allgemein so iiblich. Hierzu gibt es eine ,,Rechte-
Hand-Regel“: Zeigen die gekriimmten Finger der rechten Hand in ma-
thematisch positive Drehrichtung, so zeigt ihr Daumen nach oben. (Die
Rechte-Hand-Regel funktioniert natiirlich nicht mit links.)

. tanx
sin x

Cos ™ u

0 1

Abb. 5.1 Der Mittelpunkt des Einheitskreises liegt im Ursprung eines kartesischen Koordinaten-
systems. Ein aus dem Ursprung kommender Strahl schliefit mit der Rechtsachse einen Winkel x
ein und schneidet den Einheitskreis im Punkt P (u, v). Der Winkel x im BogenmaB entspricht der
Linge des tiberstrichenen Bogens. Der Sinus des Winkels ist gleich v, der Cosinus ist gleich u.
Tangens und Cotangens entstehen auf den Tangenten an den Einheitskreis: der Tangens auf der
Tangente durch den Punkt (1, 0) und der Cotangens auf der Tangente durch den Punkt (0, 1)

2 Wir verwenden hier die Koordinatenbezeichnungen u und v, weil wir spiter den Winkel mit x
bezeichnen wollen.
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Zur Angabe der Grof3e eines Winkels gibt es verschiedene lineare Mafe:

e BogenmaB: Das Bogenmalf fiir einen Winkel « entspricht der Ldnge des von
diesem Winkel auf dem Einheitskreis iiberstrichenden Bogens. Es ist somit
Ovollwinkel = 27, also gleich dem Umfang des Einheitskreises. Ein rechter
Winkel entspricht 7z /2.

Das Bogenmal ist dimensionslos. Zur Unterscheidung von anderen Winkelein-
heiten kann der Zusatz ,,rad“ (von ,,Radiant*) verwendet werden.
Das Bogenmall kann auf Kreise mit beliebigem Radius r iibertragen werden:
Uberstreicht ein Mittelpunktswinkel o die Bogenliinge b, so gilt

b

OBogenmah = 7 bzw. b= I'0lBogenmaB - (5.D
e Grad: Bei der Gradeinteilung wird der Vollwinkel in 360° eingeteilt. Ein rechter
Winkel entspricht 90°.
Ein Grad kann sexagesimal unterteilt werden,’

1° = 60" (Winkelminuten), 1 = 60" (Winkelsekunden), 5.2)

oder dezimal durch gewohnliche Nachkommastellen. So ist beispielsweise
1,5° = 1°30" und es ist 1° = 3 600",
Statt von Winkelminuten und Winkelsekunden spricht man auch von Bogenmi-
nuten und Bogensekunden.

e Neugrad bzw. Gon: Bei der Neugradeinteilung wird der Vollwinkel in 400 gon
eingeteilt. Ein rechter Winkel entspricht 100 gon. Gon werden mit gewohnlichen
dezimalen Nachkommastellen verwendet.

Eine Umrechnung zwischen den unterschiedlichen Winkelmafien kann jederzeit er-
folgen iiber die Relation

OBogenmah - ®Grad - ONeugrad

= = . 53
2 360° 400 gon (5.3)
Das bedeutet insbesondere
OGrad O'Neugrad
= = . 54
*Bogenmah 1800/7'[ 200 gon/n (5.4)
Fasst man den jeweiligen Umrechnungsfaktor zusammen zu oG := 180°/7 und
ONeugrad := 200 gon/, so liest sich (5.1) als
é _ QGrad _ ONeugrad (55)

b
r OGrad ONeugrad

was man sich unabhingig vom Winkelmafl merken kann als ,,b zu r wie o zu 0*.

3 Sexagesimale Unterteilungen gehen letztendlich auf die Babylonier zuriick, die ein 60er-
Zahlensystem verwendet haben. Die Zahl 60 hat den Vorteil, sehr viele Teiler zu besitzen: 2, 3, 4,
5, 6, 10, 12, 15, 20, 30. Daher lassen sich viele Bruchteile ganzzahlig ausdriicken.
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In der Mathematik ist das Bogenmalf} das iibliche Winkelmaf3. Wenn nichts an-
deres gesagt ist, verwenden auch wir im Folgenden grundsdtzlich das Bogenmayf3.

» Zwischenfrage (1) Geodaten verwenden zur Vermessung Winkelmessinstrumente,
so genannte Theodolite (bzw. Tachymeter, mit denen zuséatzlich Abstande gemes-
sen werden kénnen). Ein ,Sekundengerdt” weist dabei einen Winkelfehler von ma-
ximal einer Winkelsekunde auf. Welcher Querabweichung entspricht dies bei 1 km
Beobachtungsdistanz? Und bei 10 km? (Taschenrechner darf benutzt werden.)

5.2 Sinus und Cosinus

Bei den Winkelfunktionen Sinus und Cosinus handelt es sich um Strecken, die
durch einen Strahl aus dem Koordinatenursprung, der einen bestimmten Winkel mit
der Koordinatenachse einschlie3t, auf natiirliche Weise am Einheitskreis entstehen
(sieche Abb. 5.1):*

Definition 5.1 Der Mittelpunkt eines Einheitskreises entspreche dem Ursprung ei-
nes kartesischen Koordinatensystems. Ein aus dem Ursprung kommender Strahl,
der mit der Rechtsachse den Winkel x (im Bogenmayf3) einschliefse, schneidet den
Einheitskreis im Punkt P(u,v), dessen Koordinaten mit

U =:co8SX und v =:sinx

bezeichnet werden. Auf diese Weise werden die Funktionen Sinus und Cosinus defi-
niert:

sin: R — R, X > sinx,

cos: R — R, X > COSX.

Lesehilfe

In dieser geometrischen Definition fiir Sinus und Cosinus sind alle auftre-
tenden Groflen reelle Zahlen, d. h. einheitenlos: Das Argument x entspricht
dem Winkel im Bogenmal} und auch die Koordinaten u und v besitzen als
mathematische Koordinaten keine Einheit.

Dass die auf diese Weise definierten Funktionen sin und cos stetig sind, ist an-
schaulich klar: Kleine Anderungen im Winkel x fiihren zu kleinen Verschiebungen
des Punkts P (u, v) und damit zu kleinen Verinderungen seiner Koordinaten.

4 Statt von Winkelfunktionen spricht man oft auch von ,Kreisfunktionen (wegen ihres Zu-
sammenhangs mit dem Einheitskreis) oder von ,.trigonometrischen Funktionen® (wegen ihrer
Bedeutung im Zusammenhang mit Dreiecksberechnungen).
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Abb. 5.2 Die Funktionen sin : R — R und cos : R — R sind periodisch mit der Periode 27,
d. h., nach jeweils 27r wiederholen sich ihre Funktionsgraphen. Die beiden Graphen sind um 7/2
gegeneinander verschoben. Es ist sin0 = 0 und cos 0 = 1. Die Graphen oszillieren zwischen den
Maximalwerten +1 und —1

Die Graphen von sin und cos sind in Abb. 5.2 dargestellt. Beide Graphen sind
lediglich um 7/2 gegeneinander verschoben und ansonsten gleich. Und natiirlich
sind sie periodisch mit der Periode 27, weil nach Durchlauf eines Vollwinkels sich
jeweils wieder dieselbe Situation ergibt.

Betrachtet man statt der normalen Sinusfunktion die Funktion x + sin(2x),
so wird der Sinus mit wachsendem x ,,in doppelter Geschwindigkeit” durchlaufen,
d.h., bei x = 2x hat der Graph dann bereits zwei volle Perioden absolviert. Umge-
kehrt hat die Funktion x + sin(x/2) bei 27 erst den ersten positiven Bogen hinter
sich.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, wie gro8 die Querabweichung bei
einem sekundengenauen Theodolit bei vorgegebener Beobachtungsdistanz ist.
Die Querabweichung entspricht ndherungsweise der Lange des Bogens b, der mit
dem Radius r = 1 km vom Winkel 1” = 1°/3 600 tberstrichen wird. Nach (5.1) ist

b= I'Bogenmal »

und fir den Winkel haben wir

®Grad _ T s 1°

180°/7  180° 9™ = 180° 3600

®BogenmaB =
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Wir erhalten also insgesamt fiir 1 km Beobachtungsdistanz

=L —1000m——— ~48-10m ~ 5mm.
180° 3600 180 - 3600

Bei 10 km Beobachungsdistanz ergibt sich der 10-fache Wert, also 5 cm.

5.2.1 Einige Sinus- und Cosinuswerte

Folgende markante Werte entnimmt man der Definition am Einheitskreis sofort:

. . . . 3w .
sin0 = 0, smazl, sint =0, sin— =—1, sin(2x) =0;

T 3
cos0 =1, cosz =0, cosm=-—1, cos7 =0, cos2m)=1.

Anhand geometrischer Uberlegungen lassen sich aber noch andere Sinus- und Co-
sinuswerte leicht angeben:

e Fiigt man fiir x = 7/6 dem durch den Strahl und Sinus und Cosinus gebildeten
Dreieck seine Spiegelung an der Rechtsachse hinzu, so entsteht ein gleichseitiges
Dreieck mit den Seitenldngen 1. Es ist daher

1
in— = —. 5.6
sin 5 (5.6)

Der Satz des Pythagoras ergibt dann

b4 1

— = -+/3. 5.7

cos — zx/_ (5.7

e Fiir x = /4 hat man es mit einem gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck
zu tun. Der Satz des Pythagoras ergibt daher

T T 1
sin 1 cos 1 2«/— (5.3)

Lesehilfe

Kurz zum Pythagoras: Bei x = 7/6 ergibt sich der Cosinus v aus 1> =
(1/2)?> 4+ v?, also v> = 3/4, und bei x = 7/4 sind Sinus und Cosinus
beide gleich u und daher 1> = 2u?, also u> = 1/2. Und es ist /1/2 =
1/v2 = 2/2.
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e Fiir x = 7r/3 hat man dasselbe Dreieck wie bei 7r/6, nur mit vertauschten Rollen
fiir Sinus und Cosinus, d. h.

1 1 T 1
sin — = —+/3, cos — = —. (5.9)
3 2 3 2

Zusammengefasst lassen sich diese Werte wie folgt wiedergeben und merken:

XBogenmaB | XGrad | SINX | COS X
0 | o |10 bva
/6 300 | 3V1 | 33
/4 45° | 12 | L2
7/3 | 60 |13 ] LT
w2 | oo | 1Va |G

(5.10)

Lesehilfe

Bei der Verwendung eines Taschenrechners im Zusammenhang mit Winkel-

funktionen ist unbedingt auf die Einstellung des Winkelmafes zu achten. Die

entsprechende Taste oder Funktion heilit oft ,,DRG®, und dann steht in der

Regel ,,DEG* fiir Grad, ,,RAD* fiir Bogenmal3 und ,,GRAD* fiir Neugrad.
Sieh mal bei deinem Taschenrechner oder deiner Taschenrechner-App

nach.

» Zwischenfrage (2) Was bedeutet ,sin 10“?

5.2.2 Grundlegende Eigenschaften

Folgende Eigenschaften und Zusammenhénge von sin und cos lassen sich unmittel-
bar angeben:

(1) Der Betrag von sin und cos wird nicht groler als 1:
—1<sinx <+4+1, —-1<cosx <+1. (5.11)
(2) Der Sinus ist ungerade, d. h., es gilt
sin(—x) = —sinx, (5.12)
und der Cosinus ist gerade, d. h., es gilt

cos(—x) = cos x. (5.13)
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Lesehilfe

Eine Funktion f : D — R mit einem bzgl. der Null symmetrischen Defini-

tionsbereich D heifit gerade, wenn Vx € D gilt f(—x) = f(x). Der Graph

einer geraden Funktion ist daher achsensymmetrisch zur y-Achse.
Umgekehrt heift eine Funktion f ungerade, wenn Vx € D gilt f(—x) =

— f(x). In diesem Fall ist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung.

(3) Im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten ¥ = cosx und v = sinx am
Einheitskreis gilt der Satz des Pythagoras, d. h., es ist

sinx +cos’x =1 VxeR. (5.14)
Diese Gleichung wird manchmal als der ,.trigonometrische Pythagoras* be-

zeichnet.

Lesehilfe
Die Ausdriicke sin? x und cos? x sind nichts anderes als abkiirzende Schreib-
weisen fiir (sin x)? bzw. (cos x)?.

(4) Die Periodizitit von Sinus und Cosinus driickt sich aus durch die folgenden
Gleichungen:

sin(x + 2kx) = sinx, cos(x + 2kw) = cosx firallex e Rundk € Z.

(5.15)

Die Nullstellen befinden sich bei:
sinx =0 <& xetkn|kelZ}, (5.16)
cosx =0 & xe{k+1/2Qn|keZ}. (5.17)

(5) Sinus und Cosinus sind periodisch und um /2 gegeneinander verschoben.
Aus diesen Tatsachen ergeben sich die so genannten Reduktionsformeln, die
sich aus den Graphen ablesen lassen:

2 . (T
sin (— + x) = COs X, sin (— - X) = COs X,
2 2
b4 . T .
cos (5 + x) = —sinx, cos <5 —x) = sin.x, (5.18)

. 3
sin T—x = —COSX USW.
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» Antwort auf Zwischenfrage (2) Die Frage war, was ,sin 10" bedeutet.
Die Sinusfunktion ist fiir reelle Zahlen als Argumente definiert. Sie geben einen Win-
kel im BogenmaR an. Der Ausdruck sin 10 wére also der Sinuswert fiir den Winkel 10
im Bogenmalf3. Wegen 10 = 37 hétten wir also sin 10 ~ 0.
Naturlich istauch sin 10° moglich; das muss dann aber auch so da stehen. Esist dann
sin 10° = sin(107z/180) = sin(xr/18) ~ 0,17.

5.2.3 Numerische Berechnung

Die Sinusfunktion ist offenbar vollstindig bekannt, wenn man nur die Werte auf
dem ersten Halbbogen kennt, d.h. fiir x € [0,7/2]. Die Form dieses Halbbo-
gens wiederholt sich stidndig: x-Werte des zweiten Halbbogens lassen sich iiber
sinx = sin(w — x) auf Werte des ersten Halbbogens zuriickfiihren, fiir den dritten
Halbbogen verwendet man sin x = —sin(x — ) usw. Dasselbe gilt natiirlich fiir
den Cosinus.

Die numerische Berechnung der Werte auf dem ersten Halbbogen — und auch
dariiber hinaus, wenn man mag — kann unter Verwendung der ,,Sinusreihe* erfolgen.
Fiir den Sinus gibt es ndmlich ebenso wie fiir den Cosinus eine Darstellung als
unendliche Reihe, wie wir in Abschn. 7.5.1 sehen werden:

. x2e X%
sin(x) = %( 1) Tk cos(x) = Z( 1) 20!
Lesehilfe
Natiirlich setzen die Reihendarstellungen normale Zahlen als Argumente vo-
02k
raus, also Winkel x im BogenmaB. Etwa sin(30°) = > 77 (- 1)k (?gk)jl;r,l

hinzuschreiben, wire offenbar nicht sinnvoll.

Beide Reihen weisen dieselben guten Konvergenzeigenschaften wie die Expo-
nentialreihe auf. Daher liefern schon die ersten Glieder auf dem ersten Halbbogen
sehr gute Werte. So ist zum Beispiel fiir x = /6

k(n/6)2k‘"1 7 1 /m\3 1 /m\5
—_Z__(Z — (=) =0,5000021326,
Z( D+ = 6 6(6) +120(6) ’

man hegt also schon mit nur drei Gliedern bereits dicht am exakten Wert sin(7/6) =
0,5. Mit mehr Gliedern lassen sich natiirlich leicht groflere Genauigkeiten erzielen.
Ubrigens macht ein Taschenrechner mit seiner Sinus- oder Cosinustaste nichts
anderes.

» Zwischenfrage (3) Ermittle einen Naherungswert fur cos(rr/4), der mindestens die
ersten drei Nachkommastellen des exakten Werts wiedergibt (es ist cos(z/4) =
0,707107), natlrlich unter Verwendung eines Taschenrechners, aber ohne dessen
Cosinustaste.
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5.2.4 Ubertragung auf rechtwinklige Dreiecke

Zunichst vereinbaren wir:

Im Folgenden seien Dreiecke stets so bezeichnet, dass der Innenwinkel o der
Seite a gegeniiberliegt, der Winkel B der Seite b und der Winkel y der Seite c.

Bei einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Innenwinkel ein rechter Winkel, also
etwa y = /2. Die Seite ¢ heifit dann die Hypothenuse, die beiden anderen Seiten
a und b die Katheten. Zum Winkel o heifit dabei a die Gegenkathete und b die
Ankathete.

In dhnlichen Dreiecken sind die Verhiltnisse der Seitenldngen gleich. Im Ein-
heitskreis bildet das Dreieck mit den Seiten sin x, cos x und dem Strahl unter dem
Winkel x ein rechtwinkliges Dreieck. Jedes rechtwinklige Dreieck mit y = /2
und o = x ist dhnlich zu diesem Dreieck, siche Abb. 5.3, so dass wir gleiche Sei-
tenverhiltnisse haben. Das heif3t es ist

. sin x a Gegenkathete
sinx = =—-=——, (5.19)
1 c Hypothenuse
b Ankathet
cosx = cosx _ 2 _ &. (5.20)
1 ¢ Hypothenuse

Sinus und Cosinus erlauben somit die Berechnung rechtwinkliger Dreiecke, und
diese Anwendung ist natiirlich von grof3er praktischer Bedeutung.

Lesehilfe

Dreiecke heilen dhnlich zueinander, wenn sie in zwei (und damit in allen
drei) Winkeln iibereinstimmen. Ahnliche Dreiecke sind also im Vergleich un-
tereinander nur vergrofert oder verkleinert.

» Antwort auf Zwischenfrage (3) Es sollte ein Naherungswert fiir cos(rr/4) ermittelt
werden.

Fur den Naherungswert verwenden wir die Cosinusreihe. Es ist

1

N R WA
;;)(_1) 20l 7 2 (3) =096,
2
(m/H* 7 1 ,m\2 1
LV g = 772 (G) 5 (3) =00

3
(/4
=1 =

0] % (%)2 + % (%)4 - % (%)6 = 0,707103,

die zweite Summe reicht also bereits aus.
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Abb. 5.3 1In dhnlichen Dreiecken sind die Verhiltnisse der Seitenlidngen gleich. Erginzt man da-
her das rechtwinklige Dreieck, das am Einheitskreis von sin x, cos x und der Hypothenuse mit der
Linge 1 gebildet wird, zu einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck mit der Gegenkathete a, der
Ankathete b und der Hypothenuse ¢, so erkennt man, dass gilt: sinx = a/c,cosx = b/c

5.2.5 Sinussatz und Cosinussatz

In beliebigen Dreiecken ohne rechten Winkel konnen Sinus und Cosinus nicht un-
mittelbar auf die Innenwinkel angewendet werden. Hier gilt jedoch

Satz 5.1 In einem beliebigen Dreieck mit den in iiblicher Weise bezeichneten Seiten
a, b, ¢ und Innenwinkeln o, B, y gilt:

(1) Sinussatz:

sin o _ sin 8 _ siny' 5.21)
a b c

(2) Cosinussatz:
c? = a®> + b*—2abcos y. (5.22)

Beweis Wir fiihren den Beweis mit geometrischen Methoden: Fiir den Sinussatz
zeichnet man im Dreieck eine Hohe ein. Dadurch entstehen zwei rechtwinklige
Dreiecke, in denen die Sinusdefinition angewandt werden kann; Auflosen dieser
beiden Gleichungen nach der Hohe und anschlieBendes Gleichsetzen ergibt den
Sinussatz. Falls einer der Innenwinkel groBer als 7z/2 ist, verwendet man die Re-
duktionsformel sin(;r — x) = sin x.



96 5 Winkelfunktionen

Fiir den Cosinussatz verwenden wir Vektoren und das gewohnliche Skalarpro-
dukt: Man stellt die Seiten des Dreiecks durch Vektoren a, b, ¢ dar. Bei richtiger
Wahl der Orientierung der Vektoren ist dann ¢ = a — b. Bildet man nun das Ska-
larprodukt e - ¢ = ¢2, so erhilt man

?=(@—-b)-(a—b)=a-a+b-b—2a-b=a>+b*—2a-b.

Die Vektoren a und b schlieBen den Winkel y ein. Ihr Skalarprodukt ist daher a-b =
ab cos y, so dass wir den Cosinussatz erhalten. °

Wir halten noch einmal fest: Im Unterschied zu Sinus und Cosinus allein kénnen
Sinus- und Cosinussatz in beliebigen Dreiecken verwendet werden.

In praktischen Anwendungen werden zusitzlich zu Sinus, Cosinus, Sinussatz
und Cosinussatz natiirlich die tiblichen geometrischen Grundsitze ausgenutzt, an
die hier kurz erinnert sei: Innenwinkelsumme, Stufenwinkel, Wechselwinkel, Win-
kel eingeschlossen von paarweise aufeinander senkrecht stehenden Schenkeln usw.

» Zwischenfrage (4) Gilt im Dreieck auch a®> = b% + ¢ — 2bc cos «? Und: Dirfen
Sinus- und Cosinussatz auch in rechtwinkligen Dreiecken verwendet werden?

5.2.6 Additionstheoreme
Die Additionstheoreme sind die zentralen Formeln fiir Sinus und Cosinus:
Satz 5.2 (Additionstheoreme) Fiir alle x,y € R gilt

sin(x 4+ y) = sinx cos y + cos x sin y, (5.23)
cos(x + y) = cosxcosy —sinx sin y. (5.24)

Beweis Der Beweis kann geometrisch erfolgen, indem man den Vektor (cos x, sin x)
einer Drehung um den Winkel y unterwirft.

Viel einfacher erfolgt der Beweis jedoch unter Verwendung der Euler-Formel,
mit der sich die Additionstheoreme dann aus der Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion ergeben. Wir holen ihn in Abschn. 8.4.1 nach. o

Mit x —y = x + (—y) und unter Verwendung der Symmetrieeigenschaften von
Sinus und Cosinus, siehe (5.12) und (5.13), konnen die Additionstheoreme auch
geschrieben werden in der Form

sin(x £ y) = sinx cos y &+ cos x sin y,

cos(x & y) = cosx cosy F sinx sin y.
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Aus den Additionstheoremen ergeben sich nach kurzer Rechnung Formeln wie

sinxsiny = % (cos(x — y) —cos(x + y)), (5.25)
COSX COSy = % (cos(x —y) +cos(x + y)), (5.26)
sinx—siny:2cosx+ysinx;y, (5.27)
COSX —COSy = —Zsinx+y sinx_y (5.28)

Lesehilfe

Die Additionstheoreme sind die Formeln fiir Sinus und Cosinus. Man mache
sich klar, dass sin(x + y) = sinx + sin y, sin(xy) = (sinx)(sin y) oder
sin(ax) = a sin(x) einfach nur falsch wére.

Nimmt man noch den Zusammenhang
sin? x + cos’x = 1

hinzu, so lassen sich weitere Formeln ableiten. Zum Beispiel:

2 2

x=2cos’x—1= 1—2sin2x, d.h.

cos(2x) = cos” x — sin
1
cos? x = 5(1 + cos(2x)) und (5.29)
1
sin? x = 5(1 — cos(2x)). (5.30)

2 x und cos? x durch cos(2x) ausdriicken. Au-

Auf diese Weise lassen sich also sin
Berdem ist

sin(2x) = 2sin x cos x, (5.3

so dass sich das Produkt sin x cos x durch sin(2x) ausdriicken 14sst.
Schlidgt man nach, so findet man unzéhlige weitere Formeln fiir Sinus oder Co-
sinus, wie etwa

1
sin(3x) = 3sinx — 4sin’ x oder cos*x = 3 (cos(4x) + 4cos(2x) + 3);

all diese Formeln ergeben sich aus (mehrfacher) Anwendung der Additionstheore-
me und des ,trigonometrischen Pythagoras®, indem man beispielsweise zunéchst
schreibt sin(3x) = sin(2x + x) usw.



98 5 Winkelfunktionen

> Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war, ob in einem Dreieck auch a? = b2 +
¢2 —2bc cos a gilt. Und ob man Sinus- und Cosinussatz auch in rechtwinkligen Drei-
ecken verwenden darf.

Ja, es gilt auch a? = b? + ¢2 — 2bc cos, und auch b2 = a? + ¢2 — 2ac cos f.
Entscheidend ist nur: Links steht eine Seite, rechts die beiden anderen zusammen
mit dem Winkel, der von ihnen eingeschlossen wird.

Und: Natdrlich dirfen Sinus- und Cosinussatz auch in rechtwinkligen Dreiecken ver-
wendet werden. Es ist ja von beliebigen Dreiecken die Rede. Allerdings reduzieren
sich wegen sin(sr/2) = 1 und cos(r/2) = 0 ihre Aussagen dann auf die normale
Sinusdefinition bzw. auf den Satz des Pythagoras.

5.2.7 Beispiel: Schwingungen und Wellen

Sich periodisch wiederholende Vorgénge sind in Natur und Technik allgegenwirtig.
Lisst sich ihr zeitlicher Verlauf durch eine Sinusfunktion beschreiben, so spricht
man von harmonischen Schwingungen. Sie besitzen allgemein die Form

A(t) = Agsin(wt + ¢). (5.32)

Darin steht 7 fiir die Zeit, und Ay ist die Amplitude der Schwingung. Der Faktor @
ist die Winkelgeschwindigkeit; fiir sie gilt

2 5.33
®= - (5.33)
mit der Periodendauer 7', die fiir einen vollstdndigen Durchlauf der Schwingung
benotigt wird. Soll die Schwingung fiir # = 0 nicht bei 0 beginnen, sondern von
einem anderen Zustand aus starten, so verwendet man dazu den Winkel ¢. Das
Argument einer Schwingung nennt man ihre Phase, und der Winkel ¢ gibt somit
die Anfangsphase an.

Die Schwingung (5.32) kann man sich gut an einem Zeigerdiagramm klarma-
chen: Dazu betrachten wir dhnlich wie beim Einheitskreis jetzt einen Zeiger mit der
Linge A, der im Koordinatenursprung beginnt. Er schlieBe zu 1 = 0 den Winkel
¢ mit der Rechtsachse ein, und er beginne dann mit der Winkelgeschwindigkeit @
zu rotieren. Seine Projektion auf die Hochachse entspricht dann der harmonischen
Schwingung A(t), sieche Abb. 5.4.

Ferner gilt: Addiert man zwei beliebige harmonische Schwingungen mit dersel-
ben Winkelgeschwindigkeit w, so ergibt sich wieder eine harmonische Schwingung
mit dieser Winkelgeschwindigkeit.

Das ist mit Hilfe der Zeigerdiagramme sofort klar: Zwei Schwingungen heif3t,
dass man es mit zwei Zeigern zu tun hat, die unterschiedlich lang sein und ver-
schiedene Anfangsphasen besitzen konnen. Diese Zeiger rotieren aber mit dersel-
ben Winkelgeschwindigkeit, dndern also nicht ihre relative Lage zueinander. Ihre
Summe ergibt sich daher aus der Vektorsumme der beiden Zeiger, wobei dieser
resultierende Zeiger wieder mit derselben Winkelgeschwindigkeit rotiert.
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Abb.5.4 Eine Schwingung A(t) = Ay sin(w?+¢) entspricht einem rotierenden Zeiger der Linge
Ay, der zum Zeitpunkt = 0 den Winkel ¢ mit der Rechtsachse einschlieit. Anfangs ergibt seine
Projektion auf die Rechtsachse A cos ¢ und auf die Hochachse A sin ¢. Rotiert der Zeiger nun
mit der Winkelgeschwindigkeit w, so erhilt man A(z) als Projektion des Zeigers zum Zeitpunkt ¢
auf die Hochachse

Speziell kann eine beliebige ,,Sinusschwingung® der Form (5.32) auch darge-
stellt werden als die folgende Uberlagerung zweier Schwingungen:

A(t) = Ay sin(wt) + A, cos(wt). (5.34)

Das Additionstheorem ergibt ja

A(t) = Agsin(wt + @) = Agcos g sin(wt) + A sin ¢ cos(wt), (5.35)
S—— S——
=: A1 = Az

und aus dem Zeigerdiagramm ergeben sich ferner die Zusammenhinge

A
Ap= A2+ 42  und  tang = A—z, (5.36)

1

sieche Abb. 5.4 und Abschn. 5.3 fiir den Tangens.

Eine Welle ist ein zeitlich und rdumlich periodischer Vorgang. Eine sich in x-
Richtung ausbreitende harmonische Welle wird beschrieben durch eine Wellen-
funktion

u(t,x) = ugsin(wt —kx + ¢). (5.37)
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Analog zu w, wo es um die zeitliche Periodizitit geht, gibt die Wellenzahl k die

rdumliche Periodizitit an: Es ist )
b1

A

mit der Wellenldnge A, also der raumlichen Ausdehnung eines vollstindigen Durch-
laufs der Schwingung. Dies ist die Strecke, die die Welle in der Zeit T zuriicklegt,
so dass fiir ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ gilt

k (5.38)

c==. 5.39
T (5.39)
Ein konkretes Beispiel fiir Wellen sind Lichtwellen. Bei ihnen handelt es sich um
Schwingungen von elektrischen und magnetischen Feldern, die sich wechselseitig
selbst erzeugen. Sichtbares Licht weist Wellenldngen im Bereich von 0,5 pm und

Periodendauern um 1,7 - 10715 s auf, mit einer Ausbreitungsgeschwindigkeit von
ungefihr 300 000 km/s.

5.3 Tangens und Cotangens
Mit Tangens und Cotangens lernen wir nun zwei weitere Winkelfunktionen kennen:

Definition 5.2 Die Funktion Tangens ist fiir x € R\{(k+1/2)x | k € Z} definiert

durch )
sin x
tan x 1=

cosx’
Die Funktion Cotangens ist fiir x € R\ {kx |k € Z} definiert durch

COS x
cotx :=

sinx

Beide Funktionen sind nicht auf ganz R definiert, weil die Nennerfunktionen
Cosinus bzw. Sinus Nullstellen aufweisen. Diese Nennernullstellen entsprechen
Sprungstellen in den Graphen, siche Abb. 5.5. Sowohl Tangens als auch Cotangens
sind ungerade, d.h., es gilt

tan(—x) = —tanx, cot(—x) = —cotx. (5.40)

» Zwischenfrage (5) Warum sind Tangens und Cotangens ungerade?
Und welchen Wert haben tan 0, tan %, tan %, tan %, tan %.7 Und cot 0, cot %, cot %,
cot %, cot %?

Auch der Tangens entspricht einem Streckenstiick am Einheitskreis: Die Be-
zeichnung ,,Tangens* stammt von ,,Tangente* und weist darauf hin, dass sich tan x
tiber den Schnittpunkt des unter dem Winkel x aus dem Zentrum kommenden
Strahls mit der Tangente im Punkt (1, 0) des Einheitskreises ergibt, siche Abb. 5.1.
Dass die Linge dieses Streckenstiicks gleich sin x/ cos x ist, ergibt sich aus der
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Abb.5.5 Die Funktion tan : R\{(k+1/2)x |k € Z} — R ist wie Sinus und Cosinus periodisch
mit der Periode 27r. An den Liicken im Definitionsbereich findet jeweils ein Sprung von 4oo nach
—o0 statt

Ahnlichkeit der Dreiecke, die durch den Mittelpunktsstrahl mit den Streckenstiicken
sin x und tan x gebildet werden. Analog entsteht der Cotangens an der Tangente im
Punkt (0, 1).

Der Verlauf des Graphen der Tangensfunktion ldsst sich am Einheitskreis gut
nachvollziehen: Mit x — /2 schneidet der Mittelpunktsstrahl die Tangente immer
weiter ,,oben* und schlielich im Unendlichen bzw. gar nicht mehr. ﬂbersteigt X
den Wert /2, so ist der Strahl riickwirtig zu verldngern, und der Schnittpunkt
ergibt sich aus —oo kommend ,,unten* auf der Tangente usw.

In rechtwinkligen Dreiecken mit den iiblichen Bezeichnungen und y = /2 gilt
offenbar (sieche Abb. 5.3 und (5.19) und (5.20))

a  Gegenkathete b Ankathete
tana = —- = cota = —

= — = —. 5.41
b Ankathete a  Gegenkathete (541)

Da der Cotangens nichts anderes ist als der Kehrwert des Tangens und daher bei
Bedarf durch diesen ersetzt werden kann, spielt der Cotangens in Anwendungen
eine untergeordnete Rolle.

SchlieBlich lasst sich fiir den Tangens folgendes Additionstheorem angeben:

Satz 5.3 Fiiralle x,y € R, fiir die tan x, tan y und tan(x + y) definiert sind, gilt

t t
fan(x 4 y) = X +any (5.42)

] —tanxtany’
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Beweis Der Beweis ergibt sich aus den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus:

sin(x +y) _ sinxcosy + cosxsiny

tan(x + y) = = - -
cos(x + y) COS X COS Yy — Sin x Sin y

sin x cos y + cos x sin y tanx +tany
= = °

cosxcosy (1 — Snxsny 1 —tanxtany
CoSXx cosy

» Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war, warum Tangens und Cotangens un-
gerade sind, und nach einigen Funktionswerten.
Aus den Symmetrien von Sinus und Cosinus folgt:

sin(—x)  —sinx cos(—x)  cosx

= —cotx.

tan(—x) = = —tanx, cot(—x) =

cos(—x)  cosx sin(—x)  —sinx

Es ist tan x = sinx/ cosx, und die Sinus- und Cosinuswerte der fraglichen Winkel

. . _ _ T _ /2 x _ N2/2 _
sind bekannt. Daheristtan0 = 0/1 = 0,tan Z = Fa = 1/+/3,tanZ = Hh =l
tanZ = % = /3, und tan Z ist nicht definiert.

Der Cotangens ergibt sich als cot x = cos x/ sinx bzw. als Kehrwert des Tangens:
cotOist nicht definiert, cot £ = v/3,cot £ = I,cot = = 1/+/3undcot = = 0/1 = 0.

5.4 Umkehrfunktionen
Bei den Winkelfunktionen handelt es sich um periodische Funktionen, die global
nicht bijektiv und daher nicht umkehrbar sind. Schriankt man ihren Definitionsbe-

reich jedoch geeignet ein, so lassen sich in sinnvoller Weise Umkehrfunktionen
definieren:

Definition 5.3
(1) Die Funktion sin ist auf dem Intervall [—m /2, 7w/ 2] streng monoton steigend
und bildet es bijektiv auf [—1, 1] ab. Die Umkehrfunktion heif3t Arcussinus,
arcsin : [—1,1] = [—n/2,7/2].

(2) Die Funktion cos ist auf dem Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet
es bijektiv auf [—1, 1] ab. Die Umkehrfunktion heifit Arcuscosinus,

arccos : [—1,1] — [0, 7].

(3) Die Funktion tan ist auf dem Intervall |—m /2, /2| streng monoton steigend
und bildet es bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion heifst Arcustangens,

arctan : R — |—7/2, /2.
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Abb. 5.6 Die Funktion arcsin : [—1, 1] — [—n/2, /2] ist die Umkehrfunktion der eingeschrén-
ken Sinusfunktion sin |[—7/2, /2]

Lesehilfe

Fiir die Umkehrfunktionen sind auch die Schreibweisen sin~', cos™!, tan™!
moglich — so findet man sie in der Regel auf dem Taschenrechner. Verwendet
man stattdessen die Vorsilbe ,,Arcus®, so besteht nicht die Gefahr einer Ver-
wechslung mit dem Kehrwert. Besonders kritisch ist das im Zusammenhang
mit dem Cotangens: Es ist ja cotx = 1/tanx = (tan x)~!. Die Umkehrfunk-
tion des Tangens aber ist arctan x, vielleicht auch geschrieben als tan~!, und
hat nichts mit dem Cotangens zu tun.

1

Die strenge Monotonie der Funktionen auf den angegebenen Intervallen lédsst
sich anhand der Funktionsgraphen jeweils leicht verifizieren. Fiir den Arcustangens
gilt insbesondere

lim arctanx = % und lim arctanx = —%. (5.43)
Die Graphen der Funktionen arcsin, arccos und arctan sind in den Abb. 5.6, 5.7 und
5.8 dargestellt. Und natiirlich konnen auch hier anhand bekannter Werte fiir sin, cos

und tan etliche Werte exakt angegeben werden, z. B.

. 3 b4 2 b4 T
arcsin — = —, arccos— = — oder arctanl = —.
2 3 2 4 4
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arccos

Gl

Abb. 5.7 Die Funktion arccos
Cosinusfunktion cos [0, 7]

SE

win |
3

: [-1,1] — [0, ] ist die Umkehrfunktion der eingeschrinken

arctan x

e

I o

Abb. 5.8 Die Funktion arctan : R — |—n/2, /2] ist die Umkehrfunktion der eingeschrinken
Tangensfunktion tan ||—m /2, /2[. Fiir x — $o0 strebt der Arcustangens gegen die Grenzwerte

+/2
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Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen werden in Anwendungen naturgemif
oftmals dazu verwendet, Winkel zu berechnen. Dabei ist grundsditzlich zu beachten,
dass dies aufgrund der Einschrdinkung der Arcusfunktionen zu Mehrdeutigkeiten
fiihren kann. So ist z. B.

. Sm 1 . T
sin — = —, aber arcsin — = —. (5.44)
6 2 2 6

Es ist also im Einzelfall und anhand der vorliegenden Fragestellung zu priifen, wel-
cher Winkel tatsichlich gesucht wird. Zum Beispiel kann es sein, wie hier, dass man
mit den Arcusfunktionen statt eines gesuchten Winkels o den Komplementidrwinkel
7 — o erhilt.

Das Wichtigste in Kiirze

e Winkel konnen mit verschiedenen Mafien angegeben werden. Beim Bogen-
mal wird der Vollwinkel durch 2w wiedergegeben, in Grad entspricht er
360°. Das Bogenmal ist das in der Mathematik gebriauchliche MaB.

e Beim Einheitskreis handelt es sich um einen Kreis mit dem Radius Eins im
Zentrum eines kartesischen Koordinatensystems. Aus dem Ursprung kommt
unter einem bestimmten Winkel mit der Rechtsachse ein Strahl, der den Ein-
heitskreis schneidet. Auf diese Weise entstehen Streckenstiicke, die dem Si-
nus und dem Cosinus des Winkels entsprechen.

e Fiir verschiedene Winkel konnen die Sinus- und Cosinuswerte aufgrund
geometrischer Uberlegungen am Einheitskreis leicht angegeben werden. Da-
riiber hinaus ist eine numerische Berechnung mit Hilfe der Reihenentwick-
lungen ohne Weiteres moglich.

e Sinus und Cosinus sind periodische Funktionen. Der Sinus ist ungerade, der
Cosinus gerade. Fiir sie gelten die Reduktionsformeln, der trigonometri-
sche Pythagoras und die Additionstheoreme.

e Sinus und Cosinus entsprechen Streckenverhiltnissen in rechtwinkligen
Dreiecken. In beliebigen Dreiecken konnen der Sinussatz und der Cosinus-
satz verwendet werden.

e Der Tangens entspricht einem Streckenstiick auf einer Tangente an den Ein-
heitskreis. Auch er ist eine periodische Funktion, und auch er erfiillt ein
Additionstheorem.

e Die Winkelfunktionen konnen so eingeschrinkt werden, dass bijektive Funk-
tionen entstehen. Die Umkehrung dieser Funktionen ergibt die Arcusfunk-
tionen. Zu beachten ist, dass die Winkelargumente jeweils nur in einem be-
stimmten Bereich wiedergegeben werden.
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Und was bedeuten die Formeln?

X o b XBogenmah . XGrad o XNeugrad
Bogenmall — 7> - - )
¢ r 27 360° 400 gon

1 00 2k
sin% =5 sin(—x) = —sinx, cos(—x)=-cosx, cos(x)= ;(—l)k aor

.0 ) . (T T .
sin“x +cos“x =1, sin §+x =CO0SX, COS E—X =sin x,

. a a
sine = —, cosa=—, tano = —,
c c b

sine  sin sin
ino _ sinf _ si v > =a’>+b*>—2abcosy,
a b c

sin(x + y) =sinxcosy 4+ cosxsiny, cos(x + y)=cosxcosy — sinx siny,
tan x + tany

. b4
lim arctanx = +—,

inx
tanx = ——, tan(x +y)= ————,
cos X l —tanxtany  x—zoo

cotx #arctanx, arctanl = /4.

Ubungsaufgaben

AS.1 Beantworte zur Erinnerung die folgenden Fragen: Was ist ein gleichseitiges
Dreieck? Was ist ein rechtwinkliges Dreieck? Was ist der Thales-Kreis? Was ist ein
gleichschenkliges Dreieck? Wo liegt der Schwerpunkt eines Dreiecks? Wo liegt der
Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks?

A5.2 Ein Array von Radioteleskopen besitze eine Winkelauflosung von 0,001”.
Welcher lateralen Streckenauflosung entspricht dies im etwa 26 000 Lichtjahre ent-
fernten Zentrum der MilchstraBe? (Lichtgeschwindigkeit ¢ = 300 000 km/s)

A5.3 An welchen Stellen zwischen 0 und 47 weist der Sinus den Wert 1/2 auf?
Und wo ist der Cosinus gleich —~/3/2?

A54

a) Zwei Seiten eines Dreiecks mit den Lingen 6 cm bzw. 2 cm schliefen einen
Winkel von 60° ein. Wie lang ist die dritte Seite?

b) Die Seitenldngen eines Dreiecks betragen ¢ = 3cm, b = 4cm und ¢ = 5cm.
Welche Innenwinkel besitzt das Dreieck?
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AS.5 Zeige die Giiltigkeit folgender Formeln:

=1+ tan’x

(1

cos? x

1
(2) sin®>x = 3 (1 —cos(2x))
(3) sin(3x) = 3sinx — 4sin’ x

(4) cos(4x) = 8cos*x —8cos®x + 1

(5) tanx = 1 — cos(2x)
1 + cos(2x)
A5.6 Wir wir wissen, ist sin % = %, und es ist auch sin %” = % Und umgekehrt?
Ist arcsin % = %” auch richtig?

AS.7 Man sagt, es sei arctanoco = 7. Was bedeutet das genau, und warum ist das
so? Und ist in diesem Sinn auch tan 5 = 00?

AS.8 Begriinde, dass giltarctan 1 = 7.
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Differenziation 6

Wir kommen nun zu dem Begriff der Ableitung einer Funktion, dem wahrscheinlich
wichtigsten Begriff der gesamten Analysis. Die Ableitung einer Funktion entspricht
der Steigung ihres Graphen und gibt damit die Anderungsrate der Funktion an. Sie
besitzt daher eine Vielzahl von theoretischen und praktischen Anwendungen.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Die Ableitung ist ein bestimmter Grenzwert. Wir werden sehen, welcher.
Und wir lernen seine geometrische Bedeutung kennen.

e Etliche Grundfunktionen konnen iiber die Ermittlung des Grenzwerts ab-
geleitet werden. Und auch ihre Umkehrfunktionen haben wir dann im
Griff.

e _ Differenzierbar” bedeutet ,linear approximierbar®. Wir wollen sehen,
was es damit auf sich hat. Und sind dann auch gleich bei der Tangen-
tengleichung.

e Das Ableiten findet in Anwendungen in der Regel nicht elementar iiber
den Grenzwert, sondern unter Verwendung diverser Ableitungsregeln statt.
Wir miissen sie kennenlernen und anwenden konnen.

e Man kann eine Funktion nicht nur einmal ableiten, sondern auch mehr-
fach. Was das genau heiflt und wie man das aufschreibt, miissen wir uns
ansehen.

e FEine wichtige Anwendung der Ableitung ist die Suche nach lokalen Ex-
trema. Wir werden sehen, wie das geht.

e Differenzierbare Funktionen erfiillen den Mittelwertsatz. Seine Aussage
ist einfach und wichtig zugleich.

e Der Satz von I’Hospital erlaubt es, etliche Grenzwerte, die wir schon ken-
nen, auf einfachere Weise zu berechnen. Deswegen wollen wir unbedingt
wissen, wie das geht.
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6.1 Definition der Ableitung

Die ,,Steigung* einer Gerade y = y(x) ist ein wohlbekannter Begriff. Sie ergibt
sich aus dem Steigungsdreieck zu m = Ay/Ax. Aber auch fiir gekriimmte Funkti-
onsgraphen kann man von einer Steigung reden, die sich dann allerdings von Punkt
zu Punkt @ndert. Man spricht von der ,,Ableitung* der Funktion. Sie ist ein speziel-
ler Grenzwert:

Definition 6.1 Es sei I C R ein nicht-triviales Intervall und f : I — R eine
Funktion. Die Funktion f heifst im Punkt x € I differenzierbar, falls der Grenzwert

f'(x) ;= lim Sw ) Jx) = lim J(x+h)— f(x)

w—>Xx — X h—0 h

existiert. Bei den Grenzwerten ist dabei natiirlich w = x + h € I vorauszusetzen.
Der Grenzwert f'(x) heifst die Ableitung von f im Punkt x. Die Funktion f
heift differenzierbar, falls f in jedem Punkt von I differenzierbar ist.

Den Ausdruck %}’:m = Af = (x) nennt man den Differenzenquotienten von f,

und seinen Grenzwert, also die Ableltung, bezeichnet man als Differenzialquotien-
ten. Dabei sind folgende Schreibweisen iiblich:'

, . Af df
S(x) = lim ——(x) = (X) = —f(X) (6.1)
Ax—0 AXx
Lesehilfe
Fiir f - sagt man ,.d f nach dx*, analog fur ,,d nach dx“. Und das dx ist so

etwas wie das ,,unendlich kleine Ax*, das aber trotzdem nicht Null ist.

Die Schreibweise mit den Differenzialen d f und dx ist oftmals sehr praktisch;
man hat jedoch darauf zu achten, dass es sich dabei nicht um ,,normale* Terme han-
delt, sondern samtliche Operationen mit diesen Ausdriicken zunéchst einmal nur im
Sinn des obigen Grenzwerts ausgefiihrt werden diirfen. Den Ausdruck d/dx nennt
man den Differenzialoperator: Er besagt, dass die hinter ihm stehende Funktion
abgeleitet werden soll.

Geometrische Bedeutung

Der Differenzenquotient entspricht der Steigung der Sekante des Graphen von
f durch die Punkte (x, f(x)) und (w, f(w)). Mit dem Grenziibergang w — x
geht die Sekante iiber in die Tangente an den Graphen im Punkt (x, f(x)), siche
Abb. 6.1.

! Das ,,x* tritt hier streng genommen in zwei unterschiedlichen Bedeutungen auf: einerseits als
die Variable der Funktion und andererseits als die Stelle, an der die Ableitung vorgenommen wird.
Wir wollen hier dennoch darauf verzichten, die Stelle mit einem anderen Symbol, etwa xy, zu
bezeichnen.
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Abb. 6.1 Eine Sekante an den Graphen der Funktion f wird festgelegt durch die zwei Punkte
(x, f(x)) und (w, f(w)). Der Differenzenquotient % entspricht der Steigung dieser Se-
kante. Beim Grenziibergang w — x geht die Sekante iiber in die Tangente an den Graphen im
Punkt (x, f(x)), und die Ableitung f’(x) = lim,_, % gibt die Steigung dieser Tangente
an

Die Ableitung f'(x) gibt somit die Steigung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt (x, f(x)) an.

Mit der Steigung m = f”/(x) ldsst sich natiirlich auch der Winkel & angeben,
den die Tangente mit der x-Achse einschlief3t, denn es ist

m = tan«. (6.2)

» Zwischenfrage (1) Warum gilt flr die Steigung der Tangente m = tan«?

Lesehilfe

Man mache sich noch einmal klar, dass die Ableitung nur iiber einen Grenz-
wertprozess zu realisieren ist. Denn wie ermittelt man die Steigung eines
gekriimmten Graphen, etwa einer Parabel? Uber die Tangente in dem Punkt,
konnte man antworten. Und wie bekommt man aber die Tangente hin? Prizise
wohl nur iiber einen Sekantengrenzwertprozess wie in Definition 6.1.



12 6 Differenziation

6.2 Ableitung einiger Grundfunktionen

Wir bestimmen die Ableitung einiger Grundfunktionen anhand ihrer Differenzial-
quotienten:

(1) Fiir eine lineare Funktion f : R — R, f(x) = mx + b mitm,b € R, erhilt
man die Ableitung

fx+h)—fx) . mx+h)+b—(mx+Db)
= lim
h h—0 h

f'(x) = lim

. mh
= lim — = limm = m. (6.3)
h—0 h h—0

Lesehilfe
Bei einer linearen Funktion erhilt man als Ableitung also ihre ,,normale* Stei-
gung. Und das muss natiirlich auch so sein.

» Antwort auf Zwischenfrage (1) Die Frage war, warum m = tan« gilt.
Betrachte ein Steigungsdreieck an der Tangente. Fiir seine Katheten Ax und Ay gilt
tano = % mit dem Winkel « zwischen der (Parallelen zur) x-Achse und der Tan-
gente.

(2) Die Quadratfunktion mit f(x) = x? ergibt die Ableitung

I A o e A I o
100 = fim S i S
O xX242hx + R — X2 . 2hx + h? . h(Q2x +h)
= lim = lim ———— = lim —————
h—0 h h—0 h h—0 h
= /%in})(2x + h) = 2x. (6.4)

Auf dhnliche Weise ldsst sich die Ableitung einer beliebigen Potenzfunktion x +—
x", n € N, mit dem Differenzialquotienten durchfiihren.

Lesehilfe
Der Differenzenquotient ergibt fiir # = 0 zunéchst immer 0/0. Es ist stets
eine Umformung, ein ,, Trick™ notwendig, um dieses Problem zu beheben.

» Zwischenfrage (2) Was ergibt der Differenzialquotient fir f : x +— x" und ein
beliebiges n > 2? Und wieso ist dabei der binomische Lehrsatz bzw. das Pascal-
Dreieck von Bedeutung?
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(3) Fiir die Funktion f : R* — R, f(x) = 1/x, erhdlt man den Differenzenquoti-
enten

1 1 1 x—(x+h) —h -1 w0 1
L LR - — . (65)
h\x+h «x h(x + h)x hx +h)x  (x+h)x x2

also (1/x)" = —1/x2. Auf #hnliche Weise lisst sich auch die Ableitung einer be-

liebigen Funktion x — 1/x", n € N*, erhalten.
(4) Zur Ermittlung der Ableitung der Exponentialfunktion ist etwas groBBerer Auf-
wand notig: Zunichst ist

exp(x + 1) —exp(x) exp(x) exp(/) — exp(x)

ex(0) = fim S — i SRS
L exp(h) —1 . exp(h)—1
= 1113}) exp(x) 0 = exp(x) ,113(1) h .
g

Wir zeigen nun, dass der verbleibende Grenzwert g = 1 ist, dass also gilt

lim exp(x) — 1 _

x—0 X

1. (6.6)

Dazu verwenden wir die Restgliedabschitzung fiir die Exponentialreihe, siehe Satz
3.6, mitn = 1:

exp(x) =1+ x + Ry(x) mit | R, (x)| < 2|x|?/2 = |x|? fiir |x| < 3/2.

Es ist also
exp(x) — (1 + x) = Ra(x)

und die Restgliedabschitzung besagt somit
lexp(x) — (1 + x)| = [Ro(x)] = |x[?

fiir x mit hinreichend kleinem |x|. Teilen durch |x| ergibt nun

|exp(x) — (1 + x)| _ exp(x) — 1 —x _ exp(x) — 1 1 §|x|x—>_)00‘
| x| X X
—_———
g

Da der Ausdruck g somit gegen 0 konvergiert, ist der Nachweis fiir den Grenzwert
(6.6) erbracht. In Summe haben wir das wichtige Ergebnis:
Die Ableitung der Exponentialfunktion exp ergibt wieder die Exponentialfunkti-
on exp,
exp’(x) = exp(x) bzw. (") =e". 6.7)
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(5) Als weitere wichtige Grundfunktion betrachten wir den Sinus. Dazu erinnern
wir zundchst an (5.27):

+b .
sin
2 2

sina — sin 8 = 2cos

Damit erhalten wir

: . sin(x + h) —sinx . 2cos xthtx) gip (Xth=x
sin x = lim ( ) = lim ( 2 ) ( 2 )

h—0 h h—0 h
. h . sin %
= }1[13}) cos | x + > 1113}) ek (6.8)
2
= Ccos X _ A
Lesehilfe

Es ist hier also @ = x + /# und B = x. Wie so oft in Herleitungen oder Be-
weisen: Warum dieses Vorgehen etwas bringt, sieht man erst im Nachhinein.
Von alleine hat man solche Ideen allenfalls, wenn man sich lange mit dem
Problem auseinandersetzt und schon manches andere erfolglos probiert hat.

Wir zeigen nun mit Hilfe einer geometrischen Uberlegung, dass der verbleibende

Grenzwert )
. sinx
k = lim =1 (6.9)
x—=0 X

ist: Wir betrachten einen kleinen Winkel x am Einheitskreis und die zugehorigen
Strecken sin x, cos x und tanx. Das Dreieck mit den Katheten sinx und cosx
schlieBt die Flache % sin x cos x ein, und das Dreieck mit den Katheten 1 und tan x
die Fliche % tan x. Von diesen zwei Dreiecken eingeschlossen wird der Kreissektor
mit der Fldache

X . . X , X
— . Fldache des Vollkreises = — -7 - 1° = —.
27 21 2

Lesehilfe

Rechtwinklige Dreiecke besitzen offenbar als Flidcheninhalt das Produkt ihrer
Kathetenldngen geteilt durch 2. Und ein Kreissektor besitzt den Anteil an der
gesamten Kreisflache, den sein Offnungswinkel an 27 hat.

Dies ergibt die Relation

—sinxcosx < — < —tanx

X
=5 =

N =
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bzw. nach Multiplikation mit 2/ sin x

X 1
cosx < —— <
sin x

cosx

Nun ist lim,_,gcosx = 1 und damit auch lim,_,((1/cosx) = 1, so dass fiir den
zwischen diesen Termen eingeschlossenen Ausdruck auch lim,_,o(x/sinx) = 1
gelten muss. Daraus folgt (6.9). °
In Summe halten wir fest:
Die Ableitung des Sinus ist der Cosinus,

sin’ x = cos x. (6.10)

Es ist also insbesondere sin'0 = 1, d.h., der Sinus steigt im Ursprung mit der
Steigung 1 an.
Der Cosinus ist um /2 gegen den Sinus verschoben. Daher macht man sich
leicht klar, dass gilt
cos’ x = —sinx. (6.11)

(6) Natiirlich sind nicht alle Funktionen iiberall differenzierbar. Ein Beispiel dafiir
ist die Betragsfunktion, siehe (3.5), an der Stelle 0. Die ,,rechtsseitige” Ableitung,
bei der man sich der Stelle O von rechts néhert, ergibt den Wert 1, die ,,linksseitige*
hingegen den Wert —1. Die Ableitung ist daher an der Stelle 0 nicht definiert.

Im Nachgang zum Beispiel der Betragsfunktion halten wir noch einmal allge-
mein fest:

Weist ein Funktionsgraph einen ,, Knick* auf, so ist die Funktion an dieser Stelle
nicht differenzierbar.

Ein ,,Knick® ist aber nicht das einzige mogliche Problem im Hinblick auf die
Differenzierbarkeit einer stetigen Funktion: Es kann auch passieren, dass ein Funk-
tionsgraph eine vertikale Tangente besitzt, so wie es bei der Wurzelfunktion bei
Null auftritt. Auch an einer solchen Stelle ist eine Funktion nicht differenzierbar.

Fiir das praktische Ableiten von Funktionen, wie sie etwa in Anwendungen
auftauchen, wird man iibrigens nicht (wieder) auf die elementare Ebene des Dif-
ferenzialquotienten hinabsteigen. Vielmehr merkt man sich die Ableitungen der
Grundfunktionen, und kompliziertere, zusammengesetzte Funktionen leitet man
dann unter Zuhilfenahme von verschiedenen Differenziationsregeln ab, die wir
noch kennenlernen werden.

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Es sollte der Differenzialquotient fur f : x +— x”"
ausgewertet werden.
Fur f : x — x" und n > 2 haben wir

S +h)—-fx)
h

(xRt =X
= lim ————.

’ -k
f (X) hljg) h—0 h

Fir den Ausdruck (x + )" gilt nach dem binomischen Lehrsatz 3.4

(x +h)" = (g)x" n (Y)x"lh n (Z)x”zhz .,
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wobei die durch die Plinktchen angedeuteten restlichen Terme immer héhere Po-
tenzen von h enthalten. Dabei ist ({j) = 1und (}) = n, wie es sich etwa auch aus
dem Pascal-Dreieck ergibt. Wir haben also

X"+ nhx"1 4 (g)x”*zh2 +...—x"

/ - 1
S(x) Jim 7
nhx"1 4+ (’;)x”_zh2 +...

n
= li n=1 Ly
o 7 o [ +(2)x : }

= lim

Wir erinnern uns, die Terme anstelle der Plinktchen enthalten allesamt héhere Po-
tenzen von h. Fir h — 0 erhalten wir daher

n

fl(x) = ]}i_r)l}) |:nx”_l + (2)x”_2h +.. i| =nx""!, also (x") = nx""1

6.2.1 Numerische Differenziation

Natiirlich kann eine Funktion f auch leicht ,,numerisch® abgeleitet werden: Man
nihert dazu die Tangentensteigung im Punkt x durch eine Sekantensteigung an,
verwendet also statt des Differenzialquotienten den Differenzenquotienten mit ei-
nem kleinen, aber endlichen /:

S +h) - f(x)
p :

Betrachten wir als Beispiel die Cosinusfunktion x + cosx bei x = 7/6. Mit
kleiner werdendem % erhalten wir

cos(/6 + 0,1) —cos(n/6)

f(x) ~my(x) = 6.12)

mo,1(/6) = 01 = —0,5424,
cos(/6 + 0,01) — cos(,r/6)
moo1(w/6) = / 0 Ol) (/ = —0,5043,
cos(/6 + 0,001) — cos(xr/6)
moo01(7w/6) = / 0 001) (x/6) _ —0,5004.

Der exakte Wert ist cos'(7/6) = —sin(7/6) = —1/2.

Auch bei komplizierten Funktionen ist das numerische Ableiten problemlos
moglich, und insbesondere auch bei Funktionen, die nur numerisch existieren, bei
denen also etwa nur in 1 000stel-Schritten tiberhaupt Funktionswerte vorliegen.

6.2.2 Ableitung der Umkehrfunktion

Mit einer (umkehrbaren) Funktion f ist auch die Umkehrfunktion f~! eindeutig
festgelegt. Insbesondere ergibt sich der Graph der Umkehrfunktion durch Spie-
gelung des Graphen von f an der Achse y = x. Damit ist klar, dass es einen
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Abb. 6.2 Die Graphen einer Funktion f und ihrer Umkehrfunktion f~! gehen durch Spiegelung
an der Achse y = x auseinander hervor. Dem Punkt A = (x, ~'(x)) auf dem Graphen von f~!
entspricht der Punkt B = (f~!(x), x) auf dem Graphen von f. Die Steigungen in den Punkten
A und B sind Kehrwerte voneinander, da die Katheten in einem gedachten Steigungsdreieck ihre
Rollen tauschen

unmittelbaren Zusammenhang zwischen den Ableitungen von f und f~! geben
muss:

Satz 6.1 (Ableitung der Umkehrfunktion) Es sei I C R ein nicht-triviales Inter-
vallund [ : I — R eine stetige, streng monotone Funktion mit der Umkehrfunktion
7V f() — R.Ist f in x € I differenzierbar mit f'(x) # 0, so ist f~" in
vy := f(x) differenzierbar und es gilt

1
&) o)

» Zwischenfrage (3) Warum wird in Satz 6.1 f’(x) # 0 vorausgesetzt?

o=

Beweis Anstelle eines vollstindigen formalen Beweises begriinden wir die Formel

1
S1H)

(hier ist nur der Buchstabe y durch x ersetzt worden) geometrisch, siche Abb. 6.2:

(fHx) = (6.13)
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Wir betrachten die Graphen von f und f~'. Die Punkte 4 = (x, f~'(x)) auf
dem Graphen von f~'und B = (f~'(x), x) auf dem Graphen von f gehen durch
Spiegelung an der Achse y = x auseinander hervor. Die Steigungen in beiden
Punkten sind daher Kehrwerte voneinander, da unter der Spiegelung die Katheten
in einem gedachten Steigungsdreieck ihre Rollen tauschen. Es ist also

1 1
Stei nAd=————-, dh (fHYx) = ————.
eigung m Steigung in B (f ) ('x) f’(fil (x))
Siehe aber auch Beispiel (5) in Abschn. 6.4.3 fiir einen alternativen Beweis. °

Beispiele
(1) Der natiirliche Logarithmus In : R% — R ist die Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion exp : R — R . Also ist nach (6.13)

1 1 1

1 / = = = —.
e exp'(Inx) exp(lnx) x

(6.14)

Lesehilfe

Die Funktionen x +— Inx und x — 1/x haben auf den ersten Blick nichts
miteinander zu tun. Es ist daher bemerkenswert, dass gilt (In x)’ = 1/x, und
wir werden dieser Ableitung noch oft begegnen.

Ubrigens ist (Inx) = In’ x, weil hier nur das Argument x steht. Aber
Vorsicht: (In(2x))’ und In’(2x) beispielsweise sind nicht dasselbe; (In(2x))’
steht fiir die Ableitung der Funktion x +— In(2x), die wir noch nicht kennen,
und In’(2x) ist die Ableitung der In-Funktion an der Stelle 2x, also In'(2x) =

1/(2x).

(2) Die Funktion arcsin : [-1,1] — [=7, 7] ist die Umkehrfunktion von sin :

[-%.5] = [=1.1]. Esistsin'(£%) = cos(+5) = 0, und fiir x € |1, 1] gilt
1 1

s/
arcsin’ x = = .
sin’(arcsin x)  cos(arcsin x)

Dieser Ausdruck lésst sich vereinfachen: Nach dem trigonometrischen Pythagoras,
siehe (5.14), ist cosa = v/ 1 — sin® a, also cos(arcsin x) = /1 — (sin(arcsin x))2 =
~/1 — x2, so dass wir erhalten

1
L
arcsin’ x N (6.15)

» Antwort auf Zwischenfrage (3) Gefragt war, warum im Satz zur Ableitung der Um-

kehrfunktion f’(x) # 0 vorausgesetzt wird.

Die Einschrankung f’(x) # 0 bei der Formulierung von Satz 6.1 ist notwendig, weil

eine horizontale Tangente an f in der Umkehrfunktion f~! zu einer vertikalen Tan-

gente fiihrt, deren Steigung nicht definiert ist.
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6.2.3 Alternative Darstellung der Euler-Zahl

Mit der Ableitung des Logarithmus ldsst sich die folgende Darstellung fiir die Euler-
Zahl e beweisen:

n—oo

e = lim (1 + l) . (6.16)
n

Dazu schreiben wir das Argument des Grenzwerts zunéchst anders auf:
1\" 1 . 1
I+ —-) =|exp|In{1+ - =exp|(nln|{1+—-]].
n n n

Lesehilfe
Anders ausgedriickt steht hier: a” = (e™)" = ¢""“ mita = 1 4 1.

Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion (x) ist daher

. 1" . 1 (*) ) 1
lim {14+ -] = limexp(nln{1+ — =exp|lim (nln{ 1+ — .
n—o0 n n—0o0 n n—00 n

Ist der verbleibende Grenzwert gleich 1, so erhalten wir (6.16). Dies folgt nun aus
In'(1) = 1:

=0
—~—
1 In(141 In(1+1)— In1
lim [nln (1 + —):| = lim M = lim ( "2 =1;
n—00 n n—o00 . n—o00 .

wir haben im Zzhler In 1 hinzugefiigt, um zu erkennen, dass wir den Differenzial-
quotienten des In an der Stelle 1 vor uns haben, wobei das ,,h* hier durch ,,%“
dargestellt wird. Der Grenzwert n — oo entspricht somit 4 — 0. °

Diese alternative Darstellung von e ist bemerkenswert. Im Grenzwert (6.16) lau-
fen zwei konkurrierende Prozesse ab: Die Basis (1 + %) wird fiir n — oo immer
kleiner und néhert sich der Eins an, was den Gesamtwert tendenziell verkleinert.
Gleichzeitig wird aber der Exponent n immer grofer, was bei einer Basis grofier 1
den Gesamtwert vergrofert. Und wir haben soeben bewiesen, dass sich diese beiden
Prozesse im Ergebnis so ergiinzen, dass sich insgesamt die Zahle = Y 7, % ~

2,71828 ergibt.

6.3 Lineare Approximierbarkeit

Ist eine Funktion an einer Stelle a ihres Definitionsbereichs differenzierbar, so hat
man dort eine eindeutige Tangentensteigung und damit auch eine eindeutige Tan-
gente. Mit dieser Tangente kann die Funktion lokal, d. h. in der Néhe der Stelle a,
linear approximiert> werden.

2 ~Approximieren stammt aus dem Lateinischen und bedeutet ,,annéhern*.
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Tatsdchlich ist die Differenzierbarkeit einer Funkion in einem Punkt sogar dqui-
valent mit der linearen Approximierbarkeit:

Satz 6.2 Es sei I < R ein nicht-triviales Intervall und a € 1. Eine Funktion
f I — Rist genau dann in a differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit

J(x) = fla) +c(x —a) + ¢(x),

wobeli fiir die Funktion ¢ gilt lim,_,, i(_xa) = 0. Esistdann ¢ = f'(a).

Beweis ,,=“ Es sei f in a differenzierbar und ¢ := f'(a). Wir definieren die
Funktion ¢ durch f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + ¢(x). Das Auflosen dieser

Gleichung ergibt
px) _ fx) = fla)
x—a xX—a

— f(a). (6.17)

Der Bruch auf der rechten Seite ist nichts anderes als der Differenzenquotient von
f an der Stelle @, und demnach gilt lim,_, i(_xa) = f'(a) — f'(a) = 0.
»<“ Es gebe fiir f eine Darstellung f(x) = f(a) + c(x —a) + ¢(x) mit

lim,_,, 20 _ 0. Dann gilt, analog zu (6.17),

lim (—f(x)_f(a) —c) — 1im 2 _ g,
xX—a X —d X—a X —ad

also lim,_,, W = ¢, d.h., f istin a differenzierbar und ¢ = f”(a). °

Die Funktion ¢ aus Satz 6.2 gibt also den Fehler an, den man macht, wenn man
statt mit der Funktion f selbst mit der linearen Niiherung

t[fa](x) = f(a) + f(a)(x —a) (6.18)

rechnet. Diese Niherung ist nichts anderes als die Gleichung der Tangente an den
Graphenvon f in der Stelle a: In (6.18) erkennt man die Punktrichtungsform einer
Gerade, die mit der Steigung m = f’(a) durch den Punkt (a, f(a)) geht. Bei der
Tangente handelt es sich um die Gerade, die sich bei a bestmoglich an den Graphen
von f anschmiegt. In der ,,Nihe von a* gilt also

f) = fla)+ fl@)(x —a). (6.19)

In der Regel wird diese Nédherung umso schlechter, je weiter man sich von a ent-
fernt.

» Zwischenfrage (4) Was ist die Punktrichtungsform einer Gerade? Und wenn wir
schon dabei sind: Wie lautet die Zweipunkteform einer Gerade, d. h., wie lautet die
Gleichung der Gerade, die durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2) geht? Und welche
Steigung hat diese Gerade?
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6.3.1 Beispiel: Lineare Ndherung fiir Sinus und Cosinus

Wir wollen den Sinus ndherungsweise fiir kleine Winkel x betrachten. Dazu ver-
wenden wir die lineare Nidherung um den Punkt @ = 0. Sie lautet

t[sin, 0](x) = sin 0 + sin’(0)(x —0) = 0 + cos 0 - x = x. (6.20)

Es ist also
sinx ~ x fiir ,,kleine* Winkel x. (6.21)

Lesehilfe
Natiirlich bezieht sich diese Aussage auf Winkel im BogenmaB. Die Glei-
chung sin 5° A~ 5° etwa ergébe gar keinen Sinn.

So ist z. B.
sin0,1 = 0,0998, sin0,2 = 0,1986, sin0,5 = 10,4794, sinl = 0,8415.

Die Niherung wird also umso schlechter, je weiter man sich mit x von O entfernt.
In der Praxis sieht man diese Niherung in der Regel bis Winkel von 10° als hinrei-
chend genau an, also fiir x < 0,175 rad.
Der Cosinus besitzt bei 0 den Wert 1 und die Steigung 0. Daher gilt in der linea-
ren Nédherung
cosx & 1 (6.22)

fiir , kleine” Winkel x. Auch hier einige Zahlbeispiele:
cos0,1 = 0,9950, co0s0,2 =0,9801, co0s0,5=0,8776, cosl = 0,5403.

Diese linearen Néherungen des Sinus und Cosinus fiir kleine Winkel werden bei-
spielsweise in der so genannten Gauf3-Ndherung der geometrischen Optik verwen-
det. In dieser Néherung beschrinkt man sich auf die Betrachtung von Lichtstrahlen,
die dicht an der optischen Achse verlaufen und nur kleine Winkel mit ihr einschlie-
Ben. Ist o ein solcher Winkel, so verwendet man in theoretischen Herleitungen
also die Ndherungen sino ~ o, cosa ~ 1 und tana ~ «. Und nur unter dieser
Voraussetzung ergeben sich die bekannten einfachen Eigenschaften, etwa die Tatsa-
che, dass sich ein achsparallel einfallendes Lichtbiindel nach Durchgang durch eine
sphérische Sammellinse in einem Brennpunkt trifft.

» Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war nach der Punktrichtungsform und der
Zweipunkteform einer Gerade.



122 6 Differenziation

Die Punktrichtungsform einer Gerade mit der Steigung m durch einen Punkt (x1, y1)
lautet
Y =y1+m(x—xip). (6.23)

Diese Gerade besitzt offenbar die Steigung m, und es ist y(x1) = y;.
Nun zur Zweipunkteform: Die Steigung der gesuchten Gerade ist % = % Da
die Steigung einer Gerade konstant ist, muss daher auch fir jeden beliebigen wei-
teren Punkt (x, y) der Gerade gelten:

Yy =) J1—)2 Ji—)n

=——= dh y=y +——=(x—x)).
X — X1 X1 — X2 X1 — X2

Dies bezeichnet man als die Zweipunkteform der Gerade. lhre Steigung ist nattirlich

_ yi—y» _ Ay
— x1—xz ~ Ax-

6.3.2 Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ist eine Funktion f an einer Stelle a linear approximierbar, besitzt sie also eine
Tangente, die sich fiir x — a beliebig genau an den Graphen von f anschmiegt, so
muss sie dort offenbar stetig sein. Das heif3t:

Satz 6.3 Ist die Funktion f : I — R ina € I differenzierbar, so ist sie in a auch
stetig.

Beweis Da f in a differenzierbar ist, gibt es nach Satz 6.2 eine Darstellung
f(x) = f(a) + c¢(x —a) + ¢(x) von f. Mit lim,_,, % = 0 gilt erst recht
lim, _,, ¢(x) = 0. Insgesamt ergibt sich

lim £(x) = f(@) + lim(c(x — @) + lim p(x) = f(a).
also die Stetigkeit von f ina. °

Die Differenzierbarkeit ist also die stirkere Eigenschaft, sie schlie3t die Stetig-
keit mit ein. Umgekehrt kann jedoch eine Funktion stetig, aber nicht differenzierbar
sein, wie man etwa am Beispiel der Betragsfunktion bei Null sieht: Ein ,,Knick ist
stetig, aber nicht differenzierbar®.

6.4 Ableitung zusammengesetzter Funktionen

Wir haben in Abschn. 6.2 die Ableitung einiger Grundfunktionen anhand des Diffe-
renzialquotienten oder iiber ihre Umkehrfunktion durchgefiihrt. Das Ableiten wei-
tergehender zusammengesetzter Funktionen erfolgt mit Hilfe verschiedener Diffe-
renziationsregeln, die wir uns nun ansehen wollen.
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6.4.1 Linearitat
Zunichst halten wir fest, dass die Ableitung linear ist. Dies bedeutet:

Satz 6.4 Die zwei Funktionen f,g : I — R seienin x € I differenzierbar, und ¢ €
R sei eine Zahl. Dann sind auch die Funktionen f 4+ g und cf in x differenzierbar
und es gilt

(f +8)'(x) = f'(x) +&'(x). (6.24)
(cf)(x) =cf'(x). (6.25)

Beweis Wir ermitteln die Ableitungen mit dem Differenzialquotienten:
(f +2)() = lim [/ + )+ 1)~ (f + )]
= lim 2 [/ h) + g0+ ) — ()~ (o)
= lim 2 /04 h) — £() + gx ) — (o)

1 1
m o [f (e +h) = fO] + lim - [g(x + 1) — g (x)]

=
= W)+ £
(€f)(6) = lim = [(ef)x + ) — )] = fim 2 [ef(x -+ 1) — e ()]

1
ZC%igg)E[f(erh)—f(X)]=Cf/(X)- .

Man erkennt, dass die Ableitung mit den linearen Operationen der Addition und
der Multiplikation mit einer Zahl vertauscht werden kann, dass es also egal ist, ob
man zuerst ableitet und anschlieBend addiert oder mit einer Zahl multipliziert oder
in umgekehrter Reihenfolge vorgeht.

SchlieBlich ein Beispiel fiir die Anwendung dieser Regel:

(3e* —cosx) =3(e") — (cosx) = 3e* +sinx.

6.4.2 Produkt- und Quotientenregel

Werden Funktionen miteinander multipliziert oder durcheinander geteilt, so gilt fiir
ihre Ableitungen

Satz 6.5 Die zwei Funktionen f,g : I — R seien in x € I differenzierbar. Dann
ist die Funktion fg und fiir g(x) # 0 auch die Funktion f/g in x differenzierbar
und es gilt:
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(1) Produktregel:
(f9)'(x) = f'()g(x) + f(x)g'(x). (6.26)

(2) Quotientenregel:

(6.27)

(i)' () = f(x)gx) — f(x)g'(x)
g (g(x))? ’

Beweis
(1) Der Differenzialquotient ergibt

(f8)'(x) = lim - [f(x +hg(x +h) = fx)gx)]

=0

11m [f(x +h)g(x +h) —f(x +h)gx)+ f(x +h)g(x)

—f(x)g(x)]
= Jim & [0+ B (g0x + ) — g00) + (x4 h) — f()g ()]
h h
=,%ii%f(x+h>g(x+2 B |y LD S

F)g'(x) + f'(x)g(x).

Lesehilfe zum Beweis

Der ,,Trick* fiir den Nachweis der Produktregel besteht also darin, geschickt
eine Null hinzuzufiigen, so dass sich die zwei Differenzialquotienten fiir g
und f ergeben.

(2) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall f = 1:

(1)(x) 1|: 1 _L]:hml[g(x)—g(x—i-h)}
o Lgtx+ ) gn)] im0k | gx + heg()
— lim (g(X) —gx +h))
=0 g(x + h)g(x) h
— lim 1 (_g(x +h - g(X)) __ 8
h—0 g(x + h)g(x) h (g(x))?

Daraus ergibt sich jetzt mit der Produktregel der allgemeine Fall:

(g)/(x)=(f )()—f(X)ﬁ+f( )( )(x)

o )\ _ S 0el) - f0)g )
=/ mg(x) + (x)( (g(x)>2) COr
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Lesehilfe
Produkt- und Quotientenregel werden oft auch mit # und v als Funktionsbe-
zeichnungen formuliert, also als

, , , uy u'v—uv
(uv) = u'v + uv’, -) = —.
v

Die Produktregel kann iibrigens ohne Weiteres auf mehr als zwei Faktoren verall-
gemeinert werden. So zeigt man beispielsweise leicht, dass fiir drei differenzierbare
Funktionen f, g, h gilt

(fgh) = f'gh+ fg'h+ fgh'. (6.28)
» Zwischenfrage (5) Wie zeigt man (fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'?

Beispiele
(1) Wir haben bereits gesehen, wie sich die Ableitung von x? mit Hilfe des Diffe-
renzenquotienten ermitteln 1dsst, siehe (6.4).

Mit Hilfe der Produktregel konnen die Ableitungen der Potenzen x”", n € N*,
ebenfalls berechnet werden. So ist

@ =@x-x)=x-x+x-x'=1-x4+x-1=2x,

@Y =02 x) =0 x+x2-x =2x-x +x2- 1 =3x? usw.

In Verallgemeinerung dieser Beispiele kann man mit vollstandiger Induktion zei-
gen, dass fiir alle n € N* gilt

(x") = nx""L. (6.29)
Induktionsanfangn = 1: (x!) = x' =1,1-x"1 = x" = 1.
Induktionsschrittn — n 4 1:
Y = (" x) = (") x4 XX B X = (4 DX e

(2) In Erweiterung des obigen Beispiels betrachten wir nun negative Exponenten,
also die Hyperbeln f : R* — R, f(x) = x™ = 1/x™, m € N*. Ihre Ableitung
ergibt sich aus der Quotientenregel:

( 1 )/ My mx™1 B 1
= = — = —mx .

x_m - (xm)Z x2m

Zusammen mit (6.29) haben wir also

(x") = nx"! fiir alle n € Z (mit x # 0 fiirn < 0). (6.30)
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(3) Es ist
. / . . .
, sin x sin’ x cos x —sinx cos’ x  cos? x + sin® x
tan’ x = = 5 = -
Cos X cos? x cos? x
1
cos?x’

AuBerdem gilt 1/ cos? x = 1 + tan’ x, so dass die Ableitung des Tangens auf zwei
Arten geschrieben werden kann:

tan’ x = =1 + tan® x. (6.31)

cosZ x

Mit der Ableitung des Tangens ist natiirlich auch die Ableitung des Arcustangens
bekannt: Satz 6.1 ergibt hier

1 1
arctan' x = ————— = cosz(arctan x) =
tan’(arctan x) 1 + tan?(arctan x)
1
=—. 6.32
1+ x2 (6.32)

Nur die ,,zweite* Form der Ableitung des Tangens in (6.31) erlaubt hier die ver-
niinftige Vereinfachung des Ergebnisses.
(4) Es ist
( 3e* )/ _ 3(ex)’(x2 +1)—e"-2x X2 -2x+1
x2+1

2+ 1) T T

» Antwort auf Zwischenfrage (5) Gefragt war der Nachweis der Produktregel fiir drei
Faktoren.
Wir verwenden zweimal die Produktregel:

(fgh) = ((fo)h) = (fe)h+ (foh' = (f'g+ feHh + fgh'
= f'gh+ fg'h+ fgh'.

6.4.3 Kettenregel

Fiir die Ableitung verketteter Funktionen (siche Definition 3.3) verwendet man die
Kettenregel:

Satz 6.6 (Kettenregel) Es seien g : D — R und f : E — R Funktionen mit
g(D) € E. Die Funktion g sei in x € D differenzierbar, und f seiiny := g(x) €
E differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion f og : D — R in x
differenzierbar und es gilt

(fog)(x)=f"(g(x)g(x).



6.4 Ableitung zusammengesetzter Funktionen 127

Lesehilfe
Zur Erinnerung: (f o g)(x) ist nichts anderes als f(g(x)).

Beweis Es ist

f(gw)) — f(g(x))

(f 0 8)'(x) = (f(g(x) = lim

w—X
— i L8W) — f(8(v)) g(w) — g(x)
wvor o g(w) — g(x) w—Xx
= f'(g(x)g'(x). .

In der Differenzialschreibweise entspricht das Vorgehen im Beweis der Ketten-
regel einfach einer Erweiterung mit dg:

d(fog) d(fog)dg
dx ~  dg dx’

(6.33)

Verbal lisst sich die Kettenregel ausdriicken als ,.ciufsere Ableitung mal innere Ab-
leitung“. Die Ableitung der dufleren Funktion f ist dabei an der Stelle g(x) zu
betrachten, und die Ableitung der inneren Funktion g an der Stelle x.

Beispiele

(1) Es ist (sin(kx + ¢)) = cos(kx + ¢)k. Die duBere Ableitung ist die Ableitung
des Sinus; sie ergibt Cosinus. Und die innere Ableitung ist hier die Ableitung der
linearen Funktion, und damit gleich k.

(2) Wir betrachten die allgemeinen Potenzfunktionen f : R% — R, f(x) = x?
mit beliebigem b € R (vergleiche (6.30)). Mit x” = exp(b In x) erhalten wir die
Ableitung

(x%) = (exp(bInx)) =exp/(bInx)-b - % =x". g = bhx"71.
Also: Fiir beliebige b € R gilt die Formel
(xPy = bxb1, (6.34)
Eine Exponentialfunktion x — a*, a > 0, besitzt hingegen die Ableitung

(a*) = (exma)/ =e""Ing = a"Ina. (6.35)

Lesehilfe
Die Funktion x > 2* bitte niemals ableiten als x2*~!, sondern unbedingt als
2% In2.
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(3) Mit (6.34) lassen sich insbesondere auch Wurzeln ableiten. Zum Beispiel

r L/_li,l_l,L_ 1
(V) —(x2) === s (6.36)

also ,,Quadratwurzel abgeleitet ergibt Eins durch zweimal die Wurzel*.
Fiir die dritte Wurzel erhilt man

xS (6.37)

Bei diesen Wurzeln ist zu beachten, dass sie an der Stelle Null nicht differenzierbar
sind, sondern dort eine unendlich grofle Steigung besitzen (siche Abb. 4.3 und 4.4).
Dies driickt sich in ihren Ableitungen dadurch aus, dass sie bei Null nicht definiert
sind.

(4) Natiirlich kann die Kettenregel bei mehrfach verketteten Funktionen auch mehr-
fach hintereinander angewendet werden. Als ein Beispiel fiir eine kompliziertere
Ableitung berechnen wir

! 1
V1 'Zk):—1 in2(kx))
( e 2\/1+sin2(kx)( + i)

b Gintk) Gsin(kx)Y

24/1 + sin’(kx)
— ;2 sin(kx) cos(kx)k = sin(kx) cos(kx)k
T2/l 1 stk -

Lesehilfe
Bei der (mehrfachen) Anwendung der Kettenregel kann es hilfreich sein, wie
im obigen Beispiel die inneren Ableitungen zunéchst als noch auszufiihren
stehen zu lassen. So kannst du dich schrittweise von aulen nach innen durch-
hangeln.

(5) Der Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion, Satz 6.1, ergibt sich unmittelbar
aus der Kettenregel. Leitet man die Definitionsgleichung fiir die Umkehrfunktion,

f(f7) =x,

nach x ab, so erhilt man aufgrund der Kettenregel

(S = (@) Y =1
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und damit

1

1y .
V= Ty

Zwischenstopp

Bevor wir fortfahren, wollen wir in diesem langen Kapitel einen kurzen Zwi-
schenstopp einlegen. Dazu sehen wir uns das ,,Wichtigste in Kiirze* an, das
wir bereits erarbeitet haben (dessen ungeachtet wird es am Ende des Kapitels
noch einmal vollstdndig wiederholt):

Bei der Ableitung einer Funktion handelt es sich um den Grenzwert des
Differenzenquotienten. Sie gibt die Steigung der Tangente an den Graphen
der Funktion im betrachteten Punkt an.

Nicht alle Funktionen sind differenzierbar. Insbesondere ist dafiir erforder-
lich, dass der Graph der Funktion keinen Knick aufweist.

Der Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion erlaubt die Ableitung von
Funktionen, die als Umkehrung einer Funktion mit bekannter Ableitung
definiert sind.

Eine differenzierbare Funktion ist linear approximierbar. Die lineare Na-
herung um einen Punkt ergibt sich aus der Tangente in diesem Punkt.

e Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit.
e Die Ableitung ist linear. Es gilt auerdem die Produktregel, die Quoti-

entenregel und die Kettenregel.

Dazu haben wir zum Beispiel folgende Formeln kennengelernt:

oy i S - f)df o AS
fl(x) = %I_I)I}) g a(x) = AI;IEOE(XX
(x*) =2x, () =e", sin'x =cosx, cos'x = —sinx,
/ 1 ’ 1 ! 1
(f Y (x) = W, In'x = e arctan’ x = 132

fx) ~ f(a)+ f'(@)(x —a), sinx=~x,
(af(x) +bg(x)) = af'(x) +bg'(x), (uv) =u'v+uv,
(1) =2 (g = £ eg )

v
(xb)/ =bx"!, (@) =a*Ina.
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6.5 Hohere Ableitungen

Natiirlich kann man auch die Ableitung einer Funktion erneut ableiten und so ho-
here Ableitungen bilden:
Die Funktion f : I — R sei auf dem nicht-trivialen Intervall / C R differen-
zierbar. Falls die Ableitung f’: I — R in x € [ differenzierbar ist, so heifit
d2f "
—(x) = f(x) = (f)(x) die zweite Ableitung von f in x.
Differenziert man die zweite Ableitung — natiirlich immer sofern moglich —, so

erhilt man die dritte Ableitung usw. und schreitet so zu beliebigen hoheren Ablei-
tungen fort (k € N*):

kl
= 1w = ().

dxk—1

Eine Funktion f : I — R heibt k-mal differenzierbar in I, wenn f in jedem
x € I k-mal differenzierbar ist. Sie heiB3t k-mal stetig differenzierbar, wenn dariiber
hinaus die k-te Ableitung stetig ist.

Lesehilfe

Die Bezeichung f®), gesprochen ,,f oben k* bedeutet also, dass f k-mal

abgeleitet wird. Beachte den Unterschied zur k-ten Potenz f ko f hoch k.
Unter der nullten Ableitung f©) versteht man die Funktion f selbst. Denn

die Funktion wird ja dann 0-mal abgeleitet.

» Zwischenfrage (6) Heil3t ,stetig differenzierbar” einfach ,stetig und differenzier-
bar”?

Beispiele
(1) Fiir f(x) = sinx ist

@)= fP) =cosx,  ["(x)= fP(x) = —sinx,
@) = fOx) = —cosx,  ["(x) = fP(x) =sinx,
der Sinus reproduziert sich also nach 4-maliger Ableitung.
(2) Wir leiten die Potenzen p,, mit p,(x) := (x —a)", n € N*, ab. Fiir die ersten n
Ableitungen erhélt man
Py(x) =n(x—a)"",
py(x) = n(n—1)(x —a)"?,

P (x) = nl(x —a)’ = n!.
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Samtliche hoheren Ableitungen verschwinden,

P =0=p ) =

n

Das heifit insbesondere, dass fiir die Stelle x = a gilt
p,sk) (a) =0 fiir alle k auBer k = n und p,({')(a) =n (6.38)

(3) Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts. Zur Zeit
t befinde er sich am Ort x(¢). Der zeitliche Verlauf seiner Bewegung wird also
beschrieben durch die Funktion # — x (7).

Seine mittlere Geschwindigkeit ist gleich Ortsdnderung durch zugehorige Zeit-
dnderung,
Ax
At’
und die Momentangeschwindigkeit, gleichbedeutend mit dem Grenzwert At — 0,
erhilt man als Ableitung des Orts nach der Zeit:

‘l_):

d
v(t) = d—f(z) — %(0).

Lesehilfe
Fiir die Ableitung einer Funktion f nach der Zeit — bzw. nach einer Variablen
namens ¢ — ist auch die Schreibweise f anstelle von f” gebrdauchlich.

Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit bezeichnet man als Beschleuni-
gung. Die Momentanbeschleunigung erhilt man demnach als Ableitung der Ge-
schwindigkeit nach der Zeit, also

at) = v(t) = ¥@0). (6.39)

Die Beschleunigung ist somit gleichzeitig die zweite Ableitung des Orts nach der
Zeit.

Die zeitliche Anderung der Beschleunigung schlieBlich nennt man Ruck. Der
Ruck ist daher die dritte Ableitung des Orts nach der Zeit.
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Lesehilfe

Der Ruck ist fiir das ,,Ruckeln® verantwortlich, das du beispielsweise bei der
Fahrt mit einer alten StraBenbahn spiirst. Eine konstante Beschleunigung fiihlt
sich anders an: Sie nimmst du etwa bei der gleichmifigen Beschleunigung
eines Autos wahr, wie sie zwischen den Gangwechseln vorliegt, wihrend die
Gangwechsel selbst wieder ruckeln, weil sich da die Beschleunigung dndert.

(4) Glatte Funktionen: In der klassischen Physik gibt es das gefliigelte Wort ,,Die
Natur macht keine Spriinge. Damit soll ausgedriickt werden, dass natiirliche Vor-
ginge stets kontinuierlich und niemals sprunghaft erfolgen — wenn sie zeitlich nur
genau genug aufgelost werden. Die Vorgidnge miissen somit stetigen Funktionen
entsprechen. Aber auch die Ableitungen der Funktionen sind beobachtbar, so dass
auch sie stetig sein miissen, ebenso die Anderungen der Ableitungen usw. Man geht
daher in der mathematischen Physik oft von Funktionen aus, die unendlich oft dif-
ferenzierbar sind, und nennt solche Funktionen glatte Funktionen.

(5) Splines: Manchmal konnen Prozesse oder Vorgidnge nicht exakt beschrieben
werden, z. B. weil der funktionale Zusammenhang unklar ist. Es sind jedoch einzel-
ne Punkte numerisch oder experimentell bekannt. Will man diese Punkte zu einer
zusammenhingenden Kurve interpolieren, so kann man dafiir so genannte Splines
verwenden: Dies sind synthetische Funktionen, die stiickweise aus Polynomen zu-
sammengesetzt sind. Verbindet man nun je drei Punkte jeweils durch ein Polynom
zweiten Grads und setzt diese dann zur Gesamtfunktion zusammen, so hitte man
im Ergebnis eine zwar stetige, aber i. Allg. unschéne Kurve mit Knicken. Man ver-
wendet daher mindestens Polynome dritten Grads und verlangt zusétzlich, dass die
Splines an den ,,Klebestellen™ dieselbe Steigung aufweisen. Auf diese Weise er-
halt man eine differenzierbare Gesamtfunktion. Hohere Ableitungen konnen an den
Klebestellen dann allerdings nicht gebildet werden. Ist das erforderlich, muss der
Grad der Polynome entsprechend vergroflert werden.

Lesehilfe

Durch drei Punkte (xi, y1), (X2, ¥2), (X3, y3) mit x; < x, < x3 wird eine
Parabel zweiten Grads eindeutig festgelegt. Nennen wir sie pj,3. Ebenso wird
durch die drei Punkte (x3,y3), (x4, v4), (X5, ¥5) mit x3 < x4 < X5 eine
Parabel ps45 festgelegt. Klebt man die Parabelstiicke pjp3 : [x1, x3] — R und
D345 - [X3,X5] — R nun bei x5 zu einem Spline zusammen, so werden sie bei
x3 in der Regel unterschiedliche Steigungen aufweisen, und man hat einen
Knick.

» Antwort auf Zwischenfrage (6) Gefragt war, ob ,stetig differenzierbar” einfach
4stetig und differenzierbar” heif3t.
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Wenn eine Funktion differenzierbar ist, so ist sie nach Satz 6.3 auch stetig. ,Differen-
zierbar und stetig” wiirde daher einfach nur dasselbe bedeuten wie , differenzierbar”
alleine. Wenn eine Funktion differenzierbar ist, so ist damit jedoch nicht gesagt, dass
auch die Ableitung wieder stetig ist. Und genau das bedeutet ,stetig differenzier-
bar: Die Funktion ist differenzierbar und zusatzlich ist die Ableitung stetig.

6.6 Lokale Extrema

Die vielleicht wichtigste Anwendung der Ableitung besteht darin, lokale Extrem-
stellen von Funktionen finden zu wollen. Wir werden sehen, dass dies insbesondere
auf die Nullstellen der ersten Ableitung der Funktion hinausliuft.

Zunichst sehen wir uns an, was genau ein lokales Extremum ist:

Definition 6.2 Es seia < b und f : Ja,b[ — R eine Funktion. Die Funktion f
besitzt in x € la, b[ ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum), wenn es ein
e > 0 gibt mit

f(x) = f(w) (bzw. f(x) < f(w)) fiir alle w in der e-Umgebung von x.

Trifft das Gleichheitszeichen nur fiir w = X zu, so spricht man von einem isolierten
lokalen Maximum (bzw. Minimum).
Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum oder Minimum.

Die hier definierten lokalen Extrema konnen nur im Inneren des Definitionsbe-
reichs der Funktion liegen, da das Intervall ]a, o[ in Definition 6.2 offen ist.

Lokale Maxima oder Minimal bezeichnet man auch als ,,Hoch- oder ,, Tiefpunk-
te. Machen wir uns die Begriffe anhand einiger Beispiele klar:

e Die Nullfunktion, f(x) = 0, besitzt in jedem Punkt gleichzeitig ein lokales Ma-
ximum und ein lokales Minimum, aber in keinem Punkt ein isoliertes Extremum.

e Die Quadratfunktion, f(x) = x?, besitzt bei x = 0 ein isoliertes lokales Mini-
mum.

e Die Exponentialfunktion, f(x) = e*, besitzt kein lokales Extremum.

Lokale Extrema erfiillen das folgende notwendige Kriterium:

Satz 6.7 Die Funktion f :la,b[ — R besitze in x € |a, b[ ein lokales Extremum
und sei in x differenzierbar. Dann ist f'(x) = 0.

Beweis Die Funktion f besitze in x ein lokales Maximum. Dann gibt es ein ¢ > 0
so, dass gilt f(x) > f(w) Vw € |x —¢&,x + ¢[. Da f in x differenzierbar ist, gilt
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fiir diese w
=<0 <0
) = i Sw)—fx) . fw)— flx) . fw)— f(x)
x) = lim ¥————— = lim ————~ = lim ————~
w—x w—X W\ X w— X w,x w— X
>0 <0
<0 >0

Eine Zahl, die gleichzeitig < 0 und > 0 ist, kann nur gleich 0 sein, also ist f/(x) =
0. Analog fiir ein lokales Minimum. °

Ein Punkt x mit f’(x) = 0 wird ein stationdirer Punkt von f genannt. An einem
stationdren Punkt besitzt der Graph einer Funktion also eine horizontale Tangente.

Das notwendige Kriterium besagt demnach, dass bei differenzierbaren Funktio-
nen lokale Extrema hochstens an stationdren Punkten vorliegen konnen.

Lesehilfe

Es ist wichtig, darauf zu achten, dass hier von differenzierbaren Funktionen
die Rede ist. Funktionsgraphen konnen durchaus auch in ,,Knicken* Hoch-
oder Tiefpunkte besitzen — sind aber an solchen Stellen nicht differenzierbar.

Beispiele

(1) Wie man aus dem Verlauf des Graphen ,.ersieht”, besitzt die Quadratfunktion
f : x > x?bei 0 ein lokales Minimum. An dieser Stelle ist tatséichlich f”(x) = 2x
gleich 0. Da dies die einzige Nullstelle der Ableitung ist, kann diese differenzierbare
Funktion keine weiteren lokalen Extremstellen besitzen.

(2) Die Betragsfunktion x + |x| besitzt bei 0 ein lokales Minimum. Da sie bei 0
nicht differenzierbar ist, macht sich dieses Minimum jedoch nicht durch eine ver-
schwindende Ableitung bemerkbar.

6.7 Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung ist ein wichtiges Hilfsmittel, das ins-
besondere oft in Beweisen verwendet wird. Er besagt, dass differenzierbare Funk-
tionen auf einem Intervall stets auch einmal die Durchschnittssteigung dieses Inter-
valls annehmen.

Die ,,Vorstufe des Mittelwertsatzes, auch im Sinn seines Beweises, ist der Satz
von Rolle?:

3 Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Michel Rolle, 1652—1719.
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Satz 6.8 (Satz von Rolle) Es seia < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion
mit f(a) = f(b), die in |a, b differenzierbar sei. Dann gibt es ein x € |a, b[ mit

f(x) = 0.

Beweis Falls f eine konstante Funktion ist, ist der Satz offenbar erfiillt. Ist f nicht
konstant, so gibt es ein xo € |a,b[ mit f(xg) # f(a), also f(xg) > f(a) oder
f(x0) < f(a). Das Maximum oder Minimum der Funktion liegt daher nicht am
Rand des Intervalls, d. h. nicht in @ oder b. Daraus folgt, dass das Maximum oder
das Minimum der Funktion in einem Punkt x € ]a, b[ angenommen wird, und nach
Satz 6.7 ist dann f'(x) = 0. °

Aus dem Satz von Rolle folgt insbesondere, dass bei einer differenzierbaren
Funktion zwischen zwei Nullstellen stets (mindestens) eine Nullstelle der Ableitung
liegt. Seine Aussage wird nun verallgemeinert zum Mittelwertsatz der Differenzial-
rechnung:

Satz 6.9 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung) Es sei a < b und f
[a,b] — R eine stetige, in la,b| differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein

x € la, b[ mit
fO) - fla)
a

e ==

Beweis Wir definieren eine Hilfsfunktion /4 : [a, b)] — R durch

f(b)—f(a)(
EASC A o
—da

h(x) = f(x) = —

a).

Mit f ist auch £ stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b[. AuBerdem ist h(a) =
f(a) = h(b), so dass es nach dem Satz von Rolle ein x € Ja, b[ gibt mit 4'(x) = 0.
Dies bedeutet

f(b) = fla) _
b—a N

also die Behauptung. °

W (x) = f/(x) - 0,

Lesehilfe zum Beweis

Die Funktion /4 ist die Summe aus f und einer linearen Funktion. Lineare
Funktionen sind stetig und differenzierbar, und die Summe mit f ist daher
dort stetig oder differenzierbar, wo das fiir f* der Fall ist.

Der Mittelwertsatz besagt also, dass eine differenzierbare Funktion im Inneren
eines Intervalls [a, b] (mindestens) einmal die mittlere Steigung auf diesem Inter-
vall besitzt. Diese mittlere Steigung entspricht der Steigung der Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), siche Abb. 6.3.
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Abb. 6.3 Auf dem Intervall [a, b] besitzt die differenzierbare Funktion f die mittlere Steigung,
die sich aus der Sekante durch die zwei Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ergibt. Im Inneren des
Intervalls besitzt die Funktion f nach dem Mittelwertsatz (mindestens) eine Stelle x, an der ihre
Steigung gleich dieser mittleren Steigung ist

Lesehilfe

Zur Erinnerung: Ist eine Funktion stetig, so weist sie bestimmte Eigenschaften
auf. Eine typische Eigenschaft stetiger Funktionen ist der Zwischenwertsatz:
Stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall nehmen jeden Wert
zwischen den Endwerten der Funktion an.

Ist eine Funktion dartiber hinaus differenzierbar, weist ihr Graph also kei-
ne Knicke auf, so besitzt sie weitere Eigenschaften. Und der Mittelwertsatz
ist — wenn man so will — die zentrale Eigenschaft, die bei differenzierbaren
Funktionen hinzukommt.

» Zwischenfrage (7) Ist der Mittelwertsatz auf die Funktion x — ./x auf dem Inter-
vall von 0 bis 1 anwendbar?

6.8 Monotonie und Ableitung

In Abschn. 4.1 haben wir den Begriff der Monotonie verwendet, um umkehrbare
Funktionen zu charakterisieren. Wir wollen uns nun ansehen, wie die Monotonie
mit der Ableitung einer Funktion zusammenhingt:

Satz 6.10 Esseia < b und f : [a,b] — R eine stetige, in |a, b[ differenzierbare
Funktion.
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(1) Falls fiir alle x € |a, b| gilt

f'(x)>0 = fistin]a,b] streng monoton steigend,
f'(x)>0 = fistin][a,b] monoton steigend,
f'(x) <0 = fistin]a,b] streng monoton fallend,
f'(x) <0 = fistin][a,b] monoton fallend.
(2) Ist
f monoton steigend = f'(x) > 0 fiir alle x € |a, b|,
f monoton fallend = f'(x) <0 fiir alle x € ]a,b].
Beweis

(1) Wir beschridnken uns auf den Fall f'(x) > 0 (die iibrigen Fille gehen dhn-
lich). Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen, f sei nicht streng
monoton steigend. Dann folgt daraus, dass es zwei Zahlen xy, x, € [a, b] gibt
mit x; < xp und f(x;) > f(x;). Nach dem Mittelwertsatz existiert dann ein
X € ]xy, X[ mit

f—'é‘o*‘

fO2) = fx) _

X2 — X
>0

') =

)

im Widerspruch zur Annahme!

(2) Es sei f monoton steigend. Dann iiberzeugt man sich leicht davon, dass fiir
alle x,w € la,bl, x # w, die Differenzenquotienten % > 0 sind.
Daraus folgt mit w — x auch f’(x) > 0. Analog fiir eine monoton fallende
Funktion f. °

Man beachte, dass Satz 6.10 nicht besagt, dass fiir eine streng monoton steigende
Funktion stets f'(x) > 0 gelten miisse. Zwar folgt aus f'(x) > 0 die strenge
Montonie, aber nicht umgekehrt. So ist bespielsweise die Funktion x + x3 auf
ganz R streng monoton steigend, besitzt aber bei 0 die Steigung 0.

» Antwort auf Zwischenfrage (7) Die Frage war, ob der Mittelwertsatz auf die Funk-
tion x — /x auf dem Intervall von 0 bis 1 anwendbar ist.
Die Funktion x > ./x ist auf [0, 1] stetig, aber bei 0 nicht differenzierbar. Trotzdem
ist der Mittelwertsatz anwendbar, da er die Differenzierbarkeit nur im Inneren des
Intervalls voraussetzt. Es gibt also ein x € ]0, 1], in dem die Wurzelfunktion die Stei-
gung %6 = 1 hat. Wie du leicht nachrechnest, ist dies bei x = 1/4 der Fall.

6.9 Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

Wir wissen bereits, dass bei differenzierbaren Funktionen ein lokales Extremum
hochstens an einem stationdren Punkt vorliegen kann (notwendiges Kriterium). Ob
aber an einem gegebenen stationdren Punkt auch tatséchlich ein lokales Extremum
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vorliegt, kann auf diese Weise nicht entschieden werden. Wir bendtigen daher noch
ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema:

Satz 6.11 Es seia < b und f : la,b] — R eine differenzierbare Funktion. In
x €la, b sei f zweimal differenzierbar und es gelte

f'(x) =0und f"(x) >0 (bzw. f"(x) <O0).

Dann besitzt | in x ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum,).

Beweis Essei f”(x) > 0,also f”(x) = lim,_,, % > 0. Dann gibt es ein
& > 0 so, dass der Differenzenquotient in der e-Umgebung von x grofer als O ist,

d.h., es gilt
S w) — f'(x)

w—X

>0 firallew mit0 < |w — x| < e.

Wegen f’(x) = 0 folgt daraus in dieser Umgebung f/(w) < 0 fiir w < x, also fiir
x—¢& < w < x,und f'(w) > O fiir w > x, also fiir x < w < x + &. Das aber
bedeutet, dass f in [x — ¢, x| streng monoton fillt und in [x, x 4 €] streng monoton
steigt, so dass in x ein lokales Minimum vorliegen muss.

Der Fall f”(x) < 0 geht analog. °

Dieses einfache hinreichende Kriterium erlaubt also die Bestimmung eines lo-
kalen Extremums, wenn in einem stationdren Punkt die zweite Ableitung nicht ver-
schwindet, also grofer oder kleiner Null ist.

Lesehilfe

Die Worter ,,notwendig* und ,,hinreichend* wollen wir uns noch einmal rich-
tig klarmachen: Betrachen wir eine beliebige Aussage A und ein notwendiges
und ein hinreichendes Kriterium fiir A. Ihr logischer Zusammenhang ist dann

A= notwendiges Kriterium fiir A4,
A<= hinreichendes Kriterium fiir 4.

Genau das driicken die Worter sprachlich auch aus, wenn man einen Augen-
blick dariiber nachdenkt.

Ferner ist zu beachten, dass ein hinreichendes Kriterium natiirlich nicht
notwendig sein muss. Es mag etwa verschiedene hinreichende Kriterien fiir
die Aussage A geben, und trifft eines zu, so auch A, aber deswegen miissen
keineswegs alle anderen auch zutreffen.

Es kann durchaus sein, dass neben der ersten auch die zweite Ableitung gleich
Null ist. In diesem Fall ist anhand des einfachen Kriteriums 6.11 keine Entschei-
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dung moglich, ob ein Extremum vorliegt oder nicht — und tatséchlich ist beides
moglich. Hier hilft der folgende allgemeine Extremwerttest:

Satz 6.12 Es seia < b und [ : la,b[ — R eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion mitn > 2. Istin x € la,b|

fo) = f"(x)=...= f"(x) = 0und " (x) #0,
dann gilt:

(1) In x liegt genau dann ein lokales Extremum vor, wenn n gerade ist.
(2) Ist n gerade und gilt ™ (x) > 0 (bzw. f™(x) < 0), so besitzt f in x ein
lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis Der Beweis dieses Satzes soll an dieser Stelle nur angedeutet werden: Aus
der Taylor-Formel (siehe Abschn. 7.2) fiir f(w) mit dem Entwicklungspunkt x und

f1(x) = f"(x) =...= fD(x) = 0 ergibt sich
ARE) P AGRIE) ;
fw) = f(x) = i (w—x) +m(W—X)H+...

Fiir w in der Ndhe von x setzt sich der erste Summand auf der rechten Seite durch.
Fiir gerade n ist (w — x)" > 0, so dass aus £ (x) < 0 folgt f(w) < f(x), also
ein lokales Minimum in x usw. o

In diesem allgemeinen Extremwerttest ist natiirlich die Aussage von Satz 6.11
enthalten: f”(x) > 0 bzw. f”(x) < 0 bedeutet im Sinn von Satz 6.12 jan = 2,
also ein gerades 7.

Die Suche nach lokalen Extrema einer hinreichend oft differenzierbaren Funk-
tion f mit Hilfe des Kriteriums 6.12 erfordert also zwei Schritte:

(1) Es sind die stationidren Punkte zu ermitteln, d. h., man sucht die Losungen der
Gleichung f’(x) = 0; dies ergibt k stationdre Punkte x;, wobei k natiirlich
auch 0 sein kann.

(2) Fiir jeden stationdren Punkt x; ermittelt man so lange die Werte der hoheren
Ableitungen, bis zum ersten Mal ein Wert ungleich 0 herauskommt. Handelt
es sich dabei um eine gerade Ableitung, z.B. die zweite oder die vierte, so
haben wir ein lokales Extremum. Ist hingegen als erstes eine ungerade Ablei-
tung ungleich 0, etwa die dritte, so liegt kein lokales Extremum, sondern ein
Sattelpunkt vor.

Lesehilfe
Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit der Steigung 0. Und in einem Wen-
depunkt geht der Funktionsgraph, wenn du ihn gedanklich abldufst, von einer
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Linkskurve in eine Rechtskurve iiber, oder umgekehrt. Das heift, auf dem
Weg zum Wendepunkt steigt die Steigung an, um anschliefend abzusinken,
bzw. umgekehrt.

Beispiele
(1) Wir betrachten die Parabeln f; : x +— x*, k € N\ {0, 1}; sie besitzen bei 0
einen stationdren Punkt, d. h., es ist f;/(0) = 0.

e Bei x — x? handelt es sich um ein lokales Minimum, denn es ist 5'0)=2>
0.

e Beix > x? liegt bei 0 ein Sattelpunkt vor, denn es ist £;'(0) = 0 und f;"(0) =
6 # 0.

e Bei x > x* liegt ein lokales Minimum vor, denn es ist £;'(0) = 0 = f,"(0)
und f;”(0) = 24 > 0 usw.

(2) Wir suchen das Extremum einer differenzierbaren Funktion auf einem Inter-
vall. Wenn wir uns davon iiberzeugen konnen, dass es nicht an den Grenzen liegt,
z.B. weil an beiden Grenzen der Wert 0 angenommen wird, und wenn die Funk-
tion dann nur einen stationdren Punkt im Intervall besitzt, so kann das gesuchte
Extremum nur dort liegen.

In praktischen Anwendungen kommen solche Beispiele oft vor, und es kann
dann auf hohere Ableitungen verzichtet werden.

6.10 Globale Extrema

Die Suche nach lokalen Extrema mit Hilfe des allgemeinen Extremwerttests 6.12
beschrdnkt sich auf hinreichend oft differenzierbare Funktionen in offenen Interval-
len. Lokale Extrema konnen aber auch an Stellen vorliegen, die nicht differenzierbar
sind, so bei der Betragsfunktion x + |x|, die bei 0 ein isoliertes lokales Minimum
besitzt. Auch wird der Rand des Intervalls in Satz 6.12 nicht beriicksichtigt.

Bei vielen Fragestellungen sind die globalen Extrema einer Funktion f : [ —
R auf dem (eigentlichen oder uneigentlichen) Intervall / von Interesse, d.h. die
Stellen, an denen die Funktion global den grofiten oder kleinsten Wert annimmt.
Und dazu sind die folgenden Stellen zu priifen:

(1) Lokale Extrema im Inneren von I, die sich als stationidre Punkte bemerkbar
machen (hier kommt Satz 6.12 zum Einsatz);

(2) Punkte im Inneren von 7, in denen f nicht differenzierbar ist;

(3) Randpunkte von /.

Unter diesen Stellen kann dann das globale Extremum durch einen Vergleich der
Funktionswerte und ggf. auch bestimmter Grenzwerte ermittelt werden.
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Bei diesen Untersuchungen ist generell zu beachten, dass eine Funktion ihr glo-
bales Maximum oder Minimum nicht unbedingt annehmen muss. Dies ist nur bei
stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sichergestellt, siehe Satz 3.11.
Gegebenenfalls ist es daher notwendig, Grenzwerte der Funktion an relevanten
Stellen, z. B. an nicht differenzierbaren Stellen oder an den Réndern des Defini-
tionsbereichs, fiir ganz R etwa bei +00, zu untersuchen.

Lesehilfe
Du hast sicher gemerkt, dass man hier insgesamt mit den Begriffen ein wenig
aufpassen muss. ,,Lokale Extrema“ konnen nach unserer Definition 6.2 nur
im Inneren eines Intervalls liegen. Sucht man aber den groften oder kleinsten
Wert einer Funktion auf einem Intervall, also das ,,globale Extremum®, so
interessiert man sich auch fiir den Rand.

Und lokale Extrema machen nur dann zwingend als stationdre Punkte auf
sich aufmerksam, wenn die Funktion iiberall differenzierbar ist. Andernfalls
konnen sie auch an Knicken des Graphen liegen, oder an Unstetigkeitsstellen.

Beispiele
(1) Wir suchen die lokalen und globalen Extrema der Funktion abs : [— 1,2[ — R,
x > |x|. Die Funktion ist stetig, aber sie ist bei 0 nicht differenzierbar.

(1) Sie besitzt keine stationdren Punkte.

(2) Die Stelle 0 muss untersucht werden: Es ist |0] = 0, fiir x > 0 steigt die
Funktion streng monoton und fiir x < 0 fillt sie streng monoton. Aufgrund der
Stetigkeit liegt daher ein isoliertes lokales Minimum vor.

(3) Esist|—1| = 1undlim,  |x| = 2.

Insgesamt konnen wir also sagen: Das globale Minimum der Funktion liegt bei
0 mit dem Funktionswert 0, das globale Maximum wird nicht angenommen, das
Supremum der Funktionswerte ist 2.

(2) Wir betrachten die Funktion f : [-2,2] — R, x ~ x* — x> + 1, und suchen
die lokalen und globalen Extrema:

(1) Wir ermitteln die lokalen Extrema iiber die stationidren Punkte:

f(x) = 4x® —2x = x(4x* = 2),
1
ffx)=0 & x=0vV xzzi.

Stationéire Punkte liegen also vor bei x| = 0, x/3 = ++/2/2. Wir priifen die
zweiten Ableitungen:

f(x) = 12x2 =2,

£ =2, fl(EV2/2) = 12. % P
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Das heif3t:
e Lokales Maximum bei 0, f(0) =1,
e lokale Minima bei £v/2/2, f(£+2/2) =1 -1+ 1= 3.

(2) Die Funktion f ist im gesamten Definitionsbereich differenzierbar, also kon-
nen keine weiteren lokalen Extrema vorliegen.

(3) Wir priifen die Rénder des Definitionsbereichs: Esist f(£2) =16 -4+ 1 =
13.

Insgesamt haben wir also folgendes Ergebnis:

e Lokales Maximum bei (0, 1),
e globale Maxima bei (£2, 13),
e globale Minima bei (£+/2/2, 3).

(3) Als Beispiel fiir eine Extremwertaufgabe wollen wir uns die Frage stellen, wel-
ches Rechteck mit gegebenem festem Umfang U den grofiten Flidcheninhalt ein-
schlief3t.

Wir suchen also das Maximum der Flidche

F =ab,

wobei a und b fiir die zwei Seiten des Rechtecks stehen. Fiir sie gilt die so genannte
Nebenbedingung
2a +2b =U,

da der Umfang U ja fest vorgegeben ist. Daraus folgt » = (U —2a)/2, und Einset-
zen ergibt jetzt einen Ausdruck fiir ', der nur noch von einer Variablen abhéngt:

F=a(U—-2a)/2=aU/2—a*> =a(U/2—a) = F(a). (6.40)

Es ist also F eine Funktion von a, und ihr Definitionsbereich fiir unsere Fragestel-
lung ist offenbar @ € [0, U/2]. Dabei gilt F(0) = 0 = F(U/2), in beiden Fillen
hat man es nur noch mit zu Linien entarteten Rechtecken zu tun. Das Maximum
der nicht-negativen Funktion F' muss daher im Inneren des Intervalls liegen. Das
ist hier natiirlich der Scheitelpunkt der Parabel. Er liegt mittig zwischen den Null-
stellen, also bei a = U/4. Dies bedeutet auch b = (U —2U/4)/2 = U/4, und wir
haben es daher mit einem Quadrat mit dem Flicheninhalt F = U?/16 zu tun.

Lesehilfe

Bei einer Extremwertaufgabe handelt es sich normalerweise um eine Textauf-
gabe, aus der die zu optimierende Funktion erst herausgelesen werden muss.
Du beginnst am besten damit, diese Zielfunktion aufzustellen. Oft enthalt
sie zundchst noch zu viele Parameter. Die Nebenbedingungen, d. h. weite-
re Randbedingungen der Fragestellung, verwendest du dann dazu, einzelne
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Parameter zu ersetzen, so dass die Zielfunktion nur noch einen Parameter
enthilt. Der Definitionsbereich der Zielfunktion ergibt sich aus der Problem-
stellung. Dann kannst du schlieflich das Extremum suchen.

6.11 Satz von I’'Hospital

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir eine Vielzahl von Grenzwerten ermit-
telt; dies war teilweise mit einigem Aufwand verbunden. Beim Satz von I’Hospital*
handelt es sich um ein Hilfsmittel, das die Ermittlung kritischer Grenzwerte
gef. wesentlich vereinfachen kann. Seine prizise Formulierung lautet:

Satz 6.13 (Satz von I’Hospital) Es seien f,g : I — R zwei differenzierbare
Funktionen auf dem Intervall I = la,b[ mit —oco < a < b < 400, die fiirx /" b
beide gegen Null konvergieren oder beide bestimmt divergieren. Gilt nun

fx)
x/bg(X)

q € RU {£o00}

und ist ferner g’(x) # 0 fiir alle x € 1, so gilt auch

IAC
< gx)
Analoge Aussagen gelten fiir den Grenziibergang x | a.

Liegt b echt im Inneren eines Intervalls, in dem die Voraussetzungen erfiillt sind,
so gilt daher auch

S _ - fx)
xob g(x) 7 = )lcl»b g(x)

Lesehilfe zum Satz
Dieser Satz ist nicht leicht zu lesen. Zunichst zu den Voraussetzungen: Zu
beachten ist, dass auch a = —oo und b = oo erlaubt sind, d. h., der Satz ist
auch fiir Grenzwerte mit x — 400 anwendbar. Zur Erfiillung von g’(x) # 0
kann man ggf. a geeignet, d. h. dicht genug an b wiihlen.

Der Satz geht dann aus von der Existenz der Grenzwerts des Quotienten
der Ableitungen Existiert er, so gibt er in den angegebenen Fillen, das heift
bei ,,2* oder ¢, den Grenzwert des Quotienten der Funktionen selbst wie-

2 O
der.

”OO £l

4 Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Guillaume de I’Hospital, 1661-1704.
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Beweis Der exakte Beweis des Satzes von I’Hospital verwendet einen erweiterten
Mittelwertsatz. Wir fithren ihn nicht aus. Die Kernaussage kann man sich aber leicht
zumindest plausibel machen: Wir ermitteln den Grenzwert x — b des Quotienten
zweier Funktionen f und g, indem wir die Funktionen durch ihre Tangenten in b,
siche (6.18), ersetzen:

g tim 7O _ i AN B+ ) =)
b g () b g B  xh g(B) + D) =)

Fiir lim,_,; f(x) = f(b) = 0 und lim,_,, g(x) = g(b) = 0 vereinfacht sich dies
zu
_ SO x—b) b)) f(X)
= lim — == = lim ———.
b g'(b)(x =b)  g'(b)  x—b g'(x)
Der Fall divergenter Grenzwerte fiir f und g lisst sich durch Betrachtung von Kehr-
werten auch auf den Fall 0/0 zuriickfiihren. )

Vereinfacht ausgedriickt besagt der Satz von 1’Hospital, dass ein Grenzwert

lim £& Exg in den kritischen Fdllen, wenn sich also

ergeben wiirde, berechnet werden kann, indem man Zihler und Nenner jeweils
durch deren Ableitungen ersetzt:

S )
1m

e = e

(6.41)

Dabei kann die Regel natiirlich auch mehrfach nacheinander angewendet werden.
Betrachten wir als Beispiel noch einmal den Grenzwert (6.9),

smx
k = lim
x—0 X

Zihler und Nenner streben fiir x — 0 gegen Null. Der Wert des Grenzwerts hingt
somit davon ab, ,,wie schnell“ Zdhler und Nenner gegen Null streben. Die Zihler-
und Nennersteigung in 0 geben aber gerade an, ,,wie schnell” die Null jeweils er-
reicht wird. Die Anwendung des Satzes von 1’Hospital ergibt:

k= tim S gy SO5X (6.42)
x—0 X/ x=0 1

Mit dem Satz von I’Hospital ldsst sich dieser Grenzwert also ganz einfach ermitteln.
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» Zwischenfrage (8) Der Satzvon I'Hospital wurde in (6.42) recht lax angewandt. Wie
musste man argumentieren, um es ganz genau zu machen?

Beispiele
(1) Auch fiir den folgenden Grenzwert ergibt die (zweifache) Anwendung der Regel
von 1’Hospital eine schnelle Losung:

Xt rE . 2xpm . 2
lim — = =
x—o00 er x—o00 eX x—o00 ¥
Auch wenn man die Regel durchaus in dieser Richtung anwendet, so hangelt
man sich pr'eiziser eigentlich von hinten nach vorne durch: Aus der Existenz von

folgt lim,_p L yund daraus schlieBlich Existenz und Wert von

hmx—>b g (x ) 5

//( )
hmx—>b f(( x;
(2) Die Regel von 1’Hospital ist nur auf Quotienten anwendbar. Daher ist es manch-

mal sinnvoll, einen Quotienten , kiinstlich* zu erzeugen:

1
lg(xlnx)— 11{1})%1{ )lrl\OI —)161{‘11( x) =0.

X

(3) Die Regel von 1’Hospital darf tatsdchlich nur angewendet werden, wenn Quoti-
enten mit ,,0‘ oder ,,°° “vorliegen. So ist z. B.

2x + 7

m
x—0 x —1

3

aber

2 7) 2
@x+7" _ . T=2

1 =
x—0 (x — 1)/ x—0

» Antwort auf Zwischenfrage (8) Es sollte die Anwendung des Satzes von I'Hospital
in (6.42) exakt begriindet werden.
Sowohl x + sinx (entspricht f) als auch x + x (entspricht g) sind auf ganz R
differenzierbar. Es ist limy_gsinx = 0 und limy_ox = 0, und auBerdem x’ =
1 # 0. Die Voraussetzungen sind daher um b = 0 herum erfillt. Der Grenzwert

lim, _,p f,(( 5 = = lim,_,o 5= existiert und ist gleich 1. Daher ist auch lim, _,;, ﬁf)) =

sin x — 1

hmx~>0

Das Wichtigste in Kiirze

e Bei der Ableitung einer Funktion handelt es sich um den Grenzwert des Dif-
ferenzenquotienten. Sie gibt die Steigung der Tangente an den Graphen der
Funktion im betrachteten Punkt an.
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Nicht alle Funktionen sind differenzierbar. Insbesondere ist dafiir erforder-
lich, dass der Graph der Funktion keinen Knick aufweist.

Der Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion erlaubt die Ableitung von
Funktionen, die als Umkehrung einer Funktion mit bekannter Ableitung defi-
niert sind.

Eine differenzierbare Funktion ist lokal linear approximierbar. Die lineare
Niherung um einen Punkt ergibt sich aus der Tangente in diesem Punkt.

e Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit.
e Die Ableitung ist linear. Es gelten aulerdem die Produktregel, die Quoti-

entenregel und die Kettenregel.

Ein lokales Extremum ist ein Hoch- oder Tiefpunkt einer Funktion im Inne-
ren eines Intervalls.

Ein stationirer Punkt ist ein Punkt mit der Steigung Null.

e Bei differenzierbaren Funktionen konnen lokale Extrema hochstens an statio-

ndren Punkten auftreten (notwendiges Kriterium).

Nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung besitzt eine differenzier-
bare Funktion im Inneren eines Intervalls (mindestens) einmal die mittlere
Steigung auf diesem Intervall.

Aus der Ableitung einer Funktion lassen sich Riickschliisse auf die Monoto-
nie ziehen — und umgekehrt.

Das hinreichende Kriterium erlaubt es, lokale Extrema eindeutig zu bestim-
men.

Bei der Suche nach globalen Extremstellen ist es notwendig, neben den sta-
tiondren Punkten auch nicht differenzierbare Stellen und die Randstellen des
Definitionsbereichs zu betrachten.

Der Satz von I’Hospital erlaubt in bestimmten Fillen, den Grenzwert eines
Quotienten auf den Grenzwert der Ableitungen von Zihler und Nenner zu-
riickzufiihren.

Und was bedeuten die Formeln?

Jaeth =@ 47 im A,

"(x):=1i ;
f (X) hl—I>r(1) h dx Ax—0 AXx
(x?) =2x, (¢*) =e*, sin'x =cosx, cos x =—sinx,
1 1 1
—1y/ ’ ’
X)=———, In'x=—, arctan' x = ——,
VW= ) e

fx)~ fla)+ f'@)(x —a), sinx ~x,
(af(x) +bg(x)) =af'(x) +bg'(x). (v) =u'v+uv,

!’

(1Y =22 ey = £ (gE .
v

v
/ — . . .
(x?) =bx""', (@) =a“Ina, sin”x =sin™®x =sinx,

f(x)=0und f"(x) #0, lim S ) 0

(x . o0
lim - bei — oder —.
g(x) g'(x) 0 00




Ubungsaufgaben 147

Ubungsaufgaben

A6.1 Auf steilen Straen wird zur Warnung deren ,,Steigung* auf einem Schild
als Prozentzahl angegeben, z. B. 12 %. Was hat diese ,,Steigung® mit der mathe-
matischen Steigung einer Geraden zu tun? Und was macht eine Strafie mit 100 %
Steigung?

A6.2 Beweise mit Hilfe des Differenzialquotienten, d.h. ohne Verwendung von
Rechenregeln zur Differenziation, die folgenden Ableitungen:

d d /1 2
— (4x3) = 12x%; —(=)=-=.
dx(x) o dx(xz) x3

A6.3 Weil Tangenten Geraden sind, eine kleine Aufgabe zu Geraden: Noten sol-
len so berechnet werden, dass bei 100 % der Punkte eine 1,0 und bei 50 % eine
4.0 vergeben wird; dazwischen sollen sie linear interpoliert werden. Wie lautet die
Vorschrift n(p), mit der zu einer gegebenen Prozentzahl p die zugehorige Note n
berechnet wird?

A6.4 Zur Ubung einmal riickwirts: Bestimme ausgehend von der Ableitung des
natiirlichen Logarithmus, (Inx)" = 1/x, die Ableitung der Exponentialfunktion.

A6.5 Ermittle die Gleichungen der Tangenten an die Normalparabel an den Stellen
—1,0und 2.

A6.6 Leite die folgenden Funktionen jeweils nach x ab:

3 2 1 x2—Tx+1
— 4 — —
Sfilx) =4x" -1, fz(x)—;—;—;7 ﬁ(x)—w,
. e¥sinx 2e* 4+ 4x2+ 8
fa(x) =sinxcosx, fs5(x)= TR fo(x) = —.
by COS X tan X

A6.7 Wie lautet die Ableitung der Funktion Arcuscotangens, x > arccot x?

A6.8 Muss man wissen, dass die Wurzelfunktionen x — {/x, n € N \ {0, 1}, bei
Null nicht differenzierbar sind, oder sieht man es der Ableitung an? Und wie sieht
es bei der Betragsfunktion x + |x| aus?

A6.9 Leite die folgenden Funktionen jeweils nach x ab:

fi(x) = 3cos(kx),  fo(x) = V2x2 + 1, filx) = ¥,
fi(x) = x*Inx, f5(x) = 2%, fo(x) = /1 + cos?(kx),

1 1
fr(x) = dtan*(4x), fy(x) = N So(x) = sin (m) .
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A6.10 Jemand rechnet vor: (In(2x)) = % -2 = 1/x. Es ist aber auch (Inx) =
1/x. Hat er sich vertan? Oder ist doch alles in Ordnung?

A6.11 Es gibt doch die Formel (x")’ = nx"~!. Warum ist denn dann nicht einfach
(2¥) = x2°7'2 Oder ist das doch so und man schreibt es nur anders auf?

A6.12 Wir betrachten die Funktion f mit der Funktionsvorschrift f(x) = x> —x?>.
Bestimme sidmtliche Nullstellen der ersten und der zweiten Ableitung von f. Wie

lauten die Gleichungen der Tangenten an den Graphen von f an den Stellen 1 und
—1?

A6.13 Fiir a € R* betrachten wir die Funktionenschar f, : R — R mit
X
fax) =ax® + x> = =,
a

Zeige, dass die Funktionen genau drei Nullstellen besitzen, und ermittle die statio-
néaren Punkte der Funktionen.

A6.14 Wir betrachten die Funktion f : R* — R mit f(x) = 5 + % + 2.

a) Die Funktion f hat eine Nullstelle. Wie lautet die Gleichung der Tangente an
den Graphen von f an dieser Nullstelle?

b) Bestimme sdmtliche Extremstellen der Funktion f, also sowohl die lokalen als
auch die globalen Minima und Maxima.

A6.15 Von einem rechteckigen Stiick Pappe mit ¢ = 16 cm Liange und b = 10cm
Breite werden an den Ecken gleiche Quadrate ausgeschnitten und aus dem Rest
eine quaderformige Schachtel gebildet. Wie gro3 muss man die Seitenldnge der
Quadrate wihlen, um fiir die Schachtel das groftmogliche Volumen zu erhalten?

A6.16 Die 400 m-Laufbahn auf einem Sportplatz besteht bekanntlich aus zwei par-
allelen Strecken der Linge / und zwei angesetzten Halbkreisen mit dem Radius r.
Wie grofl miissen / und r gewihlt werden, damit das Spielfeld (d. h. die zwischen
den parallelen Strecken liegende Rechteckfliche) moglichst grofl wird?

A6.17 Ein Kanal mit ¢ = 10 m Breite fiihrt im rechten Winkel in einen Kanal, der
eine Breite von b = 20 m besitzt. Durch die Kanile sollen Baumstimme transpor-
tiert werden. Wie lang diirfen diese Baumstimme hochstens sein, damit sie aus dem
schmalen Kanal vollstindig in den breiten Kanal geschoben werden konnen?
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A6.18 Auch wenn wir die Grenzwerte teilweise schon kennen: Verwende hier
ggf. die Regel von 1’Hospital, um sie zu berechnen.

-l o) imx @) () lim SN
2N\ 0 x—0

@ i sin x © 1 3x2 4 x 4+ 2%
im im im —————
x\7/2 COS X x—0 tan x x—oco  2x3 +1Inx

@ li
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Taylor-Formel 7

Wir wissen bereits, dass differenzierbare Funktionen lokal ,linear approximiert™
werden konnen. Diese lineare Approximation ist nichts anderes als die Tangente,
die in der Umgebung des betrachteten Punkts dicht am Graphen der Funktion liegt.

Will man die Genauigkeit verbessern, so kann man iiber die lineare Ndherung
hinausgehen und nach Polynomen héherer Ordnung suchen, die die Funktion an-
nihern. Genau dies erlaubt die Taylor-Formel, und sie stellt damit so etwas wie die
Verallgemeinerung der linearen Nédherung dar.

Fiir die exakte Formulierung und den Beweis der Taylor-Formel benétigen wir
die Integralrechnung. Sofern man damit nicht vertraut ist, mége man einfach tiber
diese Stellen hinweglesen. Fiir die Anwendung der Formel und auch fiir die weite-
ren theoretischen Uberlegungen ist nur die Differenziation erforderlich.

Die Taylor-Formel besitzt unzihlige Anwendungen in Natur- und Ingenieurwis-
senschaften, wenn eine Funktion aus theoretischen oder praktischen Erwédgungen
nicht exakt berechnet werden kann oder soll.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Die Taylor-Formel besteht aus einem Polynom mit besonderen Eigen-
schaften. Wir miissen uns ansehen, welche das sind.

e Der Fehler einer Taylor-Nzherung entspricht dem so genannten Restglied.
Wir werden sehen, wie man diesen Fehler aufschreiben kann. Und insbe-
sondere werden wir uns iiberlegen, wie man ihn abschitzen kann.

e Die grofle praktische Bedeutung der Taylor-Formel liegt in ihrer Verwen-
dung als Naherung. Wir sehen uns genau an, was das heif3t.

e Hort man mit der Entwicklung des Taylor-Polynoms gar nicht mehr auf,
gelangt man zur Taylor-Reihe. Fiir Sinus und Cosinus interessiert uns das
besonders. Und dann sehen diese beiden Winkelfunktionen plotzlich der
Exponentialfunktion dhnlich.
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7.1 Idee des Taylor-Polynoms

Wir betrachten eine Funktion f : I — R, die in einem gegebenen Punkt a € [
hinreichend oft differenzierbar sei. Die Tangente an den Graphen von f an der
Stelle a,

Ti[f.al(x) = f(a) + f'(@)(x —a),

ist das Polynom ersten Grads, das sich bei a bestmdglich an [ anlehnt, da T bei a
denselben Funktionswert und dieselbe erste Ableitung wie f besitzt, d. h.

N[ f.al@) = f(a). T{[f.al(@) = f'(a).

Lesehilfe

Die Tangente an den Graphen einer Funktion haben wir in Abschn. 6.3 mit
(6.18) kennengelernt. Wir schreiben sie hier als 7 mit ,,7 und Index 1, weil
sie sich als das ,,Taylor“-Polynom ersten Grads erweisen wird.

Geht man nun dariiber hinaus und sucht das Polynom zweiten Grads, 73[ f, al,
das sich bei a bestmoglich an f* anschmiegt, so wird man dazu die Parabel wihlen,
bei der neben Funktionswert und Steigung auch die ,,Kriimmung®, d. h. die zweite
Ableitung mit f iibereinstimmt. Dies ist der Fall fiir

J"(@)

2 (x _a)zs

o[ f.al(x) = f(a) + f'(@)(x —a) +
wovon man sich leicht iiberzeugt, denn es ist

J"(@)
2

Tl f.al(x) = f'(a) + 2(x—a) = fl(a) + f"(@)(x —a).

T f.a)(x) = f(a).

und damit haben wir

Dlf.al(@) = f(a). TDlf.al@) = f'(a). T)[fala)= f"(a).

Lesehilfe

Ist ein Graph ,,gekriimmt*, so dndert sich seine Steigung. Anderung der Stei-
gung heiBt Anderung der ersten Ableitung. Die zweite Ableitung gibt an, wie
schnell sich die erste Ableitung dndert. Somit ist die zweite Ableitung ein
MaB fiir die Kriimmung des Graphen.
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Ein Polynom dritten Grads wihlt man so, dass zusétzlich noch die dritte Ablei-
tung mit f tibereinstimmt. Das ist fiir

Bl = f@ + @ -a+ Lo+ L ay
der Fall: Hier ist
TS = 1@+ @ -+ 152 50 ap

f///(a)

L1 fal(x) = f"(a) + 3 2x—a)= @)+ ["(@)(x —a),

I fal(x) = f"(a),

also

I3[ f.al(@) = f(a). Tilf.al(@) = f'(@). Ti[fal(a)= f"(a).
Ty"[f.a)(@) = f"(a).

Fiihrt man nun diese Uberlegungen fort bis zu einem Polynom n-ten Grads, so er-
kennt man:

Das Polynom
" (n)
nifam = 1@+ L2+ L0 —ap g 4 L@ gy
= Z 2D ay .

ist das Polynom n-ten Grads, dessen Funktionswert und dessen ersten n Ableitun-
gen in a mit der Funktion f iibereinstimmen.

Lesehilfe

Kurz zum Summanden mit & = 0 in der Summe: Er lautet % (x—a)°. Die
nullte Ableitung von £ ist f selbst, so dass sich mit 0! = 1 und (x —a)° = 1
tatséchlich einfach f(a) ergibt.

7.2 Formulierung der Taylor-Formel

Wir haben gesehen, dass sich das Polynom (7.1) an der Stelle a aufgrund gleichen
Funktionswerts und gleicher Ableitungen an eine Funktion f anschmiegt. Es bildet
den Kern der Taylor-Formel. Thre prizise Formulierung erfordert zur Angabe des
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Restglieds zunichst ein Integral. Mit Satz 7.2 werden wir aber eine alternative und
dariiber hinaus viel praktischere Form des Restglieds ohne Integral kennenlernen.
Die Taylor-Formel lautet:

Satz 7.1 (Taylor-Formel) Es sei f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzier-
bare Funktion auf dem nicht-trivialen Intervall I C R und a € I. Dann gilt fiir
allex € 1

/ ” (n)
f(x) = f(a) fl(!") x—a)+ fz(!“)(x —apt.+ n'(“)(x —a)
+ Rn+l(x)
" (k)
=y 000 R, (2)
k=0
wobei das Restglied gegeben wird durch
1 X
Rypi(x) = — [ (x—0)" fU (@) dr. (1.3)

Beweis Der Beweis erfolgt unter Verwendung der Integralrechnung durch Induk-
tion iiber n.
Induktionsanfang (n = 0): Die Gleichung

0

k
=31

k=0

) (v —a)t + Ri(x) = f(@) + [ £y di

entspricht dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.
Induktionsschritt (n — 1 — n): Als Induktionsvoraussetzung gehen wir aus von
der Taylor-Formel der Ordnung n — 1, d. h.

f()—Zf ) —a)f + Ry(x)

mit N
R) = oy [ =0

Mit Hilfe partieller Integration erhilt man

o [ 4 (@=0")
1),/(x 0 O = /dt( P EARCL
G-

= f(")(t)) ) / (x — f("H)(Z) ar

R, (x) =
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(n) 1 ;
7 (a)(x —a)' + — /(x — )" £ () de
n! n!
a
/")
= Y (x —a)" + Ryy1(x),
und damit insgesamt also die Taylor-Formel der Ordnung #. °

Den Punkt @ nennt man den Entwicklungspunkt und sagt, die Funktion f werde
um den Punkt a in das Taylor-Polynom T,| f, a](x) entwickelt. Der Fehler, den man
macht, wenn man an der Stelle x statt des exakten Werts der Funktion den Wert
der Taylor-Entwicklung bis zur n-ten Ordnung nimmt, wird durch das Restglied
R, +1(x) gegeben. Da sich seine Grofe in der vorliegenden Form — auch bei Kennt-
nis der Integralrechnung — nur schwer abschitzen lésst, verwendet man gerne die
folgende Lagrange-Form des Restglieds:

Satz 7.2 (Lagrange-Restglied) Es sei f : [ — R eine (n + 1)-mal stetig diffe-
renzierbare Funktion auf dem nicht-trivialen Intervall I € R und a,x € 1. Dann
existiert ein (L zwischen a und x so, dass gilt

n (k)
OED DAL e
k=0 :

mit )
Ry (x) = ﬁ(x _ay, (7.4)

Beweis Der Beweis greift auf das Restglied in Integralform zuriick. Er fuf3t auf dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung und fiihrt eine Integration iiber ein Polynom
aus:

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein p zwischen a und x
so, dass gilt

Rin(o) = [ (=0 Oy dr = ) [ (r —1)'di

(=0 } _ U

_ \ntl
n+l1 |, (m+1) (e —a)y™. *

1
= — /) [—

Lesehilfe
Der genaue Wert des ,,Fehlers R, i(x) ldsst sich offenbar auch in seiner
Lagrange-Form nicht angeben, da der Wert von p nicht bekannt ist. Die
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Aussage lautet ja lediglich, dass es fiir jedes x jeweils irgendein solches u
zwischen a und x gibt.

Wir werden aber sehen, dass sich der Fehler zumindest nach oben abschit-
zen ldsst.

Ab hier kommen wir wieder ohne Integralrechnung aus und werden die Taylor-
Formel auch nur noch in der Formulierung aus Satz 7.2 verwenden.

7.3 GroBe des Restglieds

Mit Hilfe der Lagrange-Form konnen wir die Grofie des Restglieds nach oben
abschitzen: Betrachten wir x-Werte in einem Intervall [ — A, a + A] um den Ent-
wicklungspunkta, und sei M der Maximalwert oder zumindest eine obere Schranke
von | £+ (x)| auf diesem Intervall, so ist offenbar

M
[Ry1(x)] < mﬂnﬂ‘ (7.5)

Fiir eine gegebene Funktion f ldsst sich auf diese Weise also eine obere Grenze
fiir den Fehler einer bestimmten Taylor-Ordnung angeben. Der Nenner (n + 1)!
fiihrt dabei tendenziell zu einer Verkleinerung des Fehlers bei grofer werdender
Ordnung 7, zumindest sofern nicht groBere Maximalwerte von | £+ (x)| diesen
Effekt zunichtemachen.

» Zwischenfrage (1) Nehmen wir an, in der Situation von (7.5) gelte | f "+ (x)| =
M fureinx € [a — A,a + A].Ist fir dieses x dann |R,11(x)| = %pc —a"t?
Das heift, ist der Fehler zumindest furr dieses x dann exakt bekannt?

Fiir x — a wird das Restglied jedenfalls in folgendem Sinn beliebig klein:

Satz 7.3 Es sei f : I — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion auf dem
nicht-trivialen Intervall I C R und a € I. Dann gilt fiir alle x € |

n (k)
=30 g —ar (7.6)
k=0 '

wobei ¢ eine Funktion mit lim,_,, ¢(x) = 0 ist.

Beweis Wir verwenden die Lagrange-Form des Restglieds n-ter Ordnung, d. h.

k! n!

n=l e (k) (n)
f =% SO@ i LW
k=0
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mit einem p zwischen a und x. Daraus folgt

n=l ) ()
- Do = L

k!
k=0
(n) (n)
S PR B
3 f(n)(a)(x—a)”
n!
_SN@ o SO SO@
n! n! ’

also, wenn man den ersten Summanden auf der rechten Seite in die Summe einfiigt,

n (k) () ()
Fo =3 L gy LUOSN@ gy,

Wir setzen ¢(x) = w Diese Funktion hingt von x ab, weil p© von x
abhiingt. Da y zwischen a und x liegt, folgt aus der Stetigkeit von f

lim ¢(x) = lim 0 — 1) =0. °

x—a x—a n!

Lesehilfe zum Beweis
Mit x — a muss auch p immer dichter an a heranriicken, es ist also
gleichbedeutend mit i — a. Wegen der Stetigkeit von f ) heift das also

lim,—, f™ (@) = lim,_, f™(w) = f(a).

Unter Verwendung des sogenannten Landau-Symbols o (,klein 0*) schreibt man
die Aussage von Satz 7.3 auch als!

n (k)
f(x):Zf (a)(x—a)k—i—o(lx—al”) fiir x — a. (7.7)

k!
k=0

Es ist also R,11(x) = o(|x — al|"), und dies besagt, dass das Restglied fiir x — a
schneller gegen 0 geht als |x — a|".

! Fiir zwei Funktionen g,/ : I — R mita € I sagt man allgemein, es sei g = o(h) fiir x a a,
wenn g fiir x — a gegeniiber i vernachlissigbar ist, was gleichbedeutend ist mit lim,_,, | h(x |

0. Und hier haben wir R, (x) = ¢(x)(x —a)",d.h. | ’“(‘)| = |p(x)] — O fiir x — a.

(x—a)"
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Lesehilfe

Die Schreibweise mit dem Landau-Symbol o ist intuitiv und recht geldufig.
Das Restglied geht fiir x — a ,,schneller” gegen 0 als |x — a|", weil in (7.6)
neben |x — a|" selbst auch noch die Funktion ¢(x) fiir x — a gegen 0 geht.

> AntwortaufZwischenfrage (1) Die Frage war, ob der Fehlerfiirein x mit | f *+1D(x)| =
M aufgrund des Lagrange-Restglieds exakt bekannt ist.
Nein, auch fir ein solches x lasst sich der Fehler mit dem Lagrange-Glied nicht exakt
angeben. Das Gleichheitszeichen gilt ja nur fiir ein (unbekanntes) i zwischen a und
x,und es istim Allgemeinen  # x. Der maximal mégliche Fehler der Abschatzung
(7.5) muss also keineswegs tatsachlich erreicht werden.

7.4 Naherungsformeln

Die Taylor-Formel kann verwendet werden, um Naherungsformeln fiir Funktio-
nen f zu entwickeln, mit denen ihr Funktionswert an Stellen x in der Ndhe eines
Entwicklungspunkts a durch den Wert des entsprechenden Taylor-Polynoms appro-
ximiert wird. Dazu halten wir fest:

e Die Niherung wird i. Allg. umso besser, je hoher die Ordnung n des Taylor-
Polynoms ist und je ndher x an a liegt.

e Die maximale GroBe des Fehlers kann bei Bedarf mit Hilfe von (7.5) abgeschétzt
werden.

e Fiir praktische Anwendungen reicht es oftmals aus, sich auf die lineare Niihe-
rung zu beschrinken,

f) = Tilf.al(x) = fa) + f(a)(x —a).

oder, etwa weil die erste Ableitung verschwindet, man es aber nicht bei einer
konstanten Niherung belassen will, die parabelformige Niherung zu verwen-
den,

1
f) ~ Tl fal(x) = f(@)+ f(a)(x —a) + Ef”(a)(x —a)’,
siehe Abb. 7.1.

Oft wird die Taylor-Formel auch in folgender Form geschrieben:

fla+ Ax) =~ f(a) + f/l('a) Ax + f;('a) (Ax)* + ... (7.8)

oder "
fla+ax)=Y" / k‘(") (Ax)* + o(|Ax|"). (1.9)

k=0 ’

Dabei steht Ax = x — a fiir die Abweichung vom Entwicklungspunkt.
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Abb.7.1 Die Funktion f kann in der Néhe des Entwicklungspunkts a durch Taylor-Polynome ap-
proximiert werden. Das Taylor-Polynom ersten Grads entspricht der Tangente in a. Das Polynom
zweiten Grads ist die Parabel, die sich in @ optimal an den Graphen von f anschmiegt

Lesehilfe

Diese Schreibweise mit den Abweichungen ist oft sehr praktisch. Insbeson-
dere sieht man explizit, dass fiir ,.kleine” Abweichungen, d.h. Ax deutlich
kleiner als 1, die Terme mit hoherer Ordnung allein aufgrund der Faktoren
(Ax)*¥ wahrscheinlich schnell kleiner werden. Immer vorausgesetzt, dass die
Ableitungen f®)(a) sich nicht eigenartig verhalten und sehr groB werden.

Beispiele
(1) Wir betrachten die Wurzelfunktion sqrt : R, — R, x — /X, um den Entwick-
lungspunkta = 1. Es ist

sqrt(1) =1,

, 1
sart (1) = 577~
x=1

1 1
sqrt’ (1) = 3 (_E) x 32

Das Taylor-Polynom zweiter Ordnung lautet daher

25

|
FNg

x=1

Tolsqrt, 1](x) = 1 + %(x -1)— %(x —1)%
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Damit haben wir die parabelférmige Niherung fiir x-Werte in der Nihe von 1. Fiir
eine einpriagsame Niaherungsformel lésst sich dies mit Ax = x — 1 schreiben als

1 1
VIi+Ax~1+ EAx - g(Ax)2 fiir kleine Ax. (7.10)

» Zwischenfrage (2) Ware es nicht besser und einfacher, die Wurzelfunktion um 0 zu
entwickeln?

(2) Wir betrachten die Funktion sin : R — R, x + sinx um den Entwicklungs-

punkt 0, suchen also nach einer Néaherungsformel fiir kleine x. Fiir ¢ = 0 nimmt
die Taylor-Formel allgemein eine besonders einfache Gestalt an:

) = O+ x4 5 fO + < fOF 4 ()

Nun haben wir

sin0 = 0, sin’ 0 = cos x =1,
x=0
S/ : s
sin"0 = —sinx =0, sin" 0= —cosx =—1,
x=0 xX=
und damit |
sinx &~ x — —x° fiir kleine x. (7.12)

Verwenden wir nun (7.5),

M
R < AnJrl’
[Ryp1(x)| < o+ 1)

um eine Obergrenze fiir den Fehler dieser Nidherung fiir Werte etwa im Bereich
x € [—m/4, w /4] zu ermitteln: Es ist also A = 7/4, und wir haben n = 3. Die Ab-
leitungen des Sinus sind wieder Sinus- oder Cosinusfunktionen, besitzen also den
Maximalwert 1. Wir konnten daher fiir eine grobe Abschédtzung M = 1 verwenden.
Wollen wir es genauer haben, miissen wir nach dem Maximalwert von | sin® x| auf
dem Intervall [—77/4, 7r/4] fragen. Wegen sin® x = sinx betriigt er /2/2. Dies
ergibt dann insgesamt die Obergrenze

V2/

2
2 (r/4)* ~ 0,0112. (7.13)

|R4(x)| =

Der tatsdchlich in dem Intervall auftretende maximale Fehler ist iibrigens deutlich
kleiner. Er tritt hier am Ende des Intervalls auf und betrdgt ungefihr 0,0025.
(3) Wie man mit Hilfe von (6.32) leicht nachrechnet, gilt

1
arctan x & x — §x3 fiir kleine x. (7.14)
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» Antwort auf Zwischenfrage (2) Die Frage war, warum man die Wurzelfunktion
nicht um 0 entwickelt.
Die Wurzelfunktion ist bei 0 nicht differenzierbar; sie besitzt hier eine vertikale Tan-
gente. Daher kann sie nicht um 0 entwickelt werden.

7.4.1 Beispiel: E = mc?

Nach der Relativititstheorie besteht zwischen der Gesamtenergie E eines Systems
und seiner Masse m der beriihmte Zusammenhang

E = mc?, (7.15)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Diese Aquivalenz von Masse und Energie gilt
ganz allgemein, z. B. auch fiir eine gesamte Sternengalaxie; ihre innere kinetische
Energie beispielsweise bewirkt dann eine Erhohung der Gesamtmasse.

Betrachten wir ein einzelnes Teilchen der Masse m, das sich mit der Geschwin-
digkeit v bewegt. Auch fiir dieses Teilchen gilt E = mc?, und seine Masse m hingt
von seiner Geschwindigkeit v ab:

m = LU mit der Ruhemasse m. (7.16)

V1—(v/c)?

Die Ruheenergie des Teilchens ist demnach Ey = moc?, und seine kinetische Ener-
gie ergibt sich aus
Exin = E — Ey. (7.17)

So die Aussagen der Relativititstheorie. Um ihren Zusammenhang mit der klassi-
schen Physik zu sehen, betrachten wir nun Geschwindigkeiten v, die klein sind im
Vergleich mit ¢, und entwickeln eine Naherungsformel fiir die kinetische Energie
fiir kleine v/c =: x.

Betrachten wir also den Ausdruck

flx) = % =(1—-x?)""2 (7.18)
— X

und entwickeln ihn fiir kleine x: Es ist

F) % fO) + L0043 'O + O + 5 Ox (1.19)
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=0,

mit
FO =1 —x77 =1,
£10) = —%(1 —a) 20| = xR
710 = [ = a2 = Sxa =ty |
x=0
= [ =x)2 4321 = xH) ] _ =1,
70 = [3Bx(1—x)™2 +6x(1 —x) ™ + 1583 (1 —x) 7] _,
= [9x(1 —x*) 72 + 15x3(1 —x*) 2] _, =0,
f////(o) — [9(1 _ x2)—5/2 4. .]xzo =9
Lesehilfe

Fiir die Ableitungen benétigst du die Kettenregel und die Produktregel. Und
die Piinktchen bei der vierten Ableitung stehen fiir Terme, die x als Faktor
enthalten und daher an der Stelle O keine Rolle spielen. Da wir keine fiinfte
Ableitung mehr benotigen, schreiben wir diese Terme gar nicht mehr auf.

‘Wir haben also

4

1 1, 3 . .
~ 14+ —x +§x fiir kleine x

V1—x2 2

bzw.

m““F%G)ZJr%G)L‘ firv < c.

Dies ergibt nach (7.17) fiir die kinetische Energie

5 1 /v\2 3 /v\4 5
Exin & moc” |1+ < (—) + < (—) — moc
2 \c 8 \c

1 3 4
= —mov? + —myc? <B> fiirv < c.
2 8 c

(7.20)

(7.21)

Wir finden hier also zunichst die klassische Formel fiir die kinetische Energie wie-

der,

. 1
klassisch __ 2
Egn = Emov .
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Der nichste Term stellt die erste relativistische Korrektur dar. Schreibt man sie als
g (1) = gmo (2
—moc“ (=) = =-mov°{(—) ,
g0 c g ! c
so erkennt man, dass sie mit dem Faktor (v/c)?> gegen den fiihrenden nicht-
relativistischen Term unterdriickt ist.
Fiir ,,normale* irdische Geschwindigkeiten macht sich die relativistische Kor-
rektur kaum bemerkbar: Satelliten fliegen beispielsweise mit Geschwindigkeiten

in der GroBenordnung von v = 10km/s, und fiir die Lichtgeschwindigkeit gilt
¢ ~ 300000 km/s; wir haben also

(B)Zz 10V I oo "o 10-° (7.22)
c 300000 3 ' ‘

Die relativistische Korrektur tritt somit bei der kinetischen Energie des Satelliten
tendenziell erst in der neunten Nachkommastelle auf.

7.5 Taylor-Reihen

Dehnt man die Taylor-Formel auf unendlich viele Glieder aus, so erhélt man eine
Taylor-Reihe:

Definition 7.1 Es sei f : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion auf
dem nicht-trivialen Intervall I C R und a € 1. Dann heift

g (k)
rifalw:=y L

k=0

(x —a)f

die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.

Wir haben es jetzt mit einer unendlichen Reihe zu tun, und bei einer unendlichen
Reihe stellt sich stets die Frage nach der Konvergenz. Dazu halten wir fest:

e Fiir x = a konvergiert die Taylor-Reihe trivialerweise und ist gleich f(a), da
dann alle Summanden bis auf den nullter Ordnung verschwinden.

e Ob die Reihe dariiber hinaus in einem Bereich um a, oder auch auf ganz I,
konvergiert, hingt von der betrachteten Funktion f und dem Entwicklungspunkt
a ab.

Aber auch wenn Konvergenz vorliegt, ist zu beachten, dass die Taylor-Reihe 7'[ f, a]
einer Funktion f nicht unbedingt der Funktion f entspricht. Es gibt Beispiele, bei
denen das tatsdchlich nicht der Fall ist.
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Fiir uns sind natiirlich die Fille von Interesse, fiir die dies doch so ist, sich also
eine Funktion durch ihre Taylor-Reihe darstellen lésst. Es gilt offenbar:

Die Taylor-Reihe T[ f, a](x) konvergiert genau fiir diejenigen x € I gegen f(x),
fiir die das Restglied R, 1(x) der entsprechenden Taylor-Formel — siehe Satz 7.2 —
fiir n — oo gegen Null konvergiert.

Sehen wir uns einige Beispiele dazu an.

7.5.1 Sinus-und Cosinusreihe

Wir entwickeln die Sinusfunktion in eine Taylor-Reihe um 0, betrachten also die

Sinusreihe
o0

T[sin, 0](x) = Y

k=0

sin® (0) x
—=x"

X (7.23)

Die darin auftretenden Ableitungen des Sinus lauten fiirk = 0,1, 2,3, ...

0,1,0,-1,0,1,0,—1,...

Lesehilfe

Esistsin’ = cos, sin” = —sin, sin” = — cos, sin”” = sin, ab hier geht es also
wieder von vorne los. An der Stelle 0 haben wir also sin0 = 0, sin'0 = 1,
sin” 0 = 0, sin” 0 = —1, sin”” 0 = 0 und immer so weiter . ..

Die Terme fiir gerade k in (7.23) verschwinden somit. Geben wir nun die unge-
raden k durch k = 2m + 1 mit m € N wieder, so lauten die ihnen entsprechenden
Ableitungen (—1)™. Insgesamt ldsst sich die Reihe (7.23) daher schreiben als

o x2m+1
T[sin, 0](x) = Z(—nmm. (7.24)
m=0 :

Dass diese Reihe fiir alle x € R konvergiert, ldsst sich genauso wie fiir die Expo-
nentialreihe mit Hilfe des Quotientenkriteriums zeigen, sieche Satz 3.1.

Lesehilfe
Hat man eine Summe, zu der nur die ungeraden Glieder beitragen, so kann
man das schreiben als

o0

> a

k=0

k ung_erade



7.5 Taylor-Reihen 165

Will man den Zusatz beim Summationsindex vermeiden und explizit nur die
ungeraden Zahlen ansprechen, so setzt man k = 2m + 1 und verwendet den
neuen Index m. Damit wird offenbar jedes zweite k iibersprungen:

o0 o0
E ai = E A2m+1-
k=0 m=0

k ung_erade

Natiirlich funktioniert das auch fiir gerade Indizes:

=) =)
E ap = E Aoy -
k=0 m=0

k gerade

Sehen wir uns das Restglied der entsprechenden Taylor-Formel an. Es lautet in
Lagrange-Form
sin” Y (u)
(n+1)!
mit einem p zwischen 0 und x. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass es fiir
n — oo gegen 0 konvergiert, dass also gilt

Ryp1(x) = o

lim R, (x) =0.

Zunichst wissen wir, dass die Ableitungen des Sinus dem Betrag nach nicht groer
werden als 1, d. h., es ist

anrl
R X)) < |—
I n+1( )| = '(l’l-i— 1)'
Betrachten wir nun den Grenzwert
xn+1

(n + 1)!

|x|n+1

g:

im Iim ——.
n—00 n—oo (n + 1)!
Er ist tatsdchlich fiir jedes x € R gleich 0, wovon wir uns beispielsweise wie folgt
iiberzeugen konnen: Fiir hinreichend grofles n bzw. n 4+ 1 haben wir

] xl

m+D' 1 2 3 7 opx

mit einem n* > 2|x|. Ab n* sind dann alle Faktoren kleiner als 1/2, und fiir
n — oo sind es unendlich viele solche Faktoren; daher ist g = 0 und damit auch
lim,, oo R,41(x) = 0. Das bedeutet:
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Die Sinusreihe (7.24) gibt fiir alle x € R den Sinus wieder, d. h., es gilt

2k+1 x3 xS X7

kX T T A
s1nx—Z( )(2k+1)'—x Tt o T (7.25)

» Zwischenfrage (3) Fir das Restglled des Sinus ist der Grenzwert g = lim;,_, ~ | n’: |
zu betrachten. Der Ausdruck ‘, ist nichts anderes als das Argument der Exponenti-

alreihe. Inwiefern lasst sich auch daraus schlieen, dass g = 0 sein muss?

Sehen wir uns nun die Cosinusreihe an — und werden sicher nicht iiberrascht
sein, wenn alles sehr dhnlich ist —, also

% os)
Tlcos,0](x) = Y | ka. (1.26)
k=0 ’

Die Ableitungen des Cosinus fiir k = 0, 1,2, 3,... lauten
1,0,—-1,0,1,0,—1,0,...
Hier verschwinden also die Terme fiir ungerade k. Geben wir die geraden k durch

k = 2m mitm € N wieder, so lauten die ihnen entsprechenden Ableitungen (—1)".
Insgesamt haben wir daher

e 2m
T[cos, 0](x) = mg(— )" T (7.27)

Wie die Sinusreihe ist auch diese Reihe konvergent fiir alle x € R und besitzt ein
verschwindendes Restglied, also:
Die Cosinusreihe (7.27) gibt fiir alle x € R den Cosinus wieder, d. h., es gilt

2k X2 )C4 X6

_00_ kX o X
cosx—g( 1) (Zk)!—l TR TR (7.28)

Es ist vielleicht tiberraschend, dass sich die periodischen Funktionen Sinus und
Cosinus durch (unendliche) Summen von Potenzfunktionen darstellen lassen, die ja
selbst nicht periodisch sind. In Abb. 7.2 ist die Situation fiir den Cosinus mit einigen
fiihrenden Termen der Reihe dargestellt: Je hoher die Ordnung der Potenzen wird,
umso mehr Wellenbewegungen der Endfunktion konnen dargestellt werden. Und
fiir unendlich viele Glieder sind es dann alle.

Immerhin ist den Reihen fiir Sinus und Cosinus die Symmetrie der Funktionen
sofort anzusehen:

Die Reihe des Sinus (Cosinus) als ungerade (gerade) Funktion enthdilt jeweils
nur die ungeraden (geraden) Potenzen von x.
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Abb.7.2 Die Cosinusfunktion kann durch eine unendliche Taylor-Reihe um 0 dargestellt werden.
Betrachtet man endlich viele Glieder — in der Abbildung sind neben Cosinus selbst die ersten zwei
und die ersten zehn dargestellt — so erkennt man, dass die Cosinusfunktion lokal, d. h. in der Nihe
des Entwicklungspunkts, und mit hoherer Ordnung auch fiir die ersten zentralen Perioden sehr gut
angendhert wird

» AntwortaufZwischenfrage (3) Gefragt war, inwiefern sich der Grenzwertlim,—,« |
= 0 auch aus der Exponentialreihe erschlieBen lasst

n
arl
Die Exponentialreihe expx =

B ’;—',' ist eine konvergente Reihe. Eine Reihe
a, kann aber nur dann konvergent sein, wenn gilt lim,, . a, = 0, siehe Satz
n

. . n
2.8. Alsoist limy, o0 37 = 0.

7.5.2 Exponentialreihe

Die Exponentialfunktion ist bereits als unendliche Reihe definiert,

exp(x) = Z %

k=0

Diese Reihe ist gleichzeitig auch die Taylor-Reihe von exp mit Entwicklungspunkt
0.

» Zwischenfrage (4) Wie kann man sich davon liberzeugen, dass die Exponentialrei-
he auch gleichzeitig die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion um 0 ist?

Aufgrund der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion kann aber auch ih-
re Taylor-Reihe fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt @ € R leicht angegeben
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werden, denn es ist
X —a
ef =t =l = g~ o) ) Z k' : (7.29)
k=0

Ferner fillt beim Vergleich von sin und cos mit exp auf, dass die Reihen dieselbe
grundsitzliche Struktur aufweisen. Fiir Sinus und Cosinus ist das sicher zu erwar-
ten, aber die Exponentialfunktion scheint doch von diesen auf den ersten Blick
grundverschieden zu sein. Tatsdchlich hingen diese Funktionen aber eng zusam-
men, wie wir in Kap. 8.4 mit Hilfe der komplexen Zahlen sehen werden.

7.5.3 Logarithmusreihe

Wir wollen den Nachweis von (2.10) nachholen, d. h., wir wollen zeigen, dass gilt

Z( D =1n2.
k=1

Dazu betrachten wir das Taylor-Polynom der Funktion x + In(1 4+ x) mit dem
Entwicklungspunkt 0, 7,,[In(1 + id), 0](x): Es ist In(1 + 0) = 0, und weiter haben
wir

1

In'(1 = =1,
n( +x)x=0 1+x|
In"(1 + x) -1 1
n X [ — =—1,
x=0 (1+x)2 =0
2
1///1 -~ :2’
n"(1+ x) T T
-2-3
In®(1 =— | =-2.3,
nV(1+ x) S
2-3-4
(1 =271 =2.3.4 :
(1 + x) T U usw

Lesehilfe

Wir berechnen hier die Ableitungen [In(1 + x)])(ckz)o. Weil die innere Ablei-
tung von 1 + x gleich 1 ist, konnen wir das auch schreiben und rechnen als
1+ x| _,
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Wir erhalten also fiir beliebiges k € N*

_ DR -

(1 + x)‘ Ty

= (=D - D).
0

xX=

Es ist daher

Z( L RN YT

T, [In(1 + id), 0](x) = 3 (7.30)
k=1
mit dem Lagrange-Restglied
(—=1)"n! 1 . =D 1
R — ntl _ n+l 7.31
) = T n 1 (L + (73D
Lesehilfe
Fakultiten lassen sich schon kiirzen: (k;!m = % und (ni—'l), = ﬁ
Betrachten wir nun die Stelle x = 1: Das Restglied besitzt dann die Form
=" 1
Ry,11(1) = 7.32
+1(1) n 1t (7.32)
mit einem p zwischen 0 und 1. Offenbar gilt fiir jedes solches p
lim R,;+1(1) =0, (7.33)
n—-oo

so dass die Taylor-Reihe 7'[In(1+id), 0](1) mit dem Funktionswert In(141) = In2
iibereinstimmt. Daher ist
[ ]

Ubrigens kann der Logarithmus mit der (7.30) entsprechenden Taylor-Reihe nicht
nur fiir x = 1, sondern auch fiir alle x mit |x| < 1 dargestellt werden, d. h., es gilt

— (=D )
In(l +x) =Y X fir x € ]—1,1]. (7.34)

» Antwort auf Zwischenfrage (4) Man sollte sich davon Uberzeugen, dass die Expo-
nentialreihe gleichzeitig die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion um 0 ist.
Wir rechnen einfach mal fir den Entwicklungspunkt 0 nach: Es ist exp’ = exp =
exp” = exp®™ = .. alsoexp®™ 0 = I fiiralle n € N.Und damit haben wir dann
schon Tlexp, 0](x) = Y72, £xX.
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Das Wichtigste in Kiirze

e Das Taylor-Polynom verallgemeinert die Tangente an den Graphen einer
Funktion. Es handelt sich um das Polynom n-ten Grads, bei dem alle Ab-
leitungen bis zur Ordnung » mit der Funktion iibereinstimmen.

e Die Taylor-Formel enthélt den pridzisen Zusammenhang zwischen dem
Taylor-Polynom und der Funktion. Insbesondere gibt sie den Fehler an.

e Das Restglied der Taylor-Formel in Lagrange-Form erlaubt eine Abschit-
zung des Fehlers.

e FEine Funktion kann lokal durch ihr Taylor-Polynom approximiert werden.
Diese Taylor-Niherung ist i. Allg. umso besser, je dichter man sich am Ent-
wicklungspunkt befindet und je grofer die Ordnung der Entwicklung ist. Die
Giite einer Taylor-Néherung kann bei Bedarf anhand der Lagrange-Form des
Restglieds abgeschitzt werden.

e Bei der Taylor-Reihe einer Funktion wird ihre Taylor-Summe bis ins Unend-
liche ausgedehnt. Wenn das Restglied dabei gegen Null geht, erhélt man eine
Darstellung der Funktion durch eine unendliche Reihe.

e Manche Funktionen konnen global durch Taylor-Reihen dargestellt werden.
Dies trifft insbesondere auf die Funktionen exp, sin und cos zu.

Und was bedeuten die Formeln?

(k) (n+1)
i )—Zf D=+ R, R = LB e ap
M *)
R ()] = o A7 () = Zf @ (x —a)f +o(lx —aP),
fla+Ax) ~ fx) + L (“)A + 7 "(“)(A ) +
l+x=~1+ ;x - éxz fiir kleine x, T[f, a](x):= Z f(k)(a)( —a)k,
a2k  x2% 00 .
s1nx—Z( 1) (2k+l)' cosx—Z( 1) aor Z x—a) .

Ubungsaufgaben

A7.1 Gegeben seien eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f und ein
Punkt xy. Wie miissen a, b und ¢ gewihlt werden, damit die Parabel

p(x) =ax*+bx+c

in xo denselben Funktionswert und dieselbe erste und zweite Ableitung wie f auf-
weist?
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A7.2 Gib die Taylor-Entwicklungen der Funktion cos bis zur vierten Ordnung fiir
die Entwicklungspunkte ¢; = O und a, = /2 an.

A7.3 Entwickle eine Ndherungsformel fiir die Funktion arcsin fiir kleine Argumen-
te, die iiber die lineare Niherung hinausgeht.

A7.4 Worin besteht der Nutzen der Lagrange-Form des Restglieds im Hinblick auf
Anwendungen der Taylor-Formel?

A7.5 In einer Formelsammlung findet sich fiir die Wurzelfunktion die Ndherungs-
formel | |

«/1+x%1+§x—§x2:|:...
Verwende diese Formel, um eine Niherung von +/7 + 2x fiir kleine x anzugeben.
Kann auch eine Niherung von +/x fiir kleine x angegeben werden?

A7.6 Worin besteht der Unterschied zwischen der ,,Taylor-Formel” und der
,-Taylor-Reihe*?

A7.7 Wie lauten die ersten zehn Glieder der Entwicklung der Exponentialfunktion
um den Punkt g = 1?

A7.8 Wie zeigt man, dass die Taylor-Reihe einer Funktion tatsidchlich gleich der
Funktion ist?
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Komplexe Zahlen und Euler-Formel 8

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass die Exponentialreihe eine bemerkens-
werte Ahnlichkeit mit der Sinus- und Cosinusreihe aufweist. Tatsichlich besteht
zwischen diesen — auf den ersten Blick und im Reellen — grundverschiedenen Funk-
tionen eine enge Verwandtschaft, die jedoch erst im Rahmen der komplexen Zahlen
sichtbar wird. Sie driickt sich in der so genannten Euler-Formel aus. Da diese For-
mel es insbesondere erlaubt, Schwingungsvorgédnge statt mit Sinus oder Cosinus
iiber eine Exponentialfunktion auszudriicken, besitzt sie auch fiir Anwendungen in
Natur- und Ingenieurwissenschaften eine gro3e Bedeutung.

Damit wir die Euler-Formel formulieren und verstehen konnen, miissen wir uns
zundchst mit den komplexen Zahlen vertraut machen.

Wozu dieses Kapitel im Einzelnen

e Komplexe Zahlen sind nichts anderes als die Elemente des Korpers der
komplexen Zahlen. Wir miissen uns also ansehen, wie dieser Korper funk-
tioniert.

e Die komplexen Zahlen beinhalten die reellen Zahlen. Wie das aussieht,
interessiert uns besonders.

o Komplexe Zahlen besitzen eine klare geometrische Bedeutung — wobei wir
dem Namen ,,Gau3* begegnen werden.

e Manche Dinge funktionieren im Komplexen wie im Reellen, andere nicht.
Wir miissen hier genau unterscheiden und Vorsicht im Umgang mit kom-
plexen Zahlen lernen.

e Wir bendtigen insbesondere die Exponentialfunktion im Komplexen. Da-
her miissen wir uns auch mit der Konvergenz von unendlichen Summen
im Komplexen befassen — zum Gliick bleibt hier alles beim Alten.

e Die Euler-Formel ist ganz einfach herzuleiten: Die unendlichen Reihen
machen es moglich.
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e Mit der Euler-Formel hat man auch gleich die Polarkoordinaten einer kom-
plexen Zahl. Wir werden uns fast schon wundern, wie einfach das ist.

e Wir werden sehen, was ,,Einheitswurzeln® sind. Die gibt es zwar auch im
Reellen, aber da sind sie zu langweilig fiir ein eigenes Wort. Im Komplexen
ist das anders.

8.1 Korper der komplexen Zahlen

Zahlen ,funktionieren®, weil sie Elemente ihres Zahlkorpers sind. Das ist bei den
reellen Zahlen so, und kann auch bei den komplexen Zahlen nicht anders sein. Se-
hen wir uns also den Korper der komplexen Zahlen an.

8.1.1 Definition

Die komplexen Zahlen entstehen, indem man fiir die Menge R x R = R?, also die
Menge aller geordneten 2-Tupel reeller Zahlen, in folgender Weise eine Addition
und eine Multiplikation definiert:

) 4+ (u,v) i=(x +u,y +v), (8.1)
(x,y) - (u,v) := (xu — yv,xv + yu). (8.2)

Lesehilfe

Es ist vielleicht iiberraschend, dass wir es plotzlich mit 2-Tupeln zu tun haben.
Die Worter ,,zweidimensional“ oder ,,Vektor® wollen wir hier jedoch nicht
verwenden, weil sie irrefiihrend sein konnen. Die 2-Tupel werden Zahlen sein
und ihre Kompenenten zwei Teile der einen Zahl, fiir die wir bald auch eine
andere Schreibweise verwenden.

Ubrigens gibt es fiir Zweiervektoren auch gar keine Operation im Sinn
von ,,Vektor - Vektor = Vektor* — wihrend (8.2) ja eben so etwas darstellt,
namlich ,,2-Tupel - 2-Tupel = 2-Tupel“. Das Skalarprodukt zweier Vektoren
ergibt bekanntlich einen Skalar, es ist also eine Operation des Typs ,,Vektor
Vektor = Skalar*.

Wihrend die Addition hier der ,,gewohnlichen* komponentenweisen Addition
von 2-Tupeln entspricht, ist die Wirkung der Multiplikation weniger offensichtlich.
Aber sie ist wohldefiniert, und es gilt

Satz 8.1 Die Menge R x R mit der Addition (8.1) und der Multiplikation (8.2)
bildet einen Korper.



8.1 Korper der komplexen Zahlen 175

Beweis Den Beweis wollen wir an dieser Stelle nicht ausfiihren; er besteht im
Nachweis der einzelnen Korpereigenschaften und erfolgt ohne Schwierigkeiten. o

Diesen Korper nennt man den Kérper der komplexen Zahlen und bezeichnet ihn

mit C. Sein Nullelement ist (0, 0), das Einselement (1,0), und das Inverse eines
Elements (x, y) # (0, 0) lautet

—1 X —)
, = , . 8.3

Lesehilfe

Wir erinnern uns: Eine Menge M mit einer Addition ,,4* und einer Multi-
plikation ,,-“ heifit ein Korper, wenn (M, +) eine kommutative Gruppe ist,
(M*, -) eine Gruppe ist und dariiber hinaus die Distributivitit gilt. Wir haben
das fiir die reellen Zahlen, d.h. Ml = R gesehen.

Und Satz 8.1 besagt nun also, dass R x R mit dem obigen ,,4+* und ,,-*
ebenfalls einen Korper bildet. Das Nullelement ist das neutrale Element der
Addition, (x, y)+ (0,0) = (x, y), und das Einselement das neutrale Element
der Multiplikation, (x, y) - (1,0) = (x, y). Beides siehst du leicht anhand
der Definitionen in (8.1) und (8.2). Fiir das inverse Element muss man einen
Augenblick rechnen.

Die obige Definition der komplexen Zahlen, also der Elemente von C, als 2-
Tupel, macht es sicherlich zunéchst schwierig, diese Objekte mit ,,normalen‘ Zah-
len in Verbindung zu bringen. Wir werden nun aber sehen, dass die reellen Zahlen
auf einfache Weise in ihnen enthalten sind.

8.1.2 Zusammenhang mit reellen Zahlen
Fiir die speziellen komplexen Zahlen, bei denen die zweite Komponente O ist, gilt
(x,0) + (u,0) = (x + u,0) und (x,0) - (u,0) = (xu,0).
Diese Zahlen unterscheiden sich also nur durch ihre Schreibweise von den reellen
Zahlen x, u. Wir konnen daher die komplexen Zahlen der Form (x,0) mit den
reellen Zahlen identifizieren und einfach schreiben
(x,0) = x.

Auf diese Weise werden die reellen Zahlen R zu einer Teilmenge der komplexen
Zahlen C.
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Ferner gilt (0, y) = (y,0)-(0, 1), so dass sich jede komplexe Zahl (x, y) schrei-
ben lisst als

(x. ) =x.0+0.y) =*x0)+((.0)-(0.) =x+y-(0.1). (84
Fiir die spezielle komplexe Zahl (0, 1) fithrt man die abkiirzende Bezeichnung
i:=(0,1) (8.5)
ein und erhilt die folgende Schreibweise fiir beliebige komplexe Zahlen z € C:
z=(x,y) =x+1iy. (8.6)
Fiir die so genannte imagindre Einheit i gilt
i2=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1. (8.7)

Wir haben also die bemerkenswerte Eigenschaft, dass das Quadrat von i gleich —1
ist.

Die Darstellung (8.6) ist die gebrduchliche Schreibweise fiir komplexe Zahlen.
In ihr lassen sich sdmtliche Rechnungen auf gewohnte Weise ausfiihren, wobei le-
diglich die Beziehung i> = —1 zu beachten ist.

Lesehilfe
Auf die Frage ,,Was ist i?* kannst du einfach antworten mit: ,,Die Zahl i ist
das Element (0, 1) des Korpers der komplexen Zahlen.* Damit versucht man
gar nicht erst, sich irgendetwas darunter vorzustellen, sondern weil3, dass sich
die Eigenschaft i> = —1 durch Nachrechnen ergibt.

Auch wenn historisch die Bezeichnung ,.imaginére” Einheit tatsdachlich
zunichst von einer ,,gedachten oder ,,vorgestellten Zahl mit eigenartigen
Eigenschaften herriihrte.

Das Produkt zweier komplexer Zahlen erhilt man jetzt durch normales Ausmul-
tiplizieren:
(x +1iy)(u +iv) = xu + ixv +iyu + 4 yv=xu—yv +i(xv + yu),
=-1

in Ubereinstimmung mit (8.2), so dass man sich die urspriingliche Definition fiir
die Multiplikation gar nicht zu merken braucht.
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y+or —2+L
//’/’/ \
/’/’ \
v w=u+iv \\
g N

yF Zz=x+1y

0
1 1 1
u 0 r+u T

Re

Abb. 8.1 Komplexe Zahlen werden in der GauB3-Zahlenebene dargestellt. Sie entsprechen Punk-
ten bzw. Ortsvektoren in der Ebene, deren Rechtswert den Realteil und deren Hochwert den
Imaginérteil wiedergeben. Die Addition zweier komplexer Zahlen entspricht der gewohnlichen
Vektoraddition

8.2 Eigenschaften komplexer Zahlen

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy, x, y € R, werden der Realteil und der Imagi-
ndirteil definiert als
Rez :=x und Imz:=y. (8.8)

Zwei komplexe Zahlen z, w sind somit genau dann gleich, wenn gilt
Rez = Rew und Imz = Imw. (8.9)

Komplexe Zahlen lassen sich in der so genannten Gauf3-Zahlenebene' graphisch
darstellen: Eine Zahl entspricht einem Punkt bzw. seinem Ortsvektor in der Ebene.
Thr Realteil wird dabei auf der Rechtsachse (,,reelle Achse*) eines kartesischen Ko-
ordinatensystems angegeben und ihr Imaginirteil auf der Hochachse (,,imaginire
Achse®). Der Zahlenstrahl der reellen Zahlen, also der Zahlen mit Imaginirteil 0,
entspricht dann der reellen Achse (siehe Abb. 8.1).

Ein wichtiger Unterschied zwischen reellen und komplexen Zahlen besteht da-
rin, dass komplexe Zahlen nicht angeordnet werden konnen, es ist also eine kom-
plexe Zahl nicht kleiner oder grof3er als eine andere.

! Benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich GauB, 1777-1855.
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Lesehilfe

Reelle Zahlen konnen angeordnet werden, d.h., eine reelle Zahl ist grofer
oder kleiner als eine andere reelle Zahl, sie liegt weiter rechts oder links auf
dem Zahlenstrahl. Fiir Punkte in der Ebene hingegen besteht eine solche Re-
lation nicht mehr: Sie lassen sich nicht anordnen.

8.2.1 Komplexe Konjugation

Fiir eine komplexe Zahl z = x 4+ iy, x,y € R, definiert man die konjugiert kom-

plexe Zahl
Z:=x—1y, (8.10)

es wird also das Vorzeichen des Imaginirteils gewechselt. In der Gau3-Zahlenebene
entsteht Z aus z durch Spiegelung an der reellen Achse. Offenbar gilt

1 1
Rez==-(z+4+72), Imz=—(z-2). (8.11)
2 2i

Ebenso einfach nachzurechnen sind die folgenden Rechenregeln (z, w € C):

@) =z, Itw=z+4w, TW=ZW. (8.12)

Lesehilfe
Wir werden sehen, dass die konjugiert komplexe Zahl zur Formulierung ver-
schiedener Sachverhalte niitzlich ist.

» Zwischenfrage (1) Zeige die Dritte der Formeln (8.12), also dass giltzw = Z w.

8.2.2 Betrag
Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy, x, y € R, ist der Ausdruck
72z = (x +iy)(x —iy) = x? + y? (8.13)
eine nicht-negative reelle Zahl. Man kann daher den Betrag von z definieren als
lz| := VzZ. (8.14)
Fiirz = x + iy mit x, y € R ist also

|z] = vVx2 + y2. (8.15)



8.2 Eigenschaften komplexer Zahlen 179

Dieser Betrag entspricht in der Gauf3-Zahlenebene dem Abstand des Punkts z vom
Nullpunkt beziiglich der gewdhnlichen euklidischen Metrik. Der Betrag einer Zahl
dndert sich nicht unter komplexer Konjugation, und er ist offenbar genau dann Null,
wenn die Zahl selbst Null ist.

Lesehilfe

Man kann in der Ebene — und nicht nur dort — verschiedene Abstandsbegrif-
fe definieren. Das ist die Metrik. Und die gewohnliche euklidische Metrik
entspricht dem ,,normalen* Abstand, den man mit einem Lineal nachmessen
konnte.

Fiir reelle Zahlen x € R gilt |x|> = x2. Dies ist bei komplexen Zahlen z € C
nicht mehr der Fall: |z|> = zZ ist eine reelle Zahl, wihrend es sich bei z? = zz
i. Allg. um eine komplexe Zahl handelt.

Der Betrag in C erfiillt

Satz 8.2 Fiiralle z,w € C gilt

(D) |zw| = |z]w],
(2) Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w].

Beweis
(1) Esist|zw|*> = (zw)(zw) L) Wz W = zZww = |z || w|?.
(2) Fir alle komplexen Zahlen ¢ ist offenbar Rec < |c|. Speziell gilt also fiir
c=zw 0
Re(zw) < [zw] = |z|[w] = [z]|w].

AuBerdem ist 2w + wz *= zw + (zw) ) Re(zw). Damit erhilt man

lz+wP = +w(+w) €1 z4+w)(z+w)
=274 72w 4+ wZ + ww = |z|* + 2Re(zW) + |w|?
< |z + 2lzllw] + |[w]* = (2] + [w])’. .
» Antwort auf Zwischenfrage (1) Essolltezw = z w gezeigt werden.
Wir schreiben z = x + iy und w = u + iv mit x, y,u, v € R. Damit ist
zw = (x + iy)(u + iv) = xu + ixv + iyu + i2yv = xu — yv + i(xv + yu).
und daher

Zw = xu — yv —i(xv + yu).
Jetzt sehen wir uns die andere Seite an,
TW = (x —iy)(u —iv) = xu — ixv — iyu + i2yv = xu — yv — i(xv + yu),

und erhalten dasselbe.
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Beispiele

(1) Die Multiplikation komplexer Zahlen, deren Real- und Imaginirteil angegeben
sind, erfolgt auf ,,normale* Weise, wobei die Regel iZ = —1 zu beachten ist. So ist
etwa

+2)(1—-7)=3-2hi+21—-141"=3—-1%9+14=17—191.
34+2)(1—7i 3-21i4+2— 142 =3—-19+ 14 = 17— 19

Bei der Division zweier komplexer Zahlen steht man vor dem Problem, das ,,i* aus
dem Nenner bekommen zu miissen. Hier hilft der Trick des Erweiterns mit dem
konjugiert Komplexen des Nenners, denn fiir z, w € C ist

z zZw

— (8.16)
w w w

g | n
sﬂﬁ

ein Ausdruck, dessen Nenner reell ist. Zum Beispiel:
8—1i  @—1)(T+i) 57T+i 57 n 1i
7-i 4941 50 50 50

» Zwischenfrage (2) Verwende den ,Trick” aus (8.16), um das inverse Elementzu z =
X +1iy #0,x,y € R, zu berechnen.

(2) Quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten, also Gleichungen der Form
224+ pz4+g=0 mitp,geR, (8.17)

besitzen tiber C stets die beiden (nicht notwendig verschiedenen) Losungen

p2 p p2
— ! [ , =—=—4/— 9. 8.18
zZ] = + q Zy q ( )

Fiir d := p?/4 — ¢ > 0 hat man die bekannten reellen Losungen, und fiir d < 0
erhilt man vd = /(=1)(=d) = /i*(=d) = iv/—d mit —d > 0, also v/—d €
R%.

Zum Beispiel:

1 1 1 3 1 V3
2 1=0 = ol = [ —D = = i
ZAed = F=T3*Vg 2TV TaT 2T

Warum komplexe Zahlen?
Wir wollen uns zwischendurch kurz fragen, wozu man sich eigentlich mit
komplexen Zahlen befasst.

Nun gut, unser Ziel ist die Euler-Formel. Dazu miissen wir die Exponen-
tialfunktion im Komplexen betrachten. Aber auch dariiber hinaus sind die
komplexen Zahlen von teilweise grundlegender Bedeutung. Dazu halten wir
Folgendes fest:




8.3 Exponentialfunktion in C 181

e Beschiftigt man sich intensiver mit komplexen Zahlen und betrachtet ins-
besondere Funktionen auf C, so stellt man fest, dass es sich um eine
,hatlirliche Erweiterung* der reellen Zahlen handelt. Etliche Funktionen
enthiillen erst iiber C ihre volle Bedeutung, und es lassen sich viele Zu-
sammenhinge zwischen Funktionen finden, die im Reellen nicht sichtbar
sind. Die Euler-Formel ist nur ein Beispiel dafiir.

e Fiir komplexe Zahlen gilt der Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht
konstante Polynom besitzt iiber C mindestens eine Nullstelle. Das ist
gleichbedeutend damit, dass ein Polynom n-ten Grads tiber C stets in n
Linearfaktoren zerfallt (ggf. mit Vielfachheiten groBer 1). Man sagt, C sei
algebraisch abgeschlossen. Fiir die reellen Zahlen ist das nicht der Fall.
Beispielsweise lisst sich das Polynom x2 + 1 iiber R nicht faktorisieren,
withrend iiber C gilt x> + 1 = (x —i)(x +i).

e Es gibt in der Natur keine komplexwertigen Grofen. Samtliche Messwer-
te sind reell. Trotzdem kann es auch in Naturwissenschaft und Technik
sinnvoll sein, mit komplexen Zahlen zu rechnen. Der Trick besteht dann
darin, ein (Rechen-) Problem kiinstlich komplex zu erweitern, also eine
imagindre Komponente hinzuzufiigen, um den Vorteil des Rechnens im
Komplexen zu nutzen, und dann schlussendlich den Realteil des so ge-
wonnenen Ergebnisses zu verwenden. Genau fiir solche Rechenverfahren
kommt die Euler-Formel zum Tragen.

» Antwort auf Zwischenfrage (2) Es solltedas Inversezuz = x +iy #0,x,y € R,
berechnet werden.
Esist

IR X —1iy x —1iy X —X

= = = = 1 s
x+iy  (x4iy)(x—iy)  x2+)y2 x2+y2+x2+y2

in Ubereinstimmung mit (8.3).

8.3 Exponentialfunktion in C

Die Exponentialfunktion wird in C — wie im Reellen — iiber die Exponentialreihe
definiert. Um zu sehen, dass diese Reihe auch in C wohldefiniert und konvergent
ist, benotigen wir die entsprechenden Grundbegriffe fiir komplexe Zahlen.

8.3.1 KonvergenzinC

Die komplexen Zahlen unterscheiden sich in einigen Punkten von den reellen Zah-
len. Insbesondere konnen sie nicht mehr auf einem Zahlenstrahl dargestellt werden,
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sondern dazu ist die Gaufl-Zahlenebene notwendig. Trotzdem lassen sich die we-
sentlichen Aussagen zur Konvergenz von Folgen und Reihen fast wortwortlich von
R auf C iibertragen.

Folgen
Genau wie im Reellen, vgl. Abschn. 2.1.1, setzt man:

Definition 8.1 Eine Folge (c,),en komplexer Zahlen heifit konvergent gegen ¢ €
C, falls gilt:

Ve > 03N € N so, dass gilt |c, —c| <eVn > N.
Wir schreiben dann lim,,_, ., ¢, = c.

Eine Folge konvergiert also gegen ¢ € C, wenn fast alle Folgenglieder in jeder
noch so kleinen e-Umgebung von ¢ liegen. Geometrisch bedeutet dies in der Gaul3-
Zahlenebene, dass sie in einem Kreis mit dem Radius ¢ um ¢ liegen miissen.

Lesehilfe

In R ist |x — y| der Abstand der Zahlen x und y auf dem Zahlenstrahl. Auch
in C steht |z — w| fiir den Abstand der beiden Zahlen z und w, die sich
jetzt allerdings in der GauB-Zahlenebene befinden; |z — w| ist die Lange des
,.Differenzvektors* der beiden ,,Zahlvektoren*.

Fiir Folgen komplexer Zahlen gilt der
Satz 8.3 Es sei (c;)neN eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge (c,) konvergiert

genau dann, wenn die beiden reellen Folgen (Re ¢,),en und (Imc,),eN konvergie-
ren. Es gilt dann

lim ¢, = lim (Rec,) +1i lim (Imc,). (8.19)
n—o00 n—o00 n—o0
Beweis Zur einfacheren Schreibweise setzen wir a,, := Rec, und b, := Img,,

haben also ¢, = a,, + ib,,.

=1 Die Folge (c,) konvergiere gegen ¢ = a + ib, a,b € R. Dann gilt nach
Definition: Ve > 0 3N € N so, dass gilt |c, — ¢| < ¢ Yn > N. Daraus folgt
Vn >N

la, —a| = |[Rec, —Rec| = [Re(c, —¢)| < |en — ] <,
|b, —b| = |Imc, —Imc| = |Im(c, —¢)| < |c, — | < e.

Also konvergiert (a,) gegen a = Rec und (b,) gegen b = Imc.
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»<="“t Es sei lim,_, o a, = a und lim,_, b, = b. Dann gibt es Ve > 0 Werte
Ni, N, € N so, dass gilt |a, —a| < &/2Vn > Nyund |b, —b| < &/2Vn > N,.
Wir setzen nun ¢ := a + ib und N := max{N,, N»}. Dann gilt aufgrund der
Dreiecksungleichung Vi > N

€
2

€
le, —c| = |(ay, —a) +i(b, = b)| < |lay, —a|+ |b, —b| < 3 +-=¢& e
Mit diesem Satz ist die Konvergenz in C auf die Konvergenz in R zuriickgefiihrt.
Damit lassen sich die aus dem Reellen bekannten Begriffe und Zusammenhznge auf
komplexe Folgen iibertragen. Insbesondere gilt:

e Auch in C konvergiert jede Cauchy-Folge.
e Die Rechenregeln fiir Summen- und Produktfolgen gelten auch fiir komplexe
Folgen.

» Zwischenfrage (3) Warum wird im zweiten Teil des Beweises von Satz 8.3 fiir N}
und N, nicht ¢, sondern jeweils £/2 verwendet? Und wiirde auch ¢ gehen?

Reihen
Auch komplexe Reihen verhalten sich analog zum Reellen, vgl. Abschn. 2.2:

Definition 8.2 Eine Reihe Y ;- cx komplexer Zahlen ¢y heifit konvergent, wenn
die Folge der Partialsummen s, :== Y ,_,cx, n € N, konvergiert. Sie heifit absolut
konvergent, wenn die Reihe Y ;- |ck| konvergiert.

Wie wir wissen, kann die Frage nach der Konvergenz einer unendlichen Reihe
mit Hilfe unterschiedlicher Kriterien untersucht werden, und die meisten konnen
im Komplexen genau wie im Reellen formuliert und bewiesen werden. So gilt auch
hier das Quotientenkriterium:

Satz 8.4 (Quotientenkriterium) Es sei Z;o:o ¢, eine Reihe komplexer Zahlen mit
¢y # 0 fiir allen > ng. Es gebe ein g € R mit 0 < g < 1 so, dass gilt

Cn41
Cn

<q Vn=>ny.

Dann konvergiert die Reihe y_ -, ¢, absolut.
Beweis Der Beweis erfolgt genau wie im Reellen, siche Satz 2.9. °

» Antwort auf Zwischenfrage (3) Eswar gefragt, warum im zweiten Teil des Beweises
von Satz 8.3 zweimal ¢/2 verwendet wird.
Dieser ,Trick” findet sich auch in anderen Beweisen. In der Grenzwertbedingung ist
von einem beliebigen ¢ die Rede. Also kann man auch die Halfte von einem (an-
deren) beliebigen ¢ nehmen oder das Siebenfache. Hier wird nur aus kosmetischen
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Griinden ¢/2 genommen, damit in der abschlieBenden Grenzwertbedingung, auf
die das Argument abzielt, dann einfach & steht. Néahme man fiir N; und N, stattdes-
sen ¢, wiirde unten 2¢ stehen, und alles wéare genauso in Ordnung. Nur - vielleicht
- etwas weniger schick.

8.3.2 Exponentialreihe

Wir sind nun in der Lage, die Exponentialreihe im Komplexen zu verwenden, denn
es gilt:

Satz 8.5 Fiir jedes z € C ist die Exponentialreihe exp(z) = Y o, i{—k, absolut
konvergent.

Beweis Der Beweis erfolgt wortlich wie im Reellen anhand des Quotientenkriteri-
ums, siehe Satz 3.1. °

Lesehilfe

Anhand ihrer Definition als unendliche Reihe lésst sich die Exponentialfunk-
tion problemlos ins Komplexe iibertragen. Zu beachten ist natiirlich, dass mit
komplexen Argumenten z im Allgemeinen auch exp(z) komplexwertig sein
wird — allerdings nicht immer, wie wir sehen werden.

8.3.3 Eigenschaften der Exponentialfunktion

Aus der Exponentialreihe ergibt sich die Exponentialfunktionexp : C — C, z
exp(z). Der Graph einer komplexwertigen Funktion tiber C kann, im Unterschied
zum Reellen, nicht vorgestellt werden; dies erforderte ja eine vierdimensionale Dar-
stellung. Natiirlich ist die reelle Exponentialfunktion in der komplexen enthalten:
Betrachtet man den Schnitt ldngs der reellen Argumentachse durch den Graphen
von exp : C — C, so erhilt man reelle Funktionswerte und den bekannten Gra-
phen der reellen Exponentialfunktion (siche Abb. 8.2).

Lesehilfe
Bei einer reellen Funktion » : R — R ist der Graph bekanntlich zweidimen-
sional. Jedem Argumentwert, der auf der Rechtsachse zu finden ist, wird ein
Funktionswert auf der Hochachse zugeordnet.

Bei einer komplexen Funktion f : € — C liegen die Argumente als
komplexe Zahlen in der Gau-Ebene. Und man muss nun jedem Punkt dieser
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Im 2z -2 Rez

Abb. 8.2 Stellt man den Realteil der Exponentialfunktion, d. h. die Funktion z + Re ¢, iiber der
GauB-Ebene fiir z dar, so ergibt sich ein dreidimensionales ,,Gebirge*. Uber der Achse Imz = 0
findet sich der Graph der reellen Exponentialfunktion wieder; hier ist Ime® = 0. (Der Imaginérteil
konnte in derselben Weise grafisch dargestellt werden; fiir die gesamte Funktion z +— e ist dies
jedoch nicht moglich.)

Ebene seinen Funktionswert zuordnen, der selbst wieder in einer Gauf3-Ebene
liegt. Dafiir bendtigte man eine vierdimensionale Darstellung.

Beschriankt man sich allerdings auf Funktionen g : C — R mit reellen
Funktionswerten auf C, so muss einem Punkt der GauB3-Ebene nur ein reeller
Zahlwert zugeordnet werden, der, wenn man sich die Argument-Gauf3-Ebene
liegend vorstellt, als Hohe vorgestellt werden kann. So erhilt man als Graph
ein ,,Gebirge®. Fiir eine beliebige Funktion f : C — C konnte man daher
z.B. die Funktionen z + | f(2)|, z + Re f(z) oder z > Im f(z) als Gebir-
ge darstellen und so zumindest gewisse Aspekte der Gesamtfunktion sichtbar
machen.

Die wesentlichen Eigenschaften der Exponentialfunktion lassen sich aus dem
Reellen ins Komplexe iibertragen. Wir fassen sie in folgendem Satz zusammen:

Satz 8.6
(1) Fiiralle z, w € C gilt die Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) exp(w). (8.20)
(2) Fiiralle z € C gilt exp(z) # 0.
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(3) Fiir beliebige n € N und z € C gilt die Restgliedabschiitzung
n Zk
exp(z) = ) 17 + Runi(2) (8.21)
k=0
mit
R <207 i atte z mit 2] < 14" (8.22)
z iir alle z mit |z —. .
N R T - 2
(4) Die Exponentialfunktion exp : C — C, z + exp(2), ist auf ganz C stetig.
Beweis
(1) Der Beweis erfolgt wie im Reellen, siche Abschn. 3.2.1.

2

3
“)

Wie im Reellen gilt aufgrund der Funktionalgleichung auch Vz € C

exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1,

so dass exp(z) nicht O sein kann.

Beweis wie im Reellen, siche Satz 3.6.

Die Stetigkeit einer komplexwertigen Funktion wird wie im Reellen definiert:
Eine Funktion f : D — C auf einer Teilmenge D C C heifst stetig im Punkt
w € D, falls gilt lim,_,,, f(z) = f(w), d. h., wenn fiir jede Folge (z,,),eN von
Punkten z, € D \ {w} mit lim,, .o z, = w giltlim, ., f(z,) = f(w).

Die Stetigkeit von exp ergibt sich dann ebenfalls analog zum Reellen aus der
Restgliedabschitzung mitn = 0: exp(z) = 14+ R;(z),d.h.exp(z)—1 = Ry(z)
mit |R(z)| < 2|z| fiir |z] < 1. Aus |exp(z) — 1| < 2|z| folgt |exp(z) —

1] li)() 0, d.h. exp(z) lﬂ 1. Es sei nun w € C und (z,) eine Folge mit
lim,,_, o z, = w, also lim,_,»(z, — w) = 0. Dann folgt aus den obigen Uber-
legungen lim,,_, o, exp(z, — w) = 1 und mit der Funktionalgleichung weiter
lim, o exp(z,) = lim,_, o exp(w+z,—w) = lim,_, o, exp(w) exp(z, —w) =
exp(w). °

Lesehilfe

Im Reellen ist nicht nur exp(x) # 0, sondern auch exp(x) > O fiir alle
x € R. Dies kann natiirlich nicht ins Komplexe iibertragen werden, da exp(z)
i. Allg. nicht reell ist und daher keine GroBer-kleiner-Relationen existieren.
Aber auch wenn exp(z) reell ist, braucht es nicht positiv zu sein; z. B. ist
exp(ir) = —1, siehe (8.25).

Das konjugiert Komplexe der Exponentialreihe kann auf einfache Weise berech-

net werden — was auch im Zusammenhang mit der Euler-Formel niitzlich sein wird:

Satz 8.7 Fiir z € C gilt exp(z) = exp(z2).
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Beweis Fiir endliche Summen und Produkte kann nach (8.12) die Summation ()
bzw. die Multiplikation () mit der Konjugation vertauscht werden. Fiir s, (z) :=

o ;;—k, gilt daher

=y o Z( 1) Z )

Da die Konjugation aufgrund von Satz 8.3 auch mit der Limesbildung vertauscht
werden darf, folgt daraus

exp(z) = nli_)n;o $,(2) = nli_)n;o sp(z) = nli_)n;o s,(z) = exp(2). °

Lesehilfe zum Beweis

(8.12) besagt z+w = Z + w und Zw = Z w. Dies kann man auch so
ausdriicken: Es ist egal, ob man zuerst summiert (multipliziert) oder zuerst
komplex konjugiert. Beide Operationen konnen daher vertauscht werden.
Und wenn das fiir zwei Summanden (Faktoren) gilt, dann auch fiir drei
usw. bis hin zu endlich vielen: Drei Summanden fiihrt man auf die Regel
fiir zwei Summanden zuriick,

z+twtu=0CH+wtu=z+wt+u=z+w+1u,

so geht es dann weiter mit vier Summanden, z+w+u+v =
(z + w + u) + v usw. bis hin zu # Summanden mit beliebigen n € N*. Be-
liebiges n heifit aber immer endlich viele. Analog verhilt es sich natiirlich bei
Produkten.

8.4 Euler-Formel

Die Euler-Formel® stellt einen Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion
und Cosinus bzw. Sinus her, der im Komplexen sichtbar wird und den wir nun
leicht herleiten konnen. Die Euler-Formel ist insbesondere auch fiir praktische An-
wendungen der komplexen Zahlen von zentraler Bedeutung.

Wie wir wissen, lassen sich die reelle Cosinus- und die reelle Sinusfunktion
jeweils tiber ihre Taylor-Reihe um 0, d.h. in folgender Weise durch unendliche
Reihen darstellen:

2k+1

X2 .
cosx = Z( 1k aor sinx = Z( (2k T

2 Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler, 1707—1783.
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siche Abschn. 7.5.1. Diese Reihen dhneln in ihrer Struktur in auffélliger Weise der

Exponentialreihe
© _k
z
exp(z) = E =k
k=0 "

Cosinus und Sinus besitzen jeweils nur jeden zweiten Summanden, zusammen mit
einem alternierenden Vorzeichen. Den genauen Zusammenhang zwischen den ent-
sprechenden Funktionen erkennt man nun, wenn man die Exponentialreihe fiir rein-
imagindre Argumente z = ix, x € R, betrachtet, und sie in Real- und Imaginérteil
aufteilt:

(IX) o0 (ix)Zn (lx)2m+l
= exp(ix) = Z X_: n)! Z < 2m + 1)!

S 2n ” . 2m+1
_ m+
_X:: (2n)! +Z @2m +1)!
o x2m+1
_ _ 1\
= zz(:) D (2 ) +‘Z( "omrn
= COS X = sin x

Lesehilfe
Bei der obigen Aufteilung wird eine unendliche Summe in zwei unendliche
Summen aufgeteilt, ndmlich in die mit geraden und mit ungeraden Expo-
nenten. Zur groferen Klarheit wurden neue Summenindizes verwendet. Der
Summand mit & = 0 findet sich jetzt in der ersten Summe mit n = 0 wieder,
der mit k& = 1 in der zweiten mitm = 0, k = 2 entsprichtn = 1,k = 3
entspricht m = 1 usw.

AuBerdem ist i?* = (i%)" = (=1)" und i*"*! = i?"i' = i(=1)", u
letzteres i kann man als konstanten Faktor vor die Summe ziehen.

‘Wir haben soeben bewiesen:
Satz 8.8 Fiir alle x € R gilt die Euler-Formel

e = cosx + isin x. (8.23)

Auch ohne Euler-Formel sieht man, dass die speziellen komplexen Zahlen elx,
x € R, in der GauB3-Zahlenebene auf dem Einheitskreis liegen, denn es ist

|eixl2 — eixe? — eixeix — eixe—ix — e0 =1, (824)

und eine Zahl mit dem Betrag 1 liegt auf dem Einheitskreis.
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Abb. 8.3 Die speziellen Zahlen e™*, x € R, liegen in der GauB-Zahlenebene auf dem Einheits-
kreis. Aus Ree™ = cosx und Ime™* = sinx ergibt sich, dass sie um den Winkel x gegen die
Zahl Eins gedreht sind. Der Winkel entspricht der orientierten Lange des Bogens von Eins nach
el lings des Einheitskreises

» Zwischenfrage (4) Warum ist, wie in (8.24) verwendet, et = et = ¢7i¥?

Mit der Euler-Formel erkennt man dariiber hinaus, dass die Zahl ¢ um den
Winkel x gegen die Zahl Eins gedreht ist (siche Abb. 8.3, vgl. auch Abb. 5.1). Einige
spezielle Werte lassen sich unmittelbar ablesen; so ist beispielsweise

2 =i, e =—1, 2= €27 =1. (8.25)
Mit Cosinus und Sinus ist auch die Funktion x > e'* periodisch:
T2 — o fiir k € Z. (8.26)
Und die Symmetrien von Cosinus und Sinus ergeben erneut, dass gilt
e = cos(—x) 4 isin(—x) = cosx —isinux, (8.27)

was nichts anderes ist als e ™™ = el¥,
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Lesehilfe

Den wichtigen Nachweis der Euler-Formel kannst du dir tibrigens leicht mer-
ken. Zugegeben, man muss die Cosinus- und Sinusreihe kennen, und die
Exponentialreihe natiirlich auch. Und dann merkt man sich, dass die Expo-
nentialreihe speziell fiir rein-imagindre Argumente zu bilden ist — schlieSlich
startet die Formel ja mit ¥ — und diese Summe aufgeteilt wird in die beiden
Teilsummen mit den geraden und ungeraden Exponenten. Dann die Potenzen
von i verarbeiten, Cosinus und Sinus wiedererkennen, und fertig.

Aus der Euler-Formel ergibt sich sofort die folgende Darstellung fiir Cosinus
und Sinus:

Satz 8.9 Fiir alle x € R gilt

1

cosx = (ei’C + e_ix), sinx = % (ei’C - e_i") . (8.28)

N —

Aufgrund dieser Zusammenhinge, oder auch einfach iiber
cosx = Re (') und sinx = Im (™),
konnen Berechnungen mit Cosinus und Sinus oftmals auf der Ebene von Expo-
nentialfunktionen ausgefiihrt werden, was aufgrund der einfacheren Rechenregeln
vorteilhaft sein kann.
» Antwort auf Zwischenfrage (4) Gefragt war, warum gilte'? =el¥ = ¢ i¥,
Das erste Gleichheitszeichen ist gerade die Aussage von Satz 8.7. Und dann ist fur

reelle x natiirlich ix = —ix.

» Zwischenfrage (5) Wie kommt man zu (8.28)?

8.4.1 Beispiel: Beweis der Additionstheoreme

Als ein Beispiel fiir die Verwendung der Euler-Formel beweisen wir die Additions-
theoreme fiir Sinus und Cosinus, d. h. die fiir alle x, y € R giiltigen Formeln

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y,

cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y,
siehe Satz 5.2. Aufgrund der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion gilt

) = elvel, (8.29)
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Fiir die linke Seite dieser Gleichung haben wir aufgrund der Euler-Formel
et = cos(x 4 y) + isin(x + y) (8.30)

und fiir die rechte Seite
e¥e” = (cosx 4+ isinx) (cosy +isiny)
= Cosx cos y +icosxsiny + isinx cosy + i’ sinx sin y

= coSXCcosy —sinxsiny +i(sinx cosy + cosx sin y). (8.31)

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn Real- und Imaginérteil
gleich sind. Die Gleichheit der Realteile von (8.30) und (8.31) ist gleichbedeutend
mit dem Cosinus-Additionstheorem und die Imaginirteile ergeben das Sinus-
Additionstheorem. .

» Antwort auf Zwischenfrage (5) Es sollten (8.28) bewiesen werden.
Zundchst sind (8.28) eigentlich nichts anderes als (8.11) flr die spezielle komplexe
Zahl z = ¢'*. Oder du rechnest direkt nach, zum Beispiel fiir den Sinus

1

) ) 1 1
— (e‘x —eﬂx) = — (cos x +isinx — (cosx —isinx)) = — (2isinx) = sinx.
2i 2i 2i

8.5 Polarkoordinaten

Wie wir gesehen haben, wird der Einheitskreis in der Gauf-Zahlenebene durch die
Zahlen e, ¢ € [0,2m[, gegeben. Erlaubt man die Multiplikation dieser Zahlen
mit einem beliebigen Parameter r € R, so lésst sich jeder Punkt der Zahlenebene
erreichen. Auf diese Weise erhalten wir die Polarkoordinatendarstellung komplexer
Zahlen:

Satz 8.10 Jede komplexe Zahl z ldsst sich schreiben als
z=re¥ mitg € Rundr = |z| € Ry.

Fiir z # 0 ist ¢ dabei bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2m eindeutig be-
stimmt. Man nennt ¢ das Argument von z.

Beweis Zum Beweis konstruieren wir r und ¢: Fiir z = 0 ist zunéichst z = 0 - e
mit beliebigem ¢ € R. Fiir z # 0 setzen wir r := |z| und zy := z/r. Dann ist
|zo| = 1, und fiir a,b € R mit zy =: a + ib gilt a®> + b> = 1 und |a| < 1. Fiir
b > 0 wihlen wir ¢ := arccos a und fiir b < 0 wihlen wir ¢ := — arccosa. °
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sing +
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Abb. 8.4 Eine komplexe Zahl z = a + ib besitzt die Polarkoordinatendarstellung z = re'®.
Dabei ist r = |z|, und die Phase ¢ entspricht dem orientierten Winkel zwischen der positiven
reellen Achse und dem Ortsvektor von z in der GauB-Ebene. Die Zahl z := z/r = €' liegt in
derselben Richtung wie z auf dem Einheitskreis

Lesehilfe zum Beweis

Wenn z in der oberen Halbebene liegt, liegt das Argument ¢ nach der obigen
Konstruktion im Bereich von O bis 7z, und die untere Halbebene wird iiber
Winkel von 0 bis — erreicht. Insgesamt ist also hier ¢ € |—mn, ].

Die praktische Bestimmung von ¢ fiir ein gegebenes z fllt nicht schwer, wenn
man sich die geometrische Lage in der Gaul3-Ebene klarmacht — siehe Abb. 8.4 —
und die normalen Methoden zur Winkelbestimmung verwendet, zum Beispiel auch
unter Verwendung des Arcustangens. Wir halten noch einmal fest:

Das Argument ¢ von z gibt den orientierten Winkel zwischen der positiven reel-
len Achse und dem Ortsvektor von z in der Gauf3-Ebene an.

Mit ¢ € ]—m, ] lassen sich sdmtliche Zahlen z € C beschreiben, und mit dieser
Festlegung ist das Argument dann eindeutig bestimmt. Aber auch ¢ € [0, 27 [ ist
eine sinnvolle Festlegung fiir ein eindeutiges Argument.

Beispiele
Es ist

i=1.e"/2, 2+ 2i = 2424, 7 = 7€, —7 = 7e"
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und 3
24 3i=+/13¢¥ mit ¢ = arctan >

8.5.1 Multiplikation komplexer Zahlen

Wie wir wissen, entspricht die Addition zweier komplexer Zahlen der ,,gewohnli-
chen Addition* ihrer Zahlvektoren. Um zu verstehen, was die Multiplikation zweier
komplexer Zahlen geometrisch bedeutet, betrachten wir die Polarkoordinatendar-
stellung fiir das Produkt einer komplexen Zahl z = |z|e!¥ mit einer Zahl w =
|wlel?:

zw = |z||w]el®+V), (8.32)

Man erhilt also das Produkt zweier komplexer Zahlen, indem man ihre Betrige
multipliziert und die Argumente addiert.

Die Multiplikation der Zahl z mit der Zahl w entspricht somit einer Drehstre-
ckung des Ortsvektors der Zahl z: einer Drehung um den Winkel v zusammen mit
einer Streckung mit dem Faktor |w| (fiir [w| < 1 entspricht dies natiirlich einer
Stauchung).

8.5.2 n-te Einheitswurzeln

Die Losungen der Gleichung z"” = 1 mit einer natiirlichen Zahl n > 2 bezeichnet
man als die n-ten Einheitswurzeln.

Lesehilfe

Die Losung der reellen Gleichung x?> = ¢ > 0 ist eine Wurzel, genauer die
zwei Wurzeln +./c. Die Losung von x* = ¢ ist die dritte Wurzel J/c usw.
Die Losungen solcher Gleichungen kann man daher als ,,Wurzeln* bezeich-
nen und fiir c = 1 als ,,Wurzeln der Eins* oder ,,Einheitswurzeln®.

Betrachten wir zunichst die Situation im Reellen: Die Gleichung x” = 1, x € R,
besitzt fiir ungerade n nur die Losung 1 und fiir gerade n die Losungen £1. Die
Einheitswurzeln geben also im Reellen nicht viel her.

Im Komplexen sieht es anders aus:

Satz 8.11 Die Gleichung z" = 1, z € C, besitzt genau n komplexe Losungen

i =eX "k =0,1,...,n—1.
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Im
(=)

Re
Abb. 8.5 Die n-ten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines in den Einheitskreis eingeschrie-
benen, regelmiBigen n-Ecks. Dargestellt sind die sechsten Einheitswurzeln z; = e27/¢ k =
0,...,5.Firk = Ound k = n/2 = 3 erhilt man die beiden reellen Losungen ¢’ = 1 und
e” = —1
Beweis Dass die Zahlen z; die Gleichung z” = 1 16sen, sieht man sofort:

Z]i(z — (eian/n)” — eiZkﬂ = 1.

Und dies sind auch die einzig moglichen Losungen: Die Zahl z = rel¥ (mitr € R,

0 < ¢ < 2m) geniige der Gleichung z" = 1. Wegen 1 = |z"| = |z|" istdannr = 1,
also ist z" = (e!¥)" = ¥ = 1. Dies ist aber genau der Fall fiir np = 2k, k € Z.
Wegen 0 < ¢ < 27 entspricht das genau den obigen Zahlen zj. °

In den komplexen Losungen der Gleichung z” = 1 sind natiirlich die reellen
Losungen enthalten. Stellt man die komplexen Losungen in der Gau3-Ebene dar, so
bilden sie die Eckpunkte eines in den Einheitskreis eingeschriebenen regelmifligen
n-Ecks mit einer Ecke auf der 1, siche Abb. 8.5. Fiir gerade n ist dann —1 als zweite
reelle Losung in diesem n-Eck enthalten, wihrend fiir ungerade n die 1 einzige
reelle Losung bleibt.

Lesehilfe
Das Wurzelzeichen ist bei komplexen Zahlen kritisch zu sehen und allen-
falls mit Vorsicht zu verwenden. Ausdriicke wie z. B. +/1 sind nimlich iiber
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C nicht eindeutig, sondern es gibt drei verschiedene komplexe Zahlen z mit
z3 = 1, die sich auch nicht nur durch das Vorzeichen voneinander unterschei-
den.

Geometrisch lassen sich die n-ten Einheitswurzeln auch wie folgt verstehen:
Zunichst besitzen natiirlich alle Einheitswurzeln den Betrag 1. Da die Streckung
somit entfillt, bewirkt die Multiplikation einer Einheitswurzel mit sich selbst nur
eine (Weiter-) Drehung um das Argument der Zahl: Das Argument verdoppelt sich.
Erneute Multiplikation bewirkt eine Verdreifachung usw. Werfen wir damit noch
mal einen Blick auf die sechsten Einheitswurzeln in Abb. 8.5: Die Zahl z; weist
als Argument ein Sechstel des Vollwinkels 2 auf. Mit 216 hat man dies sechsmal
und erhilt daher das Gesamtargument 25 und ist bei 1. Mit 226 umrundet man den
Einheitskreis insgesamt genau zweimal, erhilt das Gesamtargument 47 und damit
wieder 1. Mit zg lduft man dreimal herum usw.

> Zwischenfrage (6) Wie lasst sich das obige Argument verwenden, um ,+/i" zu er-
mitteln, d. h. die zwei Losungen der Gleichung z2 = i?

8.6 Beispiel: Losung der Schwingungsgleichung

Als typisches Beispiel fiir die Anwendung der Euler-Formel sehen wir uns die
Losung der Differenzialgleichung einer harmonischen Schwingung an. Eine Diffe-
renzialgleichung ist eine Gleichung fiir Funktionen, in der eine gesuchte Funktion
in Form ihrer Ableitungen auftaucht.
Betrachten wir ein Teilchen der Masse m. Seine Bewegung unterliegt dem
Grundgesetz der Mechanik,
F = ma,

wobel F fiir die Kraft steht, die auf das Teilchen wirkt, und « fiir die daraus resul-
tierende Beschleunigung. Fiir eine eindimensionale Bewegung lidngs der x-Achse
ergibt sie sich aus der zweifachen Ableitung des Orts x (¢) nach der Zeit, siche auch
(6.39). Es ist also

F =mi. (8.33)

Als wirkende Kraft betrachten wir nun eine Riickstellkraft Fr, die proportional zur
Auslenkung x ist, d. h.
Fr = —kx (8.34)

mit einer Proportionalititskonstanten k > 0. Diese Situation liegt zum Beispiel vor,
wenn das Massenstiick mit einer Feder verbunden ist, die es immer in die Ruhelage
bei x = 0 zuriickziehen will.
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Lesehilfe

Tatsdchlich ist wohl keine reale Riickstellkraft tatséchlich exakt proportional
zur Auslenkung aus der Ruhelage. Fiir hinreichend ,.kleine* Auslenkungen
x allerdings kann man sich auf die lineare Nidherung von Fr um x = 0 be-
schridnken, und fiir sie ist dann die Annahme (8.34) gerechtfertigt.

Die Bewegungsgleichung fiir einen solchen ungeddmpften harmonischen Oszil-
lator lautet somit

k
mxi = FR = —kx bzw. X+ —x=0,
m

oder mit w? :=k/m
Ft) +oixt) =0  (wp € RY). (8.35)

Wir haben es hier mit einer Differenzialgleichung fiir die Funktion x zu tun, in
der die Funktion und ihre zweite Ableitung auftreten. Diese Gleichung wollen wir
16sen, d.h., wir suchen die Funktionen x : R — R, bei denen die Summe aus
zweiter Ableitung und @ mal der Funktion sich zu 0 ergiéinzen.

Es liegt daher nahe, solche Funktionen als Losungen zu probieren, die unter
Ableitung erhalten bleiben, damit sich die zwei Summanden zu identisch 0 ergénzen
konnen. Wir versuchen daher den Exponentialansatz

x(1) =eM (8.36)

mit einer Konstanten A, die noch zu bestimmen ist. Einsetzen dieses Ansatzes in
(8.35) ergibt
MM + et = (A2 + wj) et = 0.

Die Differenzialgleichung ist daher erfiillt, wenn A der charakteristischen Glei-
chung
M+oi=0 (8.37)

gentigt.
Es gibt offenbar keine reellen Losungen fiir A, wohl aber die komplexen Losun-
gen
A, 12 = :|:ia)0,

und das heil3t, die zwei Funktion x_ mit
x4 (1) = et (8.38)

sind Losungen der Differenzialgleichung (8.35). Da es sich um eine lineare Diffe-
renzialgleichung handelt, d.h. um eine in x und allen Ableitungen von x lineare
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Gleichung, ist auch jede Linearkombination dieser beiden Einzelfunktionen eine
Losung, d. h. jede Funktion

x(t) = ée' 4 Ge @0, (8.39)

Ist das nun die gesuchte Losung von (8.35)? Die Antwort muss lauten: nein. Die
Gleichung, die wir 18sen wollen, ist reell und wir suchen reelle Losungen x. Zwar
sind diese in (8.39) vollstindig enthalten, verbergen sich aber in der Kombination
aus den komplexen Konstanten ¢; und ¢, und den komplexwertigen Exponential-
funktionen.

Lesehilfe

Es wiirde iibrigens auch nicht helfen, den Realteil von (8.39) zu nehmen.
Aufgrund der komplexen Konstanten ¢; und ¢, ldsst sich dieser namlich nicht
einfach ermitteln, denn fiir zwei komplexe Zahlen z, w ist Re (zw) nicht etwa
gleich (Re z)(Re w).

Es ist aber moglich, statt der zwei Losungsfunktionen x andere Linearkombi-
nationen dieses Funktionensystems zu nehmen, die reell sind: Wir betrachten Satz
8.9 und setzen

x1(t) ;= % (x4 () + x_(t)) = cos(wopt), (8.40)
xX(t) = % (x4 () —x_(2)) = sin(wyt). (8.41)

Diese beiden Funktionen sind reell, und die Menge ihrer Linearkombinationen mit
reellen Konstanten ¢; und ¢, ergibt die allgemeine reelle Losung

x(t) = ¢y cos(wpt) + ¢ sin(wpt), (8.42)

vergleiche auch (5.34). Wie man jetzt sieht, entspricht der oben definierte Parame-
ter wg = +/k/m der Kreisfrequenz einer resultierenden Schwingung, und wegen
dieser Losungen bezeichnet man (8.35) als die Schwingungsgleichung, genauer als
die Gleichung der ungeddmpften freien harmonischen Schwingung, da hier keine
Déampfung in Form von Reibung und keine dufleren Krifte vorliegen, das System
sich also frei bewegt.

Wir haben ingesamt Folgendes gesehen: Der Exponentialansatz (8.36) funktio-
niert bereits in diesem einfachen Beispiel fiir eine lineare Differenzialgleichung
nur, wenn man komplexe Zahlen zulisst. Bei reellen Gleichungen treten die Lo-
sungsfunktionen dann stets in Paaren wie in (8.38) auf, die sich iiber die ,,inversen
Euler-Formeln* (8.9) dann in ein reelles Losungssystem tiberfiihren lassen.

> Antwortauf Zwischenfrage (6) Die Frage war, wie man ,+/i" aufgrund der Geome-
trie am Einheitskreis ermitteln kann.
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Die Zahl i liegt auf dem Einheitskreis und die Lésungen von z2 = i daher auch. Sie

missen nach Multiplikation mit sich selbst bei i landen. Das ist offenbar fiir die Zahl
mit dem Argument 7t /4 = 45° der Fall. Die erste Losung ist daher

To..m N2 W2
:COSZ+ISIH—:_ 1—.

in/4
4 2 + 2

zZ1 =¢

Die zweite Losung ist aufgrund des geraden Exponenten das Negative davon, also

et/ — V2 V2
2

—_1—

Zp) = —z] = 2

Mit ihr im Quadrat ,lauft man eineinviertel Mal um den Einheitskreis” und landet
bei i.

Das Wichtigste in Kiirze

e Die komplexen Zahlen entstehen, indem man fiir die Menge R x R eine Ad-
dition und eine Multiplikation definiert. Auf diese Weise enthilt man den
Korper C.

e Eine komplexe Zahl z € C kann geschrieben werden als z = x + iy, x,y €
R. Sie enthilt also einen Real- und einen Imaginérteil.

e Das Rechnen mit komplexen Zahlen ist auf herkommliche Weise moglich.
Fiir die imaginiire Einheit i gilt i> = —1.

e Komplexe Zahlen konnen in der GauB-Zahlenebene graphisch dargestellt
werden. Die reellen Zahlen R sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen C;
sie entsprechen der reellen Achse in der Gauf3-Ebene.

e Bei der komplexen Konjugation wechselt der Imaginirteil sein Vorzeichen.

e Der Betrag einer komplexen Zahl entspricht dem Abstand der Zahl vom Ur-
sprung der Gauf3-Ebene.

e Die komplexe Exponentialreihe ist absolut konvergent. Eine Darstellung
des Graphen der komplexen Exponentialfunktion ist nicht auf einfache Weise
moglich. Er enthélt allerdings den reellen Graphen. AuBerdem gilt fiir die
Exponentialfunktion weiter die bekannte Funktionalgleichung, und auch im
Komplexen besitzt sie keine Nullstelle.

e Die Euler-Formel stellt einen Zusammenhang zwischen der komplexen Ex-
ponentialfunktion und Cosinus und Sinus her. Sie ergibt sich aus der Reihen-
darstellung der Funktionen.

e Die Zahlen ¢, x € R, bilden den Einheitskreis der GauB-Zahlenebene.

¢ Die Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl z lautet z = |z|e!¥.
Den Winkel ¢ bezeichnet man als das Argument von z.

e Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer anderen komplexen Zahl
entspricht geometrisch einer Drehstreckung.

e Uber C besitzt die Gleichung z" = 1 stets n verschiedene Losungen. Man
bezeichnet sie als die n-ten Einheitswurzeln.
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Und was bedeuten die Formeln?
(x,y) - (u,v) := (xu —yv,xv+ yu), (x,0)=x, (0,1) =1,

1 1
z = (a,b) =a+1ib, Rez:z(z+f), Imz:;(z—?), |z] := ~zZ,
i

=20 2441 =0 = z=-1/2+iV3)2,

z
W ww
ok
. . .. Z — —
lim ¢, = lim (Rec,) +1i lim (Imc¢,), exp(z):= E —, exp(z) = exp(z),
n—o0 n—-oo n—-oo k=0 k!

)
2k x2k+l

cosx = g(—l)k (;k)!’ sinx = l;(—l)km, e = cosx +isinx,

|el,\'| — 1’ elﬂ/Z — i, elZn — 1, e ¥ — cos x —isinx,

1 ix —ix . _i ix _ ,—ix
cosx—z(e +e ) smx—zi(e e ),

z=re¥ mitg eRundr = |z] e Ry, =z =re"¥ =re@27; = peilw-107)
zw = |z||w[e“tV), =1 & z; =" mitk =0,1,....,n—1.
Ubungsaufgaben

A8.1 Fiir reelle Zahlen x gilt x> > 0. Stimmt das auch fiir komplexe Zahlen? Oder
ist fiir komplexe Zahlen z die folgende Aussage richtig: Es ist entweder z> < 0 oder
z2 = 0 oder z> > 0?

A8.2 Gib fiir die folgenden komplexen Zahlen jeweils Real- und Imaginérteil an,
schreibe sie also in der Form z = x + iy mit x, y € R:

1 1+i 1-2i u
Z1 = 7, Zy = AR z3 = N 5 Zy =1,
i 1—1 i
24 3i
z5 = 1+ - 76 = 6i* 4 31 + 4% —i + 1, z7 =17 + i 41 1%,
—1—-1
1+i1 1—1
Zg = - s
1—1 1+1

A8.3 Zeige folgenden Satz: Fiir a € R hat die Gleichung
2242z +1=0

genau dann keine reellen Losungen, wenn gilt |a| < 1. Und in diesem Fall besitzt
die Gleichung zwei konjugiert komplexe Losungen mit dem Betrag 1.
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A8.4 Ermittle jeweils die Losungen der folgenden Gleichungen:

(1) (1+2i)(z—i)+ @ —-3)(1—iz)+1+7i=0

2 224z=0
(3) z2+2z|=0
@ lz+1]=1

Zl+222=1+i

5
) 3z1+iz, =2-3i

A8.5 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde jeweils die Ant-
wort.

@ Bei den reellen Zahlen handelt es sich um eine Teilmenge der komplexen
Zahlen.

(I)  Fiir komplexe Zahlen ist die Bedingung z = z gleichbedeutend mit z € R.

(III)  Der Kehrwert einer rein-imaginiren Zahl ist stets wieder eine rein-imaginire
Zahl.

(IV)  Ein Polynom n-ten Grads besitzt iiber C stets genau n voneinander ver-
schiedene Nullstellen.

(V)  EBsgilt/i=(1+1i)/v2.

(VI) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C, z — &7, besitzt keine
Nullstellen.

(VII) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C, z +— &7, besitzt keine
reellen Funktionswerte.

(VII) Fiir komplexe Zahlen z = x + iy mit x, y € R gilt Re(e?) = e* cos y.

A8.6 Berechne die folgenden Ausdriicke:

. 12 N2n41

A8.7 Gib jeweils simtliche Losungen der folgenden Gleichungen an:

(1 22=-1
2 z*=8i
(3) z°+64=0.
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L1.1
1 1
a =337, b=0683, ¢ =240 7 = 60, d=1000:Z=4000, e=3.
f =2519,16, g=217228, h=7975448, j =1710,824.

L1.2 Minus ist nicht kommutativ, es ist 1 — 2 7 2 — 1, und auch nicht assoziativ,
(1—-2)—3# 1—(2—3). Daher gibt es die ,,Minusklammer*.
Auch die Division ist weder kommutativ, 1 : 2 % 2 : 1, noch assoziativ, (1 : 2) :
3 # 1:(2:3). Deswegen ist es bei Doppelbriichen wichtig, den Hauptbruchstrich
1

durch seine Lage und groBere Linge zu kennzeichnen, £ # % Der Ausdruck

3
1 : 2 : 3 ist somit ohne Klammern eigentlich gar nicht definiert — auch wenn
ein Computerprogramm ihn verstehen mag, weil es einfach von vorne nach hinten
vorgeht, diesen Ausdruck somit als (1 : 2) : 3 rechnet.

L1.3
ab
X; = PR nur l6sbar fiir a # b,
abc
Xy = , nur losbar fiir ¢ # ab,
ab—c
bd ) y
X3 = ——— —a, nur losbar fir d # bc,
d —bc
a a\? a a\? a
X4 =— =% (—) — —, nur losbar fiir (—) ——=>0.
T2 2) b 2) b
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L14 s=54+74+9+ 114+ 13 =45.
Beweis durch vollstindige Induktion iiber n:
Induktionsanfang fiir n = 0: 22:1(2k — 1) = 0, leere Summe, und 0> = 0.
Induktionsschritt n — n + 1:

n+1 n
Y @k-1)=) @k-D)+2m+1)—1=n"+2n+2-1= @+ 1)
k=1 k=1

Und wirhabens = Y/ _ 2k — 1) =Y ;_ 2k — 1) = 7> =22,

L1.5 Im Induktionsschritt steht zunichst (1 + x)"*! = (1 + x)"(1 + x). Dann
wird die Induktionsvoraussetzung (1 + x)" > 1 4+ nx verwendet, um daraus (1 +
x)"*1' > (1 +nx)(1 + x) zu folgern. Das ist aber nur richtig, wenn der zusitzliche
Faktor (1 + x) in dieser Ungleichung > 0 ist, also x > —1. Ansonsten miisste das
Ungleichheitszeichen umgedreht werden.

L2.1 Bei einer konvergenten Folge versammeln sich die Folgenglieder in der Nihe
des Grenzwerts. Nur endlich viele sind dann beispielsweise weiter als 1 von ihm
entfernt. Davon das Grofte ist dann die obere und das Kleinste die untere Schranke.
Und wenn keines auBlerhalb der 1-Umgebung liegt, stellt diese Umgebung selbst
bereits die Schranken dar.

L2.2 Die Folge ((—1)"),eny = (1,—1,1,—1,1,—1,...) ist beschrinkt, aber nicht
konvergent.

L2.3 Nein, oo ist keine reelle Zahl. Die Menge R besteht zwar aus unendlich vielen
Zahlen, und sie ist nicht nach oben beschrinkt, d. h., zu jeder Zahl gibt es immer
eine noch groBere Zahl. Aber oo ist keine Zahl.

L2.4 Nein, die Aussage stimmt so nicht. Sofern die Nullfolge alterniert, wechselt
auch der Kehrwert stets sein Vorzeichen, und wird dabei dem Betrag nach immer
grofer. Und eine solche Folge ist nicht bestimmt divergent.

L2.5

(1) lim,_o(n>+ %) = oo wegen n> — oo, die Addition einer Nullfolge @indert
daran nichts.

(2) lim,_ o ((—=1)"n? + %) ist nicht definiert bzw. die Folge ist divergent. Das al-
ternierende Vorzeichen bei n? bewirkt einen stindigen Vorzeichenwechsel der
immer groBer werdenden Folgenglieder.

3) lim,,_,oo((;# + %) = 0, man hat hier einfach die Summe zweier Nullfol-
gen.

“4) limn%m(%) = 1, fiir groBe n nihern sich Zahler und Nenner immer mehr an.

n3 — n(=3m) 1230 i3/ 5 0 und 7/n — 0.

Das sieht man auch so: " = w7 = 17
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(5) limn%oo(zn_3) — 2, denn 2n—3 — n(2=3/n) __ 2-3/n

n+7 n+7 n(14+7/n) = 1+7/n"
. -3 -3 2(1/n=3/n* 1/n—3/n?
(6) lim,0o(5,77) = 0, denn 575 = nng(éiw{qz)) = 217/22 0.

L2.6 Die Summe ZZ:O("Z — 1) ist fiir alle n € N einfach nur eine endliche Sum-
me, also eine Summe mit endlich vielen endlichen Summanden. Und als solche
natiirlich immer endlich.

L2.7 Nein,die Aussage stimmt nicht. Der Zusammenhang lautet umgekehrt: ,, Wenn
die Reihe Zf,o:o a, konvergiert, dann gilt lim,, .., a, = 0“. Auslim,_,a, = 0
folgt somit nicht die Konvergenz der Reihe. Gilt hingegen lim,,_, c @, # 0, so folgt,
dass die Reihe nicht konvergieren kann.

L2.8 Die Divergenz einer Reihe entsteht ggf. immer durch ihre unendlich vie-
len Glieder. Das Andern oder Weglassen endlich vieler Glieder hat darauf keinen
Einfluss. Allerdings &ndert es natiirlich bei konvergenten Reihen in der Regel den
Reihenwert.

L2.9 Zunichst zu s;: Es ist offenbar nzlﬁ < an fiir alle n > 1. Wir haben es nur
mit positiven Reihengliedern zu tun, und alle Summanden von s; sind kleiner als
die von s. Daher konvergiert auch s;.

Der Summand der Reihe s, wire fiir n» = 1 nicht definiert. Daher geht es hier bei
2 los. Leider ist ﬁ > nl—z, so dass das obige Argument zunichst nicht funktioniert.
Trotzdem wird man wohl vermuten, dass auch diese Reihe endlich ist. Wir wandeln
das obige Argument leicht ab: Es ist n—1=> g fir alle n > 2, damit nzl—_l <
2, und mit ) 37, - ist auch ) 72 ) & = 2", - konvergent, und somit auch

oo 1
Zn:Z n2—1-
L2.10 Nein, die Reihe kann nicht konvergieren, denn es ist

.ont+2 o on*(1+2/n% 1
lim ————— = lim —— = - # 0,
n—oo Tn2 +17n  n—oon2(7+ 17/n) 7

so dass das notwendige Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen nicht erfiillt ist.

L3.1 Wegen ¢ > 0 ist die gesuchte Parabel nach unten geoffnet. Aufgrund der
Nullstellen bei @ und b besitzt sie die Form y(x) = d(x — a)(x — b) mit einer
noch zu bestimmenden Konstanten d . Thr Scheitelpunkt liegt in der Mitte zwischen
a und b, bei (a + b)/2, und es muss offenbar gelten y((¢ + b)/2) = c. Auswerten
dieser Gleichung fiir d ergibt das Ergebnis

4c
y = —m(x —a)(x —b).
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L3.2 D; = R*, man darf nicht durch O teilen.

D, = R, der Radikant einer Quadratwurzel muss nicht-negativ sein.

D; = R, hier kann der Radikant aufgrund des Quadrats nie negativ werden.

Dy =R\ {£ %}, damit der Nenner nicht 0 wird.

Ds; = R.

D¢ = ]—1, 1], das Intervall ohne die Grenzen, weil ansonsten durch 0 geteilt
wiirde.

D7 = R\ {1, 2, 3}, wie sich durch Rechnen ergibt. Es ist zu priifen, wo der Nen-
ner 0 wird. Dazu hier erste Nullstelle erraten, z. B. 1, Polynomdivision durchfiihren,
und verbleibende quadratische Gleichung 16sen.

Dg = R, die Exponentialfunktion ist fiir alle reellen Argumente definiert.

L3.3 Nein, eine Parabel kann vollstindig oberhalb (oder eine nach unten geoffnete
Parabel vollstindig unterhalb) der x-Achse liegen, dann besitzt sie keine Nullstelle,
oder auf der x-Achse, dann hat sie eine (doppelte) Nullstelle, oder sie schneidet die
x-Achse zweimal, dann hat sie zwei Nullstellen.

Ein Polynom dritten Grads besitzt immer mindestens eine Nullstelle, da es von
—oo nach +oo lduft, und kann bis zu drei Nullstellen haben.

Allgemein: Ein Polynom vom Grad n kann fiir gerade n zwischen 0 und » Null-
stellen aufweisen, und fiir ungerade » sind es zwischen 1 und » Nullstellen.

L3.4 Bei gebrochen rationalen Funktionen ist es oft niitzlich, Zidhler und Nenner
bestmoglich zu faktorisieren (Nullstellen raten, Polynomdivision usw., wobei hier
die erste Nullstelle 4 des Zihlers gegeben ist). Dies ergibt

(x—Hx-3)(x+Dx+2) 2(x —Hx=3)(x+1)

fx) =2 (x — D(x + 2 T - Dh(x 12

Mit Kiirzen des Linearfaktors x + 2 wird klar, dass hier keine Nullstelle vorliegt,
sondern nur bei x = 3, 4 und —1. Die Polstellen liegen an den Nullstellen des
Nenners, also bei x = 1 und —2. Die Asymptote schlieflich ergibt sich, indem man
fiir f die Polynomdivision mit Rest durchfiihrt:

F(x) = 2x* —8x% — 14x? + 44x + 48) : (x* +3x7 — 4)
28x2 4+ 52x — 8

—ox 144 T 0
o + x34+3x2—4

Fiir x — 400 geht der echt gebrochen rationale Rest gegen 0, so dass sich y =
2x — 14 als Asymptote ergibt.

L3.5
(1) limyoe 1 =0.
(2) limy_ % ist nicht definiert. Zwar ist lim,\ o % = oo, und limy g % = —00,

aber das ist eben nicht dasselbe.
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3) lim,_,g ﬁ = 00, aufgrund des Quadrats im Nenner stellt sich hier nicht das
Problem von (2).

@) lim,o, oo 5 = Tim, o SUAHED — gy (1/x + 1/x2) = 0.

. Ox2—Tx+49 _ 1 x39/x=7/x>4+49/x%) _ 1. 9/x=7/x>4+49/x3 _
) iMoo S35 550 = iMoo S50 50000 = Moo 57010040 =
0/1 =0.
(6) lim,_,o % = 14090, einfach durch Einsetzen von x = 0 (stetige Funkti-
on).
(7) lim,_ o exp(—x) = 0, wie wir aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion
wissen.
. 6 xhny? . . .
(8) limy_ o0 %ﬁ;s“ = g, wie du durch Ausklammern und Kiirzen von x° in
5
Zihler und Nenner Siehst
9) lim, o0 ((n — 1)’3”’2 L) = - , wie schon mehrfach gehabt einfach eine gebro-

chen rationale Funktion, nur mit anderen Buchstaben.

L3.6 Nein, es kann mehrere Stellen geben, an denen der Zwischenwert angenom-
men wird. Dann gibt es ,,genau ein“ . .. ist also nicht richtig.

L4.1 Es ist richtig, dass diese beiden Funktionen jeweils gleich ihren Umkehr-
funktionen sind. Aber es sind nicht die beiden Einzigen: Jede Funktion, deren
Funktionsgraph unter Spiegelung an der Achse y = x in sich selbst iibergeht,
besitzt diese Eigenschaft. Und das ist zum Beispiel auch fiir jede Gerade mit der
Steigung —1 der Fall, also fiir die Geraden y = —x + a mit beliebigem a € R.
Uberzeuge dich durch Auflosen der Funktionsvorschrift nach x.

L4.2

(a) 1—e** =3 — 0: Entweder Exponentialfunktion isolieren und dann In anwenden,
oder hinsehen: Nur e? ist gleich 1, also sind die x mit 2x> — 3 = 0 gesucht,
d.h.x = +,/3/2.

(b) 2% = /8: Wir schreiben /8 fiir unsere Zwecke besser auf: /8 = V23 =232,
also x = 3/2. Anders ausgedriickt: log, +/8 = 3/2.

() ln(x +2x+1)=2: Hier haben wir die quadratische Gleichung x> 42x 41 =
e’ alsox +2x+1-e>=0. Auﬂosenerglbtx =—-l=+e.

(d) \/TT — % = 0: Wurzel isolieren, z.B. als ~/2x2+ 3 = 4, daraus folgt
2x2 + 3 = 64, also x = +./61/2.

(e) x> = —243: Hier steht x = ~/—243 = —3, was gerade noch so im Kopf geht,

wenn man weil, dass ein einfaches Ergebnis herauskommen sollte.

Vx5 = —32: Hier steht x = {/(—32)3, was anders herum einfacher geht:

x= (V32 = (-2 =~

()

L4.3 Da x — x? streng monoton steigend ist, ist die Funktion f streng monoton
fallend, und somit umkehrbar. Sie bildet R bijektiv ab auf R . Zur Ermittlung der
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—4x3

Funktionsvorschrift von f~! Iosen wir die Gleichung y = % e nach x auf:

1
2y = e = In2y) = —4x* = «x= ‘3/—1 In(2y).

Wir haben also f~! : R% — R mit flx) =/ —% In(2x). Und das Bild von f~!
ist ganz R, als Formel: f~'(R%) = R.

L44
a) Die maximale Endgeschwindigkeit vy, ergibt sich als Grenzwert:

VUm = lim v(¢) = lim s (1 —e’riﬂ;t) = %
t—00 t—oo I
da die Exponentialfunktion gegen 0 lduft. Die halbe Endgeschwindigkeit wird
erreicht, wenn gilt e"n’ = 1/2, also bei t = ZIn2.
b) Aus vy, = Z£ folgt

mg 100kg - 10m/s? _ 3600kg 8kg

" um 200-103m/(3,6-10%s)  200s s

Die halbe Endgeschwindigkeit wird somit erreicht bei

100k
‘= N2~ 55075~ 4s.
18kg/s

L4.5 Richtig ist, dass alle Logarithmusfunktionen nur auf R* definiert sind. Fiir
a < 1 sind die Funktionen log, jedoch streng monoton fallend.

Eins als Basis ist nicht erlaubt, weil die Funktion x + 1* = 1 nicht bijektiv
und daher nicht umkehrbar ist. Anders ausgedriickt: ,,log; x* wire die Zahl, mit der
man 1 potenzieren miisste, um x zu erhalten. Und das funktionierte iiberhaupt nur
fiir x = 1, und dann konnte man alle Zahlen als Potenz verwenden.

L4.6

(1) lim,_(x%e™) = 0, die fallende Exponentialfunktion setzt sich gegen x
durch.

(2) lim,_ o (x1Inx) = oo, hier gibt es gar keinen Konflikt, sowohl x als auch In x
laufen gegen co.

3) limy_, o ﬁ = 00, x im Zahler setzt sich gegen In x im Nenner durch.

4) lim,_, ";i‘;it = 00, die Exponentialfunktion im Zihler setzt sich gegen x
im Nenner durch. Die iibrigen Terme spielen im Grenzwert x — oo ohnehin
keine Rolle.

(5) limy\o % =0,esiste’ = 1 und limy\oInx = —oo0.

(6) lim,\ o(x1Inx) = 0, hier geht x gegen 0 und Inx gegen —oo, wobei sich x
durchsetzt.

2

2
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LS5.1 Bei einem gleichseitigen Dreieck sind alle drei Seiten gleich lang und damit
auch alle Innenwinkel gleich und gleich 60°.

Ein rechtwinkliges Dreieck weist einen rechten (Innen-) Winkel auf.

Der Thales-Kreis ist ein Halbkreis iiber einer Strecke. Die Endpunkte der Strecke
bilden mit jedem Punkt auf dem Thales-Kreis ein rechtwinkliges Dreieck.

Bei einem gleichschenkligen Dreieck sind zwei Seiten gleich lang.

Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt im Schnittpunkt seiner Seitenhalbieren-
den. Eine Seitenhalbierende lduft von einem Eckpunkt zur Mitte der gegeniiberlie-
genden Seite.

Der Mittelpunkt des Umkreises liegt im Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der
Dreieckseiten.

L5.2 Wir verwenden b = 7 Xgogenmas, WO 7 die Entfernung ist. Es ist

7 0,001-1°  0,00lx

= ~ 4,85-107°
180° 3600 180 - 3 600

XBogenmalBh =
und
r =26000-36525-24-3600s-300000km/s ~ 2,46 - 10" km,
so dass wir b &~ 1,19 - 10°km erhalten. Eine astronomische Einheit (das ist die
Enfernung Erde — Sonne) entspricht etwa 150 - 10° km, so dass wir es mit etwa acht

astronomischen Einheiten zu tun haben.

L5.3 Wahrscheinlich entnimmt man die Werte am einfachsten einer Skizze der

Funktionsgraphen. Esistsin § = % = sin 5?” = sin BT” = sin 17?” und cos 5?” =
f _ 17 197
= cos 6 = COS —¢~ = COs /-
L54

a) Wir verwenden den Cosinussatz:
2 2 2 » 1 2
¢ =36cm” +4cm” —24cm -§=28cm,

also ist ¢ = +/28 cm die Linge der dritten Seite.

b) Vielleicht sieht man bereits, dass es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt,

denn es ist 32 + 42 = 5%, Dann ergeben sich die zwei verbleibenden Winkel
einfach aus sina = § und sin 8 = g zu o &~ 37°und B =~ 53° (der dritte
Winkel natiirlich immer auch schon aus der Innenwinkelsumme).
Sieht man nicht, dass es ein rechtwinkliges Dreieck ist, berechnet man den ers-
ten Winkel iiber den Cosinussatz via cosy = (a? + b*> — ¢?)/2ab. Den zweiten
Winkel ebenso, oder iiber den Sinussatz, und den dritten dann wieder tiber die
Innenwinkelsumme.
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L5.5 . L,

() 1 tantx = 1+ 82 = solaginls - o
) %(1 —cos(2x)) = %(1 —cos? x + sin’ x) = %(Sin2 x + sin® x) = sin® x.

(3) Der ,,Trick* hier ist 3x als 2x + x zu schreiben und alles auf Sinus zu bringen:

sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos x + cos(2x) sin x
= 25sinx cos x cos x + (cos® x — sin’ x) sin x

= 2sinx(1 —sin® x) + (1 — 2sin? x) sinx = 3sinx — 4sin® x.
(4) Hier versuchen wir es mit 4x = 2x + 2x und auf Cosinus bringen:

cos(4x) = cos(2x + 2x) = cos*(2x) — sin’(2x) = cos?(2x) — (1 — cos?(2x))
= 2cos’(2x) — 1 = 2 (cos® x — sin’ x)2 —1=2(2cos’ x — 1)2 -1

=2(4cos4x+1—4cos2x)—1=8cos4x—80052x+ 1.

So funktioniert es, aber es gibt auch etliche andere Wege, immer unter wieder-
holter Anwendung der Additionstheoreme und des trigonometrischen Pythago-
ras.
L5.6 Nein, es ist arcsin % = ¥%. Bei Arcussinus handelt es sich per Definition um
die Funktion arcsin : [—1,1] — [—7, 7], mit der das zentrale Intervall [-7, 7
des Sinus umgekehrt wird. Winkel auflerhalb dieses Intervalls konnen daher bei

Arcussinus nicht herauskommen.

L5.7 Mitarctan oo = 7 ist gemeint lim,_,, arctan x = 7. Bei Arcustangens wird
der zentrale Zweig des Tangens umgedreht, also die streng monoton steigende und
bijektive Funktion tan : | — 7, 7[ — R. Daher lduft Arcustangens fiir x — oo
gegen 7, und fiir x — —oo iibrigens gegen —7.

Da der Tangens bei 7 nicht definiert ist, wiirde tan7 = oo bedeuten
lim,_, /> tanx = oo. Das ist jedoch nicht richtig, da der Grenzwert an dieser Stelle

nicht definiert ist. Allerdings ist lim, »,/> tan x = 0o und lim,\ /> tan x = —o0.

L5.8 Die Gleichung arctan 1 = 7 ist gleichbedeutend mit tan 7 = 1. Nun ist

7 sin(n/4)  V2/2
tan — = = =1

4 cos(w/4) V2/2 N

L6.1 Die Prozentzahl p gibt an, welchen Anteil einer zuriickgelegten horizontalen
Strecke 7 man gleichzeitig vertikal zuriicklegt, nennen wir sie v. Es ist also p =
v/h. Und das ist genau derselbe Begriff der Steigung, wie wir ihn auch in der
Mathematik verwenden. Und eine Strafle mit 100 % Steigung, d. h. mit Steigung 1,
steigt unter einem Winkel von 45° zur Horizontalen an.
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Le.2
d 3 _ d(x+h)? —4xd 43 +3x%h + 3xh? + k1) —4x3
—(4x)=11m—=11m
dx h—0 h h—0 h
12x2h + 12xh? + 4h3
= Jim XTI i (1267 4 12k + 4K2) = 1222,
h—0 h h—0
d (1 il 1 1 o L (G by
— = )=lim-|—— -] =lm—- | ————
dx \ x2 =0 h \ (x +h)?  x2 =0 h \ (x + h)2x?
1 (=2xh—h? . —2x—h —2x 2
=lim—- | ———— ) = lim = =——.
h—0 b \ (x + h)2x? h—0 (x + h)2x2 x4 x3

L6.3 Wir lassen die Prozent an den Zahlen p weg. Die Steigung der gesuchten

Geraden ist m = ﬁ = —%. Bei p = 50 geht es mit n = 4 los, daher ist

3
n(p) =4- 5(1) —50).

Dazu sagt man ,,Punktrichtungsform®, und man hitte stattdessen auch direkt die
wZweipunkteform verwenden konnen. Testen wir kurz die Vorschrift: n(100) =
4—2.50=1,n(50)=4—2-0=4.

L6.4 Esistexp = In~!, und wir verwenden den Satz zur Ableitung der Umkehr-
funktion. Er lautet hier:
1 1

/ _ Y = = =
exp' (x) = (In"")(x) = ln/(ln_l x) - 1/(exp(x)) B

exp(x).

L6.5 Die Normalparabel mit der Funktionsvorschrift f(x) = x? besitzt die Ablei-
tung f’(x) = 2x. Die Tangente an der Stelle ¢ hat die Gleichung

t,(x) = f(a) + f'(a)(x —a) = a* + 2a(x —a).

Wir haben also 7_;(x) = 1 —2(x + 1) = —2x — 1, to(x) = 0 und f(x) =
44+ 4(x—2)=4x—4.

Lé6.6

fl(x) = 16x°.
/ 9 4 1

Hx) = Y + PERECY

£ = —3x* 4 42x3 —ox? +2x — 7
3 (Bx34+1)2

2

f1(x) = cos® x —sin® x = cos(2x).



210 Anhang - Lésungen der Ubungsaufgaben

(e* sinx) 3x2 — ¥ sinx (3x2)’

f5(x) =

9x*4
_ (e*sinx + e cosx) 3x? —e¥sinx - 6x
- 9x*4
xe*sinx + xe* cosx — 2e* sin x e* . .
= = xsinx + xcosx —2sinx).
3x3 3x3 ( + 2 )
, 2e* +4x2 +8\  (2¢* + 8x)sinx — (26"‘ +4x2 + 8) COoS X
Jo(x) = . = — .
sin x sin” x

L6.7 Die Funktion arccot ist die Umkehrfunktion des Cotangens, dessen Ableitung
wir mit der Quotientenregel ermitteln konnen:

cosxy’ —cos>x —sin®x 5
= — = —1 —cot” x.
sin” x

(cotx) = (

sin x
Nun erhalten wir mit dem Satz zur Ableitung der Umkehrfunktion:

1 1 1

cot'(arccotx)  —I — (cot(arccotx))> 1+ x2’

(arccot x)' =

also alles ganz dhnlich wie beim Arcustangens.

L6.8 Die Ableitung der Wurzeln lautet

(l/— / 1\’ 1 . 1
(¥x) = () = s
Es steht also eine Wurzel im Nenner, so dass der Ausdruck fiir x = 0 ,,automatisch*
nicht definiert ist.

Zur Ableitung des Betrags greift man entweder auf seine abschnittweise Defini-
tion zuriick,

x| = x, fallsx >0
) —x, fallsx <0,

und wird dazu gefiihrt, die Stelle 0 bzgl. des Ableitungsgrenzwerts separat zu un-
tersuchen (und festzustellen, dass rechts- und linksseitiger Grenzwert nicht gleich
sind), oder man schreibt

x| = Vx2

und hat bei der Ableitung dann wieder eine Wurzel im Nenner.
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L6.9

f{(x) = =3k sin(kx).

bon 2x
RO = T
, . % ’_ 1 _% . 1
f3(x)—<x)_§x _33x2'
fi(x) =2xInx + x.
fi(x) =2"In2.
flx) = ((1 + cosz(kx))%), = % (1+ cosz(kx))_% (1 + cos?(kx))’

B k sin(kx) cos(kx)

V1 +cos2(kx)

1 1 + sin®(kx) E 2 cos(kx)(—sin(kx))k =
5 )

o . e sin(4x)
f7(x) = 8tan(4x) cos2(4x)  cos3(4x)’

X

f3(x) = cos (1 —|—1x2) ' (1 _:xz) = €08 (ﬁ) (=11 + xH722x

2x 1
=— cos .
(1 + x2)? 1+ x?

L6.10 Es ist alles in Ordnung. Macht man sich In(2x) = In2 + In x klar, so sieht
man, dass der Graph von x + In(2x) nur um In2 héher liegt als der Graph von
X > In x und daher die Ableitungen gleich sind.

L6.11 Nein, 2* ldsst sich keinesfalls so ableiten. Bei der Formel fiir x” ist die
Variable x in der Basis der Potenz, und bei 2* im Exponenten. Und das sind zwei
grundverschiedene Dinge.

L6.12 Die Nullstellen der ersten Ableitung befinden sich bei 0 und £/3/5, und
die Nullstellen der zweiten Ableitung bei 0 und +./3/10. Die Tangenten sind
ti(x) =2x —2und t_;(x) = 2x + 2.

L6.13 Die Nullstellen von f, ergeben sich aus

1
fa(x):ax3+x2—§:x(ax2+x—g):O.
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Der Klammerausdruck wird O fiir

1i/1+1 1i/5 1ild§
X = —— —_— —_— = —_—— —_— = —_—— —_——
2a 4a2 = a2 2a 4q? 2a ~ |a| 2
und ergibt neben x = O fiir alle « € R* zwei weitere Nullstellen.

Die stationdren Punkte sind die Nullstellen der ersten Ableitung

1
fl(x) = 3ax* +2x — —

a
und liegen bei
1 1 1 1 2
X =—-—— — +—==——+ —.
3a 9a%? = 3a? 3a = 3|a|
L6.14
a) Die Nullstelle der Funktion ,,sieht” man entweder, sie liegt bei x = —2, oder

man 16st die Gleichung f(x) = x/2 4+ 2/x + 2 = 0, was nach Multiplikation
mit x auf eine quadratische Gleichung fiihrt. Die Ableitung

foy=s -

2 x2

ist bei —2 auch gleich 0, so dass die Tangente durch z_,(x) = 0 gegeben wird.

b) Esist f/(x) = 0 fiir x = —2 und x = 2. Die zweite Ableitung f”(x) = 4/x3
ist bei —2 kleiner 0, dort liegt also ein lokales Maximum, und bei 2 groBer 0,
so dass wir dort ein lokales Minimum haben. Da die Funktion bei Null eine
Polstelle mit Vorzeichenwechsel besitzt, sind dies aber nur lokale und keine
globalen Extrema. AuBerdem ist lim,_, 4o, f(x) = £oo.

L6.15 Bezeichnen wir die Seitenldnge der Quadrate mit x, so wird das zu optimie-
rende Volumen der Schachtel gegeben durch

V(x) = (a —2x)(b — 2x)x = 4x> — x>(2a + 2b) + abx.

Die Funktion V ist offenbar zwischen x = 0 und b/2 definiert, und es ist V' (0) =
0 = V(b/2). Wir suchen stationire Punkte:

V'(x) = 12x* — x(4a + 4b) +ab =0
ist gleichbedeutend mit

a+b n (a+b)? ab
6 36 12°

alsomita = 16und b = 10 A
X =—=
3

Wl
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Somit liegt bei x = 2 der einzige stationdre Punkt im Definitionsbereich, die Funk-
tion V ist differenzierbar und positiv, so dass hier das Maximum zwischen den zwei
Nullstellen am Rand des Definitionsbereichs liegen muss. Die auszuschneidenden
Quadrate miissen also eine Seitenldnge von 2 cm haben.

L6.16 Die zu optimierende Funktion ist die Fldche
F =2rl.
Dabei hingen r und / zusammen iiber
400 = 2] 4+ 27r,

das heiBit r = (200 — /) /7. Einsetzen ergibt
2
F = —(200-1).
b4

Wir haben jetzt F als Funktion von / mit/ € [0,200] und F(0) = 0 = F(200). Bei
dieser nach unten gedffneten Parabel liegt das Maximum zwischen den Nullstellen
bei / = 100 m. Dazu gehort der Radius r = 100m/7 ~ 32 m.

L6.17 Wir betrachten einen zu langen Baumstamm, der am Eckpunkt der beiden
Kanile und den beiden jeweils gegeniiberliegenden Kanalrindern hingen bleibt und
dabei den Winkel & mit der ersten Kanalseite einschlief3t. Seine Lange betrigt

a b

sine  cosa

I = = [l(a).

Ein Baumstamm kann nun vollstindig in den zweiten Kanal gelangen, wenn er alle
Winkel « durchlaufen kann. Wir suchen daher das Minimum der Funktion /, die
definiert ist fiir o € 0, 7r/2[, die differenzierbar ist und fiir die gilt limg\ o /(o) =
00 = limgy sr/2 I(ct). Also:

cos sin o

2

= 0.
sin” o cos? o

l'=—a

3¢ = bsin® o auf

a la

3 3
tan o = — bzw. o = arctan ;/—.
b b

Fir ¢ = 10m und » = 20m und mit einem Taschenrechner fiihrt dies auf die
maximal mogliche Linge von 41,62 m.

Dies fiihrt {iber a cos
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L6.18
(1) limy &2 = = lim, L & 5 = oo.
ln(2x)

(2) limeo(xIn(2x)) = lim\ o = hmv\o = lim\ o(—x) = 0.

x2

sin(3x) I'H 3cos(3x 3
(3) llmx%() T) = llmx%() T) =3

4) im 72 5(1::); = limy pptanx = —oo, und hier diirfte die Regel von
I’Hospital auch gar nicht angewendet werden.
(5) hmx—>0 sinx lH hmx—>0 cosx

(6) Wir wenden die Regel von 1 Hospltal mehrfach an, bis der Nenner nicht mehr
Unendlich wird:

3x2 4+ x4+2% g . 6x4+142%-2In2 g . 6+ 2% -4(In2)?
_—_—m = m ——————
x—oo  2x3 +1Inx X—00 6x2 4+ 1/x x—oo  12x —1/x2
rH . 2% -8(In2)?
= lim ——— =
smoe 124 2/x3

L7.1 Es muss also gelten p(xo) = f(xo), p’'(x0) = f'(x0) und p”(xo) = f"(x0).
Dabei ist

p'(x0) = 2axo+b und p" (x0) = 2a.

Also muss zunichst a = f”(xg)/2 gewihlt werden. Ferner muss gelten
b = f'(x0) —2axo = f"(x0) — f" (x0)xXo.
SchlieBlich ist
e = flw) —axy —bxo = f(x0) 5 f"Culxd ~[f'(x0) ~ £ opwo] xg
= fw) — 1%+ 5 (o)

Wir haben somit

p(x) lf”(xo)x2 + [ f(x0) = f"(xo)xo] x + f(x0) — f'(x0)x0 + %f”(xo)xg

FGx0) + £/ () (x = x0) + £ (x0) ( X% xox + ;xé)

= f(x0) + f'(x0)(x — x0) + Ef”(xo)(x —xo)%

Und das ist natiirlich nichts anderes als das Taylor-Polynom zweiter Ordnung.

L7.2 Esist cos’ = —sin, cos” = —cos, cos” = sin und cos””

fiir den Entwicklungspunkta; = 0

= cos. Somit gilt

2 4

-1 1 by
cosx=14+0-x+ 2x +0-x° —i—ﬁx —I-R(x) 1—7+ﬂ+R(x)
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Fiir den Entwicklungspunkt a, = 7/2 haben wir
1
cosx =0+ (=) (x —7/2) +0- (x —7/2)> + g(x — /23 40 (x —n/2)*
+ R3(x)
1
= —(x—-n/2)+ g(x —71/2)* + R:(x).

L7.3 Wir haben die Funktion arcsin um a = 0 zu entwickeln. Es ist arcsin0 = 0,
ferner

1
arcsin’ 0 = —— =1,
V1i=x2|
arcsin” 0 = ((1 —x2)~"/2)’ ‘ = x(1—-x3)732 =o,
= x=0
arcsin” 0 = [(1 —x¥)7? 4 3x%(1 - xz)*S/z]xzo =1.

Somit haben wir das gewiinschte Ergebnis mit

. 1
arcsinx ~ x + 8x3.

L7.4 Das Lagrange-Restglied erlaubt eine Abschitzung des Fehlers, den man mit
einer Nidherungsformel macht.

/ 2 2
V4 2x = 71(1+—x)=./71 1+_x’
s s

und damit unter Verwendung der Formel

m%ﬁ[l+%(2x)—l(2—x)zi...]

) 8

L7.5 Esist

x>+ ...

1 1
=Vt e

Eine Niherung von /x fiir kleine x wiirde bedeuten, dass man um 0 entwickelt.
Da 4/x bei 0 nicht differenzierbar ist, ist das nicht méglich.

L7.6 Die Taylor-Formel besteht aus endlich vielen Summanden und einem Rest-
glied. Hier stellt sich somit keine Frage nach Konvergenz, sondern allenfalls die
Frage nach der GroBe des Restglieds und damit des Fehlers, den man bis zu einer
gegebenen Ordnung macht.

Die Taylor-Reihe ist eine unendliche Reihe. Man muss sich daher nach Konver-
genz fragen. Und man kann fragen, ob die Reihe mit der Funktion iibereinstimmt.
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L7.7 Esist o .
X x—1 __ (x B 1)k _ € k
¢ =ce _CZT_ZE(’C_D’

k=0 k=0

und mochte man sich auf die ersten zehn Glieder beschrinken, so schreibt man

k—!(x— HF.

9
e¥ ~
k=0
L7.8 Man verwendet zunéchst die Taylor-Formel mit der Ordnung # und dem Rest-

glied R,11(x). Und muss nun zeigen, dass das Restglied fiir n — oo gegen Null
lauft. Fiir alle x, fiir die dies der Fall ist, ist die Taylor-Reihe gleich der Funktion.

L8.1 Nein, fiir komplexe Zahlen stimmt beides nicht. Zum Beispiel ist i’ = —1 <
0. Im Allgemeinen ist z> aber wieder eine komplexe Zahl, z.B. (2 + i)? = 3 + 4i,
so dass gar keine GroBer-kleiner-Relationen bestehen.

L8.2
le—i, Zzzi, Z3=—Z—i, Z4=1,
> _ L 4i 0 0
Z5 = —— — —1, Zp = O — 41, z7 =0, zg = L.
5 2 ) 6 7 8

L8.3 Die Gleichung z? + 2az + 1 = 0 wird geldst durch
z=—a++va>-1.

Fiir |a| > 1 ergibt dies zwei reelle Losungen, fiir ¢ = =1 die reelle Losung F1,
und fiir |a| < 1 die zwei komplexen Losungen

z=—-a++/—(1—-a?) =—-a=+ivl—ad?,

die offensichtlich konjugiert komplex zueinander sind. Ihr Betrag ist

|z| = \/(—a)2+(j:«/1—a2)2= Va?+1—a2=1.

L8.4

(1) Wir haben es mit einer einfachen linearen Gleichung in z zu tun. Auflésen
ergibtz = —1 —1.

(2) Diese Gleichung lisst sich nicht ohne weiteres nach z auflosen. Wir setzen
daher z = x + iy ein: Dies fiihrt auf

X —yP 42y +x—iy=x"— )y’ +x+iyQx—1) =0.
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3)
“)

®)

Es miissen also Real- und Imaginérteil O sein. Das heifit zunichst anhand des
Imaginirteils y = 0 oder x = 1/2. Mit y = 0 ergibt der Realteil x> + x =
x(x +1) = 0, also insgesamt die Losungen z; = Ound z, = —1. Mitx = 1/2
folgt aus dem Realteil y = ++/3/2, wir haben also die weiteren Losungen
734 = 1/2£iV/3)2.
Auch hier setzt man z = x + iy ein und erhilt so nach kurzer Rechnung die
Losungen z; = Ound z53 = £2i.
Betrag einer komplexen Zahl gleich 1 bedeutet, dass sie auf dem Einheitskreis
liegt. Es ist daher

z4+1=¢Y mitg e[0,27],

so dass die Menge aller Losungen gegeben wird durch
z=¢¥—1 mitg € [0,27].

Hier haben wir ein ,,normales® lineares Gleichungssystem von zwei Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten. Die Losung kann auf gewthnliche Weise erfolgen,
zum Beispiel mit Hilfe der Cramer-Regel. Man erhéltz; = 1 —iund z; = i.

L8.5
@ Richtig. Eine Zahl mit Imaginérteil Null ist eine reelle Zahl.
(II)  Richtig. Komplexe Konjugation bewirkt das Umdrehen des Vorzeichens am
Imaginirteil. Ist somit der Imaginérteil nicht Null, dndert sich die Zahl.
(III)  Richtig. Betrachten wir z = ix mit x € R: Der Kehrwert lautet 1/z =
1/ix = —i/x.
(IV) Falsch. Richtig ist zwar, dass jedes Polynom n-ten Grads iiber C in n Line-
arfaktoren zerfillt. Diese miissen aber nicht alle verschieden sein.
(V)  Richtig. Wir rechnen nach:
21
((1 + i)/ﬁ) = S(1—-142) =i
Wobei wir /i hier verstehen wollen als eine Zahl, deren Quadrat gleich i
ist. Davon gibt es noch eine zweite.
(VD)  Richtig. Dies ergibt sich aus der Funktionalgleichung wie folgt:

0 z—z z .~z

e =1l=e¢e =c’e

Ein Produkt, das nicht 0 ist, kann keinen Faktor 0 enthalten. Also ist e* # 0.

(VII) Falsch. Erstens sind ja darin auch die reellen Argumente mit reellen Funkti-

onswerten enthalten. Und zweitens besitzen auch andere Argumente reelle
Funktionswerte, etwa e2™ = 1.

(VII) Richtig. Denn es ist

z X+iy

e =¢e =e'e” =¢e* (cosy +isiny)

und damit Re(e?) = e* cos y und Im(e?) = e* sin y.
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L8.6 Es wire offenbar viel zu aufwéndig, hier etwa mit Hilfe des Pascal-Dreiecks
hoch 12 oder gar hoch 100 zu rechnen. Das Potenzieren fillt aber leicht, wenn
man die Basis in Polarkoordinaten schreibt, was fiir die ersten zwei Zahlen ohne
Rechenaufwand gelingt: So ist

und

100 V3 100
_ o _ vo 1 _ (~ra—mi/6\100 5100 —1007i/6
Zz—<\/§ 1) —<2( 5 2)) = (2770) 7 =2'%% )

Nun ist 100 = 8- 12 + 4, also

z = 2100 e—8~127‘ri/6 e—47‘ri/6 — 21006_47Ti/6 — 21006—27ri/3 — 2100 (_l _ lﬁ)

=1
= 2% _i2%93.

Nun zu z3, was man auch durch geschicktes Aufschreiben 16st:

_ (1 +i)2n+1
- (1 _ i)anl

Z3

<N\ 21
- (i:l) A +D)(1—i) =2 -2 = 2(—1)".

L8.7
(1) Wir verwenden die Logik analog zu den n-ten Einheitswurzeln. Es ist —1 =

e'”, so dass wir z; = e"/3 als erste Losung erhalten. Die zweite Losung ist

7, = —1, und die dritte liegt symmetrisch im Einheitskreis bei z; = e /3 =
Sir/3

e/,

(2) Die Gleichung z3 = 8i ist gleichbedeutend mit (z/2)* = i = w® mitw = z/2.
Aufgrund von i = /2 ist die offensichtliche erste Losung w; = e/°. Auf-
grund der Symmetrie erraten wir die zweite Losung bei w, = e37/°; tatsichlich
ist3-57/6 = 157/6 = 27 + 7/2. Die dritte Losung schlieBlich ist w3 = —i.

(3) Wir haben (z/2)® = —1 = e'”. Eine Losung lautet daher z, = 2e/®. Und
die weiteren fiinf Losungen sind dazu jeweils um /3 weitergedreht: z; =
2elT/6HkT/I) | =11,2,3,4,5.
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