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Vorwort

Die vorliegende Aufgabensammlung entstand wihrend der entsprechenden Vorlesungen
des Autors an der Universitit Siegen in den Jahren 1993 bis 2013. Es sind Aufgaben mit
ausgearbeiteten Losungen zu allen Themen der Analysis 1, d.h. der eindimensionalen
Analysis, zusammengestellt. Die Aufgaben sind von 1 bis 217 nummeriert. Da aber die
Aufgaben meist noch unterteilt sind, finden sich hier insgesamt iiber 500 geloste Auf-
gaben. Die Schwerpunkte jeder Aufgabe sind mit optisch hervorgehobenen Stichworten
angegeben. Diese Stichworte sind im Index zusammengefasst. Somit kann man zu einem
Stichwort tiber den Index zugehdrige Aufgaben finden!

Die Reihenfolge der Themen orientiert sich am Verlauf einer Vorlesung zur Analysis 1
fiir Studierende der Mathematik, Physik, Informatik und des gymnasialen Lehramts Ma-
thematik im ersten Semester. Wenn Hilfsergebnisse fiir die Aufgaben verwendet werden,
ist dies mit entsprechenden Literaturhinweisen angegeben. Zu zahlreichen Aufgaben sind
vorab Losungshinweise gegeben. Je nach Kenntnisstand der Horer/Innen konnen diese
weggelassen oder ergénzt werden.

Wer interessiert sich fiir diese Aufgabensammlung? Zum einen konnten es Kollegen
sein, die als Dozenten ausgearbeitete Beispiele fiir ihre Vorlesungen suchen und diese
vorstellen wollen. Natiirlich eignen sich die ausgearbeiteten Ubungsaufgaben auch fiir
Ubungen und Tutorien und — die einfachen Aufgaben — auch fiir Klausuren. Fiir Studieren-
de ist die hier vorgelegte Aufgabensammlung eine Quelle fiir Eigenstudium, fiir hiusliche
Nacharbeitung des Vorlesungsstoffes und insbesondere fiir Klausurvorbereitungen.

Parallel zu dieser Aufgabensammlung werden noch zwei Aufgabensammlungen von
jeweils vergleichbarem Umfang erstellt. Zum einen betrifft dies die mehrdimensionalen
Analysis, Funktionalanalysis einschlieBlich inverser Probleme und die Theorie von ge-
wohnlichen und partiellen Differentialgleichungen. Zum anderen ist es eine Sammlung
mit Aufgaben zur Numerik. In Letzterer sind auch Aufgaben enthalten, die in diese Ana-
lysis-Sammlung passen wiirden — und umgekehrt.

Sicherlich finden sich Aufgaben aus der vorliegenden Sammlung auch in Lehrbiichern
oder anderen Aufgabensammlungen. Die Standard-Lehrbiicher zur Analysis und Beispiele
anderer Aufgabensammlungen sind im Literaturverzeichnis aufgefiihrt. In einigen Bii-
chern gibt es Losungshinweise zu Aufgaben. Die Aufgaben dieser Sammlung sind im
Laufe des genannten Zeitraums von 20 Jahren gestellt worden, und vor allem gibt es zu
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allen Aufgaben ausfiihrliche Losungsvorschlige — bei einigen Aufgaben auch alternative
Losungen.

Bei der Auswahl, Zusammenstellung, Ausarbeitung und dem TgXen der Ubungsaufga-
ben sowie der Erstellung der Grafiken haben in den genannten Jahren meine Mitarbeiter
Frank Seiffarth, Mathias Charton, Reinhard Ansorge, Thorsten Raasch, Ivan Cherlenyak,
Stefan Schuss und Timo Dornhofer mitgewirkt, denen ich dafiir besonders dankbar bin.
Mein Dank gilt auch — und vor allem — meinen beiden Sekretidrinnen, Margot Beier und
Kornelia Mielke. Sie haben sich um das TgXen der Aufgaben von einer ersten Aufgaben-
sammlung im Jahre 1994 bis zu dieser Zusammenstellung verdient gemacht.

Diese Aufgabensammlung ist mehrfach sorgfiltig durchgesehen worden. Vermut-
lich gibt es aber kein Skript oder Buch, das vollig fehlerfrei ist. Dies gilt sicher auch
fiir diese Aufgabensammlung. Falls Sie Fehler finden, lassen Sie es mich bitte wissen
(reinhardt@mathematik.uni-siegen.de).

Siegen, 2016 Hans-Jiirgen Reinhardt
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Grundlagen, Zahlen, Folgen, Reihen

1.1 Aussagenlogik, Mengen, Abbildungen

Aufgabe 1

>

a)

b)

Aussagenlogik

Welche der folgenden Formulierungen bzw. Ausdriicke sind mathematische Aussa-
gen, d. h. Sitze denen man unabhiingig vom Betrachter genau einen der Wahrheitswer-
te wahr oder falsch zuordnen kann? Begriinden Sie kurz Thre Entscheidung.

i) Diese Aufgabe ist sehr schwer.

ii) Dies ist eine Aufgabe zur Aussagenlogik.

iii) Diese Art von Aufgabe kommt in der Klausur vor.

Die Aussage g sei gegeben durch ,,.Das Parallelogramm D ist ein Quadrat®. Geben Sie
jeweils eine andere Aussage p an, so dass gilt:

i) g = p, abernicht p = g¢;

ii) p = ¢, aber nicht ¢ = p;

iii) p < q.

Lésung
a) i) Dies ist keine Aussage, da der Wahrheitswert von der subjektiven Einstellung
jedes einzelnen abhingt.

ii) Dies ist eine wahre Aussage, da es hier um Aussagenlogik geht.

iii) Dies ist eine Aussage; es kann zum jetzigen Zeitpunkt, aber nicht gesagt wer-
den, ob diese Aussage wahr oder falsch ist, jedoch wird genau eine dieser
beiden Moglichkeiten eintreten.

b) i) Die gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks D sind parallel.
Die Riickrichtung gilt nicht, da aus der Aussage p nicht geschlossen werden
kann, dass ein Quadrat vorliegt.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 1
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2 1 Grundlagen, Zahlen, Folgen, Reihen

ii) Das Parallelogramm D ist ein Quadrat mit Seitenldnge 1.
Die Riickrichtung gilt nicht, da D nach der Aussage ¢ auch eine andere Sei-
tenldnge als 1 haben kann.

iii) Das Viereck D ist ein Quadrat.
Wenn D ein Quadrat ist, ist es somit sowohl ein Parallelogramm als auch ein
Viereck.

Aufgabe 2

»  Aussagenlogik

Welche der Aussagen sind wahr, wenn auch p und auch g wahr sind? (hier bedeutet:
q = —q ,.nicht g*)

) pAgq
i) (pAq)
i) pvgq
v) (PAg)

Hinweise: Es gelten die folgenden Bezeichnungen, und Sie konnen die folgende ,,Wahr-
heitstafel” benutzen.

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise
Negation -p nicht p
Konjunktion PAqQ pundgq
Disjunktion pVvq p oder ¢ (einschlieBendes (inklusives)
oder)
Subjunktion —pVg,auch: (p - ¢q) p subjungiert g
Bijunktion (p = @) A(g — p),auch: p bijungiert ¢
(P < q)
Antivalenz (Alter- | —=(p < ¢q), auch: (p <+> q) entweder p oder g (ausschlieBendes
native) (exklusives) oder)

Wahrheitstafel zu den Verkniipfungen

P q —-p PAg pVvq P—dq P <= q P <4

W W F W W W W F

W F F F W F F W

F W W F W W F W

F F W F F W W F
Lésung

Mit Hilfe der vorgegebenen Wahrheitswerte und der mittels Wahrheitstafeln definierten
Semantik der Junktoren —, A, V ergeben sich unmittelbar folgende Wahrheitswerte:
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1) falsch
ii) falsch
iii) wahr
iv) wahr

Aufgabe 3

»  Komplement von Mengen, Regel von de Morgan

Seien A, B und C Teilmengen von X. Fiir A C X ist das Komplement A’ von A in X
erklért durch A’ := X \ A. Zeigen Sie:

a) AUB=BUA (Kommutativgesetz);
b) (AU B) = A'N B’ (Regel von de Morgan);
c) AX(BNC)=(AxB)N(AxC(C).

Bemerkung Die oben angegebenen Regeln fiir Mengen gelten auch, wenn man jeweils
U durch N sowie N durch U ersetzt. Die Regel von de Morgan gilt nicht nur fiir zwei,
sondern auch fiir eine beliebige endliche oder unendliche Anzahl von Mengen.

Lésung
a) Seix € AU B beliebig.

x€AUB = x€eAvxeB = xeBvxeAd = xe BUA;

da x € AU B beliebig war, gilt (AU B) C (B U A).
Vertauschen der Mengen A und B liefert die andere Inklusion.
b) Seix € (A U B)' beliebig.

x € (AU BY
xeXAxgAUB
xeXA—-(xeAvxeB)
xeXANx€dAAXxEB)
xeA AxeB

xe X\ (AUB)
xeXA—-(xe AUB)
xeXA(—(x € A) A—(x € B))
xeXAxdAA(xeXAxEB)
x e A NB;

=
=
=
=

TR
U

dax € (AU B) beliebig war, gilt (A U B) C (A’ N B').
Bei den obigen Umformungen gelten auch die Riickrichtungen, so dass auch die
andere Inklusion gilt.
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¢) Seix = (s,1) € A x (BN C) beliebig.

xeAx(BNC) = seAnteBNC
= seAN(teBAte() = (e€AnteB)A(seAnteC)
= (5,1) e AXBA(s,)eAxC = (s,1) e(AXxB)N(AxC)
= xe(AxB)yN(AxC);

dax € A x (B NC)beliebig war, gilt Ax (BNC) C(Ax B)N(AxC).
Bei den obigen Umformungen gelten auch die Riickrichtungen, so dass auch die
andere Inklusion gilt.

Aufgabe 4

»  Produktmengen
Die Mengen A, B und M seien gegeben durch
A := {Teller, Schiissel, Tasse}, B := {gelb, griin} und M := A x {griin}.

a) Bestimmen Sie die Menge B x A.

b) Wie viele Elemente hat die Menge B x A x {}?

¢) Bestimmen Sie die Menge (A x B) \ M.

d) Bestimmen Sie die Menge M N ({Teller, Schiissel} x {gelb, griin}).

Lésung

a)
B x A = {gelb, griin} x {Teller, Schiissel, Tasse}

= {(gelb, Teller), (gelb, Schiissel), (gelb, Tasse),
(griin, Teller), (griin, Schiissel), (griin, Tasse)} .
b) Die Menge B x A x {} ist wegen der leeren Menge leer und hat somit kein Element.
c) Esgilt:
(Ax B)\ M = (A x {gelb, griin}) \ (A x {griin})
= (A x {gelb} U A x {griin}) \ (A x {griin})
= A x {gelb} = {(Teller, gelb), (Schiissel, gelb), (Tasse, gelb)}.
d)
M N ({Teller, Schiissel} x {gelb, griin})
= {(Teller, griin), (Schiissel, griin), (Tasse, griin)}
N {(Teller, gelb), (Teller, griin), (Schiissel, gelb), (Schiissel, griin)}
= {(Teller, griin), (Schiissel, griin)}
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Aufgabe 5

»  Teilmengen

Seien B und C Teilmengen einer Menge A. Zeigen Sie die Aquivalenz von

(a) BCC;
(b)BNC = B;
(c)BUC =C.
Lésung
(a) = (b): Wegen B C C ist es moglich, B’ durch B’ := C \ B zu definieren. Dann

gilt:
BNC=BN(BUB)=(BNB)U(BNB)=BUG=B.

(b) = (c): Nach (b) gilt
(b)

BUuC=(BnNnC)ucC =C.
Da B N C immer eine Teilmenge von C ist, folgt ndmlich
xeBNC = xeBAxelC = xeC(.
(c) = (a): Sei x € B beliebig, dann gilt:
xeB = xeBvxeC = xeBUCZC = xeC.

Da x € B beliebig war, gilt somit B C C.

Statt jede Aquivalenz einzeln zu zeigen, wurde hier ein Ringschluss durchgefiihrt.

Aufgabe 6
»  Teilmengen, Assoziativ- und Kommutativgesetz

Seien L, M, N Mengen. Zeigen Sie:

a) LUMUN)=(LUM)UN (Assoziativgesetz)
by LN(MUN)=(LNM)U(LNN) (Distributivgesetz)

Lésung
Unter Verwendung des Assoziativ- bzw. Distributivgesetzes der Aussagenlogik erhilt
man:
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xeLUMUN)<xelLvxeMUN
< xelLv(xeMvxeN)
< (xelLvxeM)vxeN
<< xelLUMvxeN
< xe(LUM)UN

b)
xeLNMUN)<xeLAxeMUN

< xelLA(xeMvxeN)

<< (xelArxeM)v(xeLAx€eN)
<<xelnNMvxelLNnN

<~ xe(LNM)U(LNN)

Daraus folgen die behaupteten Gleichungen.

Aufgabe 7

»  Mengen und Abbildungen
Essei f : M — N eine Funktion. Zeigen Sie: Fiir A, B C M gilt

a) f(AUB) = f(A)U f(B),

b) f(ANB) O f(A)\ f(B).

c¢) Ist f injektiv, dann gilt
JSANB) = f(AN f(B).

d) Geben Sie einfache Beispiele an, dass in c¢) sowie in
f(AN B) C f(A) N f(B) nicht die Gleichheit gilt.

Lésung
a) Esgilt:
ye f(LAUB)<=3Ixc AUB:y= f(x)
<< @AxeAd:y=f(x))vE@xeB:y=f(x))
= yefA)vye f(B)
= ye f(AHU f(B)
b) Seiy € f(A)\_f(B). Dann folgt:
y € f(AAy & f(B)
— JAxecd:y=fx)A—=@xeB:y=f(x))
= 3xed:y=f(x)ANMxeB:y# f(x))
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= 3dxed:y=f(x)Ax¢gB
— JxeANB:y=f(x)
= y € f(A\B)
¢) Z.z.istnach b) nur,,C*“. Seiy € f(AN\ B),d.h.3x € AN B : f(x) = y. Dann
isty ¢ f(B),dasonst3X € B : f(X) = y. Wegen der Injektivitdt von f miisste
X = X sein, im Widerspruch zu x ¢ B.
d) Nach b) und c) muss die Funktion nichtinjektiv sein. Wir wiéhlen die ,,Dachfunk-
tion“,d.h. f(x) =x,x €[0,1), f(x) =1—x,x€[l,2].MitA =][0,1], B =
[1,2] ist

JANB) = f([0.1]) = [0, 1] und f(A)\ f(B) = [0.1]\[0. 1] = {}.

Fiir die zweite Beziehung wihlen wir f : R — R gegeben durch f(x) = x2. Setzt
man nun A = [—1,0], B = [0, 1], so gilt:

SANB) = f({0p) = {0} # [0,1] = [0, 1] N[0, 1] = f(4) N f(B)

Aufgabe 8
»  Urbildmengen
Zeigen Sie fiir eine Funktion f : M — N:

a) FirC,D C N gilt
ficub)y=fHC)u (D),
f7icnby=fC)n (D).
e D)= ON D).
Bemerkung: Die Aussagen mit U und N gelten auch fiir eine beliebige Anzahl von

Mengen.
b) f(f~(B)NA) =BnN f(A) fiiralle Mengen A C M, B C N.

Lésung
a) Esgilt:
xe f(CuUD) < f(x)eCuD

«— f(x)eCV f(x)eD
= xe fi(C)vxe fY(D)
— xe f(C)u (D)
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Ganz analog erhilt man

xe ffCND)< f(x)eCND
— f(x)eCA f(x)eD
—xe f(C)rxe fUD)
—xefC)nfI(D)

sowie

x e fTIC\ D) = f(x) e C\ D
— f(x)eCAf(x)¢D
—uxef(C)rxgf(D)
—=xe fTHONST(D)

b) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

yef(f'B)NA) < IxeM:xe f'(B)AxeAny = f(x)
< dIxeM: f(x)e BA f(x)e f(A)Ay = f(x)
< ye BN f(A)

Aufgabe 9

»  Urbildmengen, kartesische Produkte

Seien X, Y nichtleere Mengen. Sei f : X — Y eine Funktion. Zeigen Sie:

a) Sind A C Y und B C Y disjunkt, dann sind auch die Urbildmengen f~'(A4) und
f~Y(B) disjunkt.

b) Sei Y das kartesische Produkt zweier nichtleerer Mengen Y, Y,,d.h. Y = Y] x Y>.

Sei f := (fi1, f») definiert durch die Komponenten f; : X — Yy und f5 : X — V5.
Fiir beliebige Teilmengen A; C Y und A, C Y, gilt

ST A x Ay) = f7H (A N f5 1 (A9).

Lésung
a) Seix € f~!(A) beliebig, dann gilt wegen A N B = @, dass

xefNA) = f)ed = f()gB = x¢&f (B,

d.h. kein Element x € f~'(A) liegtin f~'(B), also f~'(4) N f~(B) = 0.
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b) Sei x € X beliebig. Es gilt

x € [T A x Ay) & f(x) = (fi(x). fo(x)) € A x A
& filx) € Ay A fo(x) € Ay
Sxe fil'A)Axe f,7(4)
& xe fil AN f (4,

was direkt /71 (A} x A2) = f71(A1) N £, 1(Ay) liefert.

Aufgabe 10

>

Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

Seien A, B und C Mengen; seien f : A — B und g : B — C Abbildungen. Zeigen Sie:

a) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv.
b) Sind f und g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv, und es gilt (g o f) ' = flog™l.

Lésung

a)

b)

Seih = go f.Seien x, y € A beliebig. Dann gilt:

1) = h(y) = (g0 N)(x) = (g0 ) = g(f() = ¢(/())
D i = £0) B x =y,

d.h.h = g o f ist injektiv.

Nach Teil a) reicht es aus, zu zeigen, dass i = g o f surjektiv ist, denn die Injek-
tivitdt liegt schon vor. Sei z € C beliebig, dann existiert aufgrund der Bijektivitit
von g genau ein y € B mit g(y) = z. Fiir jedes y € B existiert aber wegen der
Bijektivitit von f genau ein x € A mit f(x) = y. Somit gilt, dass fiir alle z € C
ein x € A existiert mit

h(x) = (go f)(x) = g(f(x)) =g(y) =z

d.h. A ist auch surjektiv und somit insgesamt bijektiv.
Weiterhin gilt aufgrund der Assoziativitit der Verkettung:

(gof)o(flogy=go(fof Nog ' =goidsog ' =gog ' =idc,
(flogho(gof)y=f"o(glog)of=floidgof=f"of=idy,

so dass somit (g o f)' = f~! o g7 gilt.
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Aufgabe 11
»  Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

Seien M, N und P nichtleere Mengen. Seien f : M — N und g : N — P Abbildungen,
so dass g o f bijektiv ist.

a) Zeigen Sie, dass f injektiv und g surjektiv ist.
b) Geben Sie ein Beispiel an, in dem weder f noch g bijektiv sind.

Lésung
a) f istinjektiv, denn es gilt:

F0) = fO) = g(f@) = (o) LY x = .

g ist surjektiv:
Da g o f surjektiv ist, gibt es zu jedem p € P ein Element m € M mit p =
(go f)(m) = g(f(m)),d.h. f(m) € N ist ein Urbild von p.

b) Definiere f und g durch

f:{0} > {0,1}, x>0 und g:{0,1} - {0}, x—~0

dann ist f offensichtlich nicht surjektiv, also auch nicht bijektiv, und g offensicht-
lich nicht injektiv, also auch nicht bijektiv. Die Verkettung

go f:{0} > {0}, x>0

ist jedoch bijektiv.

Aufgabe 12

»  Bijektivitat von Funktionen

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Surjektivitat, Injektivitdt und Bijektivitét:
a) fIR—>R,x+—>2x—1;

b) g:[-2,00) = [-2,00),x > x> —2x — 1;
c) h:R\{O}—>R,x|—>ﬁ

x[*

Lésung
a) f istinjektiv: Seien xi, x, € R beliebig, dann gilt:

fx1)=f(x2) = 2x1—1=2x—1 = x; = x5.
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f ist surjektiv: Sei y € R beliebig, setze x := %(y + 1) € R, dann gilt:

f=2-1=2(304 D)1=y +1-1=y

f ist injektiv und surjektiv, also auch bijektiv.
b) g ist nicht injektiv, denn es gilt fiir x; = 0, x, = 2, x1,x, € [-2, 00):

fx) =f0)=-1=f2) = f(x2)., xi1#xa.

g ist surjektiv: Sei y € [—2, 00) beliebig, setze x := 1+ /y +2 € R, y+2 >0,
dann gilt:

g)y=x’—2x—1=(1+y+2’-201+y+2) -1
142y +2+(0+2)—201+y+2)—1=y.

g ist nicht injektiv, also auch nicht bijektiv.
¢) histinjektiv: Seien x|, x; € R beliebig, dann gilt:

X
h(x)) = h(xy) = — = —= = xi|x|| = x2|x2]

|x1] |2

= sign(x;) = sign(xz) A |x1] = |x2] = x1 = x3.

h ist nicht surjektiv, denn es existiert kein x € R \ {0} mit (x) = 0:

3

h(x)=0 & =0 = x
x|

(Widerspruch; fiir O ist / nicht definiert).

3=0=x=0

h ist nicht surjektiv, also auch nicht bijektiv.

1.2 Sigma-Algebra, Dynkin-System, Korper, Gruppen
Aufgabe 13
»  Sigma-Algebra

Sei X eine Menge, und X C P(X). X heiit Sigma-Algebra in X (Abk.: o-Algebra),
wenn gilt:
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) XeX:
2) Ae X => A e€X;
3) AyeX(neN) = U,cny 4n € X.

Zeigen Sie:
a) Ist X eine o-Algebrain X, undist B C X, so ist
Xp:={ZNB|ZeX}

eine o-Algebrain B.
b) Sei Y eine Menge, sei f : Y — X eine Abbildung. Ist X eine o-Algebra in X, so ist

=12 1zex;

eine o-Algebra in Y. Hierbei bezeichnen f~!'(Z) Urbildmengen.

Lésung
a) 1) Esgilt X € X.Setze Z = X,dannfolgt ZN B =XNB=B,weil BCX
gilt; also ist B € Xp.
2) Esgilt A € X = A € X.Seinun C € Xp beliebig, d.h. es existiert ein
A e X mitC = AN B. Setze Z = A’. Dann hat man

Xp>3ZNB=ANB=(X\A)NB=(XNB)\(ANB)
=B\(ANB)=(ANB) =C,

also liegt fiir jede Menge in X auch das Komplement in Xp.

3) Esgilt 4, e X, n e N = (J,cy4s € X.Seiennun C, € Xg, n € N
beliebig, d.h. es gibt A4, € X, n € Nmit C, = A, N B, n € N. Setze
Z = J,en An- Dann hat man

Ar€ X, neN = UneNAnEX
= (Upen4n)NBeXp = U,n(A4iNB) € Xp
= UneN Cn € XB-

b) 1) Es gilt X € X. Setze Z = X, dann folgt f~'(Z) = f~'(X) = Y, also
Y € f71(X).
2) BsgiltA € X = A € X.Seinun C € f~!(X) beliebig, d. h. es existiert ein
A€ X mit C = f~!(A). Setze Z = A’. Dann hat man

Aufg_.8.a)

X0 @)= 1) =X\ 4 VO ORWAR Y

=Y\ ST = (A = ¢

also liegt fiir jede Menge in f ' (X) auch deren Komplement in f~'(X).
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3) Bsgiltd, e X, n e N = |J,cnyA4n € X.Seiennun C, € f~1(X), n € N
beliebig, d.h. es gibt 4, € X, n € N mit C, = f~Y(A4,), n € N. Setze
Z = U, ey An- Dann hat man

A, eX, neN = Upen 4n € X

Aufg. 8.a)
= [T (Upew 4n) € 71X Unen £ (A € £7H(X)
= UneN Cn € fﬁl(X)

Aufgabe 14

»  Dynkin-System
Sei X eine Menge und sei X C P(X). X heifit ein Dynkin—System in X, wenn gilt:

) XeX

2) ABeX, ACB=B\AeX

3) Ist A,, € X, m € N,und gilt A, N A,, = @ fallsn # m, so gilt U,,en A, € X (X ist
abgeschlossen gegeniiber disjunkter Vereinigung).

a) Zeigen Sie die Aquivalenz von:
(al) X ist ein Dynkin—System und aus A, B € X folgt AN B € X.
(a2) X ist eine o-Algebra (vgl. Aufg. 13).

b) Sei#X = 2k mit einem k € N. Sei X definiert durch

X =0u{ACcX#A=2¢,Le{l,.. k}}.
Zeigen Sie: X ist ein Dynkin—System, aber keine o-Algebra, falls k > 1.

Lésung
a) ,(al) = (a2)™
Wir zeigen, dass X eine o-Algebra ist.
Eig. 1): Eigenschaft 1) einer o-Algebra ist offensichtlich erfiillt.
Eig.2): Sei A € X, dann wihle in Eig. 2) eines Dynkin-Systems B = X =
X\A=A4€eX.
Eig. 3): Sei A, € X,n € N. Zu zeigen ist | J 4, € X. Wir schreiben diese Ver-
einigung als disjunkte Vereinigung mit

By = A>\(B1 N Ay)
B; = A3\((B| U By) N A3)

B, = A,\((BiUB>U...UB,_) N 4,).
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Es gilt B, € X, wegen der zusitzlichen Vor. in (al), und |,y 40 =
LLEN‘BW

»(a2) = (al)*“

Bei der Umkehrung folgt aus den Eigenschaften einer o-Algebra und der Regel

von de Morgan fiir A, B € X,dass AN B = (A" U B’) € X. Damit gilt fiir

A,B e X,A C B,dass B\A = BN A’ € X.Eig. 1) und 3) eines Dynkin—Systems

sind offensichtlich erfiillt.

b) Wir weisen die Eigenschaften eines Dynkin—Systems nach.

1) X € X istKklar.

2) A, Be X, AC B=#B\A)=2lp—2l4=2(g—14) = B\A e X.

3) Da X endlich ist, also X = {ay,...,ax}, gibt es in X auch nur endlich viele
disjunkte Teilmengen. Seien also 4; € X, i = 1,...,m, mit #4; = 2I; paar-
weise disjunkt.

m

:>#UA,« = i#Ai = izl,« zz(il,) = CJAi €X.
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

X ist keine o-Algebra: Fir A = {agp,a1}, B = {aj,a}istA U B =
{ag,ar, a2} ¢ X.

Aufgabe 15
»  Anordnungsaxiome

Beweisen Sie mit Hilfe der Anordnungsaxiome folgende Rechenregeln in einem angeord-
neten Korper (K, P), wobei P den Kegel positiver Elemente in K bezeichnet:

a) Ausa < b folgt —a > —b.

b) Ausa < b und ¢ > 0 folgtac < bc.

¢) Ausa < bundc < 0folgtac > bc.

d) AusO<a <bund0 < ¢ < d folgtac < bd.

Hinweis: In einem angeordneten Korper (K, P) gilt per Definition fiir a, b € K, dass
a <b:& b—a e P. Hierbei bezeichnet P den Kegel positiver Elemente, fiir den die
folgenden Anordnungsaxiome gelten:

i) Fir alle a € K gilt genau eine der der drei folgenden Aussagen:

a€e P, —aePodera=0.

il)a,be P=>a+be Pundab € P.



12 Sigma-Algebra, Dynkin-System, Kérper, Gruppen 15

Lésung
a)
a<b & b—aecP & (—a)—(-b)e P & —a>—b;
b)
a<brnc>0& b—aePAceP = (b—a)ceP
< bec—ace P & ac <bc;
c)
a<bnhnc<0& b—aePA—ceP = (b—a)(—c)e P
& —bc+ace P & ac > bc;
d)

b)
a<bArnec>0 = ac <bc;

b
b>0nc<d = be<bd:

insgesamt liefert dies mit Hilfe der Transitivitit ac < bd.

Aufgabe 16
»  Endlicher Kérper

Gegeben sei die Menge K := {a, b, c¢}. Auf K x K seien die Abbildungen + und - durch
die folgenden Tafeln definiert:

+‘a b ¢ a b c
al|c a b ala b c
bla b c b|b b b
c|b ¢ a ¢c b a

K ist mit den angegebenen Verkniipfungen + und - ein Korper.

a) Bestimmen Sie das Nullelement und das Einselement von K. Verifizieren Sie die ent-
sprechenden Eigenschaften.
b) Beweisen Sie das Kommutativgesetz bzgl. + und .

¢) Berechnen Sie x :=a + (—c), y :=a-c7".

Lésung
a) Das Element b ist offensichtlich das Nullelement, denn wie in der Tabelle fiir +
abzulesen ist, gilt
b+z=z+b=zVzek.
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Das Element a ist offensichtlich das Einselement, denn wie in der Tabelle fiir -

abzulesen ist, gilt
a-z=z-a=zVzek.

b) Da die beiden Tabellen symmetrisch bzgl. der Hauptdiagonalen sind, gilt das Kom-
mutativgesetz sowohl fiir + als auch fiir -.
c) Wegenc+c=agltx=a+(—c)=c+c+(—c)=c.
Wegenc-c =agilty=a-c'=c-c-c7' =c.
Aufgabe 17

> Assoziativitat, Kommutativitat

Auf R x R sei die Abbildung * : R x R — R durch

x*y:=x+y+%, A #0,

erklart.

a) Zeigen Sie, dass * kommutativ und assoziativ ist.
b) Bestimmen Sie das Einselement e und die Zahlen, fiir die ein ,,Inverses* existiert.

Lésung
a) Kommutativitit:
Fiir beliebige x, y € R gilt trivialerweise:

X X
—y:y—i—x—i—y—:y*x.

Xk Yy =
X %y x+y—|—)L 1

Assoziativitét:
Fiir beliebige x, y, z € R ist zu zeigen:

(xxy)xz=xx%x(y*2z).
Getrenntes Ausrechnen beider Seiten liefert nun die Assoziativitit:

(x*y)*z:(x—l—y—l—x—y)*z

A
_ Xy (x+y+3)z
—(x+y+7)+z+f

1 1
:x—l—y—i-z—l—x(xy—i-xz—l—yz)—l—ﬁxyz;
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z\  x(y+z4+ ¥
x*(y*z)=x+(y+z+y—)+u
A A
oy +yz+1( +xz 4 20 )
=X z4+ =+ — (xy +xz+ =2
Y PRV p

1 1
=x+y+z+X(xy+xz+yz)+ﬁxyz.

b) Das Einselement e muss die Beziehung

xxe=xVxeR

erfiillen. Dies ist dquivalent zu
x+e+);—e=xVxeR
Ge+tT=0VxeR
@e(l—l—%):O\v’xeR

& e=0.

Bemerkung zu Inversen:
Fiir x = —A wird das Produkt auch 0 (in diesem Fall konnte e also beliebig gewihlt

werden), ein Einselement muss aber jedes Element unverindert lassen.
Ein Element x und sein Inverses x~! (falls vorhanden) miissen der Gleichung

ex gl =
X+ 1 = —X
& ‘1<1 x)—
X +X = —X
@xil: —*
1+§

Somit ist x~! genau dann definiert, wenn

l+;750<:>x75—)t

gilt.
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Aufgabe 18

»  Rechnen mit Mengen reeller Zahlen
Fiir Teilmengen A, B von R seien A + B und A - B gemil
AoB={aob:aecAundb € B}

definiert, wobei o fiir Addition und Multiplikation steht. Besteht die Menge A nur aus dem
Element a, so schreibt man statt {a} o B kiirzer a o B. Es ist z. B.

2-[3,5]=1[6,10], 2+ [3.5]=1[57], [-1,2]+[3.5]=1[2.7]

sowie A o @ = @ fiir alle A.
Zeigen Sie:

a) In der Potenzmenge P(R) von R gelten die Korperaxiome (A1)—(A8) ohne (A3) und
(A7) (vgl. z.B. [8], 1.3).

b) Bestimmen Sie die neutralen Elemente.

c) Zeigen Sie, dass das Korperaxiom (A9) nicht gilt, jedoch die schwichere Version
A-(B+C)C A-B+ A-C richtig ist.

Lésun
Zu a) %Vir zeigen zunichst die Assoziativgesetze (A1) und (AS). Es gilt (setze nachein-
ander + und - fiir o ein):
x€Ao(Bo(C)
& x=aod,acA,deBoC
< x=ao(boc),acA,beB,ceC
< x=(aob)oc,acA,beB,ceC
< x= foc, feAoB,ceC
< xe€(AoB)oC.

Daraus folgt unmittelbar
Ao(BoC)=(AoB)o(C,

also (A1) bzw. (AS).

Analog zeigt man die Kommutativgesetze (A4) und (AS8):
xe€AoB
&< x=aob,acA,beB
& x=boa,beB,ac A
< x€eBoA,
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woraus man
AoB =BoA

folgert (o = + liefert (A4) und o = - liefert (A8)).
Zu b) Das Neutralelement O der Addition muss

VACR A+0=4
erfiillen. Dies ist dquivalent zu
VACR {a+blaecAbel}=A.

Betrachte nun etwa A = {1}. Enthielte 0 mehr als ein Element, so enthielte auch
A + 0 = A mehr als ein Element, was ein Widerspruch ist. Offenbar muss also
gelten:

0 = {bo}

und somit folgt aus der obigen Bedingung
VACR {a+bylacA}=A4,

also by = 0 bzw. 0 = {0}.
Ganz analog bestimmt man das neutrale Element der Multiplikation E. Es ergibt

sich

E = {1}
(A3) und (A7) sind offensichtlich nicht erfiillt. So hat zum Beispiel das In-
tervall A := [1,2] weder ein additives noch ein multiplikatives Inverses. Fiir
eine additives Inverses A~ = [a—,b~] von A = [I,2] miisste nimlich gelten

x+z=0Vx € A, z € A~, was offensichtlich nicht moglich ist. Analog argu-
mentiert man fiir das multiplikative Inverse.

Zu c) Wir zeigen nun noch die schwéchere Version des Distributivgesetzes (A9).
Ausgehend von x € A - (B + C) folgert man

x=a-d,acecA,de(B+C)
—x=a-(b+c),aceA,beB,ceC
—x=a-b+a-c,aeA,beB,ceC
= x=f+g,f€A-B,geAd-C
== xe€A-B+A-C.

Als Beispiel dafiir, dass nicht notwendigerweise Gleichheit gilt, betrachten wir
die Mengen
A=1{1,2}, B={3}, C = {4}.
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Es ergibt sich:
B+C={7},A-(B+C)={7,14},

aber

A-B=1{3,6},A-C={4,8}, A-B+A-C ={7,10,11, 14} .

Aufgabe 19

»  Abelsche Gruppe

Auf R \ {2} werde eine Verkniipfung ® durch
a®b:=ab—2(a+b)+6, a,beR\{2},
definiert. Zeigen Sie, dass (R \ {2}, ®) eine Gruppe ist. Ist diese Gruppe abelsch, d.h.

kommutativ?

Hinweis: Eine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung ® : G x G — G, (a,b) —
a ® b heilit Gruppe, wenn die Menge bzgl. ® abgeschlossen ist, das Assoziativgesetz gilt
und sowohl ein neutrales als auch ein inverses Element bzgl. ® existieren.

Neutrales Element: 3e € G: eQa=a®e =aVaegd.
InversesElement: Yae G3dbeG: a®b=>bRa=ce.

Lésung
Abgeschlossenheit unter ® : Seien a,b € R \ {2}. Angenommen

a®b=2<ab—-2(@+b)+6=2
S @—2)b—-2)=0 & a=2vb=2(Widerspruch!);

alsogilt® : G xG — Gmit G : =R\ {2}.
Neutrales Element bzgl. ®:

b#£2
a®b=b & ab—2(a+b)+6=0 & a(b—2):3b—6<§a:3;

also ist 3 das neutrale Element dieser Gruppe. Wegen der Kommutavitét (s. u.) gilt auch
b®3 =bh.
Inverses Element bzgl. ®:

a®b=3<ab—-2(a+b)+6=3

b#2 2b—3
Sab-2)=2b-3 éa:
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also ist 2;’%; das inverse Element von b. Wegen der Kommutavitit (s.u.) gilt auch

2b-3
b® B = 3.

Assoziativitiit:

a®@b®c)=a® (bc—20b+c)+06)
=albc—2(b+c)+6)—2(a+ (bc —2(b+c)+6))+6
=abc —2ab —2ac —2bc +4a +4b + 4c+6
= (ab—2(a+b)+6)c—2((ab—2(a+b)+6)+c)+6
=(ab—-20a+b)+6)®c
=@®b)®c,

somit gilt offensichtlich das Assoziativgesetz.
Kommutativitit:

R Korper

a®b=ab—-2(a+b)+6 =" ba—-20b+a)+6=>b®a;

somit ist die Gruppe abelsch.

1.3 Vollstandige Induktion, indirekter Beweis, Primzahlen

Aufgabe 20
»  Fibonacci-Zahlen, vollstandige Induktion

Die sog. Fibonacci-Zahlen beschreiben das Fortpflanzungsverhalten von Kaninchen. Das
stark vereinfachte Modell sieht folgendermaBen aus:

Ein neugeborenes Kaninchenpaar k| bringt nach dem ersten und dem zweiten Monat
ein neues Paar zur Welt — k, und k3. Jetzt kommt k; fiir die weitere Fortpflanzung — aus
welchen Griinden auch immer — nicht mehr in Frage. Der Nachwuchs zeigt nun dasselbe
Verhalten wie seine Eltern, wobei wir voraussetzen, dass jedes Paar aus Ménnlein und
Weiblein besteht und beide nicht fremdgehen. Bezeichnet man mit F, die Anzahl der
zu Beginn des n-ten Monats geborenen Kaninchenpaare, so kann das Modell durch die
folgende Rekursion beschrieben werden:

Fr=1, FK:=1 F,:=F_ 1+ F,firn=3,4,...
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Beweisen Sie mit Hilfe vollstdndiger Induktion:

a)
h+bB+-+F,1+1=F,, neN, n>2
b)
F,_\F, = Fn2 + 1, n €N, n gerade;
c)
Foyp1=Fl + F}, neN.
Lésung
a) Vollstindige Induktion:
LA:n=2: Fi+1=F + F, = F; (W.A);
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.
ILS:n—-n+1:
n n—1
V.
Y FH1=) F+1+F S Fy+ F = Fuo;
i=1 i=1
b) Vollstindige Induktion:
LA:n=2: FiIFs =1(F+ F)=2=F+1(W.A);
I. V.: Die Behauptung gelte bis n (n gerade).
LS:n—-n+2:
Fu1Foys = Fop1 (Bt + Fag2) = Fop1 (B + By + Fy + Fagr)
= Fn2+l + 2Fn+1Fn + Fn+1Fn71 L:V Fnz_H + 2Fn+1Fn + Fn2 + 1
=Fum +F)Y+1=FL,+1;
¢) Vollstandige Induktion:

LA:n=1: F=F+F =1+1=F}+ F} (W.A);

n=2:Fs=F+F = F+F+F =242+1 =4+1 = F}+F} (w.A);
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—-n+1:

Fopiz = Foppo+ Foyy1 = Foyg1 + Fopgr + Foy = 3F5 41 — Foyy
LV.
= 3(Fn2+l + Fnz) - (Fnz + Fnz—l) = 3Fnz-k—l + 2Fn2 - Fnz—l
=3F, +2F} — (Fyy1 — F,)* =2F} | + F} + 2F, Fyy
= (Fus1 +Fn)2+Fn2+l = Fn2+2+ Fn2+l'
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Aufgabe 21
»  Worte endlicher Lange
Wir bilden ,,Worte* aus den Buchstaben a, b in folgender Weise:
Wy:=a, Wy=b, W, :=W,W,,, neN,n>2.
Zeigen Sie:
a) W, hat F,, Buchstaben, n € N. (F,, = n—te Fibonacci—Zahl)

b) Es gibt kein ,,Doppel a*“in W,, n € N.
¢) Wieviele Buchstaben hat W53?

Lésung
a) Wir bezeichnen mit |W,| die Anzahl der Buchstaben des Wortes W,,. Durch Induk-
tion iiber n zeigen wir die Behauptung.
LA:n=12: W|=|Wal=1=F=F
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 2.
LS. n—->n+1:

(Wil = [Wal + Wil
=FL+F_= Fn+1

Damit ist gezeigt, dass |W,| = F, Yn € N.

b) Ein doppeltes ,,a* kann nur erzeugt werden, indem man an ein Wort, welches auf
,»a‘“ endet, ein Wort, das mit ,,a* beginnt, anhdngt. Wir zeigen durch vollstindig
Induktion, dass fiir n > 2 alle W, mit einem ,,b* beginnen. Somit kann in diesen
Worten nie ein ,,Doppel-a“ auftreten, da W, ., = W, W, _;.

Nach Induktionsvoraussetzung beginne nun W, mit einem ,.b*, d.h. W,, = bV mit
einem Wort V. Damit folgt W, ., = W,,W,_; = bV W,_,. Also beginnt auch W,
mit einem ,,b* und die Behauptung ist gezeigt. Das einzige Wort, welches mit ,,a“
beginntist ;. Also besteht nur noch bei W3 die Chance ein doppeltes ,,a“ zu bilden.
Es ist aber W3 = ba, d. h. auch Wj enthiilt kein ,,Doppel-a“.
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¢) Mit Aufgabe 20 gilt wegen F; = 13, Fy = 21 und Fy = 34:

|Was| = F33 = Ffy + Fig
Fi7 = F§ + F} = 34> + 212 = 1597
= FE = 2.550.409
Fi = FisF7—1
Fis = F{ + F} = 441 4+ 169 = 610
= F% =610-1597 — 1 = 974.169
= F33 = 2.550.409 4 974.169 = 3.524.578.

Aufgabe 22
»  Vollstindige Induktion
In der ehemaligen Sowjetunion wurden Geldscheine nur fiir 3 und 5 Rubel gedruckt. Zei-

gen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, dass es moglich ist, jeden ganzzahligen Betrag
ab 8 Rubel in Geldscheinen zu bezahlen.

Lésung
Vollstindige Induktion:

I.LA.: n = 8 : 8 Rubel lassen sich mit einem 3-Rubel-Schein und einem 5-Rubel-
Schein bezahlen.

[.V.:  Die Behauptung gelte bis 7.

I.S.: n — n+ 1: Es werden zwei Fille unterschieden:

Fall 1: Die Bezahlung der n Rubel erfolgt mit mindestens einem 5-Rubel-Schein.
Tauscht man diesen gegen zwei 3-Rubel-Scheine aus, so lassen sich auchn + 1
Rubel mit den 3- und 5-Rubel-Scheinen bezahlen.

Fall 2: Die n Rubel wurden nur mit 3-Rubel-Scheinen bezahlt, dann miissen dies we-
gen n > 8 mindesten 3 gewesen sein, so dass es moglich ist, drei 3-Rubel-
Scheine durch zwei 5-Rubel-Scheine zu ersetzen. Also lassen sich auch in
diesem Fall n + 1 Rubel mit den 3- und 5-Rubel-Scheinen bezahlen.

Aufgabe 23
»  Logisches Denken

In einem kleinen Bergdorf von 20 Paaren in den Abruzzen tritt der Pfarrer vor seine voll-
stindig versammelte Gemeinde und spricht: ,,In diesem Dorf gibt es Ménner, die ihre
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Frauen betriigen. Ich will keinen selbst enttarnen, aber ich bitte alle Ehefrauen, die sich
sicher sind, dass ihr Mann sie betriigt, denselben im Morgengrauen vor die Tiir zu setzen.*
Nun ist es im Grunde kein Geheimnis, welcher Mann welche Frau mit wem betriigt,
der Klatsch und Tratsch funktioniert wie geschmiert, und alle bis auf die jeweilige Ehefrau
sind gut informiert.
In den nichsten Tagen geht der Pfarrer am Morgen durch die Stralen und hilt Ausschau
nach ausgesetzten Minnern. Aber erst am 20. Tag sitzen einige Ménner draufen.
Wieviele sind es, und warum sind sich die Frauen plotzlich so sicher?

Hinweis: Alle Frauen sind versiert im logischen Denken und verfolgen dieselbe Strategie.

Lésung
Behauptung:

Wenn es im Dorf genau n untreue Eheménner gibt, dann sitzen im n-ten Morgen-
grauen n Eheménner vor der Tiir.

Bew.: (n = 1) Gibt es genau einen untreuen Ehemann, so kennen alle Frauen, bis
auf dessen Ehefrau, einen untreuen Ehemann. Da es aber einen untreuen Ehemann nach
Voraussetzung geben muss, weil} dessen Ehefrau, dass dieser untreu ist, denn sie selbst
weil} ja von keinem untreuen Ehemann. Also bleibt nur ihr eigener Mann iibrig, so dass
dieser im ersten Morgengrauen vor der Tiir sitzt.

(n = 2) Gibt es jedoch genau zwei untreue Eheménner, so passiert im ersten Mor-
gengrauen nichts, da alle Frauen mindestens einen untreuen Ehemann kennen. Daher
wissen jetzt aber auch alle Frauen, dass es mindestens zwei untreue Eheménner geben
muss, denn sonst wire der oben beschriebene Fall eingetreten. Die zwei betrogenen
Ehefrauen kennen aber nur einen untreuen Ehemann, so dass diese im zweiten Mor-
gengrauen ihre beiden Ménner vor die Tiir setzen; usw.

(n = 20) Sind jetzt 20 Eheméinner untreu, so kann bis zum 19. Morgengrauen nach
obigen Ausfiihrungen nichts passiert sein. Es muss also mindestens 20 untreue Ehe-
méinner geben. Es gibt aber dann 20 Ehefrauen, die nur 19 untreue Eheminner kennen,
so dass sie im nichsten Morgengrauen, also dem zwanzigsten, ihre 20 Eheminner vor
die Tiir setzten.

Aufgabe 24
»  Abzahlbarkeitsaussagen, vollstandige Induktion
Bestimmen Sie die Anzahl A(n) der Tripel (n1,n5,n3) € N3 mit

ny+ny+ny=n+1,neN, n>2.
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Lésung
Fiir die Anzahl der Tripel A(n) zeigen wir:

1
A(n) = =(n— Dn.
2
Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion:

I. A:: n = 2: In diesem Fall gibt es nur die eine Moglichkeitn; = ny, = n3 = 1.
1
AQ2) = 5(2 —1D2=1(w.A.);

I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

LS:n—-n+1:
Nach I. V. gibt es genau %(n — 1)n Moglichkeiten, n + 1 als Summe dreier na-
tiirlicher Zahlen darzustellen. Erhoht man jetzt bei diesen Tripeln jeweils n; um
1, dann gibt es also schon %(n — 1)n Moglichkeiten, n + 2 als Summe dreier
natiirlicher Zahlen darzustellen. Es bleiben nur noch die Moglichkeiten {ibrig mit
ny = 1. Dann muss n, + n3 = n + 1 gelten. Dies sind genau n Moglichkeiten:

l4n=24+m-1)=...=m—1)+2=n+1.

Insgesamt liefert dies

LV.

An+1) = A(n)+n = %(n—l)n—i—n:%n((n—l)—l—Z):%n(n—i-l).

Aufgabe 25
> Summenformeln

Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion:

. 1

-3 2 2
= - 1), eN;

a) Ez 4n n+1) n

n
b) Y 2k —1) =n%

k=1

n

k n+2

C) E z—k:2— oY .
k=1
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Lésung
a) LA:n=1:

1
1
Zp =13=1= Z12(1 + 1) (w. A);
i=1

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.

I.S:n—n+1:
n+1

- 1
P =SBt DY L2+ D+ (4 1)
; D)= P 1)+ (1)

i=1

= %(n + 12>+ 4+ 1)) = i(n + 1)2(n + 2)%;

b) Vollstindige Induktion:

)

LA:n=1: 1
d2k—1=2-1=1=1
k=1
I. V.: Die Behauptung gelte bisn > 1.
LS:n—-n+1:
n+1 n
Y k-1)=YCk-D+Qu+1)—1)=n*+2n+1=(n+1)>
k=1 k=1
¢c) LA:n=1:
iﬁ—i—z—g—z_lﬂ
i S R 2!
I. V.: Die Behauptung gelte bisn > 1
LS:n—-n+1:
& koLv , A2\ ntl o (204Dt
;Z_k - o on + on+l T o on+1
_5 n+1)+2
=2

Aufgabe 26

»  Verneinung von Aussagen
Verneinen Sie folgende Aussagen:

i)  Zu jeder Frau gibt es einen Mann, der sie liebt und sie nicht betriigen wiirde.
i) Zu jedem Mann existiert eine Frau, die ihn nicht liebt.

iii) Vne N\ {l}3peN, pPrimzahl : p|n.

iv) VVCN3IkeNVxelV: x>k
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Abkiirzungen: m Q f Mann liebt Frau; m @ f Mann liebt Frau nicht; m b f Mann betriigt
Frau; m § f Mann betriigt Frau nicht.

Lésung
1) Esgilt

—~mQOf Ampf) o —mQOf)v -m pf) o mPfvmbdf
Die Verneinung von
VfeFImeM: mQf nmpf

liefert daher
3feFVYmeM: m@f v mbf

d. h. es gibt eine Frau, die alle Ménner nicht lieben oder betriigen wiirden.
ii) Die Verneinung von
VmeM3IfeF: fPm

liefert:
AdmeMV feF: fOm,

d. h. es gibt einen Mann, den alle Frauen lieben.
iii) Die Verneinung von

VneN\{l}3 peN, pPrimzahl : p|n

liefert:
dn e N\ {1}V peN, pPrimzahl: p}n.

iv) Die Verneinung von
VVcN3IkeNVxeV:x>k

liefert:
IV cNVkeNdxeV:x<k.

Aufgabe 27

»  Rechenregelnin N, vollstandige Induktion, indirekter Beweis
Beweisen Sie in N folgende Rechenregeln:

aym-m+k)y=m-n+m-k.

b m+n=m+k—n==k.
om<m=—>m+k<n+k,k-m < k-n.
dDk<m=—k+1=<m.
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Lésung
a) (Distributivgesetz) Nach Definition der Multiplikation gilt

m-(m+1)=m-n+m
und
m-1=m.

Bei festem m und n sei M die Menge der k, fiir die die Behauptung gilt. Wir zeigen,
dass M = N gilt.
LLA.: Esgilt

m-m+1)=m-n+m=m-n+m-1

und damit folgt 1 € M.
1. V.: Wir nehmen an, dass k zu M gehort.
I.S.: Dann gilt
m-(n+k)y=m-n+m-k,

also

m-(n+k+D)=m-(n+k)y+1)=m-(n+k)+m
=m-n+m-ky+m=m-n+ (m-k+m)
=m-n+mk+1)

und damit die Behauptung fiir k + 1. Also gilt (k+1) € M. Nach dem Prinzip
der vollstindigen Induktion folgt M = N.

b) Wir zeigen, dass
n#k= m+n#m+k (indirekter Schluss).
Bei festem n, k mit n # k sei M die Menge der m mit
m+n#m+k.

LLA.: Esgilt
n#k=n+1#k+1= 1+n#1+k.
Alsoistl € M.

I.V.: Esgeltem € M.
I.S.: Dann gilt m 4+ n # m + k, und es folgt

m+n)+1#m+k)+1= m+1)+n#@m+1) +k.

Also ist mit m auch m + 1 € M. Nach dem Prinzip der vollstindigen Induk-
tion gilt die Behauptung also fiir alle natiirlichen Zahlen.
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¢) Seim < n.Dann existiert ein [ mit m + [ = n, und damit gilt:

n+k=m+)+k=(U+m+k=14+m+k)y=m+k)+1
= m+k<n+k.

Weiter erhalten wir mit a), dass
k-n=k-im+l)=k-m+k-l= k-n>k-m.
d) Es gilt nach Definition
k<m& A eNk+1l=m.
Wegen / € N gilt/ > 1 und damit

m=k+1>k+1.

Aufgabe 28

»  Teilbarkeitsregeln

Seien m, n,k € N. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir Teilbarkeit:

a) min = m <n;
b) mln A nlk = mlk;
c) mn A mk = m|(in+ jk)Vi,jeN.

Lésung
a) mn & 3leN: ml=n = m<n;
b) mn A nlk & 3L, LeN:mli=n Anlhb=k = m L1lL =k = mlk;
—_——
=:/eN
c) mn Anmlk & 3l,LeN: mli=n A mlh =k
= in+ jk=iml + jmly =m(@l + jh)=mlmit/ e NVi jeN
= m|(in+ jk)Vi,jeN.

Aufgabe 29

> Primteiler

p € N heiit Primteiler von n € N, wenn p Primzahl und Teiler von 7 ist, p|n. Zeigen
Sie: Jedes n > 1 besitzt mindestens einen Primteiler.

Hinweis: Benutzen Sie den Wohlordnungssatz (vgl. z. B. [3], 1.6).
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Lésung
Zu zeigenist: Vn € N,n >1 3dp € N, p Primzahl : p|n.

Fall 1: n ist Primzahl. Wihle p := n. Fiir diesen Fall folgt also die Richtigkeit der
Aussage.
Fall 2: 7 ist keine Primzahl.

Annahme:
AN 3 ng > 1, ngy nicht Primzahl : p fno Vp € N, p Primzahl (1.1)

Definiere
M:={keN,_1: k>1 A klno}.

Da n keine Primzahl ist, gilt M # {}. Mit dem Wohlordnungssatz folgt hieraus:
dkge M : ko <k Vke M. 1.2)

Beh.: kg ist Primzahl.
Bew.: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, k sei keine Primzahl,
d.h. 3[0 eN: 1< (0 < k() VAN Kolko.

= l<dly<ko<ng—1 A fo|l’lo
= LloeM AN Ly < k.
Dies ist ein Widerspruch zu (1.2), d. h. unsere Behauptung ist wahr. Somit ist k( eine

Primzahl und Teiler von ny — im Widerspruch zu (1.1). Daraus folgt die Richtigkeit
dessen, was zu zeigen war.

Aufgabe 30

> Teilbarkeit

a) Betrachten Sie die Abbildung f : N > n +— n°> —n € Ny, wobei Ny := N U {0}.
Zeigen Sie: 30 ist Teiler von f(n) firallen € N, n > 2.
b) Zeigen Sie: 24|(5" — 1), n € N .

Lésung
a) Esist
w—n=nm*-)=n@*-1)@*+1) =nn—)n+ )n>+1)
=@m—Dnn+D@n*+1)=0n—Dnm+ )n>+ 51+ 6 — (51 + 5))
=m—Dnrn+1)((n+2)n+3)—50n+1))
=0n—Dnm+ Dn +2)n+3)— 50— Dn@m + 1)%
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Die in der letzten Zeile auftretende Differenz ist durch 30 teilbar, da der Minuend

aus einem Produkt fiinf aufeinander folgender Zahlen besteht, der Subtrahend aus

einem Produkt drei aufeinander folgender Zahlen und dem Faktor 5 besteht, und je-

des Produkt, das aus k aufeinender folgenden Zahlen besteht, durch k teilbar ist. (Es

gilt sogar, dass ein solches Produkt von k aufeinander folgenden Zahlen durch k!

teilbar ist, weil die Binomialkoeffizienten (ﬁ) fiir k € Z,n € N ganzzahlig sind.)
b) I.A.: n = 1: 24|24 ist richtig.

I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.

LS:n—-n+1:

52(}1+1) -1 = 52n+2 -1

=25.5" —1'225.24 -k + 1) — 1 (mit k € N)
=25-24-k +25—1 = 2425k + 1)

Damit erhilt man 24[(52¢+D — 1),

Aufgabe 31

»  Primzahlliicken, Primzahlpotenzen
Sein € N. Zeigen Sie:

a) Keine der Zahlen n! + k, 2 < k < n, ist eine Primzahl (Liicken in der Folge der
Primzahlen!).

b) Keine der Zahlen (n!)> + k, 2 < k < n, ist eine Primzahlpotenz (m Primzahlpotenz:
<= dp, s € N : p Primzahl, m = p*).

Lésung
a) Esist
n!+k=1_[j+k=k-<l_[j+1),
j=2 j=2
ik
d.h.kteiltn!4+k.Daaber1 <2 <k <n <n!+k gilt, ist n! + k keine Primzahl.
b) Nehmen wir an, dass (n!)> + k eine Primzahlpotenz ist. Dann existieren eine Prim-
zahl p und eine natiirliche Zahl s, so dass

n 2 n
pf=(n!)2+k=(]_[j) +k=k- (]‘[ﬁ)-k+1 .

j=2
itk
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d.h. k teilt p*. Dann muss k aber auch eine Potenz von p sein, d.h. es gibt ein
£:1<{<smitk = p* und es folgt:

(l_[jz)-k+1=ps_l>k=pe = s—{>1
g

n
= k=p'|pt= l—[jz k+1,

7

was i. A. nicht moglich ist.

Aufgabe 32

>

Rationale Zahlen, Potenzen, Primzahlen

Die folgenden Aussagen sind zu zeigen:

a) Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 12.
b) Sei p eine Primzahl und sein € N, n > 2.

Dann gibt es keine rationale Zahl x mit x" = p.

Lésung
Wir beweisen zunéchst den folgenden Hilfssatz, wobei benutzt wird, dass

plim-n) = plmv pln.

Beh.: Sei p eine Primzahl, n > 2 eine natiirliche Zahl und a € Z eine beliebige ganze
Zahl. Dann gilt:
(%) pla" = pla.
Beweis: Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstindige Induktion nach n.
Sei M die Menge der natiirlichen Zahlen n > 2, fiir die die Behauptung gilt. Es ist
2eM,da
pla® & pla-a)= plavpla & pla.

Seinunn € M, d.h. aus pla” folgt pla. Dann ist auchn + 1 € M, denn
pla"*' & pl(a-a"y = plavpla" = plavpla & pla.

Also gilt die Behauptung fiir alle n > 2.
Wir kommen nun zur Lésung der Aufgaben.
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a) Nehmen wir an, dass ein x = % € Q mit teilerfremden @, b und x? = 12 existiere.
Dann gilt:
a?
i 2= a>=3-220>= 3la’>= 3la= Ic:a=3-c
= a’=3".?= 32.c2=3.22.p"= 3.c2=2%.b7
= 3|(2%-b%) = 322V 3|h? = 3|b* = 3|b.

Damit sind @ und b durch 3 teilbar, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass a
und b teilerfremd sind, womit Behauptung a) bewiesen ist.

. . a . . ..
b) Nehmen wir an, dass ein x = — € Q mit teilerfremden a, b existiere, so dass

x" = p eine Primzahl ist. Dann gilt:

an
=P a"=p-b"= pla"= pla= Ic:a=p-c= a"=p"-"
= ploc"=p-b" = ptloe" =b" = plb" = plb.

Damit sind a und b durch p teilbar, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass a
und b teilerfremd sind, womit Behauptung b) bewiesen ist.

Aufgabe 33

> Rationale Zahlen, Primzahlen
Die folgenden Aussagen sind zu zeigen:

a) Seien x,y € R* := R\ {0}. Zeigen Sie: Ist x - y oder x + y eine rationale Zahl, so
gilt: x,y € Qoderx,y e R\ Q.
b) Seien p, g verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie: Es gibt keine rationale Zahl x mit
_x2 = p . q .

Hinweis: Benutzen Sie die Aussage, dass eine Primzahl p eine der beiden Zahlen m,
n € 7 teilt, falls p das Produkt m - n teilt (vgl. Beweis von Aufg. 32).

Lésung
a) Fiir beide Fille ,,4+“ und ,,- “ ist zu zeigen: x € Q <= y € Q. Da die Verkniip-
fungen ,,+“ und ,, - “ kommutativ sind, geniigtes, x € Q = y € Q zu beweisen.
i. Seix = %, a,beZ,undx-y = %, c,d €Z:
c c-b

:>y=d~x=a~d€Q

alsoist y € Q.
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ii. Seinunx =74, a,beZ,undx+y=75,c,del:

ch —ad c
bd

:}y: — X = — =

Q:

Ul o
>

c
d
also ist auch hier y € Q.

b) Wir nehmen an, es gibe ein x € Q mit x> = pg. Dann 1Bt sich x schreiben als
X = % mit a, b € 7Z teilerfremd. Damit gilt (s. Hinweis)

b x*=a® < bpg=a’>= pla* = pla=a=mp, mel

= b2pg =m?p? < b*q=m’p = p|b* = p|b.

Also teilt p sowohl a als auch b im Widerspruch zu a, b teilerfremd.

Aufgabe 34

»  Primfaktorzerlegung, Betrag | - |,

Sei x = 7 eine rational Zahl, b # 0, und p eine Primzahl, fiir die mithilfe der Primfak-
torzerlegung von |a| und |b| die folgende Darstellung gilt:

/

x:E:p”-% mit veZ,a €Z,b eN, p)fld|, p[b

Wir definieren damit den Betrag
x| :=p".
Dies ergidnzen wir mit:  [0[, := 0.
Zeigen Sie, dass die obige Darstellung eindeutig ist, d. h. zu gegebenem p sind v und
a/b eindeutig bestimmt, und beweisen Sie die folgenden Eigenschaften fiir den Betrag

| p:

a) |x[, =0 x=0.

b) |x‘y|p:|x|p'|y|p Vx,y € Q.

o) [x+ylp <max(|x|p [yl,)  VYVx,yeQ.

d) |x+y|p§|x|p+|y|p Vx,y € Q.
Lésung

Wir beweisen zunichst, dass die Darstellung eindeutig ist. Dazu betrachten wir zwei
Darstellungen

!/ "

a
=p -E:p’“ﬁ mit vwu€Z,a,a"€Z,b, b eN,

X =

a
b
wobeli

G pAhldl.pfla"l. pfb'. pfb".
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Betrachten wir den Fall v > 1 und multiplizieren beide Seiten mit p~* - b - b”, dann
erhalten wir

pl)—;,l, . a/ . b// — a// . b/.

Aus Voraussetzung (x) folgt zundchst v = p und damit sofort

a/ a//

b b

Im Fall v < p vertauscht man oben v und p. (Werden a, b als teilerfremd vorausge-

setzt, dann sind auch a’, b’ teilerfremd, und im Eindeutigkeitsbeweis erhilt man noch
a/ — a// b/ — b//)

a)

b)

¢)

Es gilt nach Definition
x=0=|x|, =0.
und weiter
a/
x7é0:>x=p”-; mit a' #0=|x|,=p7" >0.
Wir betrachten zunichst den Fall, dass eine der beiden Zahlen, z. B. x, gleich Null
ist. Dann gilt einerseits

x=0=2x-y=0=|x-y|,=0
und andererseits
lx|, =0=|x[,-[y], =0.

Falls beide Zahlen ungleich Null sind, lassen sie sich in eindeutiger Weise darstellen

als
Vi

a b €
xX=p A und y =p 7

und fiir die zugehorigen ,,Betrige* erhilt man

lx[, =p™"" und |y|,=p ™.

Dann gilt fiir das Produkt

a

c
x-y = phttte o pflacl pfbd.

Damit folgt:

lxyl, = p " = p™ . p = x|, |yl
Wir betrachten wieder zuerst den Fall, dass eine der beiden Zahlen gleich null ist.
Sei also 0. B.d. A. x = 0. Dann gilt einerseits

X[, = 0 = max(|x|,, [y],) = |y,
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und andererseits
lx+yl, =1yl

Fiir den Fall, dass beide Zahlen ungleich null sind, gilt wieder die obige eindeutige
Darstellung, und fiir die folgende Summe betrachten wir verschiedene Fille

a

+p s
L TP

= V1 —_
xX+y=p P

1.Fall: vi < vy, = vy, —v; > 0.
g

= —v; > —vy = p "' > p " = max(|x],. |yl,) = p~

Durch Ausklammern von p"! aus der Summe erhélt man

b [a by € v fad + pbe
x+y=p‘(5+p2 ‘5)=p‘(—bd )

Nun gilt aber wegen der eindeutigen Darstellungen fiir x und y, dass
pllad| = pflad + p="bcl.

Auflerdem gilt (wie oben)
p/f(bd)

und damit fiir den ,,Betrag® der Summe

Ix+yl, =p " = max(|x]p. |y]p).

2. Fall: v; > v,. Vertausche v; und v, im 1. Fall und argumentiere wie oben.
3. Fall: v; = v,. Durch Ausklammern von p"! aus der Summe erhilt man

= Ul(a 4 C)_ " ad + bc
YEP Ty TP bd )
Hier kann nun aber im Zihler eine Zahl auftreten, die durch p”,n € Ny,
teilbar ist. Die eindeutige Darstellung von x + y besitzt also die Form

X+y= p”‘+”<£).
Damit erhilt man nun:
Ix +yl, =p """ = p" =max(|x|p, [y],)-
Fiir n > O tritt an dieser Stelle eine echte Ungleichung auf.
d) Durch Anwendung des Aufgabenteils c) erhilt man

Ix + v, = max(jx|p, [y]p) < [x], + [y]p-
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1.4 Wurzeln, GauBB-Klammern, symmetrische Differenz
Aufgabe 35

»  Wurzeln, indirekter Beweis

Beweisen Sie durch indirekten Beweis:

a) /6 ist irrational.
Hinweis: Orientieren sie sich an dem Beweis, dass /2 nicht rational ist (vgl. z.B. [3],
1.9).

b) vVb—Va<~b—a abeR,b>a>0;

¢) /2 + /3 ist irrational.
Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass +/6 irrational ist (vgl. Teil a)).

Lésung
a) Behauptung: /6 ist irrational.
Annahme: /6 ist rational.
V6 ist rational = 3 p, ¢ € Z mit 5 = 6,9 # 0, p. q teilerfremd

=L =6=p>=23¢
(= p?ist gerade = pist gerade = I p' € Z : 2p' = p)

= 4p? =2.34>

= 2p"? = 3¢®> = ¢* ist gerade, denn 3 ist ungerade = ¢ ist gerade.
Das ist Widerspruch zur Voraussetzung, dass p, ¢ teilerfremd sein
sollen, denn p und g haben als gerade Zahlen den gemeinsamen Teiler

2. Somit ist die Annahme falsch, also ist die Behauptung richtig.

b) Behauptung: V a,b € Rmith>a>0: vb—Ja <b—a
Annahme: Ja,b € Rmith >a > 0und vb—a > vb—a

Vb—Va>b—a & Vb>vVb—a+Va
beideS:e;lenZObzb_a_i_2 (b—a)a-l—a & 0> m

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch, denn wegen b > a > 0 gilt
(b — a)a > 0 und damit auch /(b — a)a > 0. Somit ist die Annahme
falsch, also ist die Behauptung richtig.

¢) Behauptung: +/2 + +/3 ist irrational.
Annahme: /2 + ﬁ ist rational.
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VI4v3eQ S (Va4 vE =542v6€0Q

5 2
ig 2V/6€Q 29 V6eQ (Widerspruch!);

d.h. die Annahme ist falsch, also ist die Behauptung richtig.

Aufgabe 36
»  Satzvon Archimedes, Wohlordnungssatz, Gau3-Klammern
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Archimedes und des Wohlordnungssatzes, dass fol-
gende Aussage gilt:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl n € Z mit
n<x<n++1.
Hinweise:
1) Fiir x € Z ist die Aussage trivialerweise erfiillt. Fiir x € R \ Z unterscheide zwischen
x > 0und x < 0. Beweisen Sie die Eindeutigkeit indirekt.
2) Es gilt eine analoge Aussage der Form:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl m € Z mit
m—1<x<m.
3) Dadurch werden die Funktionen

x| :=n bzw. [x]:=m

erklart. Fiir | x| ist auch die Gauf3-Klammer [x] tiblich.

Lésung
Der Satz von Archimedes (vgl. z. B. [3], 1.8) besagt:

Va,beR,a>0,3dneN: na>b.

Fall1: x € Z:
Setze n := x, dann ist die Bedingung offensichtlich erfiillt.
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Fall2: x > 0, x & Z:
Setze im Satz von Archimedes a := 1 und » := x, dann gibt es eine natiirliche
Zahl ny € N mit ny > x. Definiere nun die Menge V durch V = {v €
N | x < v}. Diese ist wegen 1y € V nicht leer. Nach dem Wohlordnungssatz
(vgl. z.B. [3], 1.6) gibt es dann ein kleinstes Element k € V. Setzen := k—1 €
Ny, dann gilt nach Konstruktion von V'
n=k—-1<x<k=n+1.
Fall3: x <0, x & Z:
Setze y := —x. Dann gibt es nach Fall 2 ein k{ € Ny mit
ko <y=-x<kj+ 1.
Da x ¢ 7 gilt sogar
ki <—x <ki+1 & —ky—1<x < —kg.
Setze nun n := —k; — 1 € Z, dann gilt
n=-kj—l<x<-ki=n+1
und daher auch
n<x<n+1.
Eindeutigkeit:
Angenommen, es gibe zwei verschiedene n,n’ € Z, die die Bedingung er-
fiillen. Sei 0.B.d. A. n’ < n, dann gilt n’ + 1 < n und damit
x <n' +1<n <x (Widerspruch!).
Daher ist die Zahl n € Z eindeutig bestimmt.
Aufgabe 37
»  Rechenregeln fiir Gau3-Klammern

Beweisen Sie folgende Regeln fiir die Funktionen | x| und [y]:

a) [x]=—-|-x] VxeR;
b) [x]=|x]+1 VxeR\Z;
o [£]=|"%=] VnkeZ.k =1

Hinweis: Benutzen Sie die Ergebnisse von Aufg. 36.
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Lésung
a) Zuzeigen: [x] = —|—x]| Vx eR
Nach Aufgabe 36, Hinweis ii), ist m := [x] fiir beliebiges x € R eindeutig be-
stimmt durch
m—1l<x<m
(=1
— —m<-x<-m+1
Nach Aufgabe 36 ist daraus wiederum —m eindeutig bestimmt als —m = |—x].
Insgesamt folgt
[x] =m = —(-m) = —[-x] .
b) Zuzeigen: [x] = |x] +1 Vx e R\Z
Sei x € R\ Z. Dann gibt es nach Aufgabe 36 ein eindeutig bestimmtes n € Z mit
n<x<n+1;wegenx ¢ Z gilt sogarn < x <n + 1. Esistn = |x]|. Nach
Aufgabe 36, Hinweis ii), gilt aber auch [x] = n + 1, also insgesamt

[x]=[x]+1.

) Zuzeigen: [2] = [“%=L] Vnoke€Z, k> 1
Seien n,k € Z mit k > 1 beliebig. Ferner sei fiir m € 7Z

M, ={x,y)) eRxR|m—-1l<x<m<y<m+1}.

Dies bedeutet
[x] =m = |y] V(x,y) € My.

n n+k—1

Zu zeigen ist also: (E, 3 ) € M[%W Vn,kelZ, k>1

— (ﬁ]—1<3<{ﬂ§”+k$g(%]+1 VakeZ, k=1

klar nach Aufg. 36

Es bleiben I und II nachzuweisen:

Zu II: " "
c=lEl = o=+l
k:ZI> E—1—1— l <{E—‘+1
k k k
>0
-~
ZuI:
Es gilt: .
n n n n+
l-r<r=lil<=
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Wir machen nun die Widerspruchsannahme, dass

SN

gilt. Es folgt:

n+k—1 n n—+k
k <(E]< k
:>n+k—1<k[ﬂ<n+k.
——
eZ

Dies ist ein Widerspruch, da zwischen n + k — 1 und n + k keine ganze Zahl mehr
liegen kann.

Aufgabe 38

»  Symmetrische Differenz von Mengen

Sei X Menge und seien A, B C X. Die symmetrische Differenz von A, B ist die Menge
{xeX|xeAUB, x¢g€ AN B}

und wir schreiben dafiir AA B. Zeigen Sie:

a) AAB=(ANB)u((4'NnB).

b) 0AA = A.

¢) AAB C (AAC)U (BAC)firalleC C X.

d) Zeigen Sie durch ein einfaches Beispiel, dass die Inklusion in c¢) echt ist.

Hinweis zu c): Es wird vorgeschlagen, einen indirekten Beweis zu verwenden und die
Regel von de Morgan zu benutzen (vgl. Aufg. 3, b)).

Lésung
a)
x€ AAB < xe€ AUBAx¢ANB

< (xeAvxeB)A—-(xe ArxeB)
<< (x€eAvxeB)A(x¢ AV Xx¢B)
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< |(xeAAx ¢ AV(x¢EAAXxEB)
—_— ——

falsch

V|i(xeAArx¢B)v(xe BAx ¢ B)
S———™ ™

L falsch

< (x¢AAxeB)V((xeAArx ¢ B)

< xe(ANB)U(ANB)

b)
XEWPAA <= xcDUAAX¢EDNA
< x€AAXx¢ED << xeA

~——
wahr

¢) Wendet man die Methode des indirekten Beweises an, dann ist zu zeigen:
VC CX,xeX giltt x¢ (AAC)U(BAC) = x ¢ AAB.

Bemerkung: x ¢ AA B bedeutet, dass x entweder in A und in B liegt, oder x liegt
in keiner der beiden Mengen. Weiter gilt nach der Regel von de Morgan:

x ¢ (AANC)U(BAC) <> x & (AAC) A x & (BAC).

Wir setzen nun x ¢ (AAC)U(BAC) voraus und machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: x € C: In diesem Fall muss wegen der obigen Bemerkung sowohl x € A4,
alsauchx € Bgelten = x € AN B = x ¢ AAB.

Fall 2: x ¢ C: Hier folgt analog x ¢ A Ax ¢ Bunddamitx ¢ AUB = x ¢
AAB.

d) Wir zeigen noch durch ein einfaches Gegenbeispiel, dass die Inklusion in c¢) echt
ist, also keine Gleichheit gilt:

A={1,2}, B=1{2,3}, C ={3,4},
AUB ={1,2,3}, AnNB ={2}, AAB ={1,3},
ANC ={1,2,3,4}, BAC = {2,4}
= 4e€ AAC = 4 (AAC)U(BAC)
aber 4 ¢ AAB.
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Aufgabe 39

»  Symmetrische Differenz von Mengen

Sei X eine Menge; seien A, B C X. Die symmetrische Differenz AAB von A und B ist
definiert durch (vgl. Aufg. 38)

AAB:={xe X |xe€e AUB, x ¢ AN B}.
Berechnen Sie AA B fiir die folgenden Mengen:

a)
A={xeR|x>>1} und B:={xeR||x+0,5 <1}
b)
A={(x,y) eR*| x>+ > <2} und B:={(x.y) eR*| x>+ <1}
9)
3
A= (x,y)e]R2||x|+|y|§§}, B:= {(x,y)eR2|max{|x|,|y|}<1}

Lésung
a)
x € AAB & x € (AN B’)U (A’ N B) (vgl. Aufg. 38, a))
&S (xeArxEdB)vV(xgdAAnxeB)
S (2>1IAX+05>D)VXEP<IA|x+05 <1)
< (x<=1vx>DHAKXx+05>1Vvx+0,5<-1))
V(-1 <x<I1A-1<x+05<1)
&S (x<=-1vx>1)A(x=>05vx<-15))
V-l <x<1a-15<x<0,5
& (x<-1Ax=>05Vvx<—-1lArx<-15)
Vix>1TAx>05)Vvix>1Ax<-15Vv(-1<x<0,5)
& x<-15vx>1v-1=<x<05.

Somit gilt AAB = (—o0, —3] U [~1,3) U (1,00).
b)
(x,y) € AAB & (x,y) e (ANB)U (A" NB)
< (x.y) e An(x.y) €B)V((x,y) AA(x,y) €B)
S (24+y2<2Ax24+y2>1)
VX2 +y2>2Aax2 42 <)
& 1<x?4+yr<2.

Somit gilt AAB = {(x,y) e R? | 1 < x? 4+ y? <2}.
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c)
x € AAB

< xe(ANB)U(A' NB)
< (xeAAxEdB)V(xg€AAXxEB)
—

3
(114191 = 5 A maxtjel 1y = 1)
3
v (bt 1yt > 2 A maxiie 1y < 1

3
<= (x+y§EAmax(x,y)zl/\xEO/\yEO)

3
Vv x-yfEAmax(x,—y)zl/\XEO/\y<0)
3
Vv —x-|-y§§Amax(—x,y)21/\x<0/\y20
3
Vv —x—y§EAmax(—x,—y)zl/\x<O/\y<0

3
x+y>5Amax(x,y)<l/\x20/\y20)

<

<
N NN TN T NN

x—y>§/\max(x,—y)<1/\x20/\y<0)

w

\% —x+y>—/\max(—x,y)<1/\x<0/\y20)

W

\% —x—y>5Amax(—x,—y)<1/\x<0/\y<0)

Beachtet man max(a,b) > s <= a > s Vb > s sowie max(a,b) < s <= a <
s Ab < s, so fiihrt man die Aquivalenzumformungen wie folgt weiter durch:

3
<~ (x—i—yfz/\le/\xZO/\yzO)

\%

IA

N W

xX+y —/\yzl/\xEO/\yZO)

(
(
(=053
(
(

\%

=
<
A
|
>
=
\
>
=
\
o
>
~<
A
o
——

<
<
IA
|
>
|
~
v
>
=
\
o
>
<
A
o
——

<

X

IA

W N W

—x+y /\—le/\x<0/\y20)
VI —x+y

IA

/\yzl/\x<0/\y20)
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<

/\—le/\x<0/\y<0)

<

A—yzle<OAy<O)

/\x<1/\y<1/\x20/\y20)

<

<
/‘\/‘\/‘\/‘?/‘\/‘\
+
~
\Y
W | w

/\x<1/\—y<1/\x20/\y<0)

<

—x+y>§/\—x<1/\y<1/\x<0/\y20)

3
—x—y>—/\—x<1/\—y<1/\x<0/\y<0)

\Y,
1< <3/\0< <3
<= _x_2 _y_2 X
1 3
VIOSXx<-AlZ<y<-—x
2 2
3 3
VIT<x<-Ax—=-=<y<0
2 2
1 3
VIO<x=<-Ax—=z=<y=<-1
2 2
\% 3<x< 1A0< <3+x
2= )
\% 1<x<0/\1< <3+x
== =V=3
3
v(—§§x<—1/\———x<y<0)
1 3
VI—=<x<0A—=—-x<y<-1
2 2

Bei zeichnerischer Losung (bzw. geometrischer Veranschaulichung dieses Ergebnisses)
findet man heraus, dass es sich bei AAB um die Zacken eines Sterns handelt, der
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Abb.1.1 Symmetrische Differenz AA B (Aufg. 39, Teil ¢))

entsteht, wenn man die zwei Quadrate mit den Eckpunkten
A(l, 1), B(—1,1),C(-1,-1), D(1,-1)

bzw.
E(0,3/2), F(-3/2,0),G(0,-3/2), H(3/2,0)

iibereinanderlegt (sieche Abb. 1.1).

1.5 Ungleichungen, Potenzen und Fakultaten
Aufgabe 40

»  Losungsmengen von Ungleichungen

Losen Sie folgende Ungleichungen iiber R. Skizzieren Sie zudem die Losungsmenge auf
der x—Achse.

x+3

a) > 3;
2x —5

py M=o
2_1-2

c) |x—|x—1]| > -—2x+1.

Hinweis: Machen Sie geeignete Fallunterscheidungen fiir x.



48

1 Grundlagen, Zahlen, Folgen, Reihen

Lésung

Im Folgenden wird die Losungsmenge mit I bezeichnet.

a) Fall 1:

Fall 2:

Fall 3:

b) Fall 1:

Fall 1.1:

Fall 1.2:

Fall 2:

Fall 2.1:

2x—5>0©x>%;

x+3
2x —5

>3 x+3>302x-5)

18
S x+3>6x—15 & 18> 5x & ?>x;

: ; . 5418 18
insgesamt gilt daher: x > A2 >x & 2
2x-5<0 & x<3;

5 _ (5 18).
> X > E,also]Ll —(2, 5),

x+3
2x —5

>3 x+3<32x-5)
18
S x+3<6x—15 < 18<5x & ?<x;

insgesamt gilt daher: x < % A % < x (Widerspruch!), also L., = @;
X = %;
fir x = % ist der Ausdruck nicht definiert, also IL; = @;
fiir die Losungsmenge LL ergibt sich daher L = L; UL, ULz = (3, ).
X2—1>0 & x2>1 & x>1vx<-—1;
lx] 1
x2—1

x>0

2

>1<i>||1>1 1<i>o>22||+1
= x| — —X"— = xX°—2|x ;
-2 -2 2 -

02x2—2|x|+1 &S 0>x2—2x+1 <:>02(x—1)2 & x=1;

insgesamt gilt daher (x > 1 Vx < —1) Ax > 0 Ax = 1 (Widerspruch!),
alsolL;; = @;
x <0

0>x2=2lx|+1 & 0=>x>+2x+1 ©0>(x+1)? ©x=—1;

insgesamt gilt daher (x > 1vVx < —1)Ax < 0Ax = —1 (Widerspruch!),
alsolL,, = 0;
2-1<0 & x2<1 & —-1l<x<I;
x| —1
x2—1

x>0

2

>1c>|| 1<) 1<i>o<22||+1
= x| — —X"— = xX°—2|x ;
-2 -2 2 -

0§x2—2|x|+1 & 0<x?—2x+1 <i>0§(x—1)2 & x eR;

insgesamt gilt daher —1 <x <1 Ax > 0Ax € R,alsoL,; = [0, 1);
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Fall 2.2: x < 0;
O§x2—2|x|+1 S 0<x?4+2x+1 <i>0§(x—|—1)2 < x eR;
insgesamt gilt daher (—1 <x < 1)Ax <0AXx € R,also L, = (—1,0);
Fall3: x=-1vx=1;
fiir x = —1 v x = 1 ist der Ausdruck nicht definiert, also IL; = @;
fiir die Losungsmenge L ergibt sich daher L. = L, ; UL, UL, ; UL, , U
Ly =(-1,1).
¢c) Falll: x—1>0 <& x>1;
x—=|x—=1||>2x+1%& [x—(x—-1)>-2x+1
S l>-2x+14 2x>0 & x> 0;
insgesamt giltdaherx > 1A x >0 & x > l,also L; = [1, 00);
Fall2: x—-1<0 & x<1;
[x—|x—=1|| > =2x+1 & |x—(1—-x)| > —2x+1 & |2x—1| > —2x+1;
Fall2.1: 2x—1>0 & 2x>1 & x> 1
1
R2x—=1]>-2x4+1 & 2x—1>-2x+1 & 4x>2 & x>§;
insgesamt gilt daher x < 1 A x > %/\x >3 & 1>x> 3 also
Loy = (3.1);
Fall22:2x -1 <0 & 2x <1 & x <1;
2x —1|>-2x+4+1 & 1-2x > -2x+1 & 0> 0 (Widerspruch!);
insgesamt gilt daher L, , = 0;
fiir die Losungsmenge L ergibt sich daher L. = Ly UL, UL, , = (%, oo).
Aufgabe 41
> Ungleichungen, volistandige Induktion
Zeigen Sie:

a) 4-n<nn+1), neN,n>3.
b)2-n§n2, neN,n>2.

(Erinnerung: 1-m :=m, (k +1)-m:=k-m + m,

1

m' i =m, mF*' = m.m*, meN).
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Lésung
Beide Teilaufgaben werden durch vollstindige Induktion iiber 7 bewiesen.

a) LA:n=3:12 < 12istrichtig.
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 3.
LS:n—-n+1:

LV.
dn+1)=4n+4 <nn+1)+4

2 ® 5
=n"+n+4<n"+n+2n+2
=n’4+3n+2=@n+1)(n+2)

wobei die Ungleichung (%) wegen 2n 4+ 2 > 4, n > 3 gilt.

b) LA:n=2:4 < 4istrichtig.
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 2.
LS:n—-n+1:

Lv.
2m+1)=2n+2 <n-+2

n>2 ) 2
<n4+2n+1=mn+1)

Aufgabe 42

»  Ungleichungen, vollstindige Induktion
Fiir welche n € Nj sind folgende Aussagen wahr?

a) 2n+ 1 <2%
b) n? < 2.

Lésung

a) Die Ungleichung ist erfiillt fiir n € Ny \ {1, 2}:
n=0:2-0+1=1<1=2% n=1:2-1+41=3>2=2"
n=2:2-241=5>4=22%
Fiir n > 3 wird die Behauptung mit Hilfe der vollstindigen Induktion gezeigt:
LA:n=3:2-34+1=7<8=2%
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

LV >3
LSin—n+1:2m+1)+1=QCn+1)+2 <2 +2'< 20 420 =20+,

b) Die Ungleichung ist erfiillt fiir n € Ny \ {3}:
n=0:0=0<1=2% n=1:1>=1<2=2
n=2:22=4<4=2% n=3:3=9>8=2%
Fiir n > 4 wird die Behauptung mit Hilfe der vollstandigen Induktion gezeigt:
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LA:n=4:4=16<16=2%
1. V.: Die Behauptung gelte bis n.

LV.,a)
LS:n—n+1:m+1)?>=n>+2n+1 < 2"42" =2+

Aufgabe 43

»  Ungleichungen fiir Potenzen
Beweisen Sie:

a) 2" <n!, neN,n>4
n
1
b)zg<3, neN;
k=0 '
no 1
c) (%) <-n!, neN;
d)Xn:i<2—L neN,n>2
i:li3 n’ T

e) Seiace R, 0<a<1.Danngilt: 0 <a” <1 VneN.

Hinweise: Benutzen Sie fiir a) und c) vollstandige Induktion. Verwenden Sie fiir b) Teil a)
und die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe sowie fiir ¢) Teil b).

Lésung

a) Vollstindige Induktion:
LA:n=4:2%<24=41(w.A);
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

LS:n—>n+1:
2 — 0.0 ' 0 "2 i Dt = (n 4+ 1)
b) n n
k=0%=1+1+%+é+;%
;
a<)§+22ik

k=4
8 1 1 1 " 1\F
{1+ 4+24+Z Z
(rsrarg) v 23)

+1
S formel 17 1- (%)n
24 1-1

<—4+2<3
24+
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c) Es gilt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes

(1 + %) = Z( )nk Zk‘(n —k)'n"

k=0
:Zn(n—l)...lgn—k+1)iE i237
n k! k!
k=0 k=0

was unten an der Stelle () benutzt wird.
Vollstindige Induktion:

LAa:n=1: (1) =1 <liiwaAy;
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

I.S:n—n+1:

n4+1\"" n+1\" n" 1" n"

Q3" )= (%) n+1)

I'<V'1 | 1 1 !
< 5”'(”+ )—§(n+ ).

d) LA:n=2: Z I+1=1125<175=2-1 (w.A);

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—-n+1:

L1 Zl 1.v.2 1+ 1 éz 1
i? =il (n+1)3 n?  (n+1)3 (n+1)"

HM+

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass die letzte Ungleichung gilt:

1 1 1 1
2=t Gy <2 @y @ i TG < W

& Pm+D+nP<m+1)P> o P42’ <nP+3n+3n+1
& 0<n?+3n41(w.A).

e) Induktion iiber n:
LA:n=1:0<a'<1 istrichtig nach Voraussetzung.
1. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.
LS:n—-n+1:

0<a"A0<a = 0O<a-a"=a""!
N——

a"<lrhna<l = dt'=ag.a"<1
———_—
LV.
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Aufgabe 44
»  Ungleichungen fiir 2 reelle Zahlen
Sei0 < x <y, x,y € R.Zeigen Sie:

2 2
a) xzf(zxy) Sxyf(x;ry) <.
X+Yy

b) Tritt an irgendeiner Stelle dieser Ungleichheitskette das Gleichheitszeichen, so ist
X =y.

Lésung
a) Die erste Ungleichung beweist man durch

x§y<:>x+y§2y<:>(x+y)2§4y2

2 2
— xz(x + y)2 < (2xy)2 — x? < (&) .
X+Yy

Zum Beweis der zweiten Ungleichung rechnet man nach:
0<(x—y)Y <<=0<x*—2xy+y* < 4xy<(x +y)°

2x 2
= 2xy)? < xy(x + y)} = (_y) < Xxy.
X+y

Die dritte Ungleichung zeigt man mittels

0<(x—y)? < 0<x?—2xy+y?

2
X +
<:>4xy§(x+y)2<:>xy§(Ty) .

Die vierte Ungleichung ergibt sich schlieBlich aus
X<y<=x+y=<2y

2
X+
= (x+y)P <4y = (Ty) <y
b) Da in a) nur Aquivalenzumformungen durchgefiihrt wurden (Beachte x,y > 0),

ergibt sich jeweils unmittelbar x = y, wenn die entsprechenden Beweise riickwirts
mit einem Gleichheitszeichen anstelle des Ungleichheitszeichens gelesen werden.
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Aufgabe 45

»  Ohmsche Widerstinde

Zwei Ohmsche Widerstinde R; und R, werden zum einen in Reihe mit Gesamtwiderstand
R, und in einer zweiten Schaltung parallel mit Gesamtwiderstand R, geschaltet. Zeigen

Sie, dass zwischen den Gesamtwiderstidnden folgende Ungleichung gilt:

R, > 4R,.

Lésung
Werden die Widerstinde in Reihe geschaltet, so gilt fiir den Gesamtwiderstand R, :

R, = R + R;.
Werden die Widerstinde parallel geschaltet, so gilt fiir den Gesamtwiderstand R),:

1 1 I R+ R

R, /TR RR
Damit erhilt man:

R R,
Ri+ R,
& RI-2R R+ R3>0 & (R —Ry)?>>0(w.A),

R, =4R, & R+ Ry >4 & (Ri+ Ry’ = 4R\ R,

wobei die letzte Aussage immer gilt (w. A. = wahre Aussage).

Aufgabe 46

»  Summen und Produkte von Zahlen, Ungleichungen

Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir reelle Zahlen a;, j € {1,...,n}:
a)
n n
H(l—aj) > I—Zaj, 0<a; <1V je{l,2,... nk
j=1 j=1
b)

n n 1

Za/. Z_ >n’ a;€R, a; >0V je{l,2,... n}.
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Lésung

a) Vollstindige Induktion:
LA:n=1:1-a >1—a
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.

I.S:n—n+1:
n+1 n
[[a-a) =[]0 -a) 0 —a.)
X X N———
i=1 i=1 0<..<1
LV. "
> (1 - Za,-) (1= ays1)
i=1
n n
=l—ap4 — Zai + ant1 Zaz
i=1 i=1
~——————
0<..<n
n+1

b) Vollstindige Induktion:

1 1
LA:n=1: (Z aj) (Z %) = ali =1>12(w.A);

j=1 j=1
1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—-n+1
n+l e+l n " |
Yl = e tan [+
j=1 j=1 aj i=1 =i aj Apt1
LV. 1 " "1
> n? 4+ Zaj + an41 Z— +1
ap41 1 —1 aj
J= Jj=
n a: n a,
—n?4 Z A Z il
j=1 An+1 j=1 aj
® 5 )
>n +2n+1=@m+1)".
Zu (x): Wegen a; > 0, j € {1,2,...,n,n + 1} gilt b; := 4 5,

An+1

j €{1,2,...,n}und damit

(b —1)2206b0>—2b;+120 & b>+122b;

bj >0 1 .
Syt 22 jella m
J
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Daraus folgt sofort die Ungleichung

n

S0, +Zbi=z(b,+bi)zzz=zn,
j=1 j=1 = J

j=1

womit die Abschidtzung (*) bewiesen ist.

Aufgabe 47
> Potenzen und Fakultiten

Beweisen Sie:

a)
n—1 i
1 n
H(I—I—T) :n—, neN,n>2.
. i n!
i=l1
b)
n—1 i+1
1 n
l—[(1+7) =" , neN,n>2.
i i (n—1)!
c)
1 n 1 n+1
(1+—) <3, (l—l——) > 2, neN
n
d)

3(%)”5;1!52(%)", neN.

Hinweise: Verwenden Sie im 1. Teil von c) die Binomische Formel und zeigen Sie, dass

darin (Z)nlk < 2,(1—,1, 1 < k < n, gilt. Benutzen Sie fiir den 2. Teil von c) die Bernoullische

Ungleichung (1 +a)" > 1+ na, a € R,a > —1, n € N (vgl. z. B. Aufg. 54).

Lésung

a) Wir beweisen die Formel mit vollstdndiger Induktion. Der Induktionsanfang ist fiir
n = 2 offensichtlich erfiillt. Die Behauptung gelte bisn > 2.
n—n+l:

n
1, n" 1 n" (n+1)"  (n+1)'t!
I+-) =—U+-)'=— = )
1,11( +i) n!( +n) n!  n? (n+ 1)!
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b) Wir beweisen die Formel mit Teil a):

n—1

ﬁa+ﬁ“—fhw5fﬁa+59ﬂ
i=1 i - i=1 i i=1 i - n!

i=1
¢) Nach der Binomischen Formel gilt:

1\" " (n\1
k=0

Firk > 1gilt1 <n —k 4+ 1 < n und deshalb

1 1

(n)i _n-(n=1--(n—k+1) -
k

Setzt man diese Abschitzung in die obige Summe ein, so folgt

1" &n)1 1
(1+3) =Z<k)n—kfl+zﬁ
= k=1

n—1 k 1
1 1—(Ly 1
=1+ (5) =1+ 2 <1+ =3
(2) 1] 1-(3)

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt schlielich

1 n+1 1 n 1
(1+—) >(1+—) >1+n—=2.
n n n

d) Nach Aufgabenteil a) und c) gilt

a) n" n" n
| = < < 2(=)"
M =5 22
[Ta+-)
i=1 \H,l__/
>2
und \ ;
12 " 3y
: n—1 1. = 3n—1 3(3) :
[Ta+-oy
[=] —

1
fr— —_— = < .
nk k! nk k! 1-2:3...k = 2k=

i+1 n" n"
H( i ):E'”:(n—n!'
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Aufgabe 48
>  Binomialkoeffizienten
a) Zeigen Sie die folgende Gleichheit fiir die Binomialkoeffizienten:

n n n—+1
(k)+(k+1)_(k+1)’”’k€N°‘

b) Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir beliebige n, k € N gilt:
X”: k+j—-1) _(n+k
; k o \k+1)
j=1

Hinweise: Die Binomialkoeffizienten sind erklért durch

ny\ . _ n! )
k] (n—k)k!”

definitionsgemal ist 0! = 1, und fiir k > n setzt man (Z) := 0. Behandeln Sie in a) auch
die Fille k > n.

Lésung
a) Falll: k < n:

n n _ n! n!
) T \k+1) T oo T ek r o)k

_n'((k+1)+((n+1)—(k+1)))
S+ D) = (k+ D)k + 1)

B (n+ 1! _(n+1)
S+ D)=+ E+1 \k+1)

Fall 2: k = n:

() () =C) () =rvomr=(R) - (20

Fall 3: k > n:
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b) Vollstandige Induktion iiber 1, wobei k € N beliebig, aber fest ist:

1 .
o k+j—1\ (k) K k1) [kt
I‘A"”_l';< k )_(k)_O!k!_1_0!(k+1)!_(k+1)'

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—-n+1:

k41 " (k+j—1 k+@m+1)—1
() nt )

j=1 j=1
Lv. (n+k n n+kla (m+1)+k
k41 k] k+1 )

1.6 Maximum und Minimum, Supremum und Infimum

Aufgabe 49
> Maximum, Minimum
Zeigen Sie, dass fiir alle x, y € R gilt:

a) max(x,y) = 3(x +y + |x — y|);
b) min(x,y) = 3(x + y — |x — y|).

Dabei bezeichnet max(x, y) bzw. min(x, y) die groere bzw. kleinere von zwei Zahlen
X, ).

Lésung

a) Zu zeigen: max(x, y) = %(x +y+|x=y))
Seio.B.d.A. x > y,d.h. x = max(x, y).
Zu zeigen: x = %(x +y+]x—y).
Es gilt

1 1 2x
sx+y+lx—yD=sx+y+tx—y)=—=x.
2 —=" "2 2

>0
b) Zu zeigen: min(x, y) = %(x +y—Ilx=y)
Seio.B.d.A. x < y,d.h. x = min(x, y).
Zu zeigen: x = %(x +y—|x=y.
Es gilt

1 1 2x
sc+y—lx—yD=s+y+x—y)=—-=x.
2 —=""2 2

<0
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Aufgabe 50
»  Supremum reeller Zahlenmengen, Vollstandigkeitsaxiom
Seien A, BCR, A#0, B#0.

a) Es gelte

1) AUB =R.

2) xeA, yeB=—=x<y

Zeigen Sie: 3x e Rmit A ={z € R|z < x}oder 4 = {z € R|z < x}.
b) Seien A, B nach oben beschrinkt. Setze

C:={zeR|z=a+bmitac A, be B}.
Zeigen Sie: SUp..- Z = SUpP,c4 @ + SUppcp b.

Bemerkungen zum Supremum: Fiir eine nichtleere, nach oben beschrinkte Menge A C R
existiert nach dem Vollstdndigkeitsaxiom ein Supremum, d. h. eine kleinste obere Schran-
ke dieser Menge. Eine solche Zahl S ist eine obere Schranke und keine Zahl kleiner als
S ist obere Schranke, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es mindestens eina € A mit S — ¢ < a.
Dies ist eine Charakterisierung des Supremums (vgl. z. B. [3], 1.8). Eine analoge Charak-
terisierung gilt fiir das Infimum.

Lésung
a) Nach Voraussetzung ist A # @ und die Menge ist nach oben beschrénkt, denn jedes
Yo € B # @ ist obere Schranke von A, da

2)
VxeAd:x <yy.

Nach dem Vollstindigkeitsaxiom besitzt A demnach ein Supremum x := sup A.
1.Fall: x € 4
Wir zeigen, dassdanmn A = {z e R:z <x} =:C.
A C C: Seiz € A. Da x obere Schranke von A ist, gilt z < x = z € C.
C C A: Seiz € C. Angenommen z & A.

1) xeA
=>zeB = x<z.

Dies steht allerdings im Widerspruch zu z € C. z muss also in 4
liegen.
2.Fall: x ¢ A
Wir zeigen, dassdann A = {z e R:z < x} =: D.
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AC D:Seiz e A.

1) 2)
xXdA=xeB=z<x=>z€eD.
D C A: Seiz € D. Nehmen wir an, dass z ¢ A.
= z € B = z obere Schranke von A = x < z.

Die letzte Ungleichung steht allerdings im Widerspruchzu z € D;
z muss also in A4 liegen.

b) Wirdefinieren A+ B :={ze€R|z=a+b mit ac A, b € B} und zeigen,
dass sup(A + B) = sup A + sup B. Sei @ := sup 4 und f := sup B, so miissen
wir zeigen, dass o 4+ B die kleinste obere Schranke von A + B ist. Offensichtlich
ist & + B eine obere Schranke dieser Menge, denn es gilt fiir z € A + B:

z=a+b<a+p.
Zu beliebigem ¢ > 0 existierena € A, b € B mit
a—¢e/2<a und B—¢e/2<Db

= @+p)-e<(a+b)=:z,

und damit ist @ + B die kleinste obere Schranke von A + B.

Aufgabe 51

>

a)

b)

Infimum und Supremum

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Beweisen Sie die

richtigen Aussagen und geben Sie fiir die falschen Aussagen ein Gegenbeispiel an.

1) Jedes Maximum ist ein Supremum.

2) Zu jeder Teilmenge von R gibt es ein Supremum.

3) Infimum und Minimum sind dasselbe.

4) Ists das Supremum einer Teilmenge von R, so ist s + 1 eine obere Schranke dieser
Teilmenge.

Bestimmen Sie — falls vorhanden — das Infimum, Supremum, Minimum und Maximum

der Menge M, die durch

M:=% <] xeR}CR
1+ |x|

definiert ist.
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Lésung

a) 1)

2)

3)

4)

Diese Aussage ist wahr.
Sei m das Maximum der betrachteten Menge M, dann gilt

m>xVxeM~ArnmeM.

Wegen m > x V x € M ist m offensichtlich eine obere Schranke von M
und wegen m € M zugleich auch die kleinste obere Schranke, also ist m das
Supremum von M.

Diese Aussage ist falsch.

Betrachte die Menge R™ := (0, c0) C R. R besitzt aber kein Supremum, denn
R T ist nach oben unbeschrinkt, so dass keine kleinste obere Schranke existieren
kann. Wire M € R beliebig eine obere Schranke, dann miifite gelten

X<MVxeR".

Wegen
MeR = |[M|eRf = |M|+1eR*

kann man x := |[M| + 1 € R™ setzen. Dann gilt x = |[M|+ 1 > M (Wi-
derspruch!). Somit ist R™ nach oben unbeschriinkt und besitzt daher auch kein
Supremum.

Diese Aussage ist falsch.

Betrachte die Menge (0, 1]. Diese besitzt nach dem Vollstindigkeitsaxiom ein
Infimum, da (0, 1] nach unten beschrinkt ist. Sei nun m € (0, 1] das Minimum
dieser Menge. Wegen der Eigenschaften von R gilt

me(0,1] == 0<m=<1=0< <

|3

m
— € (0,1],
= > (0,1]

N =

so dass man x := Z setzen kann. Somit 14Bt sich wegen 2

5 7 < m zu jedem
angenommenen Minimum m € (0, 1] ein Element der Menge finden, dass noch
kleiner ist. Daher kann kein Minimum vorliegen.

Diese Aussage ist wahr.
Ist s das Supremum der betrachteten Menge M, so ist s auch eine obere Schran-

ke von M. Offensichtlich gilt dann
s+1>s>xVxeM,

d.h. s + 1 ist eine obere Schranke von M .

b) Das Infimum und das Minimum der Menge M ist null: Es gilt

|x]
1+ |x|

>0 |x|=0(w.A);
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|x

also ist null eine untere Schranke der Menge. Fir x = 0 gilt ; +|‘x|

0 € M ist.
Das Supremum von M ist 1, es gibt aber kein Maximum: Es gilt

<1l & [x|<14+x] & 0<1(W.A),
1+ |x|

= 0, so dass

also ist 1 eine obere Schranke der Menge. Angenommen, es gibe eine kleinere

obere Schranke. Sei dazu ¢ > 0 beliebig. Es mii3te also gelten

<l—-e¢ & |x|<1+|x|-Q+|xDe & 1+ |x])e=<1.
1+ x|

Setze x = % € R, dann erhilt man
1 .
1>+ x)e=|1+—-)e=e+1 & 0> ¢ (Widerspruch!).
e

Somit ist 1 das Supremum von M . Weiterhin gilt

x|
1+ |x|

=1 < |x| =1+ |x|] & 0= 1 (Widerspruch!),

also liegt 1 nicht in M, es gibt also kein Maximum.

Aufgabe 52

»  Supremum und Infimum

Es seien A, B nichtleere Teilmengen von R. Es gelte
a<bVaeA beB.

Beweisen Sie:

a)
s:=supA und ¢:=infB existieren;
b)
sup A < inf B;
c)

supA=infB & Ve>03acA, beB:b—a<e.
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Lésung

a)

b)

Nach Voraussetzung sind A und B nicht leer, d.h. es gibt mindestens ein a’ € A
und ein b’ € B. Daher gilt

a<b'VYVaeA und ad <bVbeB.

Damit ist A nach oben und B nach unten beschréinkt. Nach dem Vollstindigkeitsaxi-
om existieren somit s := sup A und ¢ := inf B.
s+t

Angenommen es wiirde 7 < s gelten. Setze u := =3, dann gilt offensichtlich

t <u < s.Dat das Infimum von B ist, also die grofite untere Schranke, gibt es
ein b € B mit ¢ < b <u (sonst wire u eine groflere untere Schranke, was einen
Widerspruch liefern wiirde). Da s das Supremum von A ist, also die kleinste obere
Schranke, gibt es ein @ € A mit u < a < s (sonst wire u eine kleinere obere
Schranke, was einen Widerspruch liefern wiirde). Insgesamt liefert dies

t < b<u<a <s = bh<a (Widerspruch zur Voraussetzung!).

=" Es gilt
Ve>03aecAd: s—¢ <a,
Ve'>03beB: b<s+¢£.

Sei nun & > 0 beliebig. Setze &' = &” := 7. Wegen
€
s—& <anb<s+é¢ = bt+s—¢d <a+s+e = b—a<e+¢ = > <e¢

folgt: dJacA, beB:b—a<es.
,,»<="“: Diese Richtung wird mit Hilfe von

r=9 < (=¢=-p)
gefiihrt. Es bleibt also zu zeigen, dass folgende Implikation gilt:
supA >inf BVvsupA <infB = Je>0VacA, beB: b—a>e.

Der Fall sup A > inf B kann wegen Teil b) nie eintreten, so dass er nicht mehr
betrachtet werden muss. Es gelte also supA < inf B, d.h. s < ?. Setze nun
g := 5* > 0. Man hat

VaecAgilt a<s, und VbeBgiltt <bh.

Wegen
a<sAt<b =>a+t<b+s =>b—a>t-ys,

liefert dies sofort

t_
Yae A, beB: b—azr—s>Ts::e>0.
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Aufgabe 53

>  Supremum, Infimum, Maximum, Minimum

Bestimmen Sie — falls vorhanden — das Infimum, Supremum, Minimum und Maximum
der folgenden Teilmengen der reellen Zahlen. Benutzen Sie dazu die Charakterisierung
des Infimums bzw. Supremums (vgl. Aufg. 50).

a)

S| =

1
A1 I:;—‘F
m

b)

1
Ay = {x—i——
X

Lésung
a) Das Infimum von A ist 0, es existiert aber kein Minimum: Es gilt fiiralle m,n € N

1 1
0<—+—- < 0<n+mWw.A),
m n

d.h. Null ist eine untere Schranke von A;. Angenommen, es géibe eine groflere
untere Schranke ¢ mit ¢ > 0 beliebig. Setzt man m,n > %, was nach dem Archi-

medischen Axiom moglich ist, dann gilt

1+1 £+£
—F+—-<-4+-=c¢.
m n 2 2

Also gibt es keine groflere untere Schranke. Wegen

1 1
0=—+- & —=—— & m = —n (Widerspruch!)
m n m

1
n

liegt kein Minimum vor.
Das Supremum und das Maximum von A, ist 2: Wegen
1 1 1

mneN=>mn>1=1>—Al>- =2>—+
m m

=
S| =

ist 2 eine obere Schranke und, wegen 2 € A; (m = n = 1), auch die kleinste.
b) Das Infimum und das Minimum von A, ist 2: Es gilt:

1
2<x4+— & 2x<x?+1 & 0=<x-2x+1=(x—-1)7WA),
X

d.h. 2 ist eine untere Schranke von A,. Wegen 2 € A, (x = 1) ist dies auch die
grofte.
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Das Supremum und das Maximum von 4 ist 2,5: Es gilt

x+1<25 & x24+1=25x
& xX-25x+E<B-1 & (x=232=<2
& Rk-dl=l e dsx-iax-is3
& I<xax=<2 & I<x=<2,

d.h. 2,5 ist eine obere Schranke von 4,. Wegen 2,5 € A, (x = 2) ist dies auch die
kleinste.

Aufgabe 54

»  Bernoullische Ungleichung, Supremum und Infimum

a) Beweisen Sie die Bernoullische Ungleichung:
Seia e R, a > —1,sein € N, dann gilt

(1+a)">1+na.

b) Bestimmen Sie das Supremum und das Infimum von

neN}.

Hinweise:
1) Sie konnen benutzen, dass firn € Nunda € R, 0 < a < 1, die Ungleichung

0 <a" <1 gilt (s. Aufg. 43e).
2) Verwenden Sie Teil a) zum Beweis von b).

Lésung

a) Vollstindige Induktion:
LA:n=1: (14+a)=14a>1+1-a(w.A);
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—-n+1:

LV.
(I1+a)"=1+a)"(1+a) > (1+na)l+a)
=l4+na+a+na*>>1+ @+ la,

wobei ausgenutzt wurde, dass sowohl > > 0 als auch 1 + a > 0 wegen

a > —1 gilt.
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b) Offensichtlich gilt aufgrund des Hinweises fiir alle n € N

1\"

Da fiir n = 1 der Wert 0 angenommen wird, besitzt die Menge M das Minimum 0
und damit auch das Infimum 0.

Das Supremum von M ist 1, was sich mit Hilfe der Charakterisierung des Supre-
mums beweisen 146t. Es bleibt also noch zu zeigen, dass

Ve>0IdmeM : 1—¢e<m.

Aufgrund des Satzes von Archimedes existiert zu jedem beliebigen ¢ > 0 einn’ €

N mitn’ > é Setze nun
1\"
" (1 B (n/)z) ’

dann gilt
C1 1 1
n>- & g>— & ——>—¢
e n’ n’
1 1w 1 \"
= 1_851_71_:1_”/(11’)25(1_(11’)2) =m
Aufgabe 55

»  Supremum und Infimum

Bestimmen Sie Infimum und Supremum von

el ) e

Hinweis: Sie konnen die Bernoullische Ungleichung benutzen (s. Aufg. 54).

fiir die Falle v = 3, 4.

Lésung
Mittels vollstandiger Induktion zeigt man leicht, dass aus a € R mit 0 < a < 1
fiir alle » € N die Ungleichung 0 < a" < 1 folgt (s. Aufg. 43e). Somit gilt auch

1 n
0< (1 — —U) < 1,n € N. Dafiirn = 1 der Wert 0 angenommen wird, ist
n
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Fiir 0 < p < 1 gilt mit der Bernoullischen Ungleichung:

1\ 1 1 1
I-—) >1-n-—=1- >p fir n>"[——.
n’ n’ nv-l l—p

Mit der Charakterisierung fiir das Supremum x = 1 ist zu zeigen:

Ve>03daeM:x—e<a.

Setze p = 1 —¢;0.B.d. A. sei 0 < ¢ < 1. Dann gibt es nach dem Satz von Archimedes

ein n mitn > 7/ ﬁ. Wie oben gezeigt ergibt sich daraus (1 — nlv)” >p=1-—e¢,

1 n
sup (1 — —) =1
neN n'

woraus folgt:

Aufgabe 56
»  Wurzeln

Seia e R, a >0,undsein e N, n > 2.
Zeigen Sie: Es gibt genau eine positive reelle Zahl x, so dass x" = a.

Hinweise: Betrachten Sie A := {z € R|z > 0, z" < a}und benutzen Sie das Vollstindig-
keitsaxiom. Benutzen Sie weiter die Identitét

X" =(—x)" "4+ O0<x <z,

und die daraus folgende Ungleichung z" — x" < (z — x)n z" .

Lésung

Sei A 1= {z € R[z > 0,z" < aj}. Die Zahl t = {{ liegtin 4, denn 0 < ¢ < 1 und

daher " <t < a.Damit ist A nichtleer. Weiter ist 1 4+ a obere Schranke von A, denn

z>l4a= ">z>a= z &A.
Nach dem Vollstindigkeitsaxiom gibt es eine obere Grenze x = sup..,z in R. Wir
werden zeigen, dass x”" = a gilt, d. h. wir zeigen (indirekt) x” > g und x" < a.

Angenommen x" < a. Die Identitét

X" = =)+ X", 0<x < 2,
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fiihrt auf die Ungleichung (siehe Hinweis)

2" —x" < (z —x)nz" .

Wiihle 4 so, dass 0 < & < 1 und

b < a—x"
n(x + 1)1

gilt. Setze z = x + h, dann folgt (siehe oben)
(x+h)"—x" <hn(x+h)"""<hn(x+1)"" <a—x",

und (x + h)" <a,d.h.x +h € A (Widerspruch zu x = sup__,4 z!).
Sei nun x" > a angenommen. Setze

x"—a
k=—-+.
nx"-
Dannist0 < k < x (dax" —a < x" < nx" Vn), und fiir beliebiges z > x — k folgt
X' =" <x"—(x —k)" <knx"'=x"—a.

Alsoistz” > aund z € A. Damit ist x —k eine obere Schranke von A im Widerspruch
dazu, dass x kleinste obere Schranke ist.
Die Eindeutigkeit folgt aus der Implikation 0 < x <y = x" < y".

Aufgabe 57
»  Unbeschrinkte Mengen

Seia € R, a > 1. Zeigen Sie:

1
a) ImeN:a>1+—.
n

b) A := {a"|n € N} ist nicht nach oben beschrinkt.

Lésung
SeiaeR,a>1.

a) Wihle n > —-. Damit folgt

1 1 1
n>— <= a—-1>—-— < a>1+ —.
a—1 n n
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b) Sei C € R beliebig, aber fest. Es ist zu zeigen, dass ein Element aus A grofer als

C ist,d.h. man findeteinn € N mita” > C. Setzedazua = 1+ b, b > 0. Wiihle

weiter einn € N mitn > % = S__ll . Dann gilt offenbar

l+nb>14+C—-1=C.
Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung (vgl. z. B. Aufgabe 54, Teil a)) folgt also:

a"={1+b)">1+nb>C.

Cc—1

= von a” tbertroffen, d. h. A4 ist nicht

Jede Konstante C € R wird also fiir n >
nach oben beschrinkt.

1.7 Wahrscheinlichkeiten, komplexe Zahlen
Aufgabe 58

»  Laplace-Wahrscheinlichkeit

a) Warum erscheint beim Wurf dreier Wiirfel die Augensumme 10 hdufiger als die Au-
gensumme 9, obwohl beide Summen auf genau 6 Arten eintreten konnen? Geben Sie
fiir beide Fille die Laplace-Wahrscheinlichkeit an.

b) Sie spielen Poker in der Variante Texas Hold’em, d.h. sie stellen sich ihr Blatt aus den
besten 5 von 7 Karten zusammen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, einen Royal
Flush zu bekommen?

Lésung
a) Es gilt:

9=14+24+6=1+34+5=1+44+4=24+24+5=24+34+4=34+3+3;
10=14+3+6=1+44+5=24+2+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4.

Um eine 9 zu werfen, gibt es jeweils 3!/1! = 6 Moglichkeiten fiir die Fille 1 +
246,143+ 5,24 3 + 4 (drei verschiedene Augenzahlen), jeweils 3!/2! = 3
Moglichkeiten fiir die Fille 14+4+4 und 2+2+5 (zwei verschiedene Augenzahlen)
und 3!/3! = 1 Moglichkeit (immer dieselbe Augenzahl) fiir den Fall 3 4 3 + 3,
insgesamt also 25 Moglichkeiten.

Um eine 10 zu werfen, gibt es jeweils 3!/1! = 6 Moglichkeiten fiir die Fille 1 +
346,14+4+5,2+ 345 (drei verschiedene Augenzahlen) und jeweils 3!/2! = 3
Moglichkeiten fiir die Félle 2 + 2 + 6, 2+ 4 4+ 4, 3 + 3 4 4 (zwei verschiedene
Augenzahlen), insgesamt also 27 Moglichkeiten.
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Da es insgesamt 6> = 216 Moglichkeiten gibt, lauten die Laplace-Wahrscheinlich-

keiten somit 95 7
Pr(By) = 216 und  Pp(Byo) = 216
b) Um einen Royal Flush zu erhalten, miissen unter den 7 Karten die Karten Zehn,
Bube, Dame, Konig, As von derselben Spielfarbe sein. Insgesamt ergeben sich da-
her genau
1-1-1-1-1-(52—-5)(52—-06)
2!
Moglichkeiten. Die Einsen kommen daher, dass die Karten genau festgelegt sind
(z.B. in Herz), der Faktor 4 beriicksichtigt die Anzahl der Spielfarben (Karo, Herz,
Pik, Kreuz), wihrend der Faktor 2! beriicksichtigt, dass die Reihenfolge der beiden
nicht zum Royal Flush gehorenden Karten egal ist. Da es insgesamt (572) Moglich-

keiten gibt, liegt die Wahrscheinlichkeit, einen Royal Flush zu erhalten bei

4 = 4324

328 1 0.003232%
(7) ~ 30940 o

Aufgabe 59
>  Relative Haufigkeit

Auf der Erde leben zur Zeit etwa 6 - 10° Menschen. Die relative Hiufigkeit, dass zwei ver-
schiedene Personen ununterscheidbaren Fingerabdruck haben, wird mit W angegeben,
d.h. unter 64 - 10° Paaren ist eines mit ununterscheidbarem Fingerabdruck.

a) Auf wieviele Moglichkeiten kann man auf der Erde Paare von Menschen bilden?

b) Wieviele Paare von Einwohnern der Bundesrepublik haben ununterscheidbaren Fin-
gerabdruck? (Einwohnerzahl der alten BRD: Etwa 6 - 107).

¢) Wie grofl muss die Einwohnerzahl einer Stadt in der Bundesrepublik mindestens sein,
dass darin ein Paar mit ununterscheidbarem Fingerabdruck lebt?

(Es werden nur gerundete Rechnungen erwartet).

Lésung

a) Sei n die Anzahl der Menschen, die auf der Erde leben (hier: n ~ 6 - 10%). Dann
ist die Anzahl a; der Moglichkeiten auf der Erde unterschiedliche (homo- und he-
terosexuelle) Paare von Menschen zu bilden gleich der Anzahl der 2—elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge. Um die Kardinalitit dieser Menge mit den
Hilfsmitteln der Kombinatorik zu bestimmen, geht man folgendermaf3en vor. Sei

M ={{a.b}|a.b eN,.a #b)}.
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Gesucht ist m = card (M ). Wir betrachten die Menge
F={f:{1,2} = N, | fistinjektiv}.

Dann liegen wegen card ({1,2}) = 2 und card(N,) = n nach [8], 2.16, 2-
Permutationen ohne Wiederholung vor, deren Anzahl sich wie folgt ergibt,

card (F) = 2!(;) =n-(n-1).

Sei f € Fmit f(1) =aund f(2) = b,a,b € N,,. Dann ist a # b auf Grund der
Injektivitit von f, denn andernfalls wiirde gelten

a=bs f()=fQ2)=1=2,

was nicht moglich ist.

Jede Funktion f € fF lisst sich also mit einem geordneten Paar (a,b) € N, x N,,,
a # b, identifizieren. In der Menge der moglichen injektiven Abbildungen sind
auch die Permutationen (als Bilder) enthalten. Die Anzahl der moglichen Permu-
tationen von 2—elementigen Mengen betrigt 2! = 2. Wihlt man nur jeweils eine
Permutation als Reprisentanten aus, so ist die Anzahl der moglichen Paare aus ei-
ner Menge von n Elementen gerade gleich der Anzahl der moglichen injektiven
Abbildungen von 2—elementigen Mengen dividiert durch 2!, also @
Anschaulich erhilt man die Formel fiir die Anzahl der moglichen Paare, indem man
das folgende Schema betrachtet.

1 2 3 S n—1 n
1 (1,1) (1,2) (1,3) - (1,n—1) (1,n)
2 2,1 (2,2) (2,3) . 2,n—1) (2,n)
1 3,1 (3,2) (3,3) - (3,n—1) (3,n)
n—1|m-1,1) =n—-1,2) ="—-13) - - - (nm—1,n—1) (n—1,n)
n (n,1) (n,2) (n,3) R (n,n—1) (n,n)

Interpretieren wir die 72 Eintriige in diesem Schema als Paare von Menschen, so
stellen wir fest, dass die n Eintrdge in der Diagonalen unzulidssig sind. Dariiber
hinaus treten die Eintréige, die unterhalb der Diagonalen stehen, gespiegelt oberhalb
der Diagonalen noch einmal auf. Um die Anzahl der Paare zu erhalten, muss man
also die Anzahl der zuldssigen Eintréige noch einmal durch 2 teilen. Es ist wieder

n>—n n-(n—1)
m= = .
2 2
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Wir erhalten also

-1
ag=card(M) =m = %
36-10'8
~ — = 18- 10",

b) Die Anzahl a, der Paare von Einwohnern in der Bundesrepublik (7, ~ 6 - 107)
mit ununterscheidbarem Fingerabdruck ergibt sich als Produkt der Anzahl aller
moglichen Paare verschiedener Personen in der Bundesrepublik und der relativen
Haufigkeit dafiir, dass zwei verschiedene Personen ununterscheidbaren Fingerab-
druck haben. Also

mama—1) 1 18 10"

LT w10 T e 10
c) Fiir die Anzahl n3 der Einwohner muss gelten:
1 < I’l3(l’l3 — 1) . 1 < I’l%
- 2 64-10° — 128-10°

= n3>128-10°=128-10" ~ (3.,5-10°)°
= n;3>3,5-10°.

Aufgabe 60

»  Komplexe Zahlen

a) Bringen Sie die folgenden Ausdriicke auf die Form x + iy, x,y € R:
2
T . L+
i)i* 647, 11) = 1) 7 —i—m 1)(11«/_)
b) Beweisen Sie fiir z € C mit |Re(z)| < 1 die Ungleichung

|z]
‘1—22‘ = l—(;e(z))z'

Lésung
a) i) Esgilt

dies liefert

PP i+ =0+ =104+ —-1-i) =0;

ii)
i i(141) i+i*2  —1+i 1 1.
_ _ _ =~ 4 i

=i A=+ 1-i2_ 2 >3
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iii)
1 3 —i 3(1—1i) o 3-3i 3 5
iTT T Y a0 T T

iv)
1+i/3 2_ (1+i+/3)? ’
1-iv3)  \(1-iv3)(1+iV3)

2 2
1+2i«/§+3i2) ~ (—2+2i«/§)
4 N 4

2
—1+iv3) _1-2iv3432 1 V3,
2 - 4 2
b) Wegen |Re(z)| < 1 gilt 1 —z% # Ound 1 — (Re(z))* # 0. Fiir z = 0 ist die
Ungleichung offensichtlich erfiillt. Setze im weiteren Verlauf z := x + iy # 0.
Umformen der Ungleichung liefert
‘ z ‘ |z] z#£0 1 1
< & <
1 —2z21 71— (Re(2))? [1—2z% = 1—(Re(2))?
& [1—2% > 1—(Re(2))%

Weiterhin gilt (x = Re(z))
Re(z)] <1 & |x| <1 ©x?<1 & 0<1—x> = 0<1—x>+y%
Insgesamt erhélt man somit
[1=22 = 1= (x +iy)’| = |(1 = x* + y*) = 2xyi|
= V(I —x2+ )7 + (2xy)?
o T TR =l 4 = 14y

>1—x>=1-(Re(2))>

Aufgabe 61

»  Komplexe Zahlen, Ungleichungen und Rechenregeln
Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:

a) |z| = z| = (z2)/%;
b) Re(z) <|z|;
c) Im(z) <|z|;
d) |z4+w| <|z| + |w]|.

Hinweis: Verwenden Sie in d) die Ergebnisse aus Teil a) und b) sowie bekannte Rechen-
regeln fiir komplexe Zahlen (z. B. [8], 8.1.).
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Lésung
Setze im weiteren Verlauf z := x + iy:

@) |zl = lx iyl = V)7 = V2 ()P = x i) = - iy] = 2
=)' = ((x +in)x —iy)'? = Vx> + )2 = |x +iy| = |z;

b) Re(z) =x < |x| = V% < a2+ )7 = |z|;

¢) Im(z) =y < |yl = Vy* < Va2 + )2 =zl;

d) Es gilt

z+wP=C+wiz+w) =C+wE+w) =24z + w?Z + wb
Teil b)
= |z]* + 2Re(z) + |w|* < |z|* + 2|z0| + |w|?

- Teil a)
= |27+ 20z[|@] + [w? =7 |27+ 20z|[w] + [w]? = (2] + [w])*.

Zieht man jetzt auf beiden Seiten der Ungleichung die Wurzel, so erhélt man die
Dreiecksungleichung.

Aufgabe 62
»  Mengen komplexer Zahlen

Bestimmen Sie die Teilmengen von C, die durch die folgenden Gleichungen bzw. Un-
gleichungen charakterisiert werden, und skizzieren Sie diese:

a)

lz—1]=|z+1];
b)

|z =2] < |z 42
c)

lz+ 1| <|z-2[;
d)

|
Re(z+ )32,27&1.

z—1
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Lésung
Setze im weiteren Verlauf z := x +iy.

a)
lz=1l=z+ 1< |(x=1)+iy|=|(x+1)+iy]
& V-2 4+ =V +1)+)?
S -1’4y =@x+1)+)°
sxt-2x+1l=x>4+2x+1
&S 0=4x & x=0.

Die gesuchte Menge ist also {iy | y € R}, d. h. die imaginire Achse.
b)
lz-2l<lz+2] & |(x=2) +iy| = |(x +2) + iyl
& V(x =22+ 2 < V/(x +2) + )2
S x-22+yP<(x+2?%+)?
SxP—dx+4<x*+4x+4
& 0<8x & 0<x.

Die gesuchte Menge ist also {z € C | Re(z) > 0}, d. h. die rechte Halbebene.
©)
lz+1]<lz=2] & [(x + D +iy| < [(x=2) +iy]
& Vx+ 1242 < /(x —2) + 2
S+ +y’ = (=27 +)°
Sl 42x4+1<x>—4x+4

N —

S o6x <3 & x<

Die gesuchte Menge ist also {z € C | Re(z) < %}

d)
1 14+
Re s >2 <% Re Xty +l.y >2
z—1 x—14iy

o Re (((x + 1) +iy)((x—1) - iy))

>2

(x =D +iy)((x = 1) —iy)

- Re((xz—l)—(x—l—1)iy+(x—1)iy—i2y2) -~y
(x = 1) —i%y? -
x2—1+y? 9
(r=12+y> "

& xXP—14+y?=2(x*=2x+14+y?)
& x2—14y?=2xr—4x +242)2
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& 0> xr—4x+3+y°
& 1> (x—-27+y"
Die gesuchte Menge ist also {z € C | (x —2)?> + y> < I, z # 1}. D.h. dies ist der
abgeschlossene Kreis in C mit Mittelpunkt (2, 0) und Radius 1.
Aufgabe 63
»  Gleichungen mit komplexen Zahlen
a) Ein Schiff fahrt 34/2km in Richtung Nordost, danach 5km nach Westen, dann 1 km

b)

nach Siiden und schlieBlich 2+/2 km nach Nordwest. Wie weit entfernt und in welcher
Richtung vom Ausgangspunkt befindet sich das Schiff. Benutzen Sie zur Berechnung
die GauB3sche Zahlenebene.

Sie finden eine Anleitung zur Schatzsuche auf einer Insel:

~Auf der Insel befinden sich zwei Bidume A und B sowie ein Galgen. Man gehe vom
Galgen direkt zu Baum A und zihle die Schritte, wende sich im rechten Winkel nach
links und gehe die gleiche Schrittzahl geradeaus und markiere den Endpunkt. Die glei-
che Prozedur vollziehe man fiir Baum B, wende sich in diesem Fall aber nach rechts.
Auf der Hilfte der Strecke der zwei markierten Punkte fange man an zu graben.*

Sie fahren zur Insel und finden die Situation wie beschrieben vor — nur der Galgen
ist verschwunden. Sie sind zunichst bestiirzt, iiberlegen eine Weile und freuen sich
dann allerdings, in der Analysis die Gaufische Zahlenebene und die komplexen Zahlen
kennengelernt zu haben. Sie konnen den Grabungspunkt ndmlich ohne Kenntnis der
Position des Galgens bestimmen. Gibt es mehrere mogliche Grabungspunkte?
Hinweis: Wihlen Sie den Nullpunkt geeignet. Was bedeutet die Multiplikation mit i
bzw. —i geometrisch?

Lésung

a) Es bietet sich an, den Standpunkt des Schiffes mit dem Nullpunkt der GauB3schen
Zahlenebene zu identifizieren. Das Koordinatenkreuz gibt die 4 Himmelsrichtungen
vor. Eine Fahrt von 1 km nach Osten entspricht der Addition von 1, nach Westen der
Addition von —1, nach Norden der Addition von i und nach Siiden der Addition von
—i. Entsprechend bedeutet die Fahrt von 1km nach Nordosten der Addition von
%(1 + i) etc., wobei der Faktor % eine Normierung auf 1 km liefert. Insgesamt

ergibt sich damit

1 , ) 1 .
0+ 3\63(1 +i)+5(=1) + 1(—i) + Zﬁ\_ﬁ(_l + 1)

1
= 44 4i =4V2—(—1+1),
7 )

d. h. das Boot befindet sich zum Schluf 4+/2 km nordwestlich vom Ausgangspunkt.
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b) Die Multiplikation mit i bewirkt eine Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn,
die Multiplikation mit —i eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn. Wihle nun als
Ursprung der GauB3schen Zahlenebene den Punkt, wo der Baum B steht. Weiterhin
sei der Baum A am Punkta € C, und der Galgen sei am Punkt g = a+(g—a) € C.
Die Punkte P4 und Py bezeichnen die markierten Punkte bzgl. der Baume A und
B. Die Schatzkarte liefert nun fiir diese beiden Punkte

Py=—-i(g—a)+a und Pg=ig.

Somit ergibt sich fiir den Schatz der Punkt

1 1 1

d.h. man gelangt zum Punkt S, indem man sich auf der Hilfte der Strecke von B
nach A nach links wendet und die Hilfte der Strecke von B nach A geradeaus lduft.
Es gibt jedoch noch einen weiteren Punkt, an dem der Schatz begraben sein kann,
denn es ist ja nicht klar, welcher der beiden Baume Baum A ist. Vertauscht man die
Rollen der Bdume, so muss man sich bzgl. der urspriinglichen Anordnung bei der
Ermittlung nach S nur nach rechts wenden statt nach links, d. h.

1
S = E(a —ia).

1.8 Zahlenfolgen

Aufgabe 64

»  Konvergenz von Zahlenfolgen

Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert:

a)
a, :=27"2" - (-2)"), n € N;
b)
n?>—n+ (=1)"
b, =(-1)"——"—, N;
= O S s T s e
c)

. 1
11:: ’ Ns
[ ;k(k+l) n e

Hinweis: Schreiben Sie die Summe in eine Teleskopsumme um.

d)
d, =~n+4—+n+2, neN.
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Lésung
a)
on (_2)n
n:2—n2n__2n:__ =
a,=2"Q2" (2" =5 -,

0, n gerade
2, n ungerade

1—(—1)*1:{

d. h. die Folge konvergiert offensichtlich nicht, da sie mit 2 und 0 zwei verschiedene
Héaufungswerte hat.

b)
B ol I G L e .
by, = (=1) 3 —an 15 - 311—%4-”% — 0 (n — 00);
c)
‘ 1 (1 1 1 1
n= ) T = —— ) === 1 :
¢ ;k(kJrl) /;(k k+1) [ a1 e
d)
(Wn+4—Vn+2)(Vn+4+Vn+2)
dy=~vn+4—-vn+2=
Vn+44+ /n+2
_+H-0+2 _ 2 —0(n — o0)
Vn+ad4+n+2 Vn+ad4+n+2 ’
Aufgabe 65

»  Konvergenz von Zahlenfolgen

Untersuchen Sie die Folgen (a,),cn und (b,),cn auf Konvergenz:

a) ay,:=n(vn2+1—n+1vn—1), neN;
b) bii= 1 busri=by+ (i) - meN.

Lésung
a) Unter Benutzung der dritten binomischen Formel erhélt man

n(v'n? + —WM)Zn(\/n2+l—Jn2—l)Jn2+1+Jn2_1
14+ vn2 -1

_ 2n _ 2
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b) Eine monotone, beschriankte Folge konvergiert. Somit ist die Folge (b,),en kon-
vergent, denn es gilt:

1 " €L
( ) )T n gerade > 0.
3+ (1) 5, nungerade

on

Damit hat man

1 n
by +|\—— | >b, < b,.1>b,,
(3+<—1>") !

d. h. die Folge ist streng monoton wachsend. Weiter ist (s. oben)

n—1 k 00
1 1
= _— <1 —=2,
0<bh b1+g—1(3+(_1)k) <1+ E >

k=1

~

wegen der Konvergenz der geometrischen Reihe. D. h. die Folge ist beschrinkt.

Aufgabe 66

»  Konvergenz von Zahlenfolgen

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dass die unten angegebenen Folgen konvergieren und
geben Sie den Grenzwert an:

a) 5
an:=2n2_1,neN;
b) A
bn == 4 ,I’IEN,
n*+1
c)
Z42n—1
cn::Hzin,neN;
n*+1
d
: n? 42" +3"
n:=—3n+1 ,T’IEN.
Lésung

Im Beweis wird die GauB-Klammer [-] benutzt (s. Aufg. 36). Die positive Zahl ¢ sei
immer beliebig gewihlt.

a) Beh.: lim a, = lim =0.
n—oo

_2
n—00 2n°—1
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Wiihle N := [,/g + %} + 1 € N, dann gilt fiirn > N:

n=N = n> )i+l e ?>14) s om2>241
2 p nsN 2 2
S 2n —1>;<:> 8>m <:>|0—m < &.
b) Beh.: lim b, = lim -~ = 0.
n—o00 n—oo N+l

Wihle N := [C/Z} + 1 € N, dann gilt firn > N:

n>N = n></§ ent>1 6>
4 4
: sy n242n—1 : %_LZ
¢) Beh.: nll)n;o Cch = nll)nolo pomal nll)n;o 0T 1
Wihle N := [2] 4+ 1 € N, dann gilt fiirn > N:
2 2n
n>=N = n> =z & &> =
neN 2
= erphm S ex g @ e >t
& e>”2’j;2+”1—1—1 & )1—"2;;%:;1)<g
- 22 (2)' 4
d) Beh.: lim d, = lim 24243 = fim TG+ _
n—00 n—oo 3"+l n—00 I+ 57
Es gilt:
2 n
V8/>03N1(8/)ENV112N1(8/)Z‘0—(5) <&
und 5
n
Ve'>03IN,(") e NV n> N,y ‘0 — 3| < g’

Sei ¢ > 0 beliebig, setze &’
dann gilt fiirn > N:

¢’ = 5. Wihle N := max{N(5). N2(5)} € N,

n>N <& niNl(g)/\niNz(g)
e n? e 2\"
= §>—n/\§>(§)
= f> n’ /\£>2n_1
27341 27 341
N £>n2+2”—1 - 8>3"+1 n2+2”—1_1
341 3+ 1 341
n? 42" 43" ' n? 42" 43"
&S g>— -1 & ]l—— | <e.
3+ 1 3+ 1
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Aufgabe 67
»  Konvergenz und Monotonie von Zahlenfolgen

Beweisen Sie:

a) (ﬁ(% - 1)) ist Nullfolge.

neN
3" —5n3 + 1 1
b) lim oo+ = _.
n—oo \ 23" 4+ n + n? 2

¢) (n* —2n%),en ist streng monoton wachsend.

/ 1
d) (n 1+ —2) ist streng monoton wachsend.
n

neN

Hinweis: Sie konnen benutzen, dass fiir nichtnegative Zahlen x;,...,x,, n € N, die
folgende Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel gilt
(vgl. z.B. [3], 12.2 und 59.1; Abk.: AGM-Ungleichung):

Xp+Xo+ Xy
n .

XXXy < (1.3)

Lésung
a) Mit der AGM-Ungleichung (1.3) hat man

V=) = Vi - e )Y - 1)

n—4 Faktoren

<?)ﬁ(1(4%+n—4)—1)

n

4
4
n n

\/— \/—
4 4 .
:_W__ﬁ —> 0 fU.r n—0oo.
b) Esist
. 31— 53 4 1 N Er R
Iim | ———— zhmﬁz—,
n—oo \ 2+ 3" + n® + n? "o+ o+ 2

da die nicht konstanten Folgen in dem betrachteten Quotienten samtlich Nullfolgen
sind.
c) Zu zeigen ist

VieN: (m+D*=2m+1)>>n*—2n.
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Man rechnet nach, dass
(n+D*=2m+1)>°
=n*+dn*+6n°+4n+1-2m>+3n>+3n+1)
=n*4+2n*-2n—-1
=n*—2n* +4n* —2n—1

>0
>n*—2n’.

/ 1 / 1

Aquivalent dazu ist

1 1
D21+ —— 21+ =
w21+ ) 2 (1457)
=S n+1)>+1>n2+1
= n+1>n,

d) Zu zeigen ist

was offensichtlich wahr ist.

Aufgabe 68

»  Limites von Zahlenfolgen

Zeigen Sie:
1

a) Firalle y > 0gilt: (1 + )" <14+ -y, neN.
n

b) lim(14+xM)"" =1, xel0,1].

¢) Bestimmen Sie lim(a" + b”)l/” firalle a,b R, a,b > 0.

Lésung
a) Die Behauptung folgt sofort aus der Bernoullischen Ungleichung (vgl. Aufg. 54):

l n
(1+—y) >1+y Vy=-lneN.
n

b) Aus Teil a) folgt

n

l<(I+x") <14+ neN.
n

Fiir 0 < x < 1 konvergiert x" /n gegen 0 (n — 00). Nach dem EinschlieSungs-
prinzip fiir Folgen gilt die Behauptung.
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¢) Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass 0 < a < b, und haben dann (nach Teil
b)mitx = 1)

b<(a"+b")r <@b")i <¥2-b—>b (n— o).

Also gilt
1
lim (a" + b")» = max{a,b}.

Aufgabe 69

»  Konvergenzvon Zahlenfolgen
Zeigen Sie:
a) lim¥/n =1

n

1
b) im— =0
S

¢) lim¥a =1 firalle a > 0.

n

Hinweis: Sie konnen fiir a) und c) die AGM-Ungleichung (1.3) benutzen. In b) kénnen
Sie das Ergebnis von Aufg. 43, Teil c), benutzen.

Lésung

a) Fiir nichtnegative Zahlen xy,..., x,, n € N, gilt die Ungleichung (1.3) zwischen
dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel (vgl. Aufg. 67).
Damit hat man:

; iz L
[V/n—1] Y= (Wn-/n-1-...-1)r—1
n—2 Faktoren
a3 2Jn+n—-2—n
- n

_2yn 2 2

2
- = ———= —0 (n— o)
n

n n Jn

b) Es gilt:

._.
S| w

unmittelbar die Behauptung.
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¢) Mit Hilfe der AGM-Ungleichung (s. (1.3)) folgert man im Fall a > 1:

a+n—1-—n a—1

1
|«/Z—1|=(a-~1*-‘...-1)n—15 =— -0 (n— 00).

n

n — l-mal

ImFall0 <a < lista = al > 1, und folglich gilt:

1 1
lim {/a = lim /= = lim 1
a

n—o00 n—o00 n—00 (‘/5

Aufgabe 70
»  Konvergenz von Zahlenfolgen

Die Folge (a,) sei definiert durch

4 4 )
ap:=—, day ::g—l—aWI.

Zeigen Sie, dass (a,) konvergiert, und berechnen Sie den Grenzwert.

1
Hinweis: Beweisen Sie (induktiv) 0 < a, < 3 und a, 1 —a, > 0.

Lésung
Wir gehen nach dem Hinweis vor und beweisen zunichst induktiv:

1
Vn € Ny 0<an§§/\(a,,+1—an)>0.

I. A.: n = 0: Die Beschrinktheit ist klar. Aulerdem gilt:

aj—ay=—+al—a —a2—£>0
T S LR
I. V.: Die Behauptung gelte fiirn > 0.
I.S: n—n+4 1: Esgilt:
W= 2z F a> >0
—— -0
>0
sowie
4 ) 1
apy1 = — + a, < -.
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Dariiberhinaus folgt aus der Induktionsvoraussetzung a, > a,—; > 0, dass

a? —a?_ | > 0, und man erhilt:

4 4
an+1—an=—+aﬁ—an=—+a§—(

4
5 73 - + aﬁl) =a’—a’ ,>0.

25

Insgesamt ist (a,),cN also eine beschrinkte, streng monoton wachsende Folge
und es existiert daher a := lim a,. Der Grenzwert muss wegen
n—-oo

. . 4 . .
Jm ay = Jim, 55 + daor = 35+ Jim e fim e
die Gleichung
e
a=—++a
25

erfiillen. Die quadratische Gleichung

a*—a+ i =0
25
besitzt die zwei Losungen
1 1 4 1 25—-16 1 3 4
Aip=—*4/-——== =—-—4+ — = 5
' 2 4 25 2 100 2 10 %

1

Wegen a, < %Vn € Nistaucha < z

, und es folgt also

1
a=a2=§.

Aufgabe 71
»  Konvergenzvon Zahlenfolgen

Beweisen Sie:

2
a) (n—i; ) ist Nullfolge.
n neN
n .
b) (2_")neN ist Nullfolge.

5
: [4,2 _ —
c) h;n( 4n? 4+ 5n + 2 2n) 1
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Lésung

a)

2 142 1
rYL_ R S )
n n n ~——
SN—— -0
—0 N——————

—1

b) Wir zeigen, dass 2" > n? ist. Damit erhalten wir dann némlich:

1
=—-—0.

n
< —
n2 n

R =

Beh. 1: Fiirn € N,n > 3 gilt: n*>2n+ 1.

Beweis: (durch Induktion iiber n)

LA:n=33=9>7=2-3+1

1. V.: Die Behauptung gelte bis n > 3.

I.S.: n — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt n> > 2n + 1. Damit erhalten
wir:

LV
m+1D)’=n*+2n+1>2n+142n+1=dn+1+1

n>1 n>0
> Bn+2)+1 > C2n+2)+1=2(n+1)+ 1.

Damit beweisen wir nun die

Beh. 2: Fiirn € N,n > 4 gilt: 2" > n?.

Beweis: (durch Induktion iiber n)

LA:n=42"=16=4%

I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 4.

I.S.: n — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt 2" > n?. Damit erhalten wir:

Beh

LV .1
2+ = 2.0 5 2.2 S 2l = (n 4+ DA

¢) Wir betrachten

g YA —Sn 2 V16n'—9n%+2

VanZ—sn+2  JanlP+cn+2

und erhalten fiir die Folgenglieder

o o2 2n = V16n* —9n?2 + 4 —2n+/4n? +5n + 2
Van? +5n +2

2n(,/4n2—%+;—2—\/4n2+5n+2)
/ 5 1 '
2n 1+H+2n_2
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Kiirzen durch 2n, und die Konvergenz des Nenners gegen 1 (fiir n — 00) zeigen,
dass die behauptete Konvergenz bewiesen ist, wenn

9 1 5
d, =+/4n?— -+ — —V4n2+5n+2 - = (n - 00).
4 n? 4

Dies erhilt man aus den folgenden Beziehungen

( 4n2—%+n%—\/4n2+5n+2)(,/4n2—%+n%+«/4n2+5n+2)

d, =
VA =5+ 5 4+ Van? + 50 +2
A=t P =51 +2)
Jan2 =2+ L+ Jan? + 50 +2
B Sn—+ L
Va4t — 3+ 5+ 4n? +5n +2
17 1
__+_
_" 4n ' n —>252(n—>oo).
Y s R R +
Aufgabe 72

»  Monotone Zahlenfolge

Sei (a, )N definiert durch

ay
a:=1, ayy) := ———— neN.

1+ /1+a2’
Zeigen Sie:
a) 0<a,<1, neN.

b) (a,)neN ist monoton fallend.
¢) (a,)uen ist Nullfolge.

Lésung

a) Wir beweisen die erste Aussage mit vollstandiger Induktion. Der Induktionsanfang
ist fiir beide Ungleichungen erfiillt. Sei also @, > 0, dann ist offensichtlich auch
a,+1 > 0. Fiir die andere Ungleichung sei

ay,
a, <l=a,,, = —r——<a,<1.

— n
1+ /1+a?

N———
>0
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b) Aus der gerade bewiesenen Ungleichung folgt sofort, dass a,, monoton fallend ist.
c) Esgilt

a, a
ap41 = < =
s a2 2
ap—-1 an—2 1
= < < <.l <
="y =Ty ==
1
= an = 2)171
Da lim, .o 31 = O und @, > 0 folgtlima, = 0.

Aufgabe 73
»  Grenzwerte von Zahlenfolgen
Sei die Folge (x,),en induktiv definiert durch
x1€(0,1), xu41:=2x,(1—-x,),n€N.

a) Zeigen Sie: x, € (0,1) Vn e N.
b) Was sind die moglichen Grenzwerte der Folge?

1
¢) Zeigen Sie: limx, = —.

Lésung
a) Wir beweisen die Behauptung mittels vollstindiger Induktion nach #.
LLA.: n=1:x; € (0,1) nach Definition.
L. V.. Die Behauptung gelte bisn > 1.
I.S.:  n — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist x,, € (0, 1) und damit auch
(1 —x,) € (0, 1). Es folgt sofort x,,+; = 2 x, (I —x,) > 0. Es bleibt noch
zu zeigen, dass x, 1 < 1 gilt. Wir betrachten zwei Fille.
1. Fall: x, <1/2
= 2-x,-(1—x,) <2-1/2-(1=x,) <1

2.Fall: x, >1/2 = 1—x, <1/2
= 2-x,-(1—x,) <2-x,-1/2< 1

Alsoist x,11 € (0, 1).

b) Nach dem ersten Aufgabenteil liegen alle Glieder der Folge im abgeschlossenen
und beschrinkten Intervall [0, 1]. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstral besitzt
die Folge demnach mindestens einen Haufungspunkt im Intervall [0, 1].
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c)

Nehmen wir an, die Folge sei konvergent mit Grenzwert x = lim x,, in [0, 1]. Nach
neN

Definition der Folge gilt fiir diesen Grenzwert

x=limx,y; =lm{2-x, - (1 —x,)} =2-x-(1—x) =2x —2x>

neN neN

1
S 2P —x=0 & x=0\/x=§.
Die moglichen Grenzwerte sind also x = Ound x = 1/2.
Fiir die Differenz zweier benachbarter Folgenglieder erhélt man:
Xpy1 —Xp =2-%, - (1 —x,) — X, = Xy —fo =x, - (1 —2x,).

Weiter gilt fiir alle n € N:

1/2 = xpp1 = 1/2=2x, +2x2 = 2(1/4 — x, + x2) = 2(x, — 1/2)* > 0,

was bedeutet, dass auler x; alle Glieder der Folge in (0, 1/2] liegen miissen. Wir
betrachten nun die Folge {a,},.n mit a, = x,4;. Dannista, € (0,1/2),n € N,
und es gilt:

apy1 —ay = a,(1 —2a,) >a,(1-2-1/2) =0.

{a,},cn ist also monoton wachsend und durch 1/2 nach oben beschrinkt. Dann

ist {a, },c aber auch konvergent mit 0 < lima, = a 2 /2. Da sich die Folge

{x,},en in nur endlich vielen Gliedern von {a, }, . unterscheidet, gilt auch

limx, = 1/2.

Aufgabe 74

>

Monotone Zahlenfolgen

Die Folgen (a,),en und (b)), N seien definiert durch

2a,b,

0<a <b1, Apy) = ———,
a, + b,

1
bpy1 = E(an + by).

a) Zeigen Sie, dass die Folgen (a,),cn und (b,),cn beschrinkt und monoton sind.
b) Zeigen Sie, dass die Folgen gegen denselben Grenzwert konvergieren, und bestimmen
Sie diesen.

Lésung

a)

Fiir beliebige positive reelle Zahlen x, y gilt

2xy 1
< =(x *
Ty S0t
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d.h. das harmonische Mittel zweier Zahlen ist entweder kleiner als das oder gleich
dem arithmetischen Mittel. Man hat nimlich

0<(x—y)? & 0<x>—2xy+y? & 4xy <x?+42xy+ y?
2xy
X4y

1
& dxy<(x+y)? & = S0+ ).

Beh.:a, <a,, | <b,+1 < b,, n € N; Beweis durch vollstindige Induktion.

LA:n=1:
2 bi>a 2 2a1b (*) 1 1 11
Gi=7— = Tor = = s@tb) = S(bi+b)=b:
atoar —+ art+b T2 2
1 aj ap 1 N — e’ ——
=ay =by
also gilt

ay < a, < b, < by.

I. V.: Die Behauptung gelte bis n.
L.S: n— n+1:Nach L V. gilt

2 LV 2 2an+lbn+l
dnt1 = 7 T =3 T T 4 +b
An+41 An+1 An+41 bn+l u
=dn+2

() 1
= _(anJrl + anrl) < _(anrl + anrl) - bn+l

‘—/—/
:bn+2

Also folgt
Apy1 <Ay = bn+2 =< bn+l-

Somit ist die Folge (a,),cn monoton steigend und durch b; nach oben beschrinkt,
die Folge (b,,),cN ist monoton fallend und durch a; nach unten beschrinkt.
b) Nach Teil a) sind die Folgen (a,),cn und (b,),en beschriankt und monoton, also

konvergent. Somit gilt

2a,b, 2ab

@ = lim dnr = i o = ax b

1 1 1
b= lim by = lim = (a,+b,) = 3 <1im a, + lim bn) = S(a+b).
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Somit gilt fiir die Grenzwerte unter der Beriicksichtigung vona > a; > 0

Zb a>0
0= & Ptab=2ab & a*=ab S a=5h
a+b

bzw.

1 1 1

Die beiden Folgen konvergieren also gegen denselben Grenzwert.
Beh.: a,b, = a;b; Vn € N ; Beweis durch vollstindige Induktion.
LA:n=1:ab =ab (Ww.A);

I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

2a,b, a, + b, b Y4
=a = ab;.

a, +bn B ntn 171

LS:n—>n+1:a b1 =

Weiterhin gilt

. . anbn albl
a=>b = lim bn+1: Iim — = —
n—00 n—00 @y 4| a

& a’=aby & a=b=+/ab,

d.h. die Folgen konvergieren gegen das geometrische Mittel der Zahlen a; und b;.

Aufgabe 75
> Arithmetisches Mittel

Sei (a,)nenN eine Zahlenfolge und

1 n
A(ay,...,a,) = ;Zak
k=1

das arithmetische Mittel der Zahlen a,, ..., a,.
a) Zeigen Sie: Aus lim a, = a folgt lim A(ay,...,a,) =a.
n—-oo n—-oo

b) Geben Sie eine divergente Folge an, fiir welche die zugehorige Folge der arithmeti-
schen Mittel konvergiert.

Lésung
a) Seie > 0 beliebig vorgegeben. Da (a,),cN konvergiert, gilt:

da, Ny e NVn >N, :|a,—a|l<e/2.
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Wir wihlen nun mit der Gauf3-Klammer
2 o
Nl,[;;mn—aqﬂ
Dann gilt fiirn > Ny, dass n > %ZZN;I la, —a| und
| « 1 & 1 «
— a: — — g 1
'nz e nZ“’ anz
i=1 i=1 i=1
1< L -
< - a; —a|l = — ai—al+ — a;—a
_n;u | §| | nZLIVJ

i=N1+1 <¢/2

Ny := max

% Xn:(ai —a)

i=1

Die Behauptung ist damit bewiesen.
b) Betrachte die Folge a; := (—1)*: Sie divergiert, und es gilt
,+“fiirn gerade,

n
DA IS I (NS GRS R
k=1 »— flirn ungerade

0, n gerade,

—1, n ungerade.

Die Folge der Partialsummen s, := Z(—l)k ist also beschrinkt.
k=1

1

Die Folge b, := — konvergiert bekanntlich gegen 0. Damit ist dann die Folge b, s,
n

eine Nullfolge (vgl. z. B. [3], 22.). Da aber

A(ay,...,a,) =by, s, ,

konvergiert die zu a; gehorige Folge der arithmetischen Mittel gegen 0.

Aufgabe 76

»  Konvergenz und Divergenz

Sei (a,)nen eine Folge. Zeigen Sie: Konvergiert (a,),cn, so konvergiert auch (|a,|),enN,
und es gilt

lim |a,| = ) lim a,|.
n—>o0 n—o0

Gilt auch die Umkehrung?
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Lésung
Da die Folge (a,),en 0.B.d. A. gegen a konvergiert, gilt

Ve>03INeNVn>N: |a—a,| <e.

Daher gilt

3

lim |a,| = |a| = ) lim a,
n—oo n—oo
denn man hat aufgrund der Dreiecksungleichung
[la| —|an|| <|a —a,| <eVn=>N.

Die Umkehrung gilt offensichtlich nicht, wie die Folge (b,,),cn mit b, = (—1)" zeigt:
(15n])nen konvergiert gegen 1, aber (b,),enN ist divergent.

Aufgabe 77

»  Monotonie und Konvergenz

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Folge (a,) mit a, = n?/2", folgern Sie die
Existenz von lim a,, = a und bestimmen a durch Diskussion von lim a,,, ;. Wie lautet das
grofite Glied der Folge?

Lésung
Die ersten 5 Folgenglieder lauten:
1
a; = E
a) = 1
9
asz = g
a4 = 1
25
as = VR

Offenbar wichst die Folge bis zum dritten Folgenglied streng monoton und fillt an-
schliefend streng monoton. Wir zeigen also induktiv:

VneN,n>3 a,. <a,

I. A.: n = 3: klar (siehe oben).
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 3.
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IL.S:n—>n+1:
<n?, falls n>3
—_—~—
_(n+1)2_ n? 2n+1 nz_
ntl = 73031 T Qu il =g = dn

Die Folge ist also beschridnkt, und zwar nach oben durch das grofite Folgenglied
a; = % und nach unten trivialerweise durch 0.

Weiter gilt:
1 2n + 1
apt1 = Ean + ol
——
—0 (n—00)

Der Grenziibergang n — oo zeigt nun

a = —a;
2

also muss a = 0 sein.

Aufgabe 78

»  Cauchy-Kriterium
Es sei eine Folge (a,),cN gegeben mit der folgenden Eigenschaft:

dgeR mit0<gq <1: |a—ay <qla, —ay,_1|, n > 2.
Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, dass (a,),<n konvergiert.

Hinweis: Benutzen Sie an geeigneter Stelle die geometrische Summenformel

Lésung
Aus 0 < ¢, 41 < qc, mit0 < g < 1 ergibt sich, dass die Folge (c,),cn eine Nullfolge
ist, denn es gilt

0< lim ¢, < lim ¢"'¢; = ¢, lim ¢"' =0 (Sandwich-Theorem).

n—00 n—00

Dies liefert direkt mit &' = (1 — g)e

Ve >03IN eNVn>N:]c,| <¢
&SVe>03INeNVn=>N:|e| < (1—¢q)e.
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Bei der Definition der Cauchy-Folge kann o. B. d. A. angenommen werden, dass m > n
gilt. Dies liefert mit m = n + k sofort

Ve>03INeNVmn>N :|a,—ay,|<e¢
& Ve>03INeNVn>N keN:|a,—a, k| <e.

Setze nun ¢, := |a, 1 — a,|. Dann gilt
Teleskopsumme
|an sk — anl = |ansk — @nik—1 + Anyk—1 — -+ + Apy1 — ay
A—Ungl.
=< |an+k_an+k71| +...+ |an+1 _an|
k—1 k—1
Vor. j
= |an+j+1_an+j| = § q |an+1_an|
Jj=0 Jj=0
1—g*

an —dy = an —dp

g e =l = Tl —al
1

= lenl <eVn>N, keN,

1—¢q

Somit ist die Folge (a,),en eine Cauchy-Folge.

Aufgabe 79

»  Cauchy-Folgen

a) Zeigen Sie, dass jede Cauchy-Folge beschrinkt ist.
b) Uberpriifen Sie, ob die unten angegebenen Folgen Cauchy-Folgen sind. Beweisen Sie

Thre Behauptungen.
1

1+ a,
"1
2) a, :=Z%,neN.
k=1

Hinweis: Zeigen Sie in 1) zuerst induktiv, dass 1/2 < a, < 1.

1) a =1, a1 = ,neN;

Lésung
a) Sei also (a,),eN eine Cauchy-Folge, dann gilt

lay —am| <e=1Yn,m=>N = N().

Setze nunm = N. Dann gilt fiirallen > N:

A—Ungl.
la,| = lapn —an +an| = l|a,—an|+lay| <1+ |ay|.
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Setze M := max{|a|,...,|ay_1|}, dann erhilt man schlieBlich
la,| < max{M, |ay|+1}VneN,

d.h. die Cauchy-Folge (a,),cN ist beschrinkt.

b) 1) Wir zeigen, dass die angegebene Folge eine Cauchy-Folge ist.
Beh.: % <a, <1V n e N;Beweis durch vollstindige Induktion:
LA:n=1: %Sal =1<1(WA);

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.

ILS:n—->n+1:
a - a — ;
n — 2 n+l1 1 a, — 1 % 3 =
= a a — —.
2 8 s 1+a, 1+1 272

Beh.: Es gilt |a, x —a,| < (%)"71 lay41 —ai| YV n, k € N;
Beweis durch vollstindige Induktion:
LA:n=1

N
lari1 —ai] < (5) lag 11 —ar] (w.Al);

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—->n+1:

l+a,—1—ank
(1 + anJrk)(l + an)

1 1
1+an+k 1+an

|14k — Ang1] = '

_ |an+k — an| %5251 |an+k — an|
T+ anlll+anl = (14 3)?

V. 4 (4 n—1 4 n
=313 laki1 —ai| = 5 laks1 —ail.

Insgesamt gilt somit

n—1
|ansx — an| < (5) lak 1 —ail

n—1 1o, < n—1
4 7San=l 4
=\3 (lai] + lak) = 2 5 Vn, keN.
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Da aber (2 (g)n_l) N eine Nullfolge ist, 1d6t sich zu jedem beliebigen ¢ > 0
ne

ein N = N(¢) € N finden mit 2 (g)N_1 < &. Damit hat man schlieBlich die
Abschitzung

N—1
|a,,+k—a,,|§|aN+k—aN|<2(§) <& Vn>N, keN,

d. h. die Folge (a,),cN ist eine Cauchy-Folge.
2) Beh.: Die Folge angegebene Folge ist keine Cauchy-Folge. Es gilt:

il—1+l+ l+l + l+l+l+l +
kzlk_234 5 6 7 8) 7

Y L
on—1 on

1 1 1 1
>14 42— 44— 4. . 4271
zl+o+27+ 8+ + >

1
1+n§—>oo(n—>oo).

Da nach Teil a) jede Cauchy-Folge beschrinkt ist, kann diese Folge aufgrund
der Unbeschrinktheit keine Cauchy-Folge sein. Man erhilt also

. . "1 =1
Jlim a, —)L“;o;; = ;; = oo

Aufgabe 80
»  Cauchy-Folge

Die Folge (a,),en sei induktiv erklért durch

1

ay =2, apy :=an+3—n.

a) Zeigen Sie: (a,),eN ist Cauchy-Folge.
b) Bestimmen Sie den Limes.

Hinweis: Die folgende dquivalente Charakterisierung einer Cauchy-Folge kann ebenfalls
benutzt werden:

YVe>0 3INeN Vn>N VkeN: |a,—au| <e.
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Lésung
Durch vollstidndige Induktion zeigt man zunichst, dass

n—1
1
an=2+Z§. (1.4)

i=1
01
LA:n=1a, =2=2 —
1 +§3l
——

I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.

n

1 v g 1 1

LV.

IL.S:en—>n+lia,p1=a,+— =2 E—. — =2 —
“l_ +1 + n +il l+ n “l_

i=1 3
a)
a4 n+k—1 1 n—1 1 n+k—1 1
ik —an] 2 2 — 2N | = —
Cr—. +;3, ;3 23
k—1

1 L1—(1/3% 1 1—(1/3% 1 1
= — —_ = — = < — . 0

3%23! Y- 31 2 Sy 00 (=)

i=

b) Mit (1.4) folgt aus der Formel fiir die unendliche geometrischen Reihe wegen
% < 1, dass

lim a, =2+
n—00 1

W=

Aufgabe 81
»  Wurzelberechnung

Fiir b > 0 sei die Folge (a,),cn folgendermafen definiert:

1 b
afzb, an+1=§an+m,neN.

Zeigen Sie:

a) a>>bVneN.
b) (a,)nen ist monoton fallend.
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¢) Der Limes x := lim a, erfiillt die Gleichung

1 n b

X==-x+ —,
2 2x
d.h. x> = b.

Hinweise:
1) Verwenden Sie in Teil a) vollstindige Induktion sowie die Bernoullische Ungleichung

2)

3)

(vgl. z. B. Aufg. 54).
In den Teilen a) und b) ist es hilfreich, die folgende Darstellung fiir a,,.; zu benutzen:

= 1 ! 1 b
Ap41 = dy 2 a% .

Verwenden Sie in Teil c¢) bekannte Rechenregeln fiir Grenzwerte und die Tatsache,
dass mononotone, beschrinkte Folgen konvergieren (vgl. z. B. [3], 23.).

Lésung
a) Vollstindige Induktion:
LA:n=1: af > b gilt nach Voraussetzung.
1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
I.S.: n — n + 1: Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung gilt

N Y PR A 1+1b> -
—2 2 2a? 2 '

Verwendet man noch an der Stelle (x) die Bernoullische Ungleichung, dann
folgt mit Hilfe von Hinweis 2):

1 b \\* ® 1 b b

b) Mit Hilfe von Teil a) gilt

Ist a; > 0, dann sind wegen b > 0 und der rekursiven Definition von @,

Loy b
dpe1 = —d, + —
L) 2a,
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auch alle anderen Folgeglieder positiv. Somit hat man wegen a,, > 0

1 b
ape1 = ay 1—5 1—g <a,.

c¢) Die Folge (a,),en konvergiert, da sie monoton und nach oben durch a; und nach
unten durch +/b beschriinkt ist. Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

b
x = lim a, = hm py1 & x = lim (%a,, + —)
n—00

n—o00 Za,,
b
1 .
&S x=5lmag, +—— & x-—x—l——
2n—oo " 2 lim a, 2x
n—o0
& x2=12+1p & xr=b.

Aufgabe 82
»  Wurzelberechnung fiirq > 2

Seib > 0, g € N, g > 2. Die Folge (a,),en sei induktiv erkldrt durch a¢; > 0 mit

1 1 b
a’l’zbundanH = (1——)an+——_l, n € N.
q q a;

Zeigen Sie:

a) al >b VneN;

b) (a,)nen ist monoton fallend und beschrinkt;

c¢) fiir die Folge (a,),en aus a) und b), dass sie konvergiert, x := lima,, und dass fiir
n

den Limes gilt
xt=b.

Lésung
a) Wir zeigen die Behauptung induktiv:
I. A.: n = 1: Ist klar nach Voraussetzung.

I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.
I.S.: n — n + 1: Unter Verwendung der Bernoullischen Ungleichung (vgl. z. B.

Aufg. 54) erhilt man

D)



102 1 Grundlagen, Zahlen, Folgen, Reihen
b) Esist

1 1 b

q _ q q

a, ,=a,(l—=-+- — <al,

n+1 ( ”( q q aZ )) n

<1
—_——

woraus unmittelbar durch Ziehen der g-ten Wurzel die Monotoniebehauptung folgt.
Aus der Monotonie folgert man ebenfalls die Beschrinktheit nach oben durch ay;
die Beschrinktheit nach unten folgt aus a).

c) Die Konvergenz folgt aus Monotonie und Beschrinktheit (s. Teil b)). Fiir den Limes
gilt aufgrund der Rekursionsgleichung (Grenziibergang auf beiden Seiten!):

1 1 b 1 1
x:(l——)x—i—— — = xI-=-b = x? =0
q q x4 9 4

Aufgabe 83

»  Konvergenz von Zahlenfolgen

Die rekursive Folge (a,),eN sei definiert durch

a = V6, ayy1 = va, +6, neN,

Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.

Lésung
Es wird gezeigt, dass die Folge monoton wachsend und beschrénkt ist.

Beh.:
LA.:
I.V.:
LS.

Beh.:

\/55 a, <3, neN.
n=1:V6<v6=a <3WA).
Die Behauptung gelte bis 7.
n—n+1

\/EfanJrlS:} < \/65 \/an+6§3

& 6<a,+6<9 & 0<a, <3(W.A.nachl.V).
(a,)neN ist monoton wachsend.

Apy1 Z A < Va, +6>a, & 6+a, >a’
& 625> (a, —05)? & —25<a,—05<25 & —2<a, <3(W.A).

Somit ist die Folge konvergent, und es gilt

lim a, = lim a,.1 =a > 0.
n—oo n—o00
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Dies liefert dann

a= lim a,y; = lim va, +6= \/lim a, +6 = +a+6.
n—00 n—00 n—oo
Also gilt fiir den Grenzwert

a=va+6 & a>=a+6 & (a—05)> =625
< a—05=25va—-05=-25 < a=3va=-2,

wobei @ = —2 nach obigen Ausfiihrungen keine Losung sein kann, d.h.

lim a, = 3.
n—00

Aufgabe 84
»  Konvergenzvon Zahlenfolgen

Sei (a,)nen eine Folge mit a, € Z ¥V n € N. Zeigen Sie, dass die Folge (a,),ecn genau
dann gegen a konvergiert, wenn es einen Index ny € N gibt mita, = a V n > ny.

Hinweis: Diese Aufgabe behandelt Folgen mit Werten in Z.

Lésung
»= " Die Folge (a,),en sei konvergent. Somit existiert fiir ¢ = % ein ng 1= N(%) €
N, sodass gilt

1
la—a,| <e= EVHZHO-
Fiir jedes Folgeglied mit Index n > ng erhilt man

A—Ungl. 1 1
lan, —an| = lan, —a +a—a,| = |a_an0|+|a_an|<§+§=l’
d. h. der Abstand zwischen den Folgegliedern a,, und a, ist kleiner eins. Da aber
der Abstand zweier ganzer Zahlen mindestens eins istund a, € Z V n € N gilt,
folgt insgesamt
ay = ay, ¥ 0 = no,

d.h. die Folge (a,),eN ist ab ng konstant. Die Eindeutigkeit des Grenzwertes
liefert schlieBlich
a, =aVn>ng.
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»<=“ Giltnuna, = a ¥V n > ny, dann ist die Folge offensichtlich konvergent, denn es
gilt fiir ¢ > 0 beliebig mit N(¢) :=ny € N

la —a,| =0<eVn=>N(e) = ny,

d.h. lim a, = a.

n—00

Aufgabe 85

»  Induktiv definierte Zahlenfolge, Konvergenz von Zahlenfolgen

Betrachten Sie eine Fliissigkeit A; in einem Behilter B und eine Fliissigkeit A, in einem
Behilter B, von jeweils 100 cm’. 10cm® von A; werden nun zur Fliissigkeit A, in den
Behiilter B, gegeben. Nach griindlichem Vermischen werden 10 cm?® aus B, wieder zu der
Fliissigkeit in B; gegeben. Anschliefend wird die Fliissigkeit in B; griindlich vermischt.
Im nichsten Schritt entnimmt man wiederum 10cm?® aus B, und schiittet diese in den
Behilter B;, usw.; d.h. dieser Vorgang wird beliebig oft wiederholt. Die Folge (¢,)neN
bezeichne die relative Menge der Fliissigkeit A; im Behilter B| nach dem n-ten Schritt.

a) Geben Sie die Rekursionsformel fiir die Folge (¢, ) N an.

b) Wie oft muss der Vorgang durchlaufen werden, bis sich in dem Behilter B; weniger
als 70 cm?® der Fliissigkeit 4| befinden?

c) Zeigen Sie, dass die Folge (¢, ),eN konvergiert, d. h. dass es eine Grenzmischung gibt.

Hinweis: Betrachten Sie parallel zur Folge (c,),cn eine Folge (d,),en fiir den relativen
Anteil von A, im Behilter B,.

Lésung

a) ¢, bezeichne den relativen Anteil der Fliissigkeit A; im Behilter B| nach dem n-ten
Vorgang;
d, bezeichne den relativen Anteil der Fliissigkeit A; im Behilter B, nach dem n-ten
Vorgang.
Es gilt offensichtlich ¢, + d, = 1, da die Menge der Fliissigkeit A; konstant bleibt.
Weiterhin hat man

9 1

Ch + —dpy.

10 1
dn+1 = ﬁdn + ¢ und ¢y = E 10

11

Damit lautet die gesuchte Rekursionsformel

c —9c—i-1 lod—i-lc —9c—i—1 10(1 c)—l—lc
T T o\t T ) T 10 T o\ ot
1 1 1 9 1 9

TR T ST TR A TR TR
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b) Es gilt

co=1 ¢ = 1—(1); ¢, = 0,8347; ¢3=0,7739; ¢4 =0,7241; c¢5 = 0,6833;
also ist nach dem 5-ten Vorgang weniger als 70 cm® der Fliissigkeit A; im Behl-
ter B;.

c) Es wird gezeigt, dass die Folge monoton fallend und beschrinkt ist.
Beh.: 0 < ¢, <1, n € Ny; Beweis durch vollstindige Induktion:
LA:n=0:0<1=c¢cy<1(WA).
I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

I.S: n—n-+1:
1 9 1Lv. 1
Cn20:>cn+l=ﬁ+ﬁcnzﬁ20;
N 1+912/.1+9 10<1
c Chy1 = — + —¢ —+ —=— ;
"= O TR R T R T F i

Beh.: ¢, 1| < ¢,, n € Ny; Beweis durch vollstindige Induktion:
LA:n=0:c=1>=%H+3 1=c (WA).

I. V.: Die Behauptung gelte bis n.

I.S:on—-n+1:

1+9 I.V.l+9
n = T = < o7 T 6n—-1 = Cp .
e E TN T Tt Te

Somit ist die Folge konvergent und es gilt

lim ¢, = lim ¢,4; = ¢ > 0.
n—00

n—00

Dies liefert dann

. . 1 9
c=1lmc,y; = lim [ —+ —c, ) = +

n—00

Also gilt fiir den Grenzwert
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Aufgabe 86

»  Haufungswerte von Zahlenfolgen

Berechnen Sie die Hiufungswerte der unten angegebenen Folgen:

a) a, .= 1+ (=" neN;
b) b, := |% +i"|, n € N;
|n

neN, zeC;

_
C) ¢, = g |Z|”’

d) d, :=nx—[nx],n e N, x € Q.

Lésung
a)
a, = m _ g (1 n ungerade } ’
«/5, n gerade

d. h. die Teilfolge mit den ungeraden Indizes ist konstant 0, konvergiert also gegen 0,
und die Teilfolge mit den geraden Indizes konvergiert gegen 1 (vgl. z. B. Aufg. 69,
Teil ¢)). Die Haufungswerte sind daher O und 1. Da mit den ungeraden und geraden
Indizes alle Indizes betrachtet wurden, kann keine konvergente Teilfolge mit einem
weiteren Grenzwert existieren.

b) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhilt man folgende Abschétzung fiir b,,:

1

n

1" == =

[
L EEE
n n

e
= |-+
n

1 1
=bn§|i|"+'—'=l+—.
n n

Das Sandwich-Theorem liefert dann mit lim (l — %) = lim (1 + nl) = 1, dass

lim b, = 1 gilt. Die Folge ist also konvergent und besitzt daher nur den Haufungs-
wert 1.

¢) Hier fiihrt eine Fallunterscheidung zum Ziel:
Fall1: |z] < I:

Wegen 0 < ¢, = 1‘+Z||f\" < |z|" und lim |z|* = O liefert das Sandwich-
“ n—00
Theorem
lim ¢, = 0.
n—o0

Somit ist O der einzige Haufungswert.
Fall2: |z| = 1:

Wegen ¢, = Hi L= %, konvergiert die Folge offensichtlich gegen

T+z]" — T+1
%. Somit ist % der einzige Haufungswert.
Fall3: |z| > 1:

— = 1
Wegen ¢, =

_ . "o . .
T T T und nll)ngo |z| oo konvergiert die Folge

offensichtlich gegen 1. Somit ist 1 der einzige Haufungswert.
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d) Nach Definition der Gau3klammer gilt
1>x—[x]>0.
Firx € Z giltnx € Z fiiralle n € N, also
dy=nx—[nx]=nx—-—nx=0VneN.

Somit konvergiert die Folge fiir x € Z gegen 0. Damit ist 0 auch der einzige Hédu-
fungswert.

Setzenun Q \ Z > x =m+§mitm =[xl,geN,g>1, pe{l,...,q—1},
wobei p und g teilerfremd sein sollen. Es gilt 0 < 5 <1

Beh.: Die Hiufungswerte sind 0, 5 e qT_l.

Seii € {l1,...,q} beliebig. Sei 0.B.d. A. j > i.Es gilt einerseits

G=di o (ms)=[i (m+8)]=i(mrg)=[i (m+2)]

<:>jm+’p—[jm+j7p]=im+i7p—[im+%]

= U=p No
= ¢ ist Teiler von (j — i), da p und ¢ teilerfremd sind

=3JaeNy: j=i+agqg;

und mit j (=i +aq, o € Ny,

dj =diteq = ( +aq) (m + g) - |:(i + aq) (m + g):|

:im—l—aqm—l—ap—i-z—[im—i—aqm—l—ap—l—z}
q q

o))

Somit gilt, dass die Folgenglieder di, ..., d, jeweils paarweise verschieden, und
die g Teilfolgen von (d,),en, ndmlich (d; yxq)keNy,,i = 1,...,q, konstant sind.
Also besitzt die Folge g verschiedene Hiaufungswerte. Fiir die Haufungswerte d; €
{0,5,...,'1[1;1}Vi e{l,...,q} gilt, dass

d,-q:imq—i-ip—q[i (m—l—g)}eNo und 0<dig<gq,i=1,...,q.
q

Also muss d;q € {0,...,g — 1} sein. Da die Menge {0, é, cees qq;l} genau g Ele-
mente hat, folgt schlielich

1 —1
(d.....d)} = {o,—,...,q—}.
q q
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Aufgabe 87

»  Limes inferior und Limes superior

a) Bestimmen Sie alle Hiufungswerte sowie liminf und lim sup der Folge (a,),cN, die

definiert ist durch
n(n+1)

_ =D =D
STy T3
b) Zeigen Sie, dass fiir jede reelle Folge (a,),cn die folgenden Gleichungen gelten:

limsupa, = inf{x € R | x > a, fir fast alle n}

= sup{x € R | x < q, fiir unendlich viele n}.

Lésung
a) Esgilt mitk € Ny

1yt (71)4k(4k+1)
5— + 3 , n =4k
(4k+1)(4k+2)
n(n+1) _1)%k+1 - 2
_Ey En CO O 2 =4k +1
n = = (4k+2)(4k+3)
2 3 () A O e S
>— + 3 , n=4k +2
(4k+3)(4k+4)
(D M G R S —
>— + 3 , n=4k +3
1 (—1)2k@k+D) .
R n =4k I+1 n =4k
4k+1)(2k+1
] A O n—ak 1 | 4 n=dk 41
Ly G0 =gk 42 Lps n=4k+2
1 G ) gk 43 S+l n=4k+3
5 —
5 n =4k
_ ?5 n=4k +1
é, n=4k +2
%1, n =4k +3
. . . 5 -5 1 -1 ..
d.h. die Haufungswerte sind 2, ==, ¢ und . Somit gilt
. 5 . -
limsupa, = - und liminfa, = —.
n—>00 6 n—00 6

b) Definiere die Mengen M; und M, durch

M, = {x € R|x > a, fiir fast alle n}

und
M, :={x € R | x < a, fiir unendlich viele n}.
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Fall 1:

Fall 2:

Fall 3:

lim a,, = —oc:
n—oo

Dann gilt M| = R und M, = 0. Dies liefert

—oo0 = lim a, = limsupa, = infR = sup@.
n—00 n—00
(ay)nen ist nach oben unbeschrinkt:
Dann existiert eine (uneigentlich) konvergente Teilfolge (a,, )ren mit
klim a,, = 0o,d.h. limsupa, = oo. Weiterhin gilt M| = @ und M, = R.
—00

n—oo

Dies liefert

oo = lim a,, = limsupa, = inf@ = supR.
k—o00 Nn—00

limsupa, =a € R:
n—oo
Nach Voraussetzung ist die Folge (a, ), <N nach oben beschrénkt, denn sonst

wiirde Fall 2 auftreten, d. h. es wiirde gelten
limsupa, = co & R (Widerspruch!).

Wir benutzen nun die Charakterisierung des Supremums z.B. aus Auf-
gabe 50; entsprechend die Charakterisierung des Infimums.

Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Es gilt a + ¢ € M,. Angenommen dies
wiirde nicht gelten, dann giibe es unendlich viele Folgeglieder a, mit a, >
a + ¢. Da dies unendlich viele sind, liefern diese Folgeglieder eine Teilfol-
ge (an, )ken, die durch a + & nach unten sowie nach Voraussetzung nach
oben beschrinkt ist. Somit besitzt diese Teilfolge nach Bolzano-Weierstrafl
eine konvergente Teilfolge und somit auch die Folge (a,),<n. Dies wiirde
einen Hiufungswert ¢’ > a + ¢ > a liefern, was ein Widerspruch zu

limsupa, = a ist. Weiterhin gilt @ — ¢ ¢ M, da nach Definition des
n—oo

Haufungswertes unendlich viele Folgeglieder in (a — ¢’,a + &) V&' > 0
liegen, also auch fiir ¢’ = ¢. Insgesamt gilt daher

a—e<infM; <a+eVe>Q0;

also gilt inf M| = a wegen der Charakterisierung des Infimums.
Angenommen es wiirde a + ¢ € M, gelten, dann gébe es unendlich viele
Folgeglieder a, mita, > a + ¢. Dieselbe Argumentation wie oben fiihrt zu
einem Widerspruch. Weiterhin gilt a — ¢ € M,, denn wegen der Existenz
einer Teilfolge (a,, )ken mit kli_)n;o an, = a liegen fast alle Folgeglieder die-
ser Teilfolge in (@ —&',a + €') V & > 0, also auch fiir &’ = ¢. Somit gibt es
also unendlich viele a, mit a,, > a — ¢. Insgesamt gilt daher

a—e<supM,<a+eVe>0,

also sup M, = a (Charakterisierung des Supremums).
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Aufgabe 88

> Limes inferior

Sei (a,),eN eine beschrinkte Folge.
Sei b, := inf{ay|k > n}, n € N.

Zeigen Sie: (b,)eN ist beschrinkt, monoton wachsend und es gilt:

limb, = liminfa, .
n n—o00

Lésung
Da die Folge {a,},.n beschrinkt ist, also |a,| < C, n € N, fiirein C € R, ist auch
die Folge {b,},n beschrinkt, d. h.

|ba| =

inf a;| < suplax] <C, neN.
k=n keN

Offenbar gilt fiir n; < n,, dass

b,, = inf a; < inf a, = b,, .
k>ny k>nj

Die Folge {b,},cn ist somit monoton wachsend und beschrinkt, also existiert der

Grenzwert b := lim b,. Nach Definition des Grenzwertes gibt es zu beliebigem ¢ > 0

ein no € N mit
by, = inf ay > b —e.
k>ng

Daraus folgt fiir ¢ := liminfa,, dass a > b ist. Andernfalls wire @ < b, so dass fiir
unendlich viele a,, gilt: a, < a + & fire = b%“; damit ist a, < b — ¢/, folglich auch
b, < b — ¢’ fiir unendlich viele n (Widerspruch!).

Es bleibt zu zeigen, dass @ < b ist. Nach Definition des Infimums gibt es zu jedem
n € Neinp, € N, u, > nmith, <a,, <b,+ < (vglz.B.[3], L8). Die Teilfolge
{aw,}, . konvergiert gegen b,

1
§|b—bn|+\bn—auni<§+;<8Vn2N,

ib _aﬂn

wobei man zu beliebigem ¢ > 0 hat, dass |h — b,| < %, Vn > N und
zeigt a < b, da a der kleinste Grenzwert von Teilfolgen von {a,} ist.
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Aufgabe 89
»  Limes inferior und Limes superior

Bestimmen Sie lim inf und lim sup der folgenden Zahlenfolgen (mit Beweis):

a)
—t falls n ungerade,
a, =
1 falls n gerade;
b)
1+ %)" falls n ungerade,
a, =
2(1 + Ly falls n gerade;
9)
g EY
a, = Yn + Ut
Lésung
a) Wegen
no_—-H-1_ 1
n—1_ n—1 o n—1

konvergiert die Teilfolge (a2x—1)ren gegen —1, d.h.
Ve>03K; e NVk > K| |ay_1+1| <e.
Die Teilfolge (a2 )ren konvergiert gegen 1, d. h.

Ve>03K, e NVk > Ky : Jay—1|<e.

(1.5)

(1.6)

Folglich sind —1 und 1 Haufungswerte von (a,),en (vgl. z.B. [3], 111.28). Wir

zeigen nun indirekt, dass es keinen weiteren Haufungswert von (a,),cn gibt.

Annahme:
da &{-1,1}Ve>0VN eN3In>N |a,—a|<c¢. 1.7)
i -1y, 1
Sei nun gy := min(la 2' @ + |). Nach (1.5) und (1.6) existieren dann K, K»,
so dass
N N
|612k_1 + 1| < E A |612k — 1| < E Vk > K, := max (K, Kz) . (1.8)
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b)

c)

Anderseits existiert zu Ny := 2K, wegen (1.7) ein ng > Ny, so dass

Ist ng gerade, also 2ky = ng > Ny = 2Ko(=> ko > Ky), so folgt aus (1.8)
|an0 - l| <

insgesamt also wegen der Wahl von ¢, der Widerspruch

<)
2

&
g0 < la—1[=la—an, + an, — 1| < lan, —al| + |a,, — 1| < 3°+ =e&p.
Ist ng ungerade, also 2kg — 1 = ng > Ny = 2Ky > 2Ky — 1(= k¢ > Kj), so
folgt zunéchst aus (1.8)
€o

|ano+1| < ?s

und anschliefend analog zum ersten Fall der Widerspruch

& &
g0 < la+ 1| =a—dn +dn + 1| < lan, —al + |an + 1] < = + = =g.

0
2 2
Es sind folglich —1 und 1 die einzigen Haufungspunkte und somit

—1 =liminfa, und 1 =limsupa,.

Bekanntlich ist (1 + %)n eine monoton wachsende Folge, die gegen e konvergiert.

Die Teilfolge ax = 2- (1 + ﬁ)zkﬂ , k =1,2,..., konvergiert folglich gegen
2e, denn
1 n+1 1 n 1
1im2(l+—) =21im(l+—)-lim(1+—)=2e.
n—oo n n—o0 n n—00 n

—e —1

Die Teilfolge ax.—1 = (1 + 2/(]_71)2/(71 . k=1,2,..., konvergiert gegen e.

Mit analoger Argumentation zu a) zeigt man, dass folglich
e =liminfa, und 2e =limsupa,
gelten muss.

Beh. 1: lim, .., &/n =1
Bew.: Siehe Aufgabe 69, Teil a).



1.8 Zahlenfolgen 13

T [l
Beh. 2: lim,, ., T =
Bew.: Nach Aufg. 43, ¢), hat man

n n n\" n n n
Vnlo > {3(5)" = V3.5 = 5
Daraus folgt
0 ! 5 0
< = <—-— —0, n—>o0.
/n! vn! n

Die Gesamtfolge konvergiert daher gegen 1, und man hat (vgl. z. B. [3], I11.28)

1 =limsupa, = liminfa, = lima, .

Aufgabe 90
»  Rechenregeln fiir Limes superior

Seien (@, )nen und (b,),enN beschrinkte Folgen mit nichtnegativen Gliedern. Zeigen Sie:

a) lim sup(anb ) < (lim sup a,,)(hm sup b,)

b) Ist (an)neN konvergent so gilt

limsupa,b, = (lima,)(limsup b,).

Lésung
Definiere

o :=limsupa, , p:=limsupb,, y:=Ilimsupa,b, .

a) Zuzeigen: Ve >0 AN e N Vn > N :a,b, <a-B+¢
DefinitionsgeméB hat man fiir beliebiges § > 0 die Existenz von N, N, € N, so

dass
a, <oa+8, n>N; und bn§ﬁ+5, n>N,.

Da alle betrachteten Folgeglieder nichtnegativ sind, folgt daraus mit N, :=
max(Ny, N,) die Abschitzung

apb, < (@+8)B+68) = af+@+p)5+8, n>N,.
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Wiihle also § > 0 so, dass (o + B)§ + 8> =&,

— 5=—(#)+V@+e>o

— anbnfaﬁ+gs n> N
= y <oapf.

b) Aus a) hat man unmittelbar y < «f.
Es bleibt zu zeigen: o8 < y. Da f Héaufungspunkt von (b,),cN ist, existiert eine
Teilfolge (b, )ken mit b,, —> B (k — o0). Weil auBerdem a,, — a (k — 00)
konvergiert, folgt

Ap, by, — af (k — 00).

Also ist «ff ein Haufungspunkt von a, b, und somit gilt insbesondere o8 < y.

Aufgabe 91
»  Konvergenzvon Teilfolgen

Sei (a,)nen eine Folge. Die Folgen (b,,),cn und (c,),en seien definiert durch b, := ay,
und ¢, := a,,+1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Konvergieren (b,),cn und (c,),en beide gegen a, dann konvergiert auch (a,),ecN
gegen a.

b) Ist (a,),en konvergent, dann sind auch (b,),cn und (c,),en konvergent.

c) Es gibt eine Folge (a,)qeN, so dass die beiden Folgen (b,),cn und (c,),en konver-
gieren, aber nicht die Folge (a,),cN-

Lésung
a) Nach Voraussetzung konvergieren die beiden Folgen (b,,),cn und (¢,),en gegena,
d.h.
Ve>03INi(e) e NVn>Ni(e): |la—b,| <e,

Ve>03Ny(e) e NVn>Nye): |la—c,| <e.
Sei nun ¢ > 0 beliebig. Es gilt
la —b,| <eVn>N)Al|la—c,| <eVn=>N,(e)

= la—by <eANla—cy| <eVn=>N(e):=max{N(e); Na(e)}
= |la—ay| <eVn=>2N(e).



1.9 Zahlenreihen 115

b) Da jede Teilfolge einer konvergenten Folge (gegen denselben Grenzwert) konver-
giert, konvergieren also auch die Folgen (b,),cn und (¢, ),eN, da sie nach Definiti-
on Teilfolgen der konvergenten Folge (a,),cN sind.

c¢) Definiere die Folge (a,),cn durch

a, = (—1D",

dann gilt b, = 1 und ¢, = —1 fiir alle n € N. Die Folge (a,),cN konvergiert of-
fensichtlich nicht, da sie zwei verschiedene Haufungswerte hat, wihrend die Folgen
(bp)nen und (c,)nen als konstante Folgen konvergieren.

1.9 Zahlenreihen
Aufgabe 92

»  Konvergenz und Divergenz von Zahlenreihen, Wurzelkriterium

o0
a) Sei ) a, eine Reihe. Zeigen Sie:
n=1

Die Reihe konvergiert absolut, wenn lim sup +/|a,| < 1 gilt;

n—oo

die Reihe divergiert, wenn lim sup +/|a,| > 1 gilt;

n—-oo

die Reihe kann sowohl divergent als auch konvergent sein, wenn lim sup /|a,| = 1
n—oo

gilt.
b) Zeigen Sie die Divergenz folgender Reihen:

1) 2(—1)"% :
o0 72n
D L

Hinweis: Fiir das Quotientenkriterium gilt eine zu a) analoge Aussage.

Lésung
a) Seib, := +/|a,| und s := limsup b,,.
n—-oo
Gilt nun s > 1, dann gibt es eine Teilfolge (b, )ren, die gegen s konvergiert, und

fiir eine (mogliche) Teilfolge (b, Jren', N’ C N, gilt b, > % > 1 fiir alle

k € N’. Wegen
by, > 1 & "flan|>1 & la,|>1

kann somit (a,),cn keine Nullfolge sein, also divergiert die Reihe ) a,.
n=1
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Ist jedoch s < 1, dann gilt nur fiir endlich viele Folgeglieder b, > S“ := ¢. Somit
existiert ein N € N, so dass gilt

by <qg<1lVn=>=N & a,|<g<1Vn=N & |a,| <q"<1V¥n=>N.

o0
Daher konvergiert die Reihe ) a, absolut, denn man hat
n=1

0 N— < Nl 1
D la |=Zan|+2|an|<2|an|+2q L Z|an|+q<oo.
n=1 n=1

Wenn s = 1 gilt, ist keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Reihe mog-
lich. Man hat ndmlich

=1 =1 2
Y Y=

d.h. die erste Reihe ist divergent und die zweite konvergent, aber es gilt (vgl.
Aufg. 69)

. S 1 . Ly W1
limsup \/ — = limsup — =1 =limsup [ — | = limsup {/ —.
n—00 n n—oo /N n—>00 (/ﬁ n—>00 n

b) 1) Es gilt lim ¥/n = 1, d.h. die Folge (a,),en mit a, := (—1)"3/n ist keine
n—oQ
Nullfolge. Somit ist die Reihe divergent.
2) Diese Reihe ist divergent nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

49 49 49
=limsup ————= = - = — > 1.

1i "
msp P G —lyy T3 27

n—00

72n

Aufgabe 93

»  Konvergenz und Divergenz spezieller Zahlenreihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimmen Sie den Wert der
konvergenten Reihen:

a)
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b)
o c2n+l
—_— eR;
Ziarey €
9)
; n(n + 1)(n +2)

Hinweis: Um die Divergenz einer Reihe nachzuweisen, kann man das Minorantenkriteri-
um benutzen:

Gibt es eine Folge (b,),en nichtnegativer Zahlen mitb, < a,, n € N,und ) 2 b, =
oo, dann divergiert auch die Reihe Y 72 | a,,.

Verwenden Sie fiir ¢) Partialbruchzerlegung (PBZ).

Lésung
a) Firn > 3 gilt:

n>3 =>n-3>0=n"-3n1>0=n"-3n+1>1>0.

Somit hat man fiirn > 3

4 1
LZ— SnP+dn>nt-3n+1 & Tn > 1 (w.A. firn > 3).
2 _3n+1

Daher ist die Reihe divergent, denn es gilt

(o]

> n+4 = n+4 1
S O SR . s Y (S G S S | g
Zn2—3n+1 Zn2—3n+1+( )+ ( )_Zn o0

n=1 n=3 n=3

b) Esgiltfirc e R
c? 1+c2

0< < — =
T 14?2 142

Somit erhilt man mit Hilfe der geometrischen Reihe

o C2n+1 1
Z(1+c2)" N Z(1+c2) =C<1——02_1)

I+c 3
= 7—1 = .
(1+cz—c2 ) ¢
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¢) Mit Hilfe von Partialbruchzerlegung (PBZ) erhilt man fiir alle n € N
1 A B C
m o + n+1 + n+2
Sm+)n+2)A+nn+2)B+nn+1)C =1
S M +3A+24+ 0> +2n)B+ 0> +n)C =1A24=1

1
¢>(A+B+C)n2+(3A+2B+C)n+2A=1/\A=§
1
©3A+2B+C:0/\A+B+C:0/\A:§
1
©2A+B=O/\A+B+C=O/\A=§

1 1
S A=-AB=—-11nC=—
2 2

Fiir den Wert der Reihe erhilt man dann

Z (1 2 N 1
n(n+1)(n+2) 2 n n+l n+2

n=1

Aufgabe 94

> Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

g(—l)k (e - (1 + %)k) ;

Z niion

n=1

a)

b)

Lésung
a) Da die Folge (by)reNn = ((l + %)k)k N monoton steigend ist und gegen den
€
Grenzwert e konvergiert, ist die Folge (e — (1 + %)k)k N eine monoton fallende
€

Nullfolge. Aufgrund des alternierenden Faktors (—1)* liefert das Leibniz-Kriterium
die Konvergenz der Reihe.
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b) Das Wurzelkriterium liefert

(n+ 1)
pn*on

n

GRSV
o2 2

1I\" e
I+—-) > =>1{m—> 00),
n 2

d. h. diese Reihe divergiert.

Aufgabe 95

> Summen von Reihen

Zeigen Sie:
a)
i (=3¢ _ 3
— ==
Pt 4 7
b)
i 11
— ==
— 4k> -1 2
9)
(1—a)-> kd" = 1aTa fiir |a| < 1.
k=1
Lésung
a) Nach der Formel fiir die geometrische Reihe erhalten wir mit g = —3/4:
i (=3 -3/4 -3
% — —_
— 4 1+3/4 7
b) Esist

1 1 1 1
21 20k—1) 20k 1) kTR

Die Folge {xi};c ist offensichtlich konvergent mit Grenzwert Null, und deshalb
gilt fiir die Folge der Partialsummen:

sn_;4k2_l _;(-xk_xk+1)—x1—xn+1—>xl _E(n_)oo)



120 1 Grundlagen, Zahlen, Folgen, Reihen

¢) Wir betrachten zunichst die n-te Partiallsumme der zu untersuchenden Reihe

(1—a) ikak = ikak - ika]”rl
k=1 k=1 k=1

=a+ Zkak - Z(k — Da* —na"*!
k=2 k=2

n n

a+ Z[k — (k= D]a* —na"t' = Zak —na"*!
k=2 k=1

a _an+1

=—— —na
1—a

Sn

n+1

Die Behauptung erhilt man aus

lim na" = 0.
n—oo

Aufgabe 96

> Konvergenz von Reihen

o0
Untersuchen Sie folgende Reihen )" a, auf Konvergenz (mit Beweis):
n=1

a) a, =nPx"firpe N,|x| <1

-1
5n
®) a, = (4}1)

nn
©) dn = e'"n!
1 n
d) a, = (a+—) (¢ € R).
n

Hinweis: Fiir das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium gelten noch die zusitzlichen Aus-
sagen, dass aus |, ||a,|™" > 1 fiir fast alle n bzw. aus +/|a,| > 1 fiir unendlich viele 7,
die Divergenz der Reihe folgt. Machen Sie in d) Fallunterscheidungen fiir «.

Lésung
a) Zunichst stellt man fest, dass

=1

——
lim ~/n? = lim ¥n-...- lim Yn=1, pe N,

n—00 n—00 n—00

p-mal
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gilt. Es folgt
lim V/|n? - x"| = |x|- lim ¥/n? = |x| <1,
n—oQ n—o0
d.h.
Ve>03IN e NVn > N a,| < x| + ¢

Wihle g := 1le“", dann gilt mitg := |x| + & < 1

Via,l <g<1 Vn=>N.

Somit ist die vorgegebene Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent.

b) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt fiir alle n € N:
nt1| _ (3n)
5(n+1)
@n ()
_Sn-(Gn—=1)-...-(n+1)-(4n + 4)!
N Gn+5)-...-(n+2)-(4n)!
_Sn-(Gn—=1)-...-(n+1)-(4n+4)-...-(4n+1)
Gn+5-...-n+2)
_4n+1 4n+2 4n+3 4n+4 n+1
CSn+1 5n+2 5n+3 Sn+4 5m+1)
—_—— —— —— Y—
=1 =1 =<1 <1
n+1 1
< — = —,
“5n+1) 5
¢) Wir zeigen zunichst die folgenden Hilfsbehauptungen:
nl i+l .
D Hl (1+7) = oo V=2
=

2) n! <ne (%)n Vn € N.
Zu 1): (Vollstindige Induktion)

LA:n=2: -
— 1 i+1 22
1 + - - 22 - —
. i 1!
i=1
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 2.
ILS:n—-n+1:
n i+1 n+l1
1 LV I’ln 1
1 — = . 1 —
E(ﬂ) TR (U)
B n" n+1 n+l1 B (n + 1)n+1
T (m—1)! n N n!
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d)

Zu 2): Man nutzt aus, dass
1\it!
e < (1 + 7) VieN
i
gilt, und erhilt mittels Hilfsbehauptung 1):
n

n—1 i+1
1 n
n—1 < 1 - -
¢ —H(+J TR

woraus unmittelbar .
n! <ne (—) ,
e

also die Behauptung 2), folgt. Fiir n = 1 gilt die Abschitzung trivialerweise.
Aus Abschitzung 2) gewinnt man

n" n" 1

> =,
e"n! ~ empe (%)" en

Die Reihe > b, mit b, := % divergiert (harmonische Reihe!), folglich divergiert
auch die Reihe ) a,, da sie eine divergente Minorante besitzt.
Im Fall « > 1 gilt wegen ((1 + 1/n)"),eN monoton wachsend und konvergent

gegen e, dass
" 1\"
n n

Folglich ist (a,), € N in diesem Fall keine Nullfolge, die Reihe also divergent.
Im Fall ¢ < —1 gilt wegen ((1 — 1/n)"),en monoton wachsend und konvergent

gegen%,dass
" 1"
()=l (3)
n n
" N _1
=\-a——) =2(1—=) =—-,n>2.
n n 4

Analog zum Fall @ > 1 folgt also die Divergenz der Reihe.

ImFall |o¢| < listg := I—I_Tl’" < 1 und firn > 17L|m|(=> "l < l_2‘0“)erh’ailtmz:1n

Viad = ] (a+%)n =

also nach dem Wurzelkriterium die Konvergenz der Reihe.

1o _
2 - ’

1 1
a+—|<la|+ - <|o| +
n n
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Aufgabe 97

»  Divergenz von Reihen

Finden Sie eine Nullfolge (a;)ieN, die nur aus positiven reellen Zahlen besteht, sodass
die Reihe

oo

> (=D
k=1
nicht konvergiert.
Lésung
Definiere die Nullfolge (ay)xen mit a; > O fiir alle k € N folgendermaBen:
1 b ! ! keN
ay:=1,ax =by:=—, a =cp = —, .
1 2%k k ok Aok k ik

Dann gilt fiir ungerades n:
=l n=l
‘ B = 1 1
—Dfap = -1 b —cx) = —1 —
D = =14 Y~ =1+ 2 (5~ )

n—1
11

=—-1+ Z — 00 (n — 00),
k=1

|
!

d.h. aufgrund der Divergenz der harmonischen Reihe divergiert hier die Teilfolge der
ungeraden Partialsummen und damit auch die Reihe selbst.

Aufgabe 98

> Konvergenz von Reihen

(o]

Untersuchen Sie, fiir welche k € N die Reihe Z "
n=2

nk

konvergiert.

Hinweis: Sie konnen benutzen, dass ) -, nlz konvergiert.

Lésung
Fir k = 1 ist ”n;z keine Nullfolge, die Reihe ist also in diesem Fall divergent. Fiir
k = 2 divergiert die Reihe ebenfalls, sonst wire die harmonische Reihe wegen

=2 =2
Lot a=l,

n=2
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als Summe zweier konvergenter Reihen ebenfalls konvergent, was nicht sein kann. Fiir
jedes k > 3 konvergiert die gegebene Reihe nach dem Majorantenkriterium, denn es
gilt:
n—2 n-2 1
< < —.
- nd T

nk
Aufgabe 99
> Summe einer Reihe

Berechnen Sie die Summe der folgenden Reihe:
o (I+apd+a)...(1+a,)’

wobeia, > 8§ >0,n € N.

Hinweis: Betrachten Sie s, — 1.

Lésung
Durch vollstindige Induktion beweisen wir folgende Formel fiir s, — 1:
-1
Sp—l=—F—
[T +a)
i=1

wobeli s, definiert ist durch
n

Aag
> '_Z<1+a1)(1+a2)...(1+ak)-

k=1
LA:n=1: { 1
a a
1 L T +a)
i=1
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 1.
LS:n—>n+1: Ant1
Spp1 — =8, + ———— —1
! ! H?:ll(l +a;)
-1 Ap41

+
[0 +a) [0+a
i=1
—l—api1 +ap -1

n+1 ) T a4l
N (R
i=1
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Es folgt
1

1— <1-
146" — !

\‘(j——)z H(l-l—a,)
i=1

—1 (n—00)

=5, <1.

Nach dem EinschlieBungsprinzip fiir Folgen ergibt sich schlieBlich s, — 1.

Aufgabe 100

»  Konvergenz und Divergenz von Reihen

a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren:

=L (=D kz o

(-3 k
b) Zeigen Sie die Konvergenz von Z ) .
k=1

Wie viele Reihenglieder muss man aufsummieren, um den Reihenwert mit einem Feh-

ler vom Betrag kleiner als 1073 anzunihern?

Lésung

a) i. Die Folge {xt};.n mit den positiven Gliedern x; = ﬁ, k € N, bildet eine
Nullfolge, und aus diesem Grund ist nach dem Leibniz—Kriterium die alternie-

rende Reihe

> 7
konvergent.

ii. Fiir die Folge {x }; N mit den Gliedern x; = ]]‘(—2, gilt

X1 kU (k+ 1) 1+2/k+1/k2
xx  (k+D! k2 k+1

Nach dem Quotientenkriterium ergibt sich also die Konvergenz der Reihe

2

!

0

— 0.

k=1
iii. Mit der Abschatzung /% k > 4, erhilt man mit Hilfe des Majorantenkri-
teriums
0=3 frser Y e
k=1

Die benétigte Abschitzung beweist man mlttels vollstandiger Induktion.
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LAk =4:
41 23.3 3 4 2 2
T8 TSI TaETe
I. V.: Die Behauptung gelte bis n > 4.

L.S:k—-k+1:
(k+D! k! k! 1 1.<v. 2 1
(k+ D1 (k+DF KR4 1/0)f R4+ 1/k)F

® 2 2
T k(14 1/k)? (k+1)?

Bei der Abschitzung () geht die folgende Ungleichung ein:

A+ 1/ =0+ 1/ +1/k)? > A+ 1/k)2k > 2.
—_———

>1

3k

L k € N, ist monoton fallend

b) Die Folge {xj}; . mit den positiven Gliedern x; =
fiir k > 3, denn

3
WAL 2 1 falls k> 3.
Xk k+1
Die Konvergenz der alternierenden Reihe
— (=3
!
— k!

ergibt sich daher nach dem Leibniz—Kriterium.

Der Fehler r, = s — s, dieser Reihe vom Leibnizschen Typ besitzt das Vorzei-
chen des ersten Gliedes und ist kleiner als der absolute Betrag dieses Gliedes (vgl.
z.B. [8], §5.6, oder [7], 1.2). Nun ist n so zu bestimmen, dass

(_3)(n+1)

-3
FESTI R

lra] <

Wegen
313/131 = 2,560330295- 107* < 1073 < 1,109476461 - 1073 = 3'2/12!

erhalten wir n = 12.

Aufgabe 101

»  Konvergenz und Divergenz von Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
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a)
2
b)
(=n)"
Z (I’l + 1)n+1 ’
9]
(n+ 1"
Z nnion ’

Lésung
a) Das Quotientenkriterium liefert

(n+1)

ny1|  wrypa  (n+ D" (n+ Dn"
ap | M a4 1yt (4 D+ 1)
1 1
=ﬁ—>—<1(n—>oo),
(1+3)

d. h. diese Reihe konvergiert.

b) Diese Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Die Summanden a,, der Rei-

he sind alternierend wegen

(—n)" (1)

=n”

n+ ) i+ D+ 1)

die Folge (Ja,|)seN ist eine Nullfolge wegen

1
Iim —— = [ lim
n—co (n 4 1) (1 4 %)n (n~>00 n+1

sowie monoton fallend wegen

1 n
n+1§n+2/\(1+—)§(1+
n

T+ D+

i) v

1 n+1
n+ 1)

ln 1 n+1
(n+1)(1+;) S(n+2)(l+m)

=
. 1 _ 1

21+ )T T a1+ D)
= |an+1| < |an|-
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¢) Das Wurzelkriterium liefert

(n+ 17
i on

n

n® o1 "
:(n;z) :E(l—i_;) —>§>1(n—>oo),

d. h. diese Reihe divergiert.

Aufgabe 102

»  Reihenverdichtungskriterium

a) Beweisen Sie das sog. Reihenverdichtungskriterium:
Ist (a@,)nen eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, so konvergiert die

oo oo
Reihe )" a, genau dann, wenn die verdichtete Reihe ) 2"ay konvergiert.

n=1 n=1
b) Verwenden Sie das Reihenverdichtungskriterium, um zu zeigen, dass die Reihe
o0
1
Z — Q€ Q, fiir ¢ > 1 konvergiert und fiir ¢ < 1 divergiert.
n=1 n
Lésung

a) Wir bezeichnen die Partialsummen mit

k k
sk:ZZ”azn bzw. §k:Zan,k:1,2,...
n=1 n=1

»=“ Sei Y a, konvergent. Aufgrund von @, > 0V n € N ist die Folge der
Partialsummen (s¢ )xen monoton wachsend und beschrinkt, also konvergent,

denn es gilt

k
0<s, = Zznazn
n=1

=2a2+4a4+...+2ka2k
=2(a,+ (ag+aq) + ...+ (@y + ...+ ax))
—_———

2k=1 Summanden

monot.

< 2ay+aztas+..ax-1 g+ .ax)
2k 00

=2Zan 522(1” <ooVk €N,
n=2 n=1

d.h. ) 2"am < oo.

n=1



1.9 Zahlenreihen 129

<" Seinun Y_ 2"a, konvergent. Aufgrund vona, > 0V n € N ist die Folge der
Partialsummen (54 )z <y monoton wachsend und beschrinkt, also konvergent,
denn es gilt

k
0§§k:Zan:a1+...+ak
n=1

IA

ay + (ax + az) + (a4 + as + as + ay)
.o+ (a@y + ... Fay_y)

monot.

< a+(ar+as) + (as+as+as +as)
+ .ot (aw + ...+ ax)

k ]
= ai+) 2ay < a+) 2ap <ooVkeN,

n=1 n=1

d.h. > a, < oco.

n=1

b) Fiir « < 0 ist die Reihe divergent, den die Folge der Summanden ist keine Null-

folge. Fiir « > 0 ist nL" eine monoton fallende Folge, so dass man fiir diese «
mit Hilfe des Reihenverdichtungskriteriums nach Teil a) die Konvergenz der Reihe

> -L anhand der Reihe

n=1

%) . 1 %) 1 n
Ly = & ()

iberpriifen kann. Letztere ist eine geometrische Reihe und konvergiert genau fiir

<le 1<2! & a>1.

20571

Somit konvergiert die urspriingliche Reihe fiir « > 1 und divergiert fiir o < 1.

Aufgabe 103

»  Vergleichskriterium fiir Reihen

Fiir die Reihen mit positiven Gliedern Y_ a,, Y _ b, gelte

Ant1 _ by

firn > N .

an n

Zeigen Sie: Aus der Konvergenz von Y_ b, folgt die Konvergenz von »_ a, und aus der
Divergenz von Y _ a, die Divergenz von Y_ b,,.

Hinweis: Die Folge a,, /b, ist monoton fallend.
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Lésung
Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar:

Vn >N,

d.h. (a,/by)u>n ist monoton fallend. Den grofiten dieser Quotienten, also a /by be-
zeichnen wir mit . Dann gilt fiirn > N:

ay
any1 = b_bn-H < ab,q.
n

Ist nun Y _ b, (absolut) konvergent, so auch Y ab, und folglich konvergiert nach dem
Majorantenkriterium auch } a,, (absolut).

Ist ) a, divergent, so muss auch Y _ b, divergieren, denn anderfalls folgte aus der
angenommenen Konvergenz von Y b, aufgrund des ersten Teils der Aufgabe die Kon-
vergenz von Y  a,, also ein Widerspruch.

Aufgabe 104
»  Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
(1))’

a ;
) ; 3”””

= 1
2 e @2

n=2

Hinweis: Verwenden Sie in Teil b) das Reihenverdichtungskriterium (vgl. Aufg. 102).

Lésung
a) Das Quotientenkriterium liefert die Divergenz der Reihe:

(n+D)?

oyt Ty (4 DY? 3"
ap |2 3 D) (n)?
nnn
—l(n—l—l) ! — 00 (n — 00)
R (14 1y '
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b) Da der Logarithmus streng monoton steigend ist und In(n) > 0, n > 2, ist die

Folge der Summanden eine streng monoton fallende Nullfolge. Mit Hilfe des Rei-
henverdichtungskriteriums erhilt man die Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe
genau dann, wenn die Reihe

e} [e¢]

.1 < 1 1 1
22 5@y = 2 e m@)r ~ @) 2w

n=1

konvergiert bzw. divergiert. Die obige Reihe konvergiert genau fiir « > 1 und
divergiert fiir ¢ = 1.

Aufgabe 105

>

Konvergenz und absolute Konvergenz von Zahlenreihen

Untersuchen Sie eine der beiden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

2) f ) (VT F2—

(=DFe
Z—

k=

) (k—1)

Lésung
a) Die Reihe konvergiert nicht absolut, denn es gilt

vk +2+k
SCICEERTES o (R e

k=1

A/ k2+2<«/4k =2k

3
| —

o
I
3

Eaﬁw 2 5% =3

=~
Il

1

Die Reihe konvergiert jedoch nach dem Leibniz-Kriterium:
Wie oben hat man

(—1)k
DE(WVk2+2—-k)=2——~L
A ) VE2F2+k
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. . D . .
2 = 0 ist (ag)reny mit ap = 2 D eine alternierende

k24+2+k N k242+k

Nullfolge Zudem ist (Jax|)xeny monoton fallend, denn es gilt

Wegen hm

lak1] < lak| <

\/k2 +k \/(k+1)2 2+k+1
S Vk+1D)2+24k+1=VE2+24k

s Jk+1D)2+2-Vk2+2> -1,

da offensichtlich v/(k + 1)2 +2 — v/k2 +2 > O ist.

b) Die Folge (by)ren mit by = (1 + %)k ist streng monoton wachsend und konver-
giert gegen e. Somit ist die Reihe nicht absolut konvergent, denn es gilt

i M e DF R MEE
- — =
S0+ k=D S0+ k-1 Sek-D Ik
Die Reihe ist jedoch nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. Aufgrund der Mono-
tonie von (by)keN it (cx)ken mit ¢ = ——S—— eine streng monoton fallende
(1+4) k-1
Folge mit
e

lim ¢ = lm —————— =
k—o0 k—o00 (1 4 %) (k_ 1)

Da zudem der alternierend Faktor (—1)¥ vorliegt, sind alle Voraussetzungen fiir das
Leibniz-Kriterium erfiillt.

Aufgabe 106

»  Cauchy-Produkt von Reihen

a) Die Folgen (a,)neNy. (bn)neN, und (c,)nen, seien definiert durch

(=" ¢
a,:=b, = ,c,,::Ea,,,b, n € Ny.
NZES s T ’

Zeigen Sie, dass die Reihen ) a, und )_ b, konvergieren, aber ihr Cauchy-Produkt
n=0 n=0

o0
> ¢, nicht konvergiert.

n=0

b) Zeigen Sie, dass fiir |x| < 1 gilt:

Z(n + Dx" = x)2
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Lésung
o0 o)
a) Die Reihen )  a, und ) b, konvergieren nach dem Leibniz-Kriterium, denn
wegen =0 =0
—1)" —1)"
an:bn:( ) und hman—hmb—hm( ) =0
vn+1 —0 n—oo \/n +1

sind (@, )neN, und (b,),en, alternierende Nullfolgen. Die Monotonie von (|a, |)xenN,
und (|b,|)sen, folgt aufgrund von

1
a < |a <
|n+l|_|n| \/_"_2 \/n+1
S Vn+1<Vn+2

S n+l<n+2 &1<2MWA).

oo
Die Reihe ) ¢, divergiert, denn (¢, )en, ist keine Nullfolge aufgrund von
n=0

|Cn| =

(=D * (=D)F
Z\/n—k+1«/k+l

n
> an kb =
k=0

Z oV + 1)(n +1)

b) Fiir zwei absolut konvergente Reihen konvergiert auch das Cauchy-Produkt dieser
Reihen absolut (vgl. z. B. [3], 32.6). Mit Hilfe der geometrischen Reihe gilt dann

k=0

n . 1
- ‘(_1) Z\/k(n—k)+n+1

fir [x] < 1
1 1 gy« > >\,
(1-x? 1-x1-x <§X)<ZX)
=ZZX” /x/—ZZx —Z(n-l—l)x
n=0 j=0 n=0 j=0
Aufgabe 107

»  Konvergenzkriterien fiir Reihen

Zeigen Sie:

a) Sind die Reihen )" @2 und Y b2 konvergent, so konvergiert Y a,b, absolut.

n=1 n=1 n=1
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o)
b) Mit Y a2 konvergiert auch )

1
a,, falls o > — ist.
n=1 2

1
n(){
S |
Hinweis zu b): Hier kann benutzt werden, dass die harmonische Reihe ) — fir 8 > 1
n=1N
konvergiert (und fiir 8 < 1 divergiert).

Lésung
a) Es gilt offenbar:

1 1 1 1
|anbu| = |5 (an + ba)* — < (ap + by)| < = (an + by)> += (a; +by).
2 2 22— 22—

Cni= dy:=

ep.=

Offenbar geniigt es, zu zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen Y _ ¢,
und )" d, konvergieren, da nach den Rechenregeln fiir konvergente Reihen (vgl.
z.B. [3], IV.32) daraus zunichst die Konvergenz der Reihe Z;O: | n und anschlie-
Bend nach dem Majorantenkriterium auch die absolute Konvergenz von > > | a,b,
folgt.

Die Konvergenz von Y .-, d, folgt sofort aus den Voraussetzungen in a) und be-
kannten Rechenregeln. Um die Konvergenz von Y -, ¢, einzusehen, rechnet man
zuerst nach, dass aus der 2. Binomischen Formel die Ungleichung

(@n +by)* < 2(ay + by)

folgt. Die Reihe > - | 2d, ist folglich eine konvergente Majorante von Y .-, ¢y,
so dass auch ) - | ¢, konvergiert und damit alles bewiesen ist.

b) Man verwendet a) mit b, := nlw Der Hinweis zu b) liefert dann, dass > - | b?
konvergiert, und somit folgt unmittelbar aus a) die Behauptung.

Aufgabe 108
> »Turm von Hanoi”

Stellen Sie sich vor, es ist wieder Bastelabend in der Fachschaft. Sie bieten dieses Jahr
an, einen ,,Turm von Hanoi* bauen zu wollen, dessen Bauanleitung Sie von Threr letzten
Schatzsuche mitgebracht haben. Dieser soll die folgende Gestalt haben: Die erste Platte
soll einen Durchmesser von 10 cm haben, jede folgende Platte besitzt genau den halben



1.9 Zahlenreihen 135

Durchmesser der vorhergehenden. Weiterhin soll die erste Platte 4 cm dick sein, die zweite
halb so dick wie die erste, die Dicke der dritten Platte soll ein Drittel der zweiten betragen
usw.. Alle Platten seien Kreisscheiben mit einem spezifischen Durchmesser und einer
spezifischen Dicke. Beantworten Sie nun die folgenden Fragen:

a) Welche Dicke und welchen Durchmesser besitzt die n-te Platte?

b) Welche Gesamthoéhe H,, und welches Gesamtvolumen V,, besitzt der Turm 7,,, der aus
den ersten n Platten besteht?

c) Welche Hohe hiitte eigentlich T, und wieviel cm?® Holz wiren fiir den Bau eines sol-
chen Turmes notig?

Lésung
a) Beh.: Fiir den Durchmesser d,, der n-ten Platte gilt d, = 10 (%)n_l cm.
Vollstindige Induktion:
LA:n=1:10ecm=10(})""cm=d; (w.A);
1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
LS:n—n+1:dy =3d, = %10(%)”71 cm = 10(%)" cm.

Beh.: Fiir die Dicke D,, der n-ten Platte gilt D, = % cm.
Vollstindige Induktion:
LA:n=1:4cm=fcm=D;(w.A);

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.

ILS:n—-n+1: D,y = nLHD,, = n}rl:,cm @ H),cm

b) Fiir die Hohe H), gilt

=
=

c¢) Fiir die Hohe H, gilt Hy, = Z;il % cm = 4(e — 1)ecm = 6,873 cm. Das Ge-
samtvolumen V,,, betrigt

Ve = 4007 i

Jj=1

1)/
4—)‘ cm? —4007r(e4—1)cm = 356,917 cm’.
J:
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Aufgabe 109
»  Tragheitsmomente

Das Trigheitsmoment eines Systems aus N Massenpunkten m;, j € {l,..., N}, ist
definiert durch
N
_ 2
0= Zm i
j=1

wobei r; den Abstand des Massenpunktes m2; senkrecht zur Drehachse angibt. Der Begriff
des Trdgheitsmomentes 148t sich mit Hilfe eines Grenzwertprozesses auch auf homoge-
ne Korper wie z. B. die Scheiben des Turms von Hanoi (vgl. Aufg. 108) fortsetzen (s.
Hinweis 4). Berechnen Sie das Trigheitsmoment der ersten Holzscheibe des Turms von
Hanoi, wobei die Dichte p als konstant vorausgesetzt sei. Die Rotationsachse stehe dabei
senkrecht auf der Scheibe und gehe durch den Mittelpunkt.

Hinweise:

1) Zerlegen Sie die Scheibe in n Kreisringe, wobei die Differenz des duferen und des
inneren Radius konstant sein soll.

2) Schitzen Sie die Trigheitsmomente dieser Kreisringe geeignet nach oben und unten
ab.

3) Summieren Sie diese Teilergebnisse und vereinfachen Sie diese mit Hilfe der Formeln

fiir
n n n
§ i, § i § i3
i=1 i=1 i=1

4) Fiihren Sie nun den Grenzwertprozell mit n — oo durch.

Lésung
Es gilt M = pV, wobei V' das Volumen und M die Masse des Korpers bezeichnet.
Nach Voraussetzung ist ¥ = 5cm der Radius und 7 = 4cm die Hohe der ersten

Scheibe. Es gilt V = mr2h.

Man unterteile die Kreisscheibe in n Kreisringe, wobei die Differenz des dufleren
und des inneren Radius jeweils gleich sein soll. Der duflere Radius des i -ten Kreisringes
betrigt R, = ;Qr, der des inneren r; = %r. Damit gilt fiir das Volumen V;

Vi = wh(R2 = r2) = Shi> = (i — 1)’)r> = 12(21' —1).
n n
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Indem man die Masse M; des Kreisringes gedanklich auf den dufleren bzw. inneren
Radius verlagert, 146t sich das Triagheitsmoment ®; des i-ten Kreisringes nach unten
bzw. oben abschitzen durch

1)2
Mr —,oVr —p—(2 —1)

M
= Q-5 +4i - 1)’ <0,
n
=2
0, < —4(21'3 i) = p—2(2i — 1)1 = pVR2 = M, R?.
n n n

Mit Hilfe von
n n 1 n 1
1 =n, = — 1), 2 = — D@2n + 1),
Z n ;z 2n(n+ ) ;z 6n(n+ )2n + 1)

. 1
Zi3 = —n’(n + 1)
i=1 4

gilt daher bei Summation

M
ZMr _Z 4(2i3—5i2+4i—1)r2

i=1

M 1 1 1
= — (2=’ + 1> =5-n(n+1DR2n+ 1) +4-n(n+1)—n)r?
n4 4 6 2

In>4+2n+1 52n2+3n+1 _n+1 1),
=M|- -z 2 —
(2 n? 6 n3 * n3 n3)r

1 2 1 .
=M|(-—-—+—=]r’<) 6,
(2 3n+6n3)r_§

i=1

(2 n*(n + 1)* — —n(n + 1)(2n + 1))

(171 +2n+4+1 12n2% +3n-|—1)r2

I
<

2 n? 6 n3

1 2 1 .
=M|=+———|r*>) 0.
(2+3n 6n3)r_§
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Der Grenzwertprozell n — oo liefert nun

1 2 . (1 2 1
“Mr°=1lm Mr°| -z ——+ —
2 n—o00 2 3n 6n3

= li Xn:®<1' M2(1+2 1) Ly
< Jim > 6 < lim Mr* 5+ 20— a5 ) =3Mr
n — 2 3n 6n 2

d. h. fiir das Tragheitsmoment ® der Kreisscheibe gilt also

1
e = EMr2 = %,ohr4 = 1250mpcm’.



Funktionenini1-d

2.1 Stetigkeit
Aufgabe 110
»  Stetigkeit von Funktionen

a) Beweisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen in x = a mit Hilfe der e-§—
Definition der Stetigkeit:
) f:0,1)3x—>J/xeR; ac(01);
i) f:Rax+

i)

meR, (JER;
X

1
f:0,1]—>R, x+ % ;a=1.

_ e[0,1
1+ x xel0.

b) Untersuchen Sie die folgende Funktion f : R — R auf Stetigkeit in R:

2+ x—6 2
oI T X0 F) -,
x?—4x +4
20, x=2

f(x) =

Lésung
a) i) Seia € (0, 1) beliebig. Man hat fiir x € (0, 1)

_ | W —Vax+Va)| 1 I S
| f()—fl@)] = W) = ﬁ+ﬁ|x al < ﬁ|x al.
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 139
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Sei nun & > 0 beliebig. Setze § := \/as, dann gilt
1
Ja

Somit ist die Funktion f stetig in (0, 1).
ii) Seia € R beliebig. Man hat

§=eVxe(0,1) mit|x—al|<3.

@) = f@] = —=lx —al <

1 1
14+x2 1+a?

| 4a)—(1+xP)

4+ ad)(1+x2)
1

1 +a?+ x> + a’x

|f(x) = fla)| =

= |x —al|x + 4] 5> < |x —allx +a4|

A—Ungl.
=|(x—a)+2allx—a| = (Qla[+[x—al])lx—al
Sei nun ¢ > 0 beliebig. Setze § := min {ﬁ, 1}, dann gilt

|f(x) = f(@)] < Qlal + |x —a])|x —a| < (2|a] + 8)§ = 2|al + &
0<é<1
< 2ald+6=Qla|+1)§ <eVx e Rmit |x —a| <.

Somit ist die Funktion f stetig in R.
iii) Wir haben die Stetigkeit in @ = 1 nachzuweisen. Es gilt fiir x € [0, 1), dass

1 1

@)~ ()] = ‘— :

T 21 + x|

—_

Jx =11 <<= |x—1],

N

2 1 +x

und wir wihlen § = 2e.
b) Die Funktion f ist als Summe, Produkt, etc. stetiger Funktionen (Polynome, Be-
tragsfunktion) auch wieder stetig in R bis auf die Nullstellen des Nenners. Es gilt

fiir x # 2
_ (x2+x—6)(x +2)
f(x)_lx_2| x2_4x+4
= |x _2|(x + 2> +3)(x—2) = (x + 2)(x + 3) sign(x — 2).
(x —2)?

Dies liefert
lim f(x) = @+ 2)2+3)(-1) = =20 £ 20 = [(2)

=(+2Q+3) 1= lim f(x).

Somit ist die Funktion f unstetig in x = 2; hier liegt eine Sprungstelle vor.
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Aufgabe 111
»  Stetigkeit von Funktionen

Weisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen f : R — R jeweils in a nach:

a)
0, x<0O
f(x):= , a:=0;
x, x>0
b)
0, x <1
S(x) = . oa:=1
x—1, x>1
Lésung
a) Es gilt:
lim f(x) =1im0 = 0,
=0 =0
f(0) =0,
lin(} fx) = lin(}x =0.
=0 50

Damit ist gezeigt, dass f stetig bei O ist.
b) Sei e > 0 beliebig, § := ¢ und |x — a| = |x — 1] < §. Dann gilt:

0, x <1
[x —1], x>1

|f(x) = fla) [=[f(0)]= <é=e
‘\_r-—‘

=0

Folglich ist f stetig beia = 1.

Aufgabe 112
»  GleichmaBig stetige Funktionen

Die Funktion f sei auf R gleichmiBig stetig. Zeigen Sie, dass f hochstens wie eine
lineare Funktion wichst, d.h. dass eine Konstante L > 0 existiert, so dass | f (x)| <
L(l + |x|) in R ist.

Hinweis: Beweisen Sie die Behauptung indirekt.
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Lésung
Die Funktion f wird als gleichméBig stetig vorausgesetzt, d. h.

Ve>038>0Vx,x" : |x —x'| <8 = | f(x)— f(x)] <e.

Wir betrachten zunéchst den Fall f(0) = 0.
Sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Dann erhilt man aus der Bedingung der gleichméfigen
Stetigkeit ein zugehoriges § > 0, mit dem

Vi, x' i x =X <= |f(x)— f(x)| <e

gilt. Wir zerlegen R in unendlich viele Teilintervalle (/; )<z, wobei mit obigem § > 0
die /; definiert sind durch:

I, = [xk,xk_H) , X o= k5, kel.

Wir zeigen fiir diesen Fall die behauptete Abschitzung. Sei also x € R beliebig. Wegen
=R
keZ

existiert ein j € Z, so dass x € I; gilt. Sei zunichst j > 0,d.h. x > 0. Es folgt
S =1F(x) = f(xp) + fx;)]

J
< 1fO) = FODI+ | f o) = floen)

k=1

J
<e+ Z [ f(xex) = f(xk—1)]

k=1

7l

<e+ je=¢e+ 3

e < e+t |x|§ < max(e, §><1 +]x).
L=

Ist j <0,d.h. x <0, dann folgt ganz analog
|fC) =1/ (x) = fOxj) + f(x10)]
-1
<1f@) = fOgDl+ | Y f) = fos)

k=j+1

-1
<et Y 1f) = Skl
k=j+1

X_(i £ &
<et+ (= +1)e = e+ %e < e+ laly < max(e, )1+ |x).

L:=
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Ist £(0) # 0, dann betrachte fy : fo(x) = f(x) — f(0). Da fo mit f ebenfalls gleich-
mébig stetig und fo(0) = O ist, existiert nach dem eben Gezeigten eine Konstante L,
so dass fiir alle x € R

[fo(x)] = Lo(1 + |x])
gilt. Es folgt

[ fo(x) + FO)] = |fo(x)| +1/(0)]
Lo(1 + |x]) + [ f(0)] = (Lo +[f(O)]) + Lolx|
(Lo + | £(O)|(X + [x])

L=

| ()]

IA

IA

und somit die Behauptung.

Aufgabe 113
»  GleichmiBig stetige Funktionen

Zeigen Sie: Ist die Funktion f auf R stetig und existieren die (endlichen) Limites von f
fiir x — oo und x —> —o0, so ist f gleichmifig stetig auf R.

Hinweis: Benutzen Sie einen indirekten Beweis.

Lésung
Wir nehmen an, die Aussage sei falsch, d. h.

Je>0V8>0qx,x eR:|x—x| <§A|f(x)— f(x)] > e
Wihle § := %, dann existieren x,,, x, mit |x, — x, | < % und | f(x,) — f(x,)| > e.
Ist die Folge (x,),en beschrinkt, so enthilt sie nach dem Satz von Bolzano-

Weierstral eine konvergente Teilfolge (x,,, )xen, es gilt also x,, — x¢ (k — o0) und
folglich wegen

1
1, —Xol < |xp, —xu |+ Xy — Xl = — 4 [xu — x| > 0(k — o0)
Mk ——
— S0(k—00)
S0(k—00)

und wegen der Stetigkeit von f bei x( auch
| fCe) = FOe ) = 1 () = F(xo)| + [ f (x0) — f(x, )] = 0 (k — 00),

was einen Widerspruch zu | f(x,) — f(x)| > ¢ Vn € N darstellt.
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Es bleibt also der Fall, dass (x,),cn unbeschrinkt ist. O. E. existiert dann eine Teil-
folge (x,, Jken mit x,, — 00 (k — 00). Dann folgt aber auch x}/ik — o0 (k — 00)
und daher aus der Existenz des Limes von f fiir x — oo (dieser Grenzwert sei mit C
bezeichnet):

Jim f(xy) = lim fx,) =C,

was ebenfalls im Widerspruch zu | f(x,) — f(x,)| > & Vn € N steht.

Aufgabe 114

»  Stetige und gleichmaBig stetige Funktionen

Beweisen Sie, dass die Funktion
g:Raxr -5x*+1€eR

in jedem Punkt a € R stetig ist; geben Sie zu beliebigem ¢ > 0 ein geeignetes § > 0 an.
Untersuchen Sie auerdem, ob g (in R) gleichmiBig stetig ist.

Lésung
Seia € R, & > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle x mit

|x —a| <§:= min(ﬁw f—o) a#0
Vi a=0

dass

lg(x) —gla)| = |—5x2+1+5a2—1| = 5|x —al-|x + 4|
< 58(|x| + |a|) < 58Q2|a] +8) = 10|a|§ + 58>
- € . e .
2 2 7

da |x| + |a| < |x — a| + 2]a|. Also ist g stetig auf R. Um zu zeigen, dass g nicht
gleichmaBig stetig ist, haben wir nachzuweisen:

Je>0V8>03x,x' eR:|x—x'| <8 A|gx)—gx)| > e

Sei etwa ¢ = 1, § > 0 beliebig. Weiter seixz%—%undx/::x—l—%.Dannfolgt
oy > 2 8:> 5 +8 - 2
x> —— = X+ = —
-5 2 21~ 58
:>8 2x+5 >1:>|x X' x + x| >
2 2175 -5

=5 —x*z 1= [gx)—g(x)| = 1=¢

und somit, dass g nicht gleichmifig stetig ist.
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Aufgabe 115

»  GleichmaBig stetige Funktionen
Zeigen Sie:

a) £:(0,1)>xr>x2eR ist gleichmiBig stetig.
1
b) g:R>x+—> —— R ist gleichmiBig stetig.
1+ x?
¢) Beantworten Sie die Frage (mit Begriindung):
Nimmt g aus b) sein Infimum und Supremum an?

Hinweis: Zum Beweis von a)—c) sollen keine Differenzierbarkeitseigenschaften von f
bzw. g benutzt werden.

Lésung
Eine Funktion f : A — B heif3it genau dann gleichméBig stetig in A, wenn gilt:

Ve>0:38>0:Vx,yed:|x—y|<é= |f(x)— f(y)| <e.

a) Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle § = ¢/2. Dann gilt fiir x, y € (0, 1) mit
|x —y| <é:

|f) = O = |x> =y =lx =yl |x +y| <2x —y| <28 =2¢/2 =¢.
~——
<2

b) Sei e > 0 beliebig vorgegeben. Es gilt Vy € R

1 y 1 5 5
-5 = <= 1 >2yA2y <l ,
2_1_1_);2—2(<:>> +y_ Yy Yy = +J/)
da
(1-=yP=1-2y+y>>0 und (1+y)>=1+2y+y*>0.
Also ist
y 1
——| <<z VyeR
1+~ 2

Wihle § = ¢. Dann gilt fiir x, y € R mit |x — y| < §:
1 2

1+x2 14)2

y
fly—XI('Hy2 +

_|y-x
A+ X))+ y?)

)§|y—x|<8=8.

lg(x) =gl = '

'l—l—x2
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c) Offenbarist0 < g(x) <1 Vx € Rund g(0) = 1. g nimmt also sein Supremum an.
Fiir das Infimum gilt inf,cg g(x) = 0. Nach der Charakterisierung des Infimums
(vgl. z.B. [3], 1.8) ist ndmlich zu zeigen, dass
Ve>0dx e R:e> g(x);
letzteres ist offenbar richtig fiir x mit x> > é — 1. Das Infimum wird demzufolge
nicht angenommen.
Aufgabe 116

»  GleichmiBig stetige Funktionen

Zeigen Sie ohne die Differenzierbarkeit zu benutzen, dass die folgenden Funktionen auf
ihrem Definitionsbereich gleichméBig stetig sind:

a) f:(0,2)3xx3eR;

b) g:Rosx eR;

1+ |x|

Lésung
a) Seie > Obeliebig. Setze §(¢) := 5. Seien x, y € (0,2) beliebig mit |x—y| < §(e),
dann gilt

|f) = S| = %7 =y’ = |x = p[|x® + xy + ¥
A—Ungl. ) 5 l¥hlyI=2
< e =yl(xI"+xyl+»[) = 12]x—y[ < 125(e) =&

Somit ist die Funktion f in (0, 2) gleichmiBig stetig.
b) Sei ¢ > 0 beliebig. Setze §(¢) := €. Seien x, y € R beliebig mit |x — y| < §(e),
dann gilt

1 ‘:(1+|y|)—(1+IXI)
T+Ix| T4yl (14 x)(@ + D)

lg(x) —gW)| =
A—Ungl.
<|yl=Ixl] = |lx—yl<de) =e

Somit ist die Funktion g in R gleichmiBig stetig.
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Aufgabe 117

»  Lipschitz-stetige Funktionen

Eine Funktion f : D C R — R heilt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante 0 < L < oo
existiert, so dass fiir alle x, y € D gilt:

| f(x) = fOW] < L|x -yl

Zeigen Sie:

a) Jede auf D Lipschitz-stetige Funktion ist auch stetig in D.

b) Der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen ist ein Vektorraum iiber R.

c) Ist D ein abgeschlossenes Intervall, dann ist auch das Produkt zweier Lipschitz-stetiger
Funktionen wieder Lipschitz-stetig.

Lésung
a) Seien y € D, ¢ > 0 beliebig. Gilt die Abschitzung fiir L = 0, so gilt sie auch fiir
eine groBere Konstante. Daher kann L # 0 angenommen werden. Setze § := 7,

dann gilt fiir alle x € D mit |x — y| < §, dass

/()= fODI =Llx—y|<Ls=e.
Somit ist die Funktion f stetig in D. (Sie ist sogar gleichmiBig stetig.)
b) Sei V :={f : D — R | f ist Lipschitz-stetig}.
1) Die Nullfunktion liegt offensichtlich in V', da die Lipschitz-Bedingung mit
L = 0 erfiillt ist.
2) Seien @ € R, f € V beliebig, dann gilt

[(@f)(x) = (@)W = lef (x) —af ()] = lel| f(x) = fOD)] < le|L]x =y,

also ist auch die Funktion o f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
l¢|L,d.h.af € V.

3) Seien fi, f, € V beliebig. Seien L, L, die Lipschitz-Konstanten bzgl. fi, f>.
Es folgt mithilfe der Dreiecksungleichung

[(fi + L)) = (fi + LD = [([(x) = [1() + (falx) = ()]
<A = i+ [ (x) = L(0)]
< Lilx =yl + La|lx —y| = (L1 + La)|x — y|;

also ist auch die Funktion f; + f, Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
Ly+ Ly, dh (fi+ fr)eV.
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¢) Seien f|, f, € V beliebig. Seien L, L, die Lipschitz-Konstanten bzgl. fi, f>. Da
Lipschitz-stetige Funktionen nach Teil a) stetig sind, sind auch | f| und | f3]| stetig
und nehmen daher auf dem abgeschlossenen Intervall D ihr Maximum an, d. h. es
gibt Konstanten M|, M, mit

| i) <M VYxeD, |f(x)]<M,VxeD.
Dann gilt mithilfe der Dreiecksungleichung

[(f1- f2)(x) = (fi- 2]

[/1(x) f2(x) = fi(x) o(¥) + fi(x) 2(0) = /L(0) 2 (0)]
= A La(x) = L)+ LW Aix) = fi(y)]

| /1O La|x =y + [ (W) Li]x — y|

< (MiLy+ MaLy)|x — yl;

Al

IA

also ist auch die Funktion f; - f, Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
MLy, + M,Ly,d.h.(fi- fr)eV.
Aufgabe 118
»  Streng konvexe Funktionen
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit genau dann streng konvex, wenn gilt
fax+ A =0)y)<tfx)+ 1 —=1)f(y) Vte(,1),Vx,yela,b], x#y.
a) Zeigen Sie, dass es genau ein z € [a, b] gibt mit

f(z) = xg}(ilg)] f(x),

falls f : [a,b] — R streng konvex und stetig ist.
b) Gilt die Aussage von a) auch fiir das Maximum?
c) Zeigen Sie, dass f : [-2.,3] 3 x > x? € R streng konvex ist.

Lésung
a) Da [a, b] ein abgeschlossenes Interall ist und die Funktion f stetig in [a, b] ist,
nimmt f das Minimum an. Daher existiert ein z € [a, b] mit f(z) = n%ir})] f(x).
X€la,

Angenommen es wiirde ein z’ € [a, b], z' # z, mit

&) = /() = min [(x)
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existieren, dann folgt mit Hilfe der strengen Konvexitit mit# = %

1 1 1 1
757+ 37) < 370+ 3560 = 1
was wegen Z£Z € [a, b] ein Widerspruch zur Definition von f(z) als Minimum ist.

2
b) Die Funktion g : [-2,2] > x + x? € R ist nach Teil c) streng konvex und als

Polynom stetig. Es gilt jedoch
J(=2) = f(2) = max f(x)=4,
xe[-2.2]

d.h. die Aussage von a) gilt nicht fiir das Maximum.
c) Seit € (0,1) beliebig. Seien x,y € [—2,3] mit x # y beliebig. Es gilt mit 0 <
t <1,dass 0 < 2 < ¢t und
tfx)+ A =0)f(y) = flex + (1 —1)y)
=124+ (1 =0)y*—(tx+ (1 —1)y)?
= x>+ (1 —10)y? —12x> = 2t(1 = t)xy — (1 —1)*y?
= x> 4+ y2 —1y? —t2x* = 2xy 4+ 2t2xy — y? 4+ 2ty* —1%)?
= t(x? = 2xy + y?) — 2 (x* — 2xy + y?)
= (t—1?)(x—y)*>0.

(x
——— ——
>0 >0

Aufgabe 119

»  Fixpunkte stetiger Funktionen

Sei [a, b] C R ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall. Weiterhin sei f : [a, b] —
[a, b] stetig. Zeigen Sie, dass die Funktion f in [a, b] einen Fixpunkt hat, d. h. es existiert
einz € [a,b] mit f(z) = z.

Hinweis: Benutzen Sie den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.

Lésung
Gilt f(a) = a oder f(b) = b, so ist die Existenz eines Fixpunktes offensichtlich. Sei
nun f(a) # a und f(b) # b, dann gilt wegen f(a), f(D) € [a,b]

f@)—a=>0, f(b)—>b<O.

Die Funktion g mit g(x) = f(x) — x ist als Differenz der stetigen Funktion f und der
Identitiit stetig, so dass g nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle z € [a, b] besitzt.
Es gilt also

g@) =0 f(0)-z=0 & f(z) =z,
daher hat f auch in diesem Fall einen Fixpunkt.
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Aufgabe 120

>  Sétze zur Stetigkeit

a) Sei f: D — Rstetigina € D. Weiterhin sei f(a) > 0. Dann gilt:
3§>0Vxe(@—36,a+4d) N D: f(x)>0.

b) Seien f : D — R, g : D’ — R Funktionen mit /(D) C D’. Ist f stetigina € D,
und ist g stetig in f(a), dann ist g o f stetig in a.

Lésung
a) Setze e = f(a) > 0.Da f stetig ist, existiert ein § > 0, so dass gilt:

| f(x)— f(a)l]<eVxe (a—6,a+38) N D
<— —¢e¢< f(x)— fla)<eVxe (@a—68,a+d N D
— f(x)> fla)—e=0V¥xe (a—8,a+68 N D.

b) Sei (x,),cN eine beliebige Folge mit

x, € DVneN, limx, =a.
n—00

Die Stetigkeit von f in a liefert:
lim f(x,) = f(a).
n—o0

Setzt man nun
b, := f(x,) YneN,

dann gilt wegen f(D) C D’ und der Stetigkeit von g in f(a):
by = f(xn) € D'V eN, lim g(b,) = g(lim b,) = g(f(a)).
SchlieBlich erhilt man die Stetigkeit von g o f an der Stelle a:

lim (g o f)(x,) = lim g(f(xy)) = lim g(b,) = g(f(a)) = (g0 f)(a).
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Aufgabe 121
> Nulistellen von Funktionen

Die Funktion f : R — R sei gegeben durch

9x3 — 18x2 —2x +2
x2+1

fx) =

Zeigen Sie, dass f mindestens eine Nullstelle in den Intervallen [—1, 0] und [0, 1] besitzt.
Gibt es eine weitere Nullstelle im Intervall [1, 00)?

Lésung
Dax?+ 1> 0V x € R, besitzt der Nenner der Funktion f keine Nullstelle. Somit
ist f in R stetig, da sowohl Zihler als auch Nenner als Polynome stetig sind. Es gilt

zudem
9(—1)} —18(=1)> —2(—1) +2 23
-1) = =22 <0; f(0)=2>0;
f(=1) Tl 5 < f(0) >
9—18—-2+4+2 9
=T 2
S 1+1 2 =
9.33-18.32-2.34+2 77
3) = = —>0.
/G3) 3241 10>

Aufgrund der Stetigkeit von f und des jeweiligen Vorzeichenwechsels liefert der Zwi-
schenwertsatz die Existenz mindestens einer Nullstelle in den Intervallen (—1, 0), (0, 1)
und (1, 3). Da ein Polynom 3. Grades hochstens drei Nullstellen haben kann, kann es
im Intervall [3, co) keine weitere Nullstelle geben.

Aufgabe 122
»  Stetigkeitskriterium

Fiir die Funktion f : R — R gelte f(0) = 1 und

Jx+y) = fx)f(y)Vx,yeR.

Zeigen Sie, dass f in R stetig ist, wenn f im Nullpunkt stetig ist.
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Lésung
Sei (x,,)nen eine beliebige Nullfolge, dann gilt

lim x, =0 = lim (—x,),

n—o00 n—00

und aufgrund der Stetigkeit von f im Nullpunkt
lim f(x,) = f(0) = 1= lim f(—x,).
n—oo n—oo

Daher existiert auch ein N € N, so dass fiirallen > N gilt

N W

) =125 & 3= flon) <

Sei nun x € R beliebig. Betrachte den Fall f(x + x,) < f(x). Firn > N und
f(x) > 0 erhilt man

0= f(r) = F(x + %0 —x0) < F(x 420 fl=xn) | 320 < f(x+x).

Gilt f(x) < 0, dann hat man firn > N

J&) = fO+xn—xn) = fOx +xn) f(=xn)

JCES N
= 2= S = Sk,

Betrachte nun den Fall f(x + x,) > f(x). Dann gilt fiirn > N

J(x) < flx+xn) = f(x) f(xn)
= |f(x 4 x| = maxi] £l [ )l < 2[F (0.

Insgesamt liefert dies
|f(x 4+ x0) =2 f(x)[ V=N,

d.h. die Folge (| f(x 4+ x,)|)nen ist beschrinkt durch eine Konstante M; > 0, da nur
endlich viele Folgeglieder betraglich grofer als 2| f(x)| sein konnen.
Es gilt nun entweder

0= flx+x) = f(x) = fxa) f(x) = f(x)
= () =) =[SO f (xn) — 11,
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oder man hat

0 < f(x) = flx+x0) = fx +xp —x0) = fx + x0)
< S+ x) f(=x0) — f(x +x0) = f(x + x)(f(=x2) — 1)
=[S + x)[|f(=xn) = 1] = My [ f(=x,) = 1].
Damit gilt schlieBlich
|f(x +x0) = fO)] = max{] ()] fCen) = 1], M| f(=x) = 1]} = 0 (n — 00).

Da die Nullfolge beliebig war, ist somit f stetig in x. Da wiederum x € R beliebig
war, ist f stetig in R.

Aufgabe 123

>  Stetige Fortsetzung

Bestimmen Sie jeweils alle Parameter ¢ € R, so dass sich die folgenden Funktionen
fi, i = 1,2, zu einer stetigen Funktion auf R fortsetzen lassen:

a)
) Ixl x<1 (.
fl(x)'_{ Ix*+a, x=1 §
b)
fz(x)::§e"‘, x>0§'
a, x<0

Lésung

a) Da die Funktion f; abschnittsweise aus stetigen Funktionen (Polynom, Betrags-
funktion) definiert ist, ist f; offensichtlich stetig auf R \ {1}. Es bleibt also nur
noch die Stelle x = 1 zu untersuchen. Es gilt

1 1
li = lim | —x? =-+a=fi(l
tim i) = tim (3 +a) = 3 +a = ()
und
li =1l =1.
lim /i(x) = lim |x|
Damit f in x = 1 stetig ist, muss also gelten:

1—I—a—l@)a—1
2 - D

Fira = % ist f) also auf ganz R stetig.
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b) Da die Funktion f, abschnittsweise aus stetigen Funktionen (konstante Funktion,
Exponentialfunktion) definiert ist, ist f, offensichtlich stetig auf R \ {0}. Es bleibt
also nur noch die Stelle x = 0 zu untersuchen. Es gilt

)lcl}lz)fz(x) = lima=a= f2(0) =a

und
2
li =lime™ =’ =1.
xlg})fz(x) lim e

Damit f; in x = O stetig ist, muss also gelten:
a=1.

Fiira = 1ist f; also auf ganz R stetig.

Aufgabe 124
»  Zwischenwertsatz
Sei f : R — R eine Funktion, die jeden Wert genau zweimal annimmt.

a) Zeigen Sie, dass f nicht stetig ist.
b) Gibt es eine stetige Funktion g : R — R, die jeden Wert genau dreimal annimmt?

Lésung

a) Angenommen [ wire stetig, und x, y zwei verschiedene Stellen mit f(x) = f(y).
Firz € (x,y)istdann f(z) # f(x) = f(y), weil jeder Wert nur zweimal an-
genommen werden darf. Da f stetig und [x, y] kompakt ist, nimmt f auf [x, y]
sowohl ein Maximum wie ein Minimum an. Wiren das Maximum und das Mini-
mum gleich, so wire f auf [x, y] konstant (Widerspruch!).
Sei also z so gewihlt, dass f(z) maximal ist (falls z = x ist, betrachte die Funktion
—f). Nach Voraussetzung gibt es genau ein z’ # z (0.B.d. A. z/ > z) so, dass
f(z) = f(2') gilt. Dann muss z" auBerhalb des Intervalls [x, y] liegen. Dies sieht
man mit Hilfe des Zwischenwertsatzes folgendermaf3en:
Es gilt f(c) < f(z) fir alle ¢ € (z,z’). Hat man nun f(c) < f(x) < f(2),
so muss der Wert f(x) auch im Intervall (z, ¢] angenommen werden (Widerspruch
wegen f(x) = f(y)). Wire f(y) = f(x) < f(c) < f(z) = f(z'), so miibte
der Wert f'(c¢) auch in den Intervallen (x, z), (z’, y) angenommen werden (Wider-
spruch!).
Sei also nun x < z < y < z’. Nach dem Zwischenwertsatz muss aber jeder Wert
im offenen Intervall ( f(x), f(z)) in jedem der Intervalle (x, z), (z,y), (y;z’) an-
genommen werden. Also werden alle diese Werte mindestens dreimal angenommen
(Widerspruch!). Folglich ist f nicht stetig.
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Abb. 2.1 Beispiel Aufg. 124, Teil b)

b) Die folgende Funktion ist stetig und nimmt jeden Wert genau dreimal an:

(x —n)+ %, x €ln,n+2), ne3Z

f R->R, f(x)= .
(n+2—x)+2+§, xen+2,n+3), ne3Z

Die Funktion ist in den Teilintervallen [n,n + 2), [n + 2, n + 3) stiickweise linear.
Die Abb. 2.1 zeigt, dass jeder Wert genau dreimal angenommen wird.
Aufgabe 125
> Zickzack-Funktion
X, x <

Fiir x € [0, 1) sei g(x) :=
1—x, x

v

N =] =

Die Funktion g : R — R ist durch ([ -] = GauB-Klammer)
gx):=glx =[x, xeR,
definiert.

a) Zeigen Sie
1
1) limg(x) ==, limg(x)=1limg(x)=0.
x—)% 2 x—0 x—1
2) g iststetig.
Hinweis zu 2): Wegen g(x + 1) = g(x) (s. Abb. 2.2 fiir g = g) geniigt es zu
zeigen, dass g stetig in [0, 1) und g(0) = g(1) ist.
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b) Nunseifiirn € N g,(x) :=27"*+g(2"'x), x € R.
Skizzieren Sie g bis g¢.

c) Zeigen Sie: Durch

x> h(x) =) gi(x)

k=1
wird eine auf R stetige Funktion erklért.
Lésung
a) 1) Firx €[0,1) gilt[x] =0
:>(x)1<max lx1 x1—>0x—>
—_— = X — =, — —_ = = —_ = -
s 3= 2 2
li _!
= me% gx) = 3
Fiir x € [—%, %) ist [x] = —1 oder [x] =0

= Jg)] < max {lx|. |1 — (x + DI} = x| = 0 (x = 0)

= lim g(x) = 0.
x—0

Fir x € [% %) ist [x] = 0 oder [x] =1
= |lgx)| <max{|[l —x|,|x=1]}=|x—-1=>0(x—>1)
= limlg(x)zo.

2) Wegen g(x + 1) = g(x), x € R ist g 1-periodisch. Es muss also nur die
Stetigkeit von g auf [0, 1) und g(0) = g(1) gezeigt werden. g ist offensichtlich
stetig in (0, %) und (%, 1). Wie oben gezeigt, gilt zusétzlich

1 1
i ) = 5 = g3 ) lim g0 =0 = 20

xX—=5

und
lim g(x) =0 = g(1) = g(0).

Damit ist g auf [0, 1) stetig und g(0) = g(1), also g iiberall stetig.
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b) Graphische Darstellungen von g bis g¢ in Abb. 2.2-2.7:

0.6 T T T T T

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Abb. 2.3 Graphische Darstellung der Funktion g, fiirn = 2
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Abb. 2.5 Graphische Darstellung der Funktion g, firn = 4
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Abb. 2.7 Graphische Darstellung der Funktion g, fiirn = 6
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¢) Essoll nun gezeigt werden, dass / an einer beliebig gewihlten Stelle x € R, die im

Folgenden festgehalten wird, stetig ist (vgl. auch Abb. 2.8 und 2.9).
Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es ist zu zeigen, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir y € R
mit |[x — y| < 6 gilt:

|h(x) —h(y)| <e.

Der Beweis wird iiber einen 3e-Schluss gefiihrt. Setze
hy(x) = ng(x), x € R.
k=1

Dann sind die so definierten Funktionen /,, auf Grund der Rechenregeln fiir stetige
Funktionen stetig, und es gilt:

o0 o0
h(x) = k()| = | Y gl =] Y 27 g2 y)
k=n+1 k=n+1
< Z 2_k+1 sup |g(x)| = Z 2_k — 0 (I’l — OO)
k=n+1 xeR k=n+1

1

2

Mit Hilfe dieser Abschitzung ist es moglich, ein N € N unabhingig von der be-
trachteten Stelle x zu wihlen, so dass:

Vn> N : |h(x)—h,(x)|]<e VxeR.

Die Eigenschaft, dass diese Abschitzung fiir gentigend groBes n ,,gleichmafig* fiir
alle x € R gilt, ist hier besonders hervorzuheben. Man sagt in diesem Fall, dass
die Folge der Funktionen (%,), . gleichmifig gegen /1 konvergiert oder dass / der
»gleichmiBige Limes“ der Funktionenfolge (/,), cxy ist.

Wir legen nun ein nyp > N fest (z.B. np = N). Auf Grund der Stetigkeit von £,,,
existiert dann ein § > 0, so dass gilt:

x—yl<d = |hn(x) —hyy(¥)] <e.
Damit erhalten wir nun fiir alle y € R mit |[x — y| < §:

|h(x) = h(Y)| = [h(xX) = Dy (xX) + g (X) = hug () + hig (v) — h(Y)]
<) = hug ()] 4 [hng () = hag (V)] + g (¥) = h(Y)]
< 3e.

Ganz allgemein kann man auf diese Weise zeigen, dass der gleichmifige Limes
einer Folge stetiger Funktionen auch wieder stetig ist.
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Abb. 2.9 Graphische Darstellung der Funktion £, fiirn = 10
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2.2 Exponentialfunktion und Logarithmus

Aufgabe 126

»  Stetigkeit der Exponentialfunktion

Weisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen f : R — R jeweils in a nach:

a) f(x):=2%, aekR;
b) f(x):= d*; aeR (d > 0vorausgesetzt).

Hinweis: Sie konnen in b) benutzen, dass lim Yd = 1firalled > 0 (vgl. z.B. Aufg. 69).
n

Lésung

a) Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion exp :
x > exp(x), der Stetigkeit der Funktion f : x +> x sowie aus bekannten Rechen-
regeln fiir stetige Funktionen (vgl. z. B. [8], 6.5) wenn man beachtet, dass

2% =exp(x-1n2)

gilt.
b) Wir miissen zeigen, dass f an der Stelle a = 0 stetig ist mit

li h) =1.
lim f(h)
Dann gilt namlich fiir beliebige a € R:

I 1) = i o + ) = i (%)

— a 13 h: a — a _
=d*-lim(@") =d*-1=d = f(a).

Untersuchen wir also noch die Funktion an der Stelle a = 0.
Nach dem Hinweis gilt fiir alle d > 0:

lim 4" =1
Damit folgt auch sofort
lim d~Y" = lim LI
n—o00 _n~>ood1/” -

Seinuno.B.d.A.d > 1(bei 0 < d < 1 betrachte d = 5 > | anstelle von d).
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Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann existiert nach Definition des Limes ein 7y € N mit der

Eigenschaft:
l—e<d™ VM <dl/m <1+

Fir —1/n¢y < x < 1/ny gilt dann
l—e<d " <1+e¢

und wir erhalten

limd* =1
x—0

Aufgabe 127
»  Abschidtzungen fiir die Exponentialfunktion

Zeigen Sie fiir x € R die folgenden Ungleichungen:
le¥ — 1] < e —1 < |x|eM

Hinweis: Benutzen Sie die Reihendarstellung der Exponentialfunktion.

Lésung o
Es gilt e* = Zo fl—’: Somit gilt
=
o0 oo o0
x| a- Ungl |x|" |x|" Ix|
X _ = _— = —_ = — = R -

|n1

1_Z|x|n_| |Z|x

Aufgabe 128
»  Eigenschaften der Exponentialfunktion

a) Seig € N. Zeigen Sie:

q+1
1) exp(x) > firx >0
) exp(x) ESN
2) Vn e N dx > 0:exp(x) > nx?;
3) e g\ I 7.

b) Zeigen Sie: e € Q.
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Lésung
Sei g € N fest.

a) 1) Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion folgt
i X" x4+!

2) Wihle x > n(g + 1)!. Dann gilt

exp(x) Q X
x4 (g + 1)

>n = exp(x)>nx?.

3) Fiir jedes feste ¢ € N gilt

wobei die vordere Summe eine ganze Zahl darstellt, und R nach dem Satz iiber
alternierende Reihen abgeschitzt werden kann durch (vgl. z. B. [7], 1.2.1):

! 1
0<|R <L —

< 1.
g+1)! g+1

Somitist e~'q! ¢ Z.
b) Da oben gezeigt wurde, dass e~!'¢q! ¢ Z fiir alle ¢ € N, kann e~! nicht rational
sein. Somit kann auch eél = e nicht rational sein.
Aufgabe 129
»  Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus hyperbolicus
Beweisen Sie fiir x, y € R folgende Beziehungen fiir die Funktionen cosh und sinh:
a) cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y);
b) sinh(x + y) = cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y);

¢) cosh?(x) —sinh?(x) = 1.

Hinweis: sinh(x) = %(ex —e™), cosh(x) = %(ex 4+ e™).
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Lésung
a) Man rechnet nach

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

= %(ex +e M)l +e) + %(ex —e)(ef —e™)

— %(eery 4 e ¥ty +e T 4 ef(ery)) + %(eery e Nty gy + ef(ery))

1
= E(e”y + e ") = cosh(x + y);
b) Analog erhilt man

cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)
= i(e" T —e) + i(e* —e (e +e)

— l(eery + e XY _ oy ef(ery)) + l(eery ety ey = ef(ery))
4 4

1
= E(e”y — 7)) = sinh(x + y);

c) Wieder liefert eine einfache Rechnung
1 1
cosh?(x) — sinh?(x) = Z(ex +e )2 — Z(ex —e™)?

1
— Z(€2X+2+€_2X—€2x+2—€_zx) = 1.

Aufgabe 130

»  Funktionalgleichung fiir den Logarithmus

Beweisen Sie die Funktionalgleichung fiir die Logarithmusfunktion:

In(xy) = In(x) + In(y), x,y > 0.
Hinweis: Sie diirfen die Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion benutzen,

et =%l abeR.

Lésung

Seien x,y > 0 beliebig. Da exp stetig und streng monoton steigend ist, existiert die
Umkehrfunktion In. Seien a, b € R definiert durch

a:=1In(x), b:=In(y).
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Dann gilt e = ™) = x und e’ = ™) = y. Dies liefert

a + b = In(exp(a)) + In(exp(b)) = In(exp(a + b))
= In(x) + In(y) = In(exp(a) exp(h))
= In(x) + In(y) = In(xy).

Aufgabe 131

>

Logarithmus

Zeigen Sie, dass gilt:

In(x) = lim n(Yx —1) Vx > 0.

Hinweise:

1) Sie konnen benutzen, dass fiir jede Nullfolge (v,),en gilt: lim (1 + y,,)l/ = e.
Beweisen Sie damit zunichst lim ln(lyﬂ = 1 fiir alle Nullfolgen (y,),en mit

n—-oo n

¥n # 0V n € N und hiermit anschlieBend die Behauptung.

2) Fiir x = 0 ist die Beziehung auch richtig, wenn man auf beiden Seiten die Grenzwerte
(ndmlich —o0) betrachtet.
Lésung

Aufgrund des Hinweises in 1) und der Stetigkeit der Logarithmusfunktion erhilt man

. In(1+ yy)
lim —————=

n—-oo yl‘l

= lim In((1 4 y,)"?") = In(lim (1 + y,)"/*") = In(e) = 1,
n—00 n—oo

wobei y, # 0und lim,_, y, = 0 vorausgesetzt und die Beziehung b Ina = In(a’),
a > 0, b € R, benutzt wurde.
Sei nun x > 0. Definiere die Folge (y,),en durch

Vpi=x"—1,neN,

wobei (a,),en eine Nullfolge mit ¢, # 0, n € N ist. Dann gilt lim y, = 0, und

wegen
In(1 + y,)

n — an __ 1 <:> n=————"

=4 “ In(x)

erhilt man insgesamt

x4 —1 "
Jim T = lim ln(lyTy,,)ln(x) = In(x).

Fir a, := nl, n € N, folgt sofort die Behauptung.
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Aufgabe 132
»  Abschitzungen fiir die Exponential- und Logarithmusfunktion

Beweisen Sie folgende Abschitzungen:

1
a) 1+x§ex§1—\7’xe(—1,l);
—X

b) In(1 +x)>x—3x*Vx=>1;
c) 1n(1+x)>x—%x2\7’xe(0,l).

Hinweise:

1) Verwenden Sie Teil a) zum Beweis von Teil b) und zeigen Sie zuerst, dass die Funktion
g R->R, x> x— %xz nach oben durch % beschrinkt ist.

2) Die linke Ungleichung in a) gilt sogar fiir alle x > 0; die rechte gilt fiir alle x < 0.

Lésung
a) Mit Hilfe der Reihendarstellung der Exponentialfunktion erhélt man:
o0 xn oo x"
e :ZOEZIHHX;IT!'

Um die linke Ungleichung zu beweisen, unterscheidet man zwei Fille.

Fall1: x > O:
In diesem Fall ist der Rest der Reihe offensichtlich grofer als oder gleich
null.

Fall2: x <O:
In diesem Fall kann man den Rest der Reihe als alternierende Reihe schrei-

ben o o
x" |x/"
IR NI
— n! = n!
Bezeichnet man die Absolutbetrige der Glieder der Reihe mit a,(x), so
erhilt man fiir |x| < 1

Gatl _ ﬂ <1 und lim a,(x) =0.
ay n-+1 n—00
Die Reihenglieder bilden also eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem
Leibniz-Kriterium besitzt dann der Rest der Exponentialreihe dasselbe Vor-
zeichen wie sein erster Summand, d. h. die Ungleichung ist auch fiir x €

(=1, 0) erfiillt.

Fiir den Beweis der rechten Ungleichung verwendet man die Funktionalgleichung

der Exponentialfunktion und die linke Ungleichung. Fiir y € (—1, 1) gilt dann
1 1

l+y<ed & eV =—< ——.
y= ey T 1+y
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Ersetzt man hier y durch —x, so erhilt man die gewiinschte Abschitzung nach
oben. Die Gleichheit gilt jedoch anhand der obigen Ausfiihrungen nur fiir x = 0.
b) Es gilt (vgl. Hinweis)

1 1 1 1 1 1
0<=-(1=x)=-— Zy2 —x?2<Z < 2.
_2( X) 3 x+2x & X 2x_2¢>g(x)_2

Mit Teil a) erhidlt man fiir x > 1 durch Logarithmieren wegen der strengen Mono-
tonie von In(.)

1
1—

et < 12 Y

>1 1
: 2X§ 1+x:>g(x):x—§x2<ln(1+x).
2

¢) Fiir x € (0, 1) gelten die Aquivalenzen

1
In(1 +x)>x— Exz

&S 1+x> o3

1.2
<e2t

<
14+ x

& . ii(lxz)k ii(—x)k
1+x ki \2 k! '

Beide Summen schétzen wir nun nach unten ab. Die erste Summe durch die zwei
ersten Terme und die zweite Summe durch die ersten vier Terme (Leibniz-Kriterium

fiir alternierende Reihen, vgl. z.B. [7], 1.2.1). Damit ist die letzte Ungleichung
notwendigerweise erfiillt, falls

1 1 1,
1 52 1— 22 1.3
1+x<(+2x)( rr o 6X)
1,

1 1 1
S 1< (1 + Exz) (1 — Exz + 3x3 gx“)
1 1 1 1 1
Lol o2 Sy 234 2 14,15 16
=g 2x +3x 6x +2x 4x +6x 12x
5 1
0< -y b 25 16
= <3x 12x —|—6x 12x

<:>0<%x3(4—5x+2x2—x3)

1, 1\> 15
<:>O<Ex (1-x) ((x—z) +Z) (w.A),

was die Behauptung beweist.
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Aufgabe 133

»  Abschitzung fiir den Logarithmus

a) Beweisen Sie die Abschitzung
Inl14+x)<xVx>0

b) Leiten Sie aus a) folgende Abschitzung her:

ln(l—x)>L, O<x<l1.

x—1

Hinweis: In a) und b) sollen nicht die Reihendarstellung der Logarithmusfunktion benutzt

werden.

Lésung
a) Fiir x > 0 gilt wegen der Monotonie der exp-Funktion, dass

ok
In(l4+x)<x <& 1+x <explx) = Z% (w.A)
k=0 "

b) Setztmanina) y = 1 4+ x,1 —x’ = 1 dannist y = ﬁ und fiir x” € (0, 1) ist
y > 1. Anwendung der Abschitzung in a) liefert

x/

1 1 ,
-=———l=y—l=x>hy=-In—-=—In(l —x),
1—x 1—x y

was (mit x’ anstelle von x) die Abschitzung in b) beweist.

Aufgabe 134

»  Weitere Abschdtzungen fiir den Logarithmus

Zeigen Sie:
a)
! <Ink'+1) < ! keN
k+1~ Kk’ '
b)
11 "1
k=1 k=1
n
. . 1 .

¢) Die Folge (a,),eN mita, := Z - In(n), n € N, ist konvergent.

k=1

Hinweise:
i) Verwenden Sie fiir a) die Ergebnisse von Aufg. 132, b), ¢) sowie von Aufg. 133, a).

ii) Fiir b) verwenden Sie a); fiir ¢) benutzen Sie a) und b).
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Lésung
a) Nach Aufgabe 132 und 133 gilt fiir x > 0:

1
x—§x2<1n(1+x)<x.

Damit gilt fiir alle k € N wegen % > 0:

| ! <In{1+ ! < !

———<In — —.

k  2k? k k

Die linke Seite der Ungleichung konnen wir noch nach unten abschitzen durch
1 1 _2k—1> 2k—1 2k —1 1
k22 2k T22+k—-1 (k+1DQRk—-1) k41

Damit ist die Behauptung bewiesen.
b) Nach Aufgabenteil a) folgt sofort

n n
1
- < 1
Srexn(p) <Xk
Fiir den mittleren Term erhalten wir (wegen der Funktionalgleichung fiir den Loga-

rithmus)
- 1 . 1 k1
Eln(l—l—E):ln<||11+E):n(||_k )

k=1

=ln(n+1) =In(n +1).

k=1 k=1 k=1 k=1 k=2
und 1
1 1 1l 1
anzzz—ln(n)EZ—— —=->0.
k=1 k=1 k=1
Die Folgen der a,, ist also beschrinkt. Weiter erhilt man

n+1

)
Z af In(n~' + 1) = In(n + 1) — In(n)
— 1 k n —I—l
n+1 n

1 1
= anH:ZZ—ln(n—l—l)SZE—ln(n):an.

k=1 k=1
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Die Folge der a,, ist also monoton fallend. Insgesamt ergibt sich also, dass die Folge
der a,, konvergent ist.

Aufgabe 135
»  Stetigkeit einer Funktion, Exponentialfunktion
Zeigen Sie: Die Funktion f : [0, 1] — R, definiert durch
fo={ zoo(-) w20
0, x=0
ist stetig.

Hinweis: Sie konnen benutzen, dass exp(y) < 1/(1 — y) fir alle y < 0 gilt (vgl.
Aufg. 132, Hinweis 2).

Lésung

Fiir x > 0 ist die Funktion stetig, da sowohl 1/x als auch exp(—1/x?) stetig sind. Wir
haben also noch die Stelle x = 0 genauer zu untersuchen. Es ist f(0) = 0 und fiir
x € (0, 1) gilt nach dem Hinweis

0< f(x) 1 —1 <1 1 1 x? X L0 0)
= —expi— - =— = .
* x OP 2 _xl—{;—zl} x14+x2 14x2 >

Also ist lin(} f(x) = 0. Damit haben wir Stetigkeit auch an der Stelle xo = 0 nachge-

x>0

wiesen.

2.3 Differenzierbarkeit
Aufgabe 136
»  Ableitungen spezieller Funktionen

a) Beweisen Sie:
Sind Ay, h, differenzierbar auf D C R, h; > 0, dann gilt fiir 2(x) := h(x)">®

hy(x)
hi(x)

h’<x>=(h;(x>1n(h1<x>)+hz(x) )h«x)hﬂx), x € D.
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b) Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
D f:Rtsx - 3x)"® eR;
xe ¥

2 ‘R > ——— e R;
V&R

Lésung

a) Wegen h; > 0 ist sowohl die Funktion & mit 4(x) = h;(x)"™) als auch die Funk-
tion /2 mit 2(x) = In(h;(x)) definiert. 7 und % sind als Verkettung differenzierbarer
Funktionen wieder differenzierbar, so dass mit Hilfe von

h(x) = hy ()P0 = (M1 E))0) — Gha(0)nl (x)

fiir die Ableitung nach der Kettenregel folgt

h/(x) = (ehz(x)ln(hl(x)))/
= (hy(x) In(h (x))) M2 )

hy(x)
hi(x)

_ (h’z(x) (1 (x)) + b (x) ) v

b) Nach bekannten Regeln der Differentiation erhalten wir mit Hilfe von a)

1)
R e [
X 3x
_ In(3) + 21n(x) (3t
x
2)
/ xe O\ (e (14 ¥ — xe ™ ((1+x2)?)
g = ((1 +x2)2) - 1+ x2)°
(e —xe™)(1 +x?)? —xe™-2-2x(1 + x?)
B (1 +x2)*
e (1 —x)(1 + x2) — 4x2e
- (14 x2)3
e (1 —x +x2—x3—4x?)
- (1 +x2)3

e (1 —x—=3x2-x3%
(1+x2)3
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Aufgabe 137
»  Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Die Funktion f sei gegeben durch

x“sin(l), x>0
X) = x .
f(x) 0. X <0

Fiir welche o € R ist die Funktion f
a) stetigin x = 0?
b) differenzierbar in x = 0?

c) stetig differenzierbar in x = 0?7

Hinweis: Fiir b) konnen die Ergebnisse aus a) verwendet werden.

Lésung
a) Unabhidngig von « gilt fiir den linksseitigen Grenzwert lirgi f(x) =0 = £(0).

Damit f stetig in x = 0 ist, muss also auch lim+ f(x) = 0 gelten. Man hat jedoch
x—0

n—>oc0 7 +2mgn  n—o0 2mn

und .
lim sin (— + Znn) =1%# 0= lim sin(2wn).
2 n—oo

n—oQ

D.h. fir « = 0ist f in x = O unstetig, da kein rechtsseitiger Grenzwert existiert.
Man hat ndmlich fiir

1 1
Xp=————, X, =—,%x,>0,x,>0,x, >0, x, > 0(n— 00),

_%-l—ZJrn’ " 2mn

1 1
sin (—) = 1 und sin (—) =0Vn.
Xy X},

Fiir ¢ < 0 gilt 1im+ x% = 00, so dass die Funktion auch fiir « < 0 unstetig ist, da

x—0

auch hier kein rechtsseitiger Grenzwert existiert.

dass
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Fiira > O ist f stetig, denn es gilt:

()
X sm| —
X

b) Der linksseitige Grenzwert der Ableitung an der Stelle x = 0 ist offensichlich 0;
fiir den rechtsseitigen Grenzwert erhélt man

SO %1.(W
im ———— = lim x sm;,

x—0t x—0 x—0F

0< < [x* = 0 (x = 0).

d. h. die Funktion ist nach Teil a) differenzierbar fiir & > 1.
¢) Esist f/(x) =0, x <0,und f'(x) = x*! sin(%) — x%2 cos(%),x > 0. Wie in
a) und b) ist linz) x! sin(%) = 0 fiir > 1 und (analog)
xx;}O

. e 1 .
Iimx“ “cos|{—) =0 fir o >2.
x—0 X

x>0

Fiir ¢ < 2 existiert der letzte Limes nicht. Also ist f in x = 0 stetig differenzierbar,
falls @ > 2; fiir o < 2 ist f nicht stetig differenzierbar in x = 0.

Aufgabe 138
»  Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Fiir k € N seien die Funktionen f; definiert durch
k
—, x#*0
Ji :R—=>R, fi(x) =14 |x| #
0, x=0

Untersuchen Sie, fiir welche k die Funktion f; in x =0
a) stetig ist;

b) differenzierbar ist;
c) stetig differenzierbar ist.

Lésung
Es gilt Folgendes:

f nicht stetigin x =0 = f nicht differenzierbarin x = 0

= f nicht stetig differenzierbar in x = 0
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und
f stetig differenzierbar in x = 0 = f differenzierbar in x = 0
= f stetigin x = 0.
Fiir k = 0 gilt
1 1
hm So(x) = lim — = lim fy(x) = hm — =00 # 0= fy(0),
x/0 |x| i N0 |x|
d.h. fp ist nicht stetig in x = 0.
Firk =1 gilt
1 —lim -~ = lim—1=-1%#1=1lml=lm-—— =1
lmfl(x) %IXI lim 7 lim 1 = lim ] lg})fl(X)

d.h. f] ist nicht stetig in x = 0.
Fiir k = 2 gilt

2
hm fo(x) = lim o hm x| =0= £2(0)=0= hm |x| = hm - hm fo(x)
X

x/0 | x| NO [ x|
und
— /(0 — /(0
i OO A0 = SO
x,/0 x—0 x,/0 X x\0 |x| x\0 x—0

d.h. f, ist stetig, aber nicht differenzierbar in x = 0.
Wegen der Stetigkeit von f; und id(x) = x in x = 0, ist auch f; = id - f, stetig
in x = 0. Weiterhin gilt

) - A0 L xx] _
lim —————— =lim — = lim |x| =0
x,/0 x—0 x,/0 X x,/0
xlx| . f3(x) = £3(0)
= lim |x| = lim — = lim ——————
XN\0 N0 X \0 x—0
sowie fiir x # 0
—2x, x<0
I x) = ’
f3(x) { 2x, x>0 §

und damit
xl/'O f3 ( ) Xl/'O( ) f3 ( ) xl\‘O xl\‘O f3 ( )

Somit ist f3 stetig differenzierbar in x = 0.

Da die Polynome stetig differenzierbar sind, ist fiir k > 3 schlieBlich auch f; =
xk=3. f; stetig differenzierbar in x = 0.

Insgesamt gilt also:

f stetigin x = O fir k > 1, f differenzierbar in x = O fiir k > 2 und [ stetig
differenzierbar in x = O fiir k > 2.
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Aufgabe 139

»  Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Gegeben sei eine Funktion £ mit | f(x)| < x> V x € R. Zeigen Sie, dass f stetig und
differenzierbar in x = 0 ist, und berechnen Sie f”(0).

Lésung
Nach Voraussetzung gilt

/0] <0 = f(0)=0
und daher auch
|f(x) = O] = [f(x)] = x> = 0 (x > 0),
also ist f stetig in x = 0. Weiterhin gilt

0 < f(X)—f(O)‘_ S(x)
- x—0 "

2

< =|x| > 0(x — 0),

so dass man mit Hilfe des Sandwich-Theorems (vgl. z. B. [8], 4.4) die Differenzierbar-
keit von f in x = 0 erhilt, d. h.

S(x) = f(0)
x—0 N

/(0 = lim 0.

Aufgabe 140

»  Holder-stetige Funktionen
Mit festem k > O und @ > 1 gelte
|f(x) = fOD)| <klx =yl x,y€lab](b>a).

Zeigen Sie: f ist konstant auf [a, b].

Lésung
Wegen
|/ ) — fO)
Ix =yl
ist f differenzierbar auf [a, b] und es gilt f'(y) = O fiir alle y € [a, b]. Daraus ergibt
sich unmittelbar, dass f auf [a, b] konstant ist.

<klx=y[" = 0(x — )
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Aufgabe 141

> Stationare Punkte

Gegeben sei die Funktion f : R - R, x — M) Bestimmen Sie alle stationiren
Punkte, d. h. alle x € R mit f/(x) = 0.

Lésung
Fiir die Ableitung von f erhilt man

f/(x) — (ecos(x)sin(x))/ — (COS(X) Sin(x))/ecos(x) sin(x)

— (COSZ(X) _ SinZ(x))ecos(x)sin(x) — (l ) SinZ(x))ecos(x) sin(x)'
Da die Exponentialfunktion immer positiv ist, gilt
f/(x) =0« (1—2sin?(x))esWsin®) — ¢

1
& sin(x) = 3 & |sin(x)] =

=

b4 b4
S x=—+n—,nezl.
4+ 2

Aufgabe 142
> Differenzierbarkeit von Funktionen

Zeigen Sie:

a) f:R>x+ 4/|x] € Ristina = 0 nicht differenzierbar.
b) f:Rox S € R hat fiir alle x € R die Ableitung

VxZ+1
1
/ —_—
flx) = @R
x2, x>0 L . :
c) fRoxmr € R istin a = 0 differenzierbar.
0, x<0

d) Ist die Funktion
xX24x, x<0

Raoaxm+—
/ e, x>0

im Nullpunkt differenzierbar?



178 2 Funktionenin1-d

Lésung
a)
lim ~—— 1] = lim —— 7] =1l —1 =
h—0 h h—0 |h| =0 \/|h|
b)
Fio) = x24T —x?(x? + 1)71/2
x24+1
Cxr X 1
2+1°7 241y
c)

2
lim— =1limh =0
h—0 h h—0

d) Wegen lim,_,gexp(x®) = 1 und £(0) = O ist f unstetig, also ist eine notwendige
Bedingung fiir die Differenzierbarkeit nicht erfiillt. Die so definierte Funktion ist
also nicht differenzierbar.

Aufgabe 143
»  Differenzierbarkeit und Monotonie
a) Sei f :(a,b) —> R differenzierbar, und es gelte f'(x) <0 Vx € (a,b).
Zeigen Sie: f ist streng monoton fallend.
b) Sei g :(—1,1) — R differenzierbar und es gebe M > 0 mit
lg' (@] <M Vae(-11).

Zeigen Sie: Es gibt ¢ > 0, so dass die Abbildung f : (—1,1) > x > x + eg(x) € R
injektiv ist.

Lésung
a) Seien x,y € (a,b),x < y. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz der Differenti-

alrechnung ein £, x < £ < y, mit

fO) = fx)= f'€) (y—x) <0.
<0 >0

Die Funktion f ist also streng monoton fallend.
Bem.: Analog beweist man, dass f streng monoton wachsend ist, wenn unter den-
selben Voraussetzungen wie oben f’(x) > 0 Vx € (a, b) gilt.
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b) Die Abbildung f : (—1, 1) — R ist differenzierbar mit der Ableitung
f'(x) =1+eg'(x),x € (—1.1).

Ist M = 0, so folgt aus
|g'(a)] <0 Vae(-1,1)

zunichst g'(x) = 0,x € (—1, 1) und damit fiir die Ableitung von f fiir beliebige
e>0
fl(x)=1>0.

Im Fall M > 0 wihlen wir ¢ = ﬁ > 0 und erhalten

1
f’(x)=l+£g’(x)>1—£M=§>0.

In beiden Fillen ist also f/(x) > 0 Vx € (—1,1) und somit f nach der Bemer-
kung aus Aufgabenteil a) streng monoton wachsend. Da aber jede streng monoton
wachsende Funktion injektiv ist, ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 144
> Differenzierbarkeit von Funktionen

Fiir welche x € R sind die folgenden Funktionen f;, k = 1,2, 3, definiert, und wo sind
sie differenzierbar? Berechnen Sie dort jeweils die erste Ableitung.

ax +b
a) fix) = ex+d’

b) f2(x) = In(cos(x));
¢) f3(x) = (arctan(x))>.

a,b,c,d eR, ad —bc =1, ¢ #0;

Lésung

a) Die Funktion f; ist als gebrochen-rationale Funktion genau fiir cx 4+ d # 0 defi-
niert, d. h. es gilt D(f}) =R\ {—%}. Weiterhin ist f; auf dem ganzen Definitions-
bereich differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

a(cx+d)—(ax+b)c  ad—bc 1

it = (cx +d)? S (ex+d)P T (ex +d)?

b) Der Definitionsbereich der Logarithmusfunktion ist R*. Damit also die Funktion
f> definiert ist, muss gelten:

Ly (T T
cos(x) >0 & x € D(f>) .:kglkmltlk .—( 5 + 2km; 5 +2kn),keZ.
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> ist dann auch in D( f,) differenzierbar, und die Ableitung lautet:

fHx) = ﬁ(— sin(x)) = — tan(x).

c¢) Die Funktion f; ist fiiralle x € R definiert und differenzierbar. Die Ableitung lautet

dann: . 5 )
arctan(x
fi(x) = 2arctan(x)l PR g

Aufgabe 145
»  Streng konvexe, differenzierbare Funktionen

Zeigen Sie: Ist die Funktion f auf dem Intervall [a, b] stetig und in (a, b) zweimal diffe-
renzierbar, dann ist Sie auf [a, b] streng konvex, wenn gilt

f"(x) >0, x¢€(a,b).

Hinweise:

1) Die strenge Konvexitit wurde in Aufgabe 118 definiert.

2) Gilt in der obigen Aussage f”(x) > 0, dann ist f auf [a,b] konvex. Gilt jedoch
f7(x) <0bzw. f"(x) <0, dann ist f auf [a, b] streng konkav bzw. konkav.

Lésung
Seien x, y € [a, b] beliebig. O.B.d. A. gelte y < x. Weiterhin sei

z:=(1—-t)y+itx,te(0,1).
Dann 146t sich die Bedingung der Konvexitit folgendermafllen umformen:

J((A =0y +1x) <1 =1)f(y) +1f(x)

< f@) <0 =0f(y)+1f(x)

< (1=-0f@)+1f2) <A =0)f(y) +1f(x)
< (1=0(f©@) = f) <t(f(x) = f(2)

Der Mittelwertsatz liefert nun die Existenz von «; € (¥, z) und o, € (z, x) mit
f@) = f) = fllanz—y) und f(x)—f(z) = f'(@)(x —2).
Weiterhin gilt

0<(I-0z-y)=0-0)(1 -0y +1x—y)
=t(l—-t)(x—y)=t(x—((1—1)y +tx)) = t(x —z).
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Damit erhilt man die folgenden Aquivalenzen
(I=0)(f(2) = f) <t(f(x) = f(2))
& (1= —=y)fa) <t(x=2)f"(e2)
< fll) < fl(e)

Aufgrund von f” > 0, d.h. f” ist streng monoton steigend, ist die letzte Ungleichung
immer erfiillt, da nach Konstruktion o} < o, gilt.

Aufgabe 146

»  Ableitungen der hyperbolischen Funktionen

a) Berechnen Sie die Ableitungen von sinh, cosh.
b) Bestimmen Sie die Ableitung und den Wertebereich von tanh : R — R.
c) Zeigen Sie, dass tanh eine Umkehrfunktion areatanh besitzt und bestimmen Sie diese.

Lésung
a)
e* +e™*
(sinh)’(x) = +T = coshx
er —e™
(cosh)'(x) = — = sinh x
b) Es gilt
sinh x e —1
tanhx = =
coshx  e2 +1
und damit 4
tanh) (x) = ——— > 0.
(tanh) () = s
Die Funktion tanh ist also streng monoton wachsend und daher injektiv. Offensicht-
lich gilt limy_, o, tanhx = 1 und lim,_,_,, tanhx = —1.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt tanh : R — (—1, 1) bijektiv. Es existiert also die
Umkehrfunktion areatanh = tanh™' : (—1,1) — R.
¢) Zur Bestimmung der Umkehrfunktion hat man die Gleichung

e —1
1 7

nach x aufzulosen. Es gilt

1 1 1
L=ez’(<:>>x=—ln ty
1—y 2

und damit areatanh(y) = 1 In (t—;)
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Aufgabe 147

»  Ableitungen von Umkehrfunktionen

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen auf dem Intervall / := (—1, 1) streng monoton
und stetig sind und bestimmen Sie die Ableitungen der Umkehrfunktionen £~ bzw. g~!

an den Stellen f(0) bzw. g(0).

a) f:Isx—>x3—3x+3cR;
b) g:135xH In(—(x —1)>+5) eR;

Lésung
a) Seien x,y € I beliebig mit x < y, also —1 < x < y < 1. Dann gilt x> < 1,
xy < 1, y? < 1. Daraus folgt

Hxy+y?<3 o -y’ >3x—y) & xX*=3x+3>)" -3y 43
< f(x)> f(y),

d.h. f istin I streng monoton fallend. Als Polynom ist f stetig und differenzierbar
in 7 mit f/(x) = 3x2 — 3, also f’(0) = —3. Somit gilt fiir die Ableitung der

Umkehrfunktion {

JZOREY

b) Seien x,y € [ beliebig mit x < y,also -1 < x <y < 1.Danngiltl —y > 0
sowie —(1 —x)> +5> —(1 = (=1))>4+5=1> 0V x € 1. Also hat man die
Aquivalenzen

fYfO) =

x<y & l-y<l—x & (1-y?<d-x)?
& —(x—D*+5<—(y-1D*+5

und mit Hilfe der strengen Monotonie des Logarithmus folgt
In(—(x = D?+5) <In(=(y =D’ +5) & g(x) <g),

d.h. g ist in / streng monoton wachsend. Als Verkettung des Logarithmus und
eines Polynoms ist g stetig und differenzierbar in [ mit g’'(x) = 20D “also

—(x—1)245°
g'(0) = % Somit gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

1

—1y/ — —
(O = o =2
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Aufgabe 148
»  Ableitungen von Polynomen, Summenformeln

Beweisen Sie folgenden Gleichungen fiir n > 2, indem Sie die Ableitungen geeigneter
Funktionen benutzen und diese an passender Stelle auswerten:

a) Xn: k(}) =n2"""
k=1

b) 3 k(k— D) = n(n— 122,
k=1

¢) kf (—D"k(}) =0.
=1

n
Hinweis: Die zu wihlenden Funktionen sind Polynome. Benutzen Sie Y (7)x* =

k
k=1
(I +x)".
Lésung
Sei f:R>x+ (1+x)", n>2. Dann gilt
) =n(+x)"" f(x) =n =11 +x)"2
Dies liefert sofort
f/(l) — nzn—l, f//(l) — I’l(l’l _ 1)2n—2‘
Weiterhin gilt
f(x) = Z " 0 = Z "kt £ = Z "k - Dt
k k k
k=0 k=1 k=2
Daraus folgen direkt die Gleichungen
a)
Zk(”) = () =n2"""
k
k=1
b)

Xn: (Z)k(k 1) = Z (Z)k(k —1) = (1) = n(n — 1)2"2,

k=1 k=2
¢) Einsetzen von x = —1 in f” liefert die Behauptung.
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Aufgabe 149
»  Arcustangens- und Arcuscotangensfunktionen

Beweisen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung folgende Identitéten:

a) 2arctan(x) = arcsin (1_2;;2), —-1<x<1;
1—
b) 2 arccot ﬂ =r—-—x, 0<x<m.
1 + cos(x)
Lésung
a) Wegen
Of(l—x)2<:>051—2x+x2<:>2x§1+x2<:> <1,
1+ x2
-2
0<(1+x)? & 0<l+2x+x? & 2x<1+x* & 1+x2 <1
X
2x
1+x2~
gilt fiir —1 < x < 1, dass
2x
—1 < <1,
T 14+x2 T

und der Ausdruck arcsin ( 2 ) ist fiir |x| < 1 definiert.

14x2
Differenzieren liefert

2x '
2 arct - in| ——
( arctan(x) — arcsin (1 n xz))

_ 5 [ 1 2(1 + x?) —2x - 2x
1+ x2 | _ 4 (1 + x?2)?
(14x2)2

2 2 —2x?
T+ 14+ + 2 —ax2
2 2 1—x2
Tl 1422 VA F2x2—ax2 1 x4
2 2 1—x2
I R Y e

W<t 22
Tl x2 14x2
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Also ist die Funktion f mit f(x) = 2 arctan(x)—arcsin ( 2x ) konstant. Mit Hilfe

1+x2
von
2 arctan(0) i 20 0 in(0) =0
arctan(0) — arcsin = 0 — arcsin(0) =
140
folgt direkt die Behauptung fiir —1 < x < 1. Die Stetigkeit der Funktionen liefert
dies auch fiir x = —1 bzw. x = 1.

b) Fiir 0 < x < 7 ist der Ausdruck %% definiert, da cos(x —1fir0<x<m
1+cos(x)
gilt. Differenzieren liefert

(2 arccot (‘ / ;—T—Z—(c))zgc))) + x)

B -1 1 sin(x)(1 + cos(x)) — (1 — cos(x))(—sin(x)) +1

L+ 556 2 (1 costal
. —1 1 sin(x) + sin(x) cos(x) + sin(x) — sin(x) cos(x) L1
o 1+ I—cos(x) 1—cos(x) (1 + COS()C))2

I4-cos(x) 1+cos(x)
-1 1

= 2sin(x) + 1

1+ cos(x) + 1 —cos(x) /(1 —cos(x))(1 + cos(x)) )
= Ln(x) +1

V1 —cos?(x)
*) —.sm(x) L1=0:

sin(x)

also ist die Funktion g mit g(x) = 2 arccot (,/%) + x konstant. An der
Stelle (*) wurde benutzt, dass sin(x) > 0 fiir 0 < x < &. Mit Hilfe von

1 — cos(0) T
2 arccot — | +0=2-=nm
1 4 cos(0) 2

folgt direkt die Behauptung.

Aufgabe 150

»  Kegelberechnung

Der Graph der Funktion f mit f(x) = (x>—4)? schlieBt mit der x-Achse eine Fliche ein.
Dieser Fliache konnen Dreiecke einbeschrieben werden, die gleichschenklig und symme-
trisch zur y-Achse sind, und deren Spitzen im Ursprung des Koordinatensystems liegen.
LiBt man diese Dreiecke um die y-Achse rotieren, so entstehen Kegel. Gesucht ist der
Kegel mit dem maximalen Volumen.
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Hinweise:
1) Zeigen Sie zuerst, dass fiir das Volumen V' des Kegels gilt:

V(r) = %Jr(r3 —4r)*.

2) Bestimmen Sie dann mit Hilfe von V' (r) den Radius r und die Hohe & des Kegels mit
dem maximalen Volumen sowie das maximale Volumen V..

3) Fertigen Sie zur Veranschaulichung am besten eine Zeichnung an, die den Sachverhalt
wiedergibt.

Lésung

1)

2)

Das Volumen eines Kegels ist gegeben durch
1,
V(r,h) = 57” h,

wobei r den Radius des Basiskreises und / die Hohe des Kegels bezeichnet. Die
Funktion f besitzt wegen

f)=0& (*—42=0 x’=4 & x=-2vx=2

die Nullstellen x = —2 und x = 2. Weiterhin ist f symmetrisch zur y-Achse,
denn es gilt

[ =((=x)? =47 = (> -4> = f(x) Vx eR.

Dabher reicht es aus, x € [0, 2] zu betrachten, da die Dreiecke innerhalb der Fliche,
die der Graph von f mit der x-Achse einschliefit, liegen sollen und symmetrisch
zur y-Achse sein sollen. Bei vorgegebener Hohe 7 erhilt man das grofte Dreieck
und damit auch das grofite Volumen des Kegels, wenn man den Punkt (x, f(x))
mit f(x) = h als einen weiteren Punkt des Dreiecks wihlt. Der letzte Punkt ergibt
sich sofort aus der Symmetrie der Funktion und des Dreiecks. Daher kann man nun
r mit x und 2 mit f(x) identifizieren, was dann

h(r) = f(r) = (F = 4)°
liefert. Somit gilt
12 1 200 213 2
V(r.h) = sarth = Sari(r® —4)° = 2x(r” — 4r)".

Um das maximale Volumen des Kegels zu ermitteln, muss man das globale Maxi-
mum der Funktion

V(r) = %n(r3 —4r)%, rel0,2],
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ermitteln, also V' auf [0, 2] auf lokale Extrema und Randextrema untersuchen:

2
V=06 a0 —4nGr—49=0 & r'=4r v 3’ =4

4

Sr=0vri=4 Vr2:§
- 0 v 2V 2 Vv 2 \% 2
r = r = — r = yr=—— y = —.
V3 V3

Fiir die zweite Ableitung gilt:
" 2 3 2 ' 2 2 2 3
Vi(r)= gn(r —4r)(B3r-—4)) = En((?ar -4+ (r’— 4r)6r)
2 4 2 4 2 2 4 2
= gn(9r —24r° 4+ 16 4+ 61" —24r°) = gn(ISr — 487~ + 16).

Die Stellen r = —2und r = —% miissen wegen r € [0, 2] nicht weiter betrachtet
werden. V" an den anderen Stellen ausgewertet liefert
128 2 128

32
V// 0 [ 0’ V// 2 - O, V// . _ 0'
O=Fr>0. V@ =Tax0 v ()= Fre

Somit liegt fiir » = 0 und r = 2 ein Minimum und fiir r = % ein Maximum vor.

Da die Minima an den Grenzen des betrachteten Intervalls liegen, ist eine Untersu-
chung auf ein Randmaximum iiberfliissig. Das maximale Volumen erhélt man also
fiir r = 7 Damit gilt

2
v 1 2 \? 2 \? A 1 464 256
max — =T | —= —— — = —-nT—-—— = —7
37 \/3 V3 3739 8l

und

2.4 Grenzwerte von Funktionen, Regel von de I’'Hospital
Aufgabe 151

>  Grenzwerte von Funktionen
Sei f : (1,00) —> R. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) lim,_ . f(x) existiert (in R) .
() Ve>03dM e R Vx,y>M:|f(x)— f(y)| <e.



188 2 Funktionenin1-d

Lésung
(a) = (b) lim f(x) =c
> V{x,},en:Xn = 00Ve > 03INy € NVn > Ny 1 | f(x) —c| <e¢
Annahme: (b) gilt nicht, d. h.
de>0VM e RAx,y > M : | f(x)— f(y)|>¢
Betrachte nun dieses feste ¢ und wihle zu M = n € N sukzessive x,,,
Yo = nmit | f(x,)— f(y,)| = e Dann gilt x, — oo und y, — oo fiir

n — oo. Wegen (a) folgt

AN, e NVn > Ny @ | f(x,) —c| <

AN, e NV > Ny i | f(yn) —c| <

Dl ®» N ®

Wihle N = max { N, N,}. Dann folgt
e<[fn) = fOMI=[fGen) —c[+1fynv) —cl <&

also ein Widerspruch.
(b) = (a) Sei {x,},cn-Xn — 00 (n — 00) eine beliebig gewihlte Folge. Wegen (b)
folgt
Ve >0IM € RVx,,x,, > M : | f(x,) — f(xp)| <e
= Ve>03IN e NVu,m > N :|f(x,) — f(xm)] <e€
= {f(xy)},en ist Cauchy-Folge in R
= 3dceR: lim f(x,) =c
Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu {y,},.n mit y, — oo
(n — o0) eine weitere Folge. Dann gilt
I’ eR: lim f(y,) =¢
n—-oo
= Ve>03IN e NVn > N :
le=c'l e = fOal+ 1) = F Ol + [ f () — €| < 3¢
=c=c
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Aufgabe 152

> Grenzwerte von Funktionen

Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert:

lim [lim (cosz(k!nx))”] , x eR.

k—o00 Lh—00

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst lim (cos? x)".
n—oo

Lésung
Es gilt
=1, fall Z,
cosz(ny)§ als y €
<1, sonst.
Damit erhalten wir den Grenzwert
. 1, fallsy eZ
lim (cos’(ny))" = ’ ’
’HOO( ( y)) { 0, sonst.
Wir nutzen nun die folgenden Eigenschaften aus:

1) Vx e QaN e NVk > N = y :=klx € Z.
2) Vx€QVkeZ =y =k\x<Z.

Beweis von 1) und 2):

1) Seix =p/q,p € Z,q € N.Wihlez.B. N = q.
2) Ist x € Q und nehmen wir an, es existiere ein k € N mit k!x = p € Z. Dann folgt
x = # € Q im Widerspruch zu x ¢ Q.
Fiir die Grenzwerte ergibt sich somit
x€dQ= VkeN:y =klx¢Z
= Yk € N: lim (cos’(myr))" =0
n—-oo
. . 2 1 n — . . 2 n —
= klin;o nll)nolo (cos?(k!mx)) klin;o nll)nc}o (cos*(yr)) =0

und
x€Q= INeNVk>N: .y, :=klxeZ

= Yk > N : lim (cos’(7yr))" =1
n—o0

. . 2 1 n — . . 2 n —
= klingo Jlim (cos?(k!mx)) klingo Jlim (cos*(myr))” = 1.
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Aufgabe 153
»  Grenzwerte von Funktionen, Regel von de I’'Hospital

Bestimmen Sie

a) le (cosh(x) — sinh(x));
) . sinh(x)
b) lim ;

x—0 X
. cos(x) +x
¢) lim ————.
x—o00 sin(x) + x

Lésung
a) Nach Definition des cosh und sinh erhélt man

1
lim (cosh(x) — sinh(x)) = lim E(ex +e ™t —et+e )= lim e =0.

b) Anwendung der Regel von de 1’Hospital ergibt

sinh(x) o let—e ™ g .. let+e
lim =lim-—— = - -
x—0 X x—02 X x—02 1

=1.

¢) Dacos(x)/x — 0und sin(x)/x — 0 fiir x — oo, erhilt man

X + cos(x) o1+ &Y(X)

m-————" = lim —*_

x—o0 X +sin(x)  x—oo | 4 sin(x)
X

Alle Limites in a)—c) existieren.

Aufgabe 154
»  Grenzwerte von Funktionen, Regel von de I’'Hospital

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

X —sin(x)

k]

a) lim
x—0 x3

tan(x) — sin(x)

®) yg(l) x(1 —cos(x))’
. X +sin(x)
¢) lim ——=,

X—00 X

Hinweis: Achtung bei Aufgabe c)!
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Lésung
a) Man verwendet dreimal die Regel von de 1’Hospital und erhélt damit unmittelbar:
. x —sin(x) . (x —sin(x))
lim ———— = lim ———
x—0 x3 x—0 (x3)/
. 1 —cos(x)
= lim ———
x—0 3x2
. (1 =cos(x))
= lim —————
x—0 (3x2)/

sin(x)

x—0  6x
(sin(x))’

5 (6x)’
cos(x) 1

im .

x—0 6 6

b) Auch hier verwendet man wie in a) die I’'Hospitalsche Regel. Eine Voriiberlegung
liefert:

xcos(x) . (xcos(x)) . cos(x)—xsin(x) _
x>0 sin(x)  x—0 (sin(x)) ~ x—0 cos(x) o

Damit gewinnt man

tan(x) —sin(x) . (tan(x) —sin(x))’
x>0 x(I —cos(x))  x—0 (x(1 —cos(x)))

cos~2(x) — cos(x)

= 1.
AT cos(x) + x sin(x)

— i (cos™2(x) — cos(x))’
x—0 (1 —cos(x) + x sin(x))’
2sin(x) cos 3 (x) + sin(x)
x—0  2sin(x) + x cos(x)
2cos 3 (x) + 1 Vorii,

= hl% x cos(x) L.
o 2+ sin(x)
¢c) Aus
i 1
sin(x) <— =0 (x> 00)
x |x]
folgt unmittelbar:

im XS0 (1 n Sin(x)) =1

X—00 X X—>00 X

Alle Limites in a)—c) existieren also.
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Aufgabe 155

»  Grenzwerte von Funktionen, Regel von de I’'Hospital

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

a)
. 1
lim xln(1+—);
xX—00 X
b)
. 1 1
lim|———);
x—0\x  exp(x)—1
©)

. x* —x
Iim ——— .
x—=11—x 4+ ln(x)

Hinweis: Zur Losung von a) konnen Sie z.B. die Ableitung einer geeigneten Funktion
bestimmen.

Lésung
a) Nach Definition der Ableitung erhélt man

x=1

1 In(1 4+ 1) —1In(1 1
limxln(1+—)=lim¢=ln/(l)=— =1.
X—00 X X—00 X

X

In den nichsten beiden Aufgabenteilen benutzen wir die Regel von de 1’Hospital.

b)
I 1 1
m|[—-———
x—0\x exp(x)—1
. e* —1
= lim ——
x—0 xeX +e¥ —1
. e’ 1
=lim ———— = —.
x—0 eX 4+ xe* + e* 2
c)

exlnx —x

lim ———
x—>11—x+1Inx
e (Inx +1)—1
x—>1 —1 _|_%

exlnx(lnx 4 1)2 + exlnx%

=1
2

= lim = 2.

x—1
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Aufgabe 156
»  Regel von de I'Hospital

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

e"+e"‘—2.

k]

a) lim
x—0 x2

. qer —=1\l/x
b) hm( ) .
x—0 X

Lésung
Die Berechnung der Grenzwerte erfolgt mit Hilfe der Regeln von 1’Hospital. Die auf-

tretenden Funktion sind jeweils alle differenzierbar auf R \ {0}. Es tritt jeweils der Fall
0 3

0 auf.

a)
Loet+e =2y, e —e " pru,. e +e*
lim =" lim = lim —— =1;
x—0 x2 x—0 Zx x—0

b) Umschreiben der Funktion als Exponentialfunktion liefert

(e" — 1)‘/" _ (5 _ (=)

x
Mit Hilfe von R
. e*—17n e
lim 2 —=1
x—0 X x—=0 1
und
) ln(ﬁ;l) VH . ﬁw e x—e+1
lim ——= =" lim 2 = lim
x—=0 X x—=0 1 =0 x(e¥—1)
rH,.  xe' 4 ef —ef . xe*
=lim ——— = lim —
x>0 (e¥ — 1)+ xe¥ x—>0e* — 1+ xe*
'H,. Xet + et 1
= lim —— = =
x—02e¥ 4+ xe* 2
folgt schlieBlich

er —1 1/x 1 X1 . In =1
lim ( ) = lime~ ln( X ) P e exp(lim M) =e!/2
X x—0 X
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Aufgabe 157
»  Grenzwerte von Funktionen, Regel von de I’'Hospital

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

. 2x +sin(x)
a) lm ——;
x—o00 cos(x) + 3x
x — sinh(x)

b) lim —————=.
) 20 x sinh(x)

Lésung
a) Mit Hilfe von | sin(x)|, |cos(x)| < 1 erhdlt man

2x+sin(x)_ ) 2+SinT(X) 2

m = lim = -,
x—00 co8(X) + 3x  x—oo W) 4 33
b) Es wird zweimal die Regel von 1’Hospital fiir den Fall ”%“ verwendet. Die auftre-
tenden Funktionen (Identitét, sinh, cosh) sind jeweils differenzierbar.

x —sinh(x) ru. . 1 — cosh(x) r — sinh(x)
im ———— = lim — m . =
x—0 x sinh(x) x—0 sinh(x) + x cosh(x)  x—02cosh(x) + x sinh(x)

==

Aufgabe 158

»  Regel von de I'Hospital
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
. x?—xsinh(x)
a) lim —
x—=0 X

b) lim(1 4 x)"/*.
x—0

Lésung

a) Es wird dreimal die Regel von I’Hospital fiir den Fall ”g“ verwendet. Die auftre-
tenden Funktionen (Polynome und sinh) sind jeweils unendlich oft differenzierbar.
Es gilt

. x?— xsinh(x) . x —sinh(x) g .. 1 —cosh(x)
lim — = lim ——— =" lim ————

x—0 x4 x—0 x3 x—0 3x2
—sinh(x) rn. —cosh(x) -1

m ——— = lim

I'H. ;.
= 11 .
x—0 6x x—0 6 6
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b) Es wird die Regel von 1’'Hospital fiir den Fall ”%“ verwendet. Die auftretenden

Funktionen (Logarithmus, Identitét) sind jeweils unendlich oft differenzierbar. Es

gilt
. . . In(1 + x)
1/x _ In(1+x)y1/x
fimg(1 40017 = Hime 1 1 = i ()
exp stetig . In(1 +X) I'H. . 1 _
= exp (tim =) e (i ) = ¢
Aufgabe 159

»  Grenzwerte von Funktionen
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) (x" —1)(x—1)7" firx — 1 (n ganz,n # 0);
b) 24 x[1 + (4/x%)]"/? fiirx — 0,x > 0, und fiirx — 0,x < 0;

c) %exp (—=%) fiirx — 0.

Hinweise: Benutzen Sie in c¢) die 2. Abschitzung von Aufg. 132, Teil a), die fiir alle x < 0
gilt.

Lésung

a) Es gilt nach der Regel von de 1’'Hospital
tim 5L i
x—1 x—1 x—1 1

b) Man rechnet nach:
4 2 + |x]| 1+;i2, x>0

24+x 1+—2=
x 2—|x[{/1+ %, x<0

24+ Vx24+4—-54 x—=>0,x>0
2 VX2 +4-50, x—=0x<0

¢) Mit Hilfe des Hinweises und der Tatsache, dass exp(a) > 0 Va € R ist, erhilt man:

1 1 1 1
O<|—expl—= ]| =|—|exp| ——
X x2 X x2

—0(x—0)

—_——

1 1 1 1 | x|
< — - = = = —0(x — 0).

X[ 1+ <% x|+ = x*+1

X [x] |x] ——

—1(x—0)

Hieraus folgt nach dem Sandwich-Theorem fiir Folgen unmittelbar, dass der ge-
suchte Grenzwert gleich O ist.
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Aufgabe 160

»  Kurvendiskussion, quadratische Polynome

Bestimmen Sie die Koeffizienten des Polynoms
p(x) :=ax>+bx +c,

so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Das Polynom p besitzt eine Nullstelle fiir x = 1.

2) Die Tangente im Punkt (2, p(2)) ist parallel zu der Geraden y + 2x = 2.

3) Die Tangente im Punkt (—1, p(—1)) steht senkrecht auf der Geraden y — x = 5.
Hinweis: Zwei Geraden stehen senkrecht auf einander, wenn das Produkt ihrer Stei-

gungen —1 ist.

Lésung
Die Ableitung des Polynoms p ist

p'(x) =2a+b.

Bedingung 1) liefert

p(l)y=a+b+c 0.
Die Gerade y = —2x — 2 hat die Steigung —2, d. h. es muss nach 2) fiir die Tangente
von p im Punkt (2, p(2)) gelten

p(2) =4a+b=-2.
Die Gerade y = x + 5 hat die Steigung 1, d. h. es muss nach 3) fiir die Tangente von
p im Punkt (—1, p(—1)) gelten

1-p(=1)=—2a+b=—1.

Insgesamt erhilt man somit ein lineares Gleichungssystem mit drei Variablen und drei
Unbekannten:

a+b+c= 0 a+ b+c= 0
A da + b =-2 < A 3b = —4
AN —2a + b = -1 AN =2a + b = —1
a + c= 3
= A b = -3 ;
1
A —2a 3
alsoa = —é, b= —%, c = % Somit gilt

1, 4 3
p(x)——gx —§x+§.
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Aufgabe 161

»  Kurvendiskussion, Polynom
Sei f:R— R, x> x°—6x>+3.

a) Bestimmen Sie lokale Extrema und Monotonieintervalle.

b) Wieviele Nullstellen hat f?

c) Zeigen Sie: f besitzt in [2, 00) eine differenzierbare Umkehrfunktion g.
d) Bestimmen Sie g’(84).

Lésung
f ist ein Polynom, in dem nur ungerade Exponenten auftreten. Demzufolge ist f* be-
liebig oft stetig differenzierbar, und es gilt:

\fEIEloo f(.X) =% xlgIolo f(X) =

a) Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums ist f'(x) = 0.
Es gilt

f'(x) = 5x* — 18x% = 5x? (x + ﬁ%) (x - ﬁ%) :

Lokale Extrema konnen also nur bei

X+ = iﬁ% und Xo = 0
vorliegen. Um zu entscheiden, ob f an diesen Stellen Extremwerte annimmt und
welcher Art diese sind, untersuchen wir die zweite Ableitung von f. Es ist aller-
dings auf Grund des Verhaltens der Funktion im Unendlichen schon von vornherein
klar, dass nur eine gerade Anzahl an Extremstellen in Frage kommt und somit nur
keine oder zwei Extremstellen vorliegen konnen.
Es ist

4 3 3 _ 3
f"(x) =20x° —36x = 20x (x + ﬁ) (x \/5) .
3

Diese Funktion besitzt Nullstellen bei _%, 0, % und ist links von — 7 negativ

und rechts von % positiv, da lim = Zo0. Also gilt:

x—£o00
fr(x-) <0, f(xy) > 0.

Damit sind die hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen eines relativen Maximums
bzw. Minimums bei x_ bzw. x erfiillt. Bei xo = 0 kann nach dem oben Gesag-
ten kein relatives Extremum vorliegen. Das Monotonieverhalten von f kann nach
diesen Untersuchungen wie folgt beschrieben werden.
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f istin
3
(—oo, -2 —5) streng monoton wachsend,
(—«/5 i ﬁi) monoton fallend
3
(«/5 —, oo) streng monoton wachsend.
V5
b) Es gilt
f(x2) =+419,3932..., f(xy)=-—13,3932....

Die Funktion f besitzt also drei Nullstellen.

c) f iststetig und wegen
< \/_— \/ <V4=2

ist f positiv in [2, 00) und damit streng monoton wachsend. Also ist f in [2, 00)
umkehrbar und die Umkehrabbildung g ist auch differenzierbar mit der Ableitung

L
£0) = 7600
d) Esist84 = f(3) und damit

1 1 1 1

SGY= TG~ O Pas 18 243

100 T T T T T

80

60

40

20

-20

-40

-60

-80

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abb. 2.10 Beispiel Aufg. 161 in [—3, 3]
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Aufgabe 162

> Kurvendiskussion, rationale Funktion

Die Funktion f : R D D — R sei gegeben durch

3

X
f(.X) = m, x € D.

Unterziehen Sie die Funktion f einer Kurvendiskussion:

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D und die Schnittpunkte mit den Achsen.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie: Ist f ggf. eine gerade oder ungerade
Funktion?

¢) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und untersuchen Sie das Verhalten
von f fiir x — Fo0.

d) Bestimmen Sie alle Maxima sowie Minima (lokale, globale), Wende- und Sattelpunkte.

e) Zeichnen Sie die Funktion f fiir x € [—6, 6].

Hinweise:
i) FEine Funktion g hei3t gerade bzw. ungerade, wenn gilt

g(x)=g(=x) bzw. g(x)=—-g(—x) VxeD.
ii) Ein Wende- bzw. Sattelpunkt liegt bei der Funktion g u. a. vor, wenn gilt

g'(x) =0 A g'x), g"(x) #0 bzw. g'(x) =g"(x) =0 A g"(x) #0.

Lésung
a) Die Funktion f ist als Quotient zweier Polynome auf ganz R definiert abgesehen
von den Nullstellen des Nenners:

X-l=e x=-1vVv x=1.

Somit gilt D = R\ {—1, 1}. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist (0, f(0)) =
(0,0). Die Nullstellen der Funktion lauten:

3

fx)=0 & 1=0<:>x3:O<:>x:0.

X2 _
Dabher ist (0, 0) der einzige Schnittpunkt mit der x-Achse.
b) Es gilt
(—x)? x?

f(=x) = sy i =—f(x)VxeD.

Die Funktion f ist also ungerade.
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c) Esgilt
x3

lim f(x) = lim = lim = —00,

X—>—00 x—>—00 x2 — 1 x—>—00 ] — L2
X
x3
lim f(x) = lim = lim = 0.
X—00 x—oo x2 —1 \'*)001_%

Die Ableitung von f lautet:

P = 3x2(x2 —1) — x32x _ 3x% — 3x% — 2x* _ x*—3x2
(x2=1)? (x> —=1)2 (x2—1)%

Damit erhlt man fiir die Monotonie (x € D):

4 a2
>0 & 21 S0 e x-3x?>0
(x2—1)?
x#0
L x2>3 & x< -3V x>3,
x* —3x2

f/(-x):o < WZO = x4—3x2:O
Sx=0vVv x*=3 & szVx:—ﬁVx:\/g,
x* = 3x7 <0 & x*=3x2<0
2

(x2=1)
x#0 5
L x2<3 o —V3<x <3

f'(x) <0 &

Somit ist die Funktion auf (—oo, —+/3) U (+/3, 00) streng monoton steigend und
auf (—+/3,—1) U (=1, 1) U (1, +/3) streng monoton fallend.
d) Nach Teil c) konnen lokale Extrema bzw. Sattelpunkte nur an den Stellen

x=0Vvx=—v/3Vvx=+3
auftreten (notwendige Bedingung). Fiir die zweite Ableitung von f gilt

_ (4x3 —6x)(x2 —1)% — (x* = 3x2)2(x% — 1)2x

a
1) TEEE
_4x0—6x? —4x? +6x —4x° +12x7 x4+ 3x
B (r =1y G
Weiterhin hat man
6 3
" — —
f(=3) = —267(3 5 = —Eﬁ <0,

f"(V3) = 2«/§ﬁ = %«/5 >0, f"(0)=0.
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Somit liegt ein lokales Maximum an der Stelle x = —+/3 und ein lokales Minimum
an der Stelle x = +/3 vor. Wegen Teil c) kénnen keine absoluten Extrema vorliegen.
An der Stelle x = 0 liegt im Falle f”’(x) # 0 ein Sattelpunkt vor. Um mégliche
Wendepunkte von f zu ermitteln, ist die Betrachtung von f” notwendig:

x¥ +3x

f//(x):() = 2WZO ¢>x3+3x=0 < x =0.

Fiir /" gilt schlieBlich

£y = 2(3x2 +3)H(x2—1)% — (x3 +3x)3(x2 = 1)22x

(x2—1)¢
_23x4+3x2—3x2—3—6x4—18x2_ 6x4+6x2+1
B (x2—=1)* - (x2 = 1)*

Wegen f"’(0) = —6 liegt also an der Stelle x = 0 ein Sattelpunkt vor.
e) Zeichnung in Abb. 2.11.

10

-10 1 1 1 1 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

Abb. 2.11 Beispiel Aufg. 162
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2.5 Taylorformel
Aufgabe 163
»  Taylorformel, Lagrange-Restglied

Berechnen Sie e!/? bis auf 1073 exakt. Verwenden Sie dazu die Taylorformel mit Ent-
wicklungspunkt O und die Darstellung des Restgliedes nach Lagrange.

Lésung
Fiir die Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt xo = 0 und deren
Restgliedabschitzung nach Lagrange gilt

X n

exp(x)zz%, xeR;

n=0 "

aex =exp < 2in [0, vel. z. B. Aufg. , a)), gilt fiir das Restglie
da exp™t) = exp < 2in [0, 1/2] (vgl. z. B. Aufg. 132, a)), gilt fiir das Restglied

e ()-

1 0!
—m’“[a]

R ! < !
expn0\ 1000

Wihlt man 7 so groB, dass gilt

1
(n+1)!

2
<
= (n + D2t

1
V() 3y

Es soll gelten

1

1000 ",
w D2 ~Top0 T 1000<@HD

dann ist diese Bedingung fiir n = 4 erfiillt:
n=0:1;, n=1:4, n=2:24;, n=3:192; n=4: 1920.
Fiir den gesuchten Niherungswert von e!/? bis auf 10~ Genauigkeit erhilt man somit

" 1 1 1 1 633
205 L (2) cip s o — = 222 6484375,
P x ) () R TR TR Ty R
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Aufgabe 164

| 4

Taylorreihe

Gegeben Sei die Funktion f mit f(x) = In(1 + x), x > —1.

a) Entwickeln Sie die Funktion f in eine Taylorreihe um Null.
b) Bestimmen Sie den Wert von In(2) als Bruch bis auf 2 - 10~! genau.

Lésung

a)

b)

Mit Hilfe vollstidndiger Induktion sieht man, dass die n-te Ableitung der Funktion
f gegeben ist durch

n—1)!

(n) _ n) _ (_1yn—1
() = (n(1 +x))™ = (=1) Ty

Also gilt fiir die Taylorentwicklung an der Stelle 0

n

D S VAN PETEIRIINE, et
n=0 . —

n=1

Bemerkung: Hinsichtlich der Konvergenz dieser Reihe sei z. B. auf [3], VII1.62, und
auf Teil b) unten fiir x = 1 verwiesen.
Nach Teil a) gilt

InQ2) = —i D"
n=1

n
Da diese Reihe nach dem Leibniz-Kriterium (alternierende harmonische Reihe)
konvergiert, 146t sich der Rest wie folgt abschitzen

= 1y
2%

1

n .

=n”
n

=

Fiir n = 5 wird somit die geforderte Genauigkeit erreicht, also

In2) ~ 1—1/2+1/3—1/4 =17/12.
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Aufgabe 165
»  Taylorpolynome

Bestimmen Sie die Taylorpolynome der folgenden Funktionen vom Grad m mit Entwick-
lungspunkt xy:

a) fIR->R, x—>e;m=3; xo=0;
b) g:R—>R, x+—sin(x); m =2n+ 1,n € Ng; xo = 7.

Lésung
Die Taylorformel lautet

= 3 P

k!
k=0

a) Die ersten drei Ableitungen der Funktion f lauten

f/(x) — (eex [ e f//(x) (exee"‘)/ — exe + exexee
— (ex + eZX)eex;
f///(x) — ((ex + €2x)€ex)/ — (ex + 282)()82" + (ex + eZX)exeex
= (e + 3e>* + e3¥)e” .
Damit gilt fiir das Taylorpolynom von f vom Grad m = 3 und Entwicklungspunkt
Xo = 0

® (0 Se
Ty30(x) = ,; / k'( ) ok = =e+ex +ex’+ Zx3

b) Es gilt

g (x) = (=1)"sin(x). g®"(x) = (=1)" cos(x):
g () = (=1)"sin(x) = 0: gV (w) = (=1)" cos(r) = (=1)"*".

Somit lautet das Taylorpolynom von g vom Grad m = 2n + 1 und Entwicklungs-
punkt xo = 7

2n+1 k ( )

Tg,2n+1,n(-x) = Z

k=0

(_ )k+1

2k+1
Z(2k+l)' (r =)™
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Aufgabe 166
»  Taylorreihe
Zuo € Rwerde f : (—1,00) 3 x — (1 + x)¥ € R betrachtet.

a) Bestimmen Sie die Taylorreihe Ty, fiir xo = 0.
b) Stellt Ty, die Funktion f in (0, 1) dar?

1
¢) Approximieren Sie EVS 34 = (14 27*'° mit einer Genauigkeit von 1074,

ala—1).. (oz—k+1)
k!

Hinweis: Verwenden Sie in a) (Z{) =

Lésung
a) Mit Hilfe vollstindiger Induktion erhilt man

k—1

f“&)=(fﬂa—0)a+xf*.
i=0

Also gilt fiir die Taylorentwicklung um x, = 0 (s. Hinweis)

Tro = i (Z)xk-

k=0

b) Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe, falls

a--- (o —k)k!
x| <g<l
a--(a—k+ 1)k + 1!
e x x| <¢g<1
k+1 k+1 =1
=B

fir k > K gilt. Ein solches K € N existiert offenbar fiir alle |x| < 1, da B —
1 (k — 00). Also konvergiert Ty, fiir x € (0, 1). Weiter gilt

® 0
f()—Zf Dk 4 R,(x:0)
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und wegen (. *,) < 1 fiirn > « folgt fiir solche 7 und |x| < 1 (s. Teil a) fiir f@+D)
g n+1 g

| |l1+1 (1)
. <
IR, (x;0)] < o 1)!52%“ (tx)|
1 ! o
< . Zaf(nJrl) = v 27(n+1)
= (n+1)!i:0(“ ) nt 1

<2¢.270F) 5 0 (> 0).

Also konvergiert das Restglied gegen 0 gleichmiBig fiir x € (0, 1), und damit ist f
in (0, 1) durch ihre Taylorreihe dargestellt.

¢) Um die Genauigkeit 10~* zu erreichen, muss das Restglied kleiner als diese Zahl
werden. Es ist (mit o = 1/5)

[e.¢]

o

1 15 = K xe(,1

(1+x) Z R X 0,1)
k=0

und fiir das Restglied gilt

1/5

R 2—4;0 <21/52—4(Vl+1)
[2740) < 2

)2—(n+l) < 21/5 . 2—5(Vl+l).
Weiter ist fiirn = 2

21/5 . 2—5(2+1) — 21/5 . 2—15 < 10—4 < 21/5 . 2—10 — 21/5 . 2—5(1-‘1—1).
Wiihle also n = 2. Dann ist |R,| < 10* und

2

k=0

1+ (1{5)2—4 + (1£5)2_8 +R,

+ R, = 1,012188 + R;».

(142747

1
:1 _—
+80 3200

Aufgabe 167

»  Taylorpolynome

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 774 zu folgenden auf R definierten Funktionen:

a) f: f(x) =sin(xexp(x));
b) f: f(x) =In(3 + x3).



2.5 Taylorformel 207

Lésung
a) Man berechnet die ersten vier Ableitungen von f:

J'(x) = (exp(x) + x exp(x)) cos(x exp(x))
= exp(x)(1 + x) cos(x exp(x))

J"(x) = (exp(x) + (1 4 x) exp(x)) cos(x exp(x))
—exp?(x)(1 + x)? sin(x exp(x))
= —sin(x exp(x))(exp(x) + x exp(x))?
+ cos(x exp(x))(2exp(x) + x exp(x))

S (x) = —cos(x exp(x))(exp(x) + x exp(x))?
— 3sin(x exp(x))(exp(x) + x exp(x))
- (2exp(x) 4+ x exp(x)) + cos(x exp(x))(3 exp(x) + x exp(x))

S @ (x) = sin(x exp(x)) (exp(x) + x exp(x))*
— 6.cos(x exp(x))(exp(x) + x exp(x))?
- (2exp(x) + x exp(x)) — 3sin(x exp(x))(2exp(x) + x exp(x))?
— 4sin(x exp(x))(exp(x) + x exp(x))(3exp(x) + x exp(x))
+ cos(x exp(x)) (4 exp(x) + x exp(x)).

Es folgt

fO) =0, f(0)=1, f(0)=2, f"0) =2, fP0) =-8

und daraus | |
7};4’0()(?) =X+ Xz + §X3 — §X4.

b) Auch hier leitet man f viermal ab:

3x?
/ —
S0 = 34 x3
6x ox*
” _ _
S =375 (3 + x3)?
6 54x3 54x°
" _ _
S = E TG 0 T Gy
Py - 80 648 4s6xt

Gror  Grx)y Gty
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Es folgt:
£(0) =1n(3), f/(0) =0, f"(0)=0, f7(0) =2, fP0) =0

und daraus |
Tr40(x) =1n(3) + §x3.

Aufgabe 168

»  Taylorpolynom

Entwickeln Sie die Funktion
f() = M= F?)?

bis zur 4. Ordnung um alle Minima (A und F sind reelle Zahlen).

Lésung
Minimum von f(x) = A(x?> — F?)%:

f(x) = 4Ax (x> — F?), f"(x) = 4A(3x*> — F?)

f'(x) =04 x=0o0der(x —F)=0oder (x + F) =0

< x=0oderx = Foderx =—F

f7(0) = —4AF*; f"(£F) = 8AF?
F=0:
Fx) = o <0;A <0, x e R\ {0} = kein Minimum.

>0;A >0, x e R\{0}und f(0) =0 = Minimumbeix =0.

Im Fall A < O ist f nach unten unbeschrinkt, hat also kein Minimum. Fiir das Taylor-

polynom erhilt man also
Trao(x) = Ax*

F+#0:
< 0; A > 0; (max) p > 0; A > 0; (min)
SUEF) =

1(0) = , .
> 0; A < 0; (min) < 0; A < 0; (max)

Fiir die Taylorpolynome an den Minima ergibt sich also

Trao(x) = AF* —2AF2x% + Ax*
Trar(x) = 4AF*(x — F)? + 4AF(x — F)* + A(x — F)*
Tra_r(x) = 4AF*(x + F)> —4AF(x + F)’ + A(x + F)*.

Bemerkung: Da f selbst ein Polynom 4. Grades ist, sind die angegebenen Taylorpoly-
nome alle auch gleich f selbst.
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Aufgabe 169
»  Newton-Verfahren
Essei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und es gebe m, M mit:
f'@l=m, [f"() =M, xelab],m>0.
Die Iterationsfolge des Newton-Verfahrens ist folgendermaflen definiert:
Xo €la,b]: Xppri= Xy — fOa) f'(x)H, neN.
Beweisen Sie:
a) f hatin [a, b] hochstens eine Nullstelle.

b) Ist z eine Nullstelle von f in (a,b), so gilt mit r := min{ZmM’l,b —z,z —a},
X0 €la.b]N(z—r.z+r)undq := 2m)~'M|xo — z| < 1 fiir alle n € N:
1) x, €la,b], |z —xup1] < Cm)"'M|z — x,|?;
2) |z = x| < @m)M g ;
3) limx, =z .

Lésung

a) Da f” stetig ist, gilt entweder f'(x) > m > 0, x € [a,b] oder —f'(x) > m > 0,
x € [a,b], d.h. f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend) und besitzt somit
hochstens eine Nullstelle in [a, b].

b) Es bezeichne K, (z) das offene Intervall (z —r,z 4 r).
1) Mitx,y € K,(z) gilt die Taylorformel

JO) = f(x)+ —x)f'(x) + Ra(y:x)

mit der Abschétzung fiir das Restglied

1
[Ro(yix)| < Slx —yI'M.

Setze g(x) := x — ;((i)). Dann gilt
€)== =~ S (0 + (=0 () = s Rai).

Mit x € K, (z) folgt also

M M
|g(x)—z|§%|x—z|2<%r <r (*)
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und damit auch g(x) € K,(z). Wegen x,+1 = g(x,) und x¢ € K,(z) sind alle
X, € K, (z). Weiter gilt wegen ()

M
|2 = X = |2 = gGa)| = 5 -lz =2 n € Np.
2m
2) Setzer, := % Dann gilt mit Ungleichung (x) gerade r,, 41 < r2, n € N.
Also folgt
n 2m o
< réz) — |z —x,| < ﬁq(z ),

3) Wegen obiger Ungleichung und ¢ < 1, und weil zﬁmqm) eine Nullfolge ist, gilt
|z — x| = 0 (n — 00).

Aufgabe 170

»  Ungleichungen, Taylorentwicklung
Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:

a) Firx € (0,00), o € (0,1) gilt: x* —ax <1 —qa.
b) Fiira,b € (0,00) und o, B € (0, 1) mit o + B = 1 gilt: a*b? < aa + Bb.

I 1 1 1
¢) Fira,b € (0,00) und p,q € (1,00) mit — + — = 1 gilt: ab < —a? + —b1.
P 4 P q

Hinweis: Betrachten Sie in a) die Funktion f(x) = x“ — ax und verwenden sie Taylor-
entwicklung bis zur ersten Ordnung. Fiir b) 148t sich das Ergebnis aus a) benutzen.

Lésung

a) Wie im Hinweis angegeben entwickeln wir f(x) = x* — ax nach Taylor bis zur
ersten Ordnung. Als Entwicklungspunkt wihlen wir xo = 1. Die benotigten Ablei-
tungen ergeben sich zu:

fx)=ax*" —a
fx) = ale = Dxe?
f/(1y=o.

Mit f(1) = 1 — « folgt fiir beliebiges x € (0, co0):

FE) = ) + D0~ 1) + 3 '€ — 1) € wischen x und 1)

1
=l—a+- o (@—1 &2 x-1)Y2<l-qa.
3@ _(@=1§2 -1
>0 <0 >0 >0
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b) Man erhilt unter Verwendung von a) fiir x = ¢

apf _ japl-a _ p, ﬁ ¢
a"bf = ab' = b (b)
a
§b-(1—oc+oc—)=b-(1—05)+oca=aoz+b,3.
b
¢) Anwendung von b) mite = 1/p und B = 1/q liefert:

1 1
ab = (a?)7 (b1 < —a? + —b".
pq

2.6 Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

Aufgabe 171

»  Gerade und ungerade Funktionen

Eine Funktion f : R —> R heifit gerade, wenn f(—x) = f(x) fiir alle x € R, und
ungerade, wenn f(—x) = — f(x) fiir alle x € R.

Sei f fiir alle x € R differenzierbar.

a) Zeigen Sie: Die Ableitung einer geraden (ungeraden) Funktion ist ungerade (gerade).
b) Sei: f : R — R die Polynomfunktion

f(x)=ao+ax+---+ax", (ax €R).

Beweisen Sie: f ist genau dann gerade (ungerade), wenn a; = O fiir alle ungeraden
(geraden) Indizes k.

Hinweis: Verwenden Sie fiir b) die Aussage von a) auch fiir hhere Ableitungen.

Lésung
a) Sei xo € R beliebig. Ist f gerade, so gilt

f/(_xo) = lim f(_xo) - f(x)
X—>—X0 —X0 — X

o X = S

= Im —:,
Y—=>Xo —Xo+ Yy

TG R
y—=Xo0 Xo— )Y

= —f"(x0).
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Ist f ungerade, so erhilt man

Pl — tim JC0 =)

X—>—Xo —Xo — X

i SE0 = f()

= lim ———M—=
y=Xo —Xo+y
i =/ 0) + f()

= m —:-
y—>Xx0 —X0+ Y

— lim f(x()) - f(y) — f/(xo) .
y—>Xo Xo— )

l .
b) Istay = O fiir alle geraden Indizes k, also f(x) = Y asj+1x* !, so folgt
j=0

I I I
fE) =Y ()Y =Y an (DY = 2y T
i=0

J=0 J=0

=—f(x);

also ist f ungerade.

l .
Ist a; = O fiir alle ungeraden Indizes k, also f = )" a»; x?/, so folgt
j=0

! !
FEx0) =Y ay (0¥ =3 ayx¥ = f(x):
j=0 j=0

also ist f gerade.
n .

Sei jetzt f := Y a;x' (d.h. grad(f) = n). Wir zeigen induktiv, dass dann alle g;

i=0
mit ungeradem Index i verschwinden, falls f gerade ist, und alle a; mit geradem
Index i verschwinden, falls f ungerade ist.
Im Fall n = 0 ist f(x) = ao. Es tritt noch kein Koeffizient mit ungeradem Index
auf, so dass nur zu zeigen ist, dass ao verschwindet, falls f als ungerade vorausge-

setzt wird. Dies folgt leicht aus ag = f(—1) = — f(1) = —ay. Wir nehmen nun an,

die Aussage sei bis zum Grad n bewiesen und zeigen sie fiir grad(f) = n + 1. Ist
n+1 X 1 ;

f 1 f(x) = Y a;x' gerade, so gilt nach a), dass f' : f'(x) = > (i + Da;11x'
i=0 i=0

ungerade ist, also nach Induktionsvoraussetzung
(i+1aj1=0,i=0,...,n, i gerade,

und somit a; = 0,a3 = 0,...,a,4+1 = 0, falls n gerade ist, bzw. a; = 0,a3 =
0,...,a, = 0, falls n ungerade ist, also die Behauptung (falls f gerade ist).
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Ist f ungerade, so gilt nach a), dass f': f'(x) = Y (i + 1)a; 11 x' gerade ist, also
i=0
nach Induktionsvoraussetzung

(i +1Da;j1=0,i=0,...,n, i ungerade,

und somit a; = 0,a4 = 0,...,a,+1 = 0, falls n ungerade ist, bzw. a, = 0,
as = 0,...,a, = 0, falls n gerade ist. Somit bleibt nur noch @y = 0 zu zeigen.
Diese Eigenschaft folgt aber unmittelbar aus ag = f(0) = —f(0) = —a(, womit

der Beweis abgeschlossen ist.

Aufgabe 172
»  Additionstheoreme fiir sin und cos
Beweisen Sie fiir x, y € R die beiden Additionstheoreme
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

und
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

F(x) = [sin(x + y) —sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)]?
+ [cos(x + y) — cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)]*

und verwenden Sie das bekannte Ergebnis, dass aus F’(x) = 0 Vx folgt: F = konst.

Lésung
Sei y € R beliebig. Differenziert man die im Hinweis angegebene Funktion F, so
erhilt man:

F’(x) = 2[sin(x + y) — sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)]
- [cos(x + y) — cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)]
+ 2[cos(x + y) — cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)]
- [=sin(x + y) 4+ sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)] = 0.

Nach dem Hinweis ist dann F konstant auf ganz R und wegen

F(0) = [sin(y) —sin(y)]* + [cos(y) — cos(y)]* = 0
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folgt F = 0. Nun gilt aber fiir beliebige a, b € R:
a’+b*=0<a=0Ab=0.

Angewendet auf F(x) zeigt das die beiden Behauptungen.

Aufgabe 173

»  Trigonometrische Funktionen
Beweisen Sie folgende Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen:

a) cos(Z) =0, sin(%)=1

b) cos(x + %) = —sin(x), sin(x + %) =cos(x), x€R;
¢) cos(x + ) = —cos(x), sin(x 4+ ) = —sin(x), x € R;
d) cos(x 4 2m) = cos(x), sin(x + 27) =sin(x), x €R.

Hinweis: Sie diirfen die Additionstheoreme fiir sin und cos (vgl. Aufg. 172) und die
Definition von 7 (i.e. 7r/2 ist kleinste positive Nullstelle von cos) benutzen.

Lésung
Im weiteren Verlauf werden die folgenden Additionstheoreme fiir cos und sin benutzt:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) —sin(x) sin(y), x,y € R;
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), x,y € R.

a) Nach Definition ist % die kleinste positive Nullstelle des Cosinus, d. h.

cos (%) =0.

Mit Hilfe von cos?(x) + sin’(x) = 1 V x € R erhilt man daher

cos? (n) + sin? (n) =1 = sin(n) =1vVv sin(n) =—1
2 2/ 2/ 2/
Da sin(0) = 0 ist und die Steigung des Sinus, ndmlich der Cosinus, positiv ist fiir
0<x< %, kann somit nur gelten:

b)
cos (x + %) = cos(x) cos (%) — sin(x) sin (%) 2 cos(x) -0 —sin(x) - 1

= —sin(x);
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sin (x + %) = sin(x) cos (%) + cos(x) sin (%) 2 sin(x) - 0 4 cos(x) - 1

= cos(x).
©) e e . v . v
cos(x + ) = cos (x + 5) cos (5) —sin (x + 3) sin <5)
2 gin(x) -0 — cos(x) - 1 = —cos(x);
sin(x + 7) = sin (x + %) cos (%) + cos (x +2 ) sin (%)
U cos(x) -0 — sin(x) - 1 = —sin(x);
d)
cos(x + 27) = cos(x + ) cos() — sin(x + 7) sin(xr)
2 et s (2 (3) s (3 ()
ot s (s (3) 0 (5)n (5)
D cos(x)(0 — 1) + sin(x)(0 + 0) = cos(x):
sin(x + 27) = sin(x + 7) cos(r) + cos(x + ) sin(xr)
e () s (5) s (3 ()
ot (3 s (3) + ()30 5)
2 sin(x)(0 — 1) — cos(x)(0 + 0) = sin(x).
Aufgabe 174

»  Trigonometrische Funktionen, Extrema

a) Sei y € R mit sin?(y) = cos(y). Zeigen Sie:

1
cos(y) = 3 («/g— 1) .
b) Die Funktion g : R — R sei definiert durch
g(x) := sin(x) exp(cos(x)), x eR.

Beweisen Sie: g hat ein lokales Extremum in (O, %)

Welche Art des Extremums liegt vor?
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Lésung
a) Offenbar ist cos(y) = sin?(y) = 1 —cos?(y) positive Losung der Gleichung (setze
x = cos(y))
2 4x—1=0.
Man erhilt durch quadratische Ergénzung
4 x—1=x>4+2x(1/2)+1/4—-5/4
- (x r1/2— ﬁ/z) (x 12+ «/3/2).
Die positive Losung der obigen Gleichung ist also
1
x = 5(«/5— 1) € (0,1).
b) g ist beliebig oft stetig differenzierbar. Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen

eines lokalen Extremums im Innern von [0, 77/2] ist also

g'(x) = [cos(x) — sin*(x)] - exp(cos(x)) = 0
& cos(x) = sin?(x)

éﬁ cos(x) = %(\/_— 1).

Da cos in (0, 7/2) injektiv mit Bildbereich (0, 1) ist, existiert dort ein eindeutig
bestimmtes x, mit

cos(xg) = %(«/—— 1).

Im Innern von [0, 7r/2] kann also hochstens an dieser Stelle x, ein lokales Extre-
mum vorliegen.
Fiir die zweite Ableitung von g erhilt man

g"(x) = [—sin(x) — 2 sin(x) cos(x)] exp(cos(x))

— sin(x)[cos(x) — sin*(x) ] exp(cos(x)).

An der Stelle x = x verschwindet der letzte Anteil in der Differenz, und es bleibt
(wegen sin(xg) > 0 fiir xg € (0, 77/2))

g"(x0) = —sin(xo)(1 + 2 cos(xp)) exp(cos(xp))
=— sin(xo)«/gexp(cos(xo)) < 0.

An der Stelle x liegt also ein lokales Maximum vor. An den beiden Rinderna = 0
und b = /2 finden wir demzufolge lokale Minima (vgl. Abb. 2.12 bis 2.15).
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1.6 T
14 n
12+ b
1k
08 b
0.6 -
04 | -
0.2 —

0 1
0 /4 7/2

Abb. 2.12 Verlauf der Funktion g in [0, /2]

/2

Abb. 2.13 Verlauf der ersten Ableitung g’ in [0, 77 /2]

0 /4 /2

Abb.2.14 Verlauf der zweiten Ableitung g” in [0, /2]
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0 ™ 2%

Abb. 2.15 Verlauf der Funktion g in [0, 27]

Aufgabe 175

»  Abschdtzungen von sin und cos

Zeigen Sie:
3

X .
a) x—Z§s1n(x)§x,x>O;

2

2 4

b) 1—%§cos(x)§1—x—+x—,x>0.

2 24

Lésung

a) Wir beweisen zunichst die rechte Ungleichung und unterscheiden dazu zwei Fille:
Fall1: x > V6
In diesem Fall gilt unmittelbar mit Hilfe von | sin(x)| < 1, dass

sin(x) < |sin(x)| <1< V6 <x

Fall 2: x < /6

Es

gilt:
2kl

—sin(x) = ;(—l)kak =18 = G

. . I .
(ar)ken ist Teilfolge von (77),en. Diese ist wegen

/ I=ly
%leo(loj_]) — 0 (x<l()<l,l—>00)

eine Nullfolge. (Die Ungleichung zeigt man durch Induktion tiber /.) Damit
konvergiert (ay )ren ebenfalls gegen 0.
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Weiter folgt aus x < \/6, dass

x2<6=x><2k+1)2k VkeN
A (2k + 1)!

= ayy <ay Vk eN;

Vk e N

also ist (ay)reny monoton fallend. Aus dem Leibnizkriterium erhélt man
dann 51 < s, also —x < —sin(x) bzw. sin(x) < x.

Zum Beweis der linken Ungleichung geht man analog vor:
Fall1: x > /20
In diesem Fall benutzt man wieder | sin(x)| < 1, denn man hat

x2—6>14= x(x>—6) > 1420 > 6

:>x3—6x—620
¥3
:>x—zg—1§sin(x)

Fall 2: x < +/20
Es gilt:
2+l

sin(x) — x = Z(—l)kbk =:s5, by = m

k=1
Wie oben gesehen ist (by)xen eine Nullfolge. Weiter folgt aus x < +/20:
x2<20= x2 < 2k +2)2k +3) VkeN

X243 B (2k + 3)!
S 2k + 1)
— Af41 < dy Vk c N R

Vk e N

also ist (ax)ren monoton fallend. Aus dem Leibnizkriterium erhilt man

dann s; < s, also —% < sin(x) — x bzw. x — % < sin(x).
b) Wir unterscheiden wieder zwei Fille:
Fall1: x > /12
Es ergibt sich unmittelbar mittels | cos(x)| < 1:
X2
1_75 1-6=-5<-1<cos(x)

und
xz(x2 -12)> 0= xt—12x2>0
%2 4

:>1—7+%21200s(x).
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Fall 2: x < /12
Man betrachtet analog Aufgabenteil a)
00 . 2k
cos(x) — 1= ;(—1) ay =:s ap = a0
(ax)ken ist eine Nullfolge (s. 0.) und féllt monoton, denn
x<VI2=x*<12
—= x? < (2k+2)2k +1) VkeN
22 X2k
Vk e N
= Gk+2)! < @b
= A+ < ag Vk € N.
Es folgt nach dem Leibnizkriterium s; < s < s, d.h.
—% < cos(x) —1 < —% + % und daraus durch Addition von 1 die
Behauptung.
Eine alternative (kiirzere, aber nicht so elementare) Losung ergibt sich wie folgt:
1):a) 2. Ungleichung: Sei F(x) := sin(x) — x. Zu zeigen ist F(x) < O fiir x > 0.
Offenbar ist F(0) = 0 und
F'(x) =cos(x)—1<0.
Damit ist F monoton fallend, also F(x) < F(y)Yx > y; mit y = 0 folgt die
Behauptung.
2):b) 1. Ungleichung: Sei G(x) := cos(x) — (1 — %xz). Zu zeigen ist G(x) > O fiir
x > 0. Offenbar ist G(0) = 0 und
D
G'(x) = —sin(x) +x > 0.
Es folgt wie oben die Behauptung.
3):a) 1. Ungleichung: Sei F(x) := sin(x) — (x — %) Zu zeigen ist F(x) > 0 fiir
x > 0. Offenbar ist F(0) = 0 und
1 2)
F'(x) = cos(x) — (1 — Exz) >0.
Es folgt ganz analog die Behauptung.
4):b) 2. Ungleichung: Sei G(x) := cos(x) — (1 — %xz + %). Zu zeigen ist G(x) <0

fiir x > 0. Offenbar ist G(0) = 0 und
I : 1 3 3
G(x)=—sm(x)+x—gx <0.

Wieder folgt sofort die Behauptung.
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Aufgabe 176

| 4

Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen 2-ter Ordnung

Gegeben sei die Differentialgleichung

a)

b)

y'(x)+ y(x)=x+1, x € (0, 7).
Zeigen Sie, dass jedes y € V mit
Vi={f1f(x)=x+1+acos(x)+ Bsin(x); o, B € R}

eine Losung der Differentialgleichung ist.

Gegeben seien die folgenden Anfangs- bzw. Randwertbedingungen fiir die obige Dif-
ferentialgleichung:

1) y(0) =a, y'(0)=b; a,beR;

2) y(0) =1, y(r) = 7.

Untersuchen Sie fiir 1) bzw. 2), ob eine Losung aus der Menge V' existiert. Bestimmen
Sie im Falle der Losbarkeit alle Losungen aus V.

Lésung
a) Einsetzen der Funktionen liefert direkt

(x + 1+ acos(x) + Bsin(x))” + (x + 1 + acos(x) + B sin(x))
= (I —asin(x) + Bcos(x)) + x + 1 + a cos(x) + B sin(x)
= —acos(x) — Bsin(x) + x + 1 + @ cos(x) + Bsin(x) = x + 1.

b) 1) Einsetzen der Anfangswerte liefert

y0) =a Ay 0)=b & Il+a=arnl+p=b
S a=a—-1AB=>b-1,

d. h. es gibt eine eindeutige Losung y mit
y(x) = x4+ 14 (a—1)cos(x) + (b — 1) sin(x)

fiir beliebige a, b € R.
2) Einsetzen der Randwerte liefert

y0)=1Ay@E)=7n & =0 A o =1 (Widerspruch!),

d.h. es gibt in diesem Fall keine Losung.
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Aufgabe 177

»  Losungsmengen von gewdhnlichen Differentialgleichungen
n-ter Ordnung

Gegeben Sei eine Differentialgleichung der Form

n
YoayP () =g(). ar€R.a, #0.neN,.
k=0

Zeigen Sie:

a) Ist V die Menge der Losungen der Differentialgleichung fiir g = 0, dann ist V' einen
Vektorraum.

b) Sei z eine Losung der Differentialgleichung zu gegebenem g, und sei V, die Menge
der Losungen der Differentialgleichung. Dann gilt

Veo=1{z+h|heV}

Hinweis: Die obige Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Gilt g = 0, so liegt eine homogene Differentialglei-
chung vor; ist g # 0, eine inhomogene Differentialgleichung.

Lésung
a) 1) Die Nullfunktion liegt offensichtlich in V', denn es gilt

n n
Zaky(k)(x) = Zak -0=0.
k=0 k=0

2) Seien y;, y, € V beliebig, dann gilt
n n
k k
S+ )P @) = a0 + ¥ ()
k=0 k=0

n n
= > a0+ Y ey =0+0=0,
k=0 k=0

also liegt y; + y,in V.
3) Seia € R, sei y; € V beliebig. Dann gilt

n n n
Y a@y)® ) = awey ) =Y ay’x) =a-0=0,
k=0 k=0 k=0

also liegtay; in V.
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b) ,,C“ Sei z € V, beliebig, dann gilt fiir Z — z
Y arG-)®x) =) arGP(x) — 20 (x))
k=0 k=0

= > a2P) =Y @z (x) = g(x) —g(x) =0,
k=0 k=0

also liegt Z — z in V. Daher existiert ein 7 € V mitZ = z + h,d.h. Z €
{z+h|heV}.Daz eV beliebig war, gilt
Ve Clz+h|heV}.

WD Seiz =z + he {z4+h|heV}mit heV beliebig, dann gilt
n n 5
Zaké(k)(x) = Zak(z + )P (x)
k=0 k=0

=Y azP) + Y ah®(x) = g(x) + 0 = g(x),

k=0 k=0

also ist Z eine Losung der Differentialgleichung. Daz € {z +h | h € V}
beliebig war, gilt somit

VeD{z+h|heV}.

Aufgabe 178

»  Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome H, sind Losungen der Differentialgleichung
vV =2y +(v—1v =0, yeR,

mit v = 2n + 1, n € Nj. Diese Differentialgleichung tritt u. a. in der Quantenmechanik
bei der Betrachtung des eindimensionalen Oszillators, der z. B. die Schwingungen eines
zweiatomigen Molekiils beschreibt, auf. Eine Darstellung der Hermite-Polynome lautet

n

d
H,(y) = (=1)"e” —e™", neN,.

dy"

a) Begriinden Sie kurz, warum H, ein Polynom ist, obwohl die Exponentialfunktion in
der Darstellung auftaucht, und berechnen sie die ersten vier Hermite-Polynome.
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b) Zeigen Sie, dass die Hermite-Polynome H, der Differentialgleichung
H'—2yH) +2nH, =0

geniigen.
c) Zeigen Sie, dass fiir die Hermite-Polynome die folgende Beziehung gilt:

1
nH, | + EHHH =yH,, neN.

Hinweis: Sie diirfen in Teil b) und c) die Beziehung H, = 2nH,_;, n € N, benutzen.

Lésung
a) Esgilt

Ho(y) = (=)’ e =1;

d
Hy(y) = (—1)13“V2@e_y2 = —¢” (<2ye”) = 2y;

2
Ha3) = (12 e = L C2ye) = ey - D =P
y y

3

d
Ha(y) = (-1)'e” e = = 8y + (497 = D(-2)e " = 8y~ 12y.

Die n-te Ableitung von e~ * hat eine Gestalt der Form Pn(y)e™ *, wobei Pn(y) ein
Polynom ist. Leitet man diesen Ausdruck nochmal ab, so @ndert sich lediglich das
Polynom vor e™ %

(Pa ()™)Y = (ph(¥) = 29Pa ()™ =: pupi(y)e ™.

Durch das Multiplizieren mit e” * tritt anschlieBend die Exponentialfunktion nicht
mehr auf, und es bleibt nur noch das Polynom p,,; stehen. Anhand von Teil c)
146t sich ebenfalls erkennen, dass die H,, Polynome sind, denn mit H,_; und H,, ist
auch H, . ein Polynom.

b) Die Berechnungen von H, und H,' liefern

d d" '
H,(y) = o ((—1)”ey2 dyne—yz)

d" dn+l
= (—l)n (2_)78)}2We_y2 + eyzme_yz)
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n 5 dn+l

—y2 n 2
e = (et e

4

d
= (—=1)"2ye’”’
(=D"2ye &y

=2yH,(y) — H,1(»).

und nach dem Hinweis (fiir » 4+ 1) und dem oben Gezeigten erhilt man

H' = QyH, — H,.\) = 2H, + 2yH' — H

n+1
=2H, + ZY(ZyHn - Hn+l) —(2n+ Z)Hn-

Somit gilt fiir n € N

H) —2yH, +2nH,
— 2H, + 2y(2yH, — Hy 1) — (21 + 2)Hy — 2y(2yHy — Hyy1) + 2nH, = 0.

c) Wiein Teil b) gezeigtist H, = 2yH, — H, 1, so dass zusammen mit dem Hinweis
folgt:

1 1 1
nH,_ + EHVH—I = E(H’; + Hyp1) = E(ZJ/Hn —Hy1 + Hyyy) = yH, .

2.7 Das (Riemann-)integral

Aufgabe 179

»  Untersumme und Obersumme

Berechnen Sie die ,,Untersumme* Uy = SgN und die ,,Obersumme® Oy = S;N fiir
die Funktion f(x) = (x — 1)* und eine dquidistante Unterteilung Zy := {x; | xx =

a+khk=0,....N}(h= b%) des Intervalls [a, b] = [1,5], N = 10, wobei

@(x) == fOx-1)(=mp), Y (x) = flx)(= M) fir x € (-1, 5], k=1,...,N.

Lésung
Wir verwenden die Definition von Untersumme S% und Obersumme S Z’”N (vgl.z.B.[8],
9.1, [3], 82.) und die Summenformel

Xn:f’ _ n(n+1)?
i=1 - 4 ’
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(siehe z. B. Aufg. 25a). Somit ergibt sich

N N
S;N = Z S o) (i — xp—1) = Z(l + (k —)h—1)%h
k=1 k=1
N
_ —a)4 (N —1)2N?
=ty (k—1) = _
k=1 4
(b—a)'(N -1 4. 92 1296
= = = = 51,84
4N? 4102 25
und
N N
Sg,v = Zf(xk)(xk — Xpo1) = Z(l +kh—1)°h
k=1 k=1
_ h42k3 _ “)4 (N + 12N> (b—a)'(N + 1)
4 AN?2
3 44-112 _ 1936 _
T 40102 0 25 0T

Zum Vergleich: Der exakte Wert des Integrals betrigt
5 4 A
[(x—1)3dx:[23dz:[—z4j| =43 = 64.
4 o
1 0

Aufgabe 180

» Integrale fiir Treppenfunktionen

Seien f € Bla,b], a := ith] f(x), B:= sup f(x)sowie
X€la, xé€la,b]
¢, la.bl>x > aelR
@ la,b] > x> peR
Fo={peTlab]|lp=f}
Foo={y €Tla,b]| ¥ = f}.

wobei T [a, b] die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b] bezeichnet. Beweisen Sie:
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a) ab—a) < fbllf(x) dx VY € F,;
b) B(b—a)> ;w(X)dx Vo € Fy;

b b
o) [ex)dx < [Y(x)dx V¢ € F, VY €F,.

Lésung
a) Sei Y € F, beliebigund Z : a = x¢p < ... < x, = b eine beliebige Zerlegung von

[a, b]. Dann gilt:

b N
/1//(x)a’x =SV =58/ = Zw (%) (% — xp—1)

WEF() Xk+Xk
Zf( 5 l)(xk_xk 1)
k=1

1z
Za(xk_Xk 1)

N
Z (xx —xk—1) = alxy —xo) = a(b—a).
k=1

b) Seig € F, beliebigund Z : a = x¢ < ... < x, = b eine beliebige Zerlegung von
[a, b]. Dann gilt:

b N
X+ Xje—
[qo(x)dx =S =55=3 9 (%) (xic = 1)

k=1

= Zf (xk +ZXk 1) (xk — Xk—1)

N
= ,BZ(Xk —xk-1) = Blxy —x0) = B(b—a).
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c) Seien ¢ € F,, ¥ € F, beliebigund Z : a = xg < ... < x, = b eine beliebige
Zerlegung von [a, b]. Dann gilt:

N

b
[owax= s =55 = > (255 =

a

veF X+ Xg—1

< Z ( )(xk—xk_l)
N

= v (Xk+Xk 1)(xk—Xk1)
k=1

=s)

= /1//()6) dx.

Aufgabe 181
» Integrale fiir Treppenfunktionen, Unterintegrale
Beweisen Sie:

a) Fiir eine beliebige Treppenfunktion ¢ € T [a, b], ¢ € [a, b] gilt:

b c

/(p(x) dx = /(p(x) dx+j¢(x) dx.

a a c

b) Fiir eine Funktion f € Bla,b], ¢ € [a, b] gilt:

]b[f(x)dx = ;[f(x)dx +j[f(x)a’x.

Hierbei bezeichnet Bla, b] die Menge der beschrinkten Funktionen auf [a, b].
Bemerkung: Es gilt eine analoge Aussage fiir Oberintegrale.
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Lésung

a) SeiZ :a =x¢p <...<xy =b,n e N eine Zerlegung von [a,b] mit x; = ¢
fireini € {0,1,...,N}.Dannist Z, : a = xo < ... < x; = c eine Zerlegung
von [a,clund Z; : ¢ = x; < ... < xy = b eine Zerlegung von [c, b] und

b)

mit einer beliebigen Treppenfunktion ¢ € 7 [a, b] ist auch ¢ |jz€ T [a,c] und
@ lien)€ T [c. b]. Weiter gilt:

b N
Xi—1 +x
[owar =50 =57 = Yo (HE) -

9 k=1
i Xe—1 + Xk al Xie—1 + Xg
-1 -1
= Z@ (f) Ok — xp—1) + Z 7 (f) (Xk — Xk-1)
k=1 k=i+1
c b
= Splea 4 gyl - [ (x) dx + / o(x) dx.

a c

Man beweist leicht die folgende Aussage fiir zwei Mengen A, B C R:
sup(A+ B) = sup(A) +sup(B), wobeiA+ B ={a+b|ac A, be B}, (2.1)

denn zum einen ist x := sup(A) + sup(B) eine obere Schranke von A + B und
zum anderen gilt fiir ¢ > 0 beliebig (nach der Charakterisierung des Supremums,
vgl. z. B. [3], Satz 8.7):

daec A,beB: sup(A)—%fa A sup(B)—%fb,
also folgt

x—e<a+beA+ B

und damit wiederum nach der genannten Charakterisierung die oben behauptete
Aussage.
Auflerdem sieht man unmittelbar ein, dass

peTla,blo < f

2.2)
& g eTla,clgp€Te,b]: @lugg =01 = fAQlen) =02 = f

richtig ist.
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Damit gilt nun

b

:[ F(o)dx = sup { [ otrax

a

c b
2 sup {/(p(x)a’x +/g0(x)dx

a c

c b
@ sup{ / o1(¥)dx + / 02(¥)dx

a

@ sup{/q)l(x)dx

a

b
+ sup { / @2 (x)dx

c

weT[a,b]prf}

wET[a,b],fpff}

preTla.cl.oi < fop € T[c,b],qosz}

@1 € T[aac]’(pl =< f}

¢ € Tle,bl, g2 < f}

= ;[f(x)dx —i—]b[f(x)dx.

Aufgabe 182
»  Kriterium fiir Integrierbarkeit

Sei f € Bla,b],c € [a,b], f lacq€ Rla.cl, f ln€ Rlc,b]. Zeigen Sie, dass dann
gilt: f € Rla,b].

Hinweis: Benutzen Sie Aufg. 181, b) (auch fiir Oberintegrale)!

Lésung
Es gilt:

:[ Flx)dx e 7[ F(x)dx + :[ f(x)dx

or }f(x) dx + }f(x) dx }f (x) dx.

Somit folgt die Behauptung.
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Aufgabe 183

»  Naherungen des vollstandigen elliptischen Integrals

Bestimmen Sie eine Niherung des vollstindigen elliptischen Integrals

E(%) =/,/1—%sin2(z)dz
0

mit Hilfe einer Unter- und einer Obersumme zu einer durch die dquidistanten Punkte

LT .
xj=]%,] =0,...,10,

definierten Zerlegung.

Lésung
Die betrachtete Funktion

Sif@)=4/1- %Sinz(z‘)

ist auf [O, %] offenbar monoton fallend. Die Untersumme ergibt sich daher zu

10
Sy = Z(xj —xj_1) - f(x))

J=1

T 1
= 55" 1,/I—Zsinz(xj)

Jj=

&

0,16 - (1,00 4+ 0,99 + 0,97 + 0,96 + 0,94
+ 0,91 + 0,90 4 0,88 + 0,87 + 0,87)
~ 1,49.

Fiir die Obersumme hat man

9
So =Y (xjs1—x)- f(x})

j=0
9
1
= ;—0 ‘ V1= Zsinz(xj)
j=0

0,16 - (1,00 + 1,00 + 0,99 + 0,97 4+ 0,96
+ 0,94 + 0,91 + 0,90 + 0,88 + 0,87)
1,51.

%

%
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Aufgabe 184
»  Ober- und Unterintegrale

Seien f,g : [a,b] — R beschrinkte Funktionen. Zeigen Sie fiir die Ober- bzw. Unter-
integrale:

2
f (f + g)(x)dx < f F)dx + f g()dx:
b)
7[(f + 9)(0)dx = 7[ F)dx + ][ g()dx;
0

f(cf)(x)dx = c][f(x)dx, ¢ €]0,00).

Lésung
Da die Funktionen f, g beschrinkt sind, sind das Ober- bzw. Unterintegral reelle Zah-
len. Weiterhin wird benutzt, dass 7 [a, b] ein Vektorraum ist.

a) Seie > 0 beliebig. Dann existieren ¢, ¢, € T [a,b] mit f < ¢, g < ¢y, so dass
gilt:

b

[owax <  reoax+ 5, [b padx = [ edx+ 3.

a a

Wegen f + g < ¢ + ¢, erhilt man somit

b
f(f + 9)(x)dx = inf{/ o()dx | ¢ € Tla.bl. f +g < ¢}

a

b

b b
< / (01 + 92)(¥)dx = [ o1(x)dx + / r(x)dx

a

< ]Cf(x)a’x + ][g(x)a’x + &.

Da ¢ > 0 beliebig war, gilt somit

]C(f + g)(x)dx < ][f(x)dx + fg(x)dx.
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b) Sei & > 0 beliebig. Dann existieren @1, ¢ € 7T [a,b] mit f > @1, g > @5, so dass

gilt:
b b

/(pl(x)dx > ][f(x)dx - % /wz(x)dx > 7[g(x)azx - %

a a

Wegen f + g > ¢; + ¢, erhilt man somit

b
7[(f + £)(0)dx = sup {/ o)dx | € Tla.b]. f +g> ¢}

a
b

b b
> [ (61 + ¢2)(x)dx = / o1 (x)dx + [ 02(x)dx

a

> 7[f(x)a’x + ][g(x)dx —&.

Da ¢ > 0 beliebig war, gilt somit

7[(f + g)(x)dx > 7[f(x)a’x + 7[g(x)dx.

c¢) Fiir ¢ = 0ist die Behauptung offensichtlich wahr, denn man hat

f(cf)(x)dx = dex =0= Off(x)dx = cff(x)dx.

Fiir ¢ > 0 gilt

b
f(cf)(x)dx = inf{/q)(x)dx |o € Tla,b], cf < (p}

a

b
= inf{/(ap)(x)dx |o € Tla,b], ¢cf < c<p}

b
=cinf{/<p(x)dx|<pe‘f[a,b], f §<p} =c][f(x)dx.

a
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Aufgabe 185

»  Ober- und Unterintegrale

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Zeigen Sie, dass gilt:
a)

Jeneax == [ feax
b)

Je-peax == f reoax.

Lésung
a) Es gilt:

feﬂQsz—fﬂmw
& fenmar <= [r@ix n fenwdr = - [ remdx,

was zu zeigen ist.
,»=>*“ Mit Hilfe der Charakterisierung des Supremums (vgl. z. B. Aufg. 50) gilt die
folgende Aquivalenz:

—f&ﬂ@mngﬂmm
b
<¢V8>03¢6Tmmnm¢§f:—f&fmwh—e§[¢wwx

a

Sei nun ¢ > 0 beliebig, dann gilt nach der Charakterisierung des Infimums:
b
Ve>03y € Tla,blmit — f <y : f(—f)(x)dx+82/1p(x)dx.
a
Mity = —pund —f <y & ¢ < f erhilt man dann:

—f(—f)(X)dx —&= —/b ¥ (x)dx = /b(—lﬁ)(X)dx

b

= [ onax = [ eax

a
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Da ¢ beliebig war, gilt

- fenwar = [rwax & fenwis=- [ o
,,<* Mit Hilfe der Charakterisierung des Infimums gilt die folgende Aquivalenz:

f(—f)(x)dx < 7[ F(x)dx
b
& Ve>03¢peT[a,blmitg > —f : —][f(x)dx+ez[<p(x)dx.

a

Sei nun ¢ > 0 beliebig, dann gilt nach der Charakterisierung des Supremums:

b
Ve>03y € Tla,blmity < f: 7[f(x)a’x—ef/‘W(x)a’x.

Mityy = —pund ¢ < f & ¢ > — f erhilt man dann:

- ][ F)dx +¢ > — [b ¥ (x)dx = [b (—)(x)dx

b

=[x = [ s,

a

Da ¢ beliebig war, gilt

fenax <= o

b) Offensichtlich gilt f € Bla,b] & —f € Bla,b]. Somit folgt direkt die Behaup-
tung, wenn man in Teil a) jeweils f durch — f ersetzt.

Aufgabe 186

> Riemannsche Summen

Berechnen Sie fiir ¢ > 1 das Integral

1/‘ln(x)a’x

mittels Riemannscher Summen.
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Hinweis: Verwenden Sie die Zerlegung

l=xy<x1<...<Xx,=a

mit x; = a*/", und werten Sie die Funktion f(x) = In(x) an den Stellen & = x;_y,
k=0,...,n,aus.
Lésung

Wihle folgende Zerlegung (siehe Hinweis):
l=xo<x1<...<x,=a

mit x; = a*/", & = x;_1, k =0, ..., n.Dann gilt mit Hilfe der geometrischen Reihe
und der Teleskopsumme fiir die Riemannsche Summe:

Sz, =D fE) vk = xie1) = Y@@ —a b
k=1 k=1

n
k—1
E In(a) " (ak/” —a(k*”/”)
k=1

" n—1
In(a) Z(k — 1)@t — gDy = lni_a) ((n —1)a — Zak/”)
k=1 k=1

n
In(a) 1 —(a'/my n—1 In(a)(a'/" —a)
= (<”‘ Da = (1_7/‘ 1)) = @ = Ty
ealn(a)—w =aln(@)—a+1((n — o0).
—In(a)

1/n

Die Konvergenz gilt wegen a/" — 1 (n — o0) (s. Aufg. 69) und weil nach der Regel

von de I’Hospital

1—al/n 1—a* —a*l
lim (1 —a/") = lim 229 i L2 0@
n—o00 n—00 l/n x—0 X x—0 1

Damit erhilt man [ In(x)dx = aln(a) —a + 1.
1
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Aufgabe 187
» Integrierbare Funktionen

Beweisen Sie:
f.g € Rla,b] = f-g € Rla,b].

Hinweise:

1) Zeigen Sie, dass f2 € R[a,b] gilt, wenn f € R[a,b]ist.
2) Folgern Sie mit Hilfe der folgenden Darstellung fiir das Produkt

fra= (0 = (0,

dass dann auch f - g € R[a, b] liegt, wenn f, g € R|a, b] sind.

3) Verwenden Sie fiir 1) die Charakterisierung der Integrierbarkeit aus Satz 83.2 in [3].

~

Lésung

Sei f € Rla, b] beliebig. Fiir konstante Funktionen ist der Beweis offensichtlich trivial,
daher gelte im Folgenden f # const. Wegen R[a,b] C Bla, b] ist f beschrinkt und
somit existieren Supremum und Infimum:

=inf{f(x) | x € [a.b]}, B :=sup{f(x) | x €[a.b]}, B :=B—a #0.

Definiere f durch

s f-a f-«
f= = —.
p—a B
Dann gilt aufgrund der Vektorraumeigenschaften von R[a, b]:
. f-a
feR[ab] & (f —a)e Rla,b] & f= 5 € Rla,b].

Weiterhin hat man 0 < f < 1. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Nach [3], 83.2, gibt es dann
wegen fe R[a, b] Treppenfunktionen ¢,y € T [a,b] mit0 < ¢ < f<v¥ <1, s0

dass gilt:
b

/b V¥ (x)dx — [ o(x)dx < %

a

Wegen 0 < ¢ < f < 1 < 1 hat man zudem

0<¢’< f2<y?<1,0<p+¥ <2, 0<y—o.
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Aufgrund von von @2, 9% € T [a, b] erhilt man schlieBlich
b b b
[ wax= [ ¢mx = [ - e

b
_ / (W () + 9 (¥ (x) — p(x))dx

IA

b
2 / W () — p(x))dx

2 (/lZ Y(x)dx —j¢(x)dx) <e,

d.h. da & > 0 beliebig war: fz € RJa, b]. Also gilt:

2
2 e Rla,b] & (f/;a) € Rla.b]

& (fP=2af +a*) € Rla,b] & f* € Rla,b].

Insgesamt hat man schlieBlich:

f.g € Rla.b] & (f +8).(f —¢) € Rla.b]
= (f+8°(f —8)° € Rla.b]

= fog=(f + 8"~ (f ~g)) € Rlab].

Aufgabe 188

»  Eigenschaft des Integrals

b
Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Weiterhin gelte [ f(x)dx # 0.

Zeigen Sie, dass dann ein ¢ € (a, b) existiert, so dass gilt:

/Cf(x)dx:/hf(x)dx.
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Lésung
Da f Riemann-integrierbar ist, existiert eine stetige Stammfunktion von f:

F(z) :=/f(x)a’x.

Die Funktion G mit
z b
G(2) = [ Fx)dx - / F()dx = F(z) — (F(b) - F(2)) = 2F(z) — F(b)

ist somit auch stetig auf [a, b]. Fiir z = a bzw. z = b erhilt man schlieBlich
G(a) =2F(a)— F(b) = —=F(b), G(b)=2F(b)— F(b) = F(b).

b
Wegen F(b) = [ f(x)dx # 0 wechselt also die Funktion G das Vorzeichen und

a
besitzt somit nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen eine Nullstelle, d. h.
es existiert ein ¢ € (a,b) mit

/Cf(x)dx=/bf(x)dx.

Aufgabe 189
>  Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale

Bekanntlich ist das unbestimmte Integral [ f(x)dx ein Symbol fiir eine (beliebige)
Stammfunktion von f. Um also eine Gleichung der Form [ f(x) dx = F(x) zu bewei-
sen, reichtes F/(x) = f(x) zu zeigen.

Seien nun f € C|a, b] und eine differenzierbare Funktion g : [«, 8] > [a, b] gegeben.
Zeigen Sie die folgende Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale:

[renm-gwax=(([ rerdz)oc) o
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Lésung
Zu zeigen ist:

((/ f() dZ) Og) () = (fog)x) &g'(x).

Nach der Kettenregel gilt:

((f reaz)e g)/ o= ((fre dz)/ &) ¢

=(fog)x) &g,

was die Behauptung beweist.

Aufgabe 190

> Stammfunktionen

Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen

X
= _dx:
Y /(1+x2)3 )
er
b ——d
)/1+2e2’f+e4x *

Lésung
Zur Losung wird Variablensubstitution verwendet.

X z=1_—ﬁ-x2 1
/(1+x2)3dx N 2/z3dz

1 1y 1 1
2 222) 7 4z2 A1+ x2)?

82
/ 1 + 262\' e4x / (1 + er)Z
= 1/'7282Y = l;‘rezx —/ dZ
(1 + e2x)2 2 72

1 1y 1
) z ) 24 2e%

a)

b)
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Aufgabe 191
> Stammfunktionen

Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen (a € R):

dx

2_ 2

dx
10 d b , —, d
a)/ * )/a2+ 2 C)/«/az—l—xz )[ a
Lésung
a) Esist

d
—10* = 10" In 10.
dx g

/ 107dx = / o Yax = 10
i) \ax n 10

b) Substituiere x = a - v und u = tan(z):

/ dx (1 dx
a?+x2 a21+(§)2

Damit ergibt sich

_ 1 adu
B 1+ u?
1
=- /(arctan(u))’du

1
= — arctan (u)
a

1 X
= — arctan (—)
a a

¢) Substituiere x = |a| - u und ¥ = sinh(z):

/ dx _[i dx
Va2 + x? lal /1+x_2

cosh(z) ds —
1+ u2 V1 +sinh?(z)

= Arsinh u

= Arsinh (| l)
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d) Substituiere x = |a|-u und u = sin(z):

/ dx _/L dx
Va? —x? |a| /l_ﬁ

cos(z) dr — -
V1 —u2 V1 —sm2(2

= arcsin u

()
=arcsm | — |.
lal
Aufgabe 192

»  Berechnung bestimmter Integrale

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

NE
a) [ x%-cos(x?)dx;
0

b) [ Ln(x) dx:
1

1
¢) [sin(ax)sin(bx)dx, a,b € R, |a| # |bl;
0

3
d) [arctan(x)dx.
0

Lésung
Zur Losung wird Variablensubstitution und partielle Integration (p. I.) verwendet.

a)
VE 1
/ x° - cos(x?) dx = 3

0

x?-3x2 . cos(x?) dx

x3 - (sin(x?)) dx

b,

=
—

3x2 - sin(x?) dx
~————
(—cos(x3))’

% [x*- sin(x3)]03\/§—

o

W | —

[ sin(xr) + cosr))VE = T - 2.
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b)
(1 1 1
/ —(In(x) )’ dx = /25 dz = |:—261| = -
X —— 6 6
1 z 0
¢)
1
/ sin(ax) sin(bx) dx
0 1
p.L 1 . ! b
— |:—; cos(ax) sm(bx)i| + p / cos(ax) cos(bx) dx
0 0
1 1
Bl |:—l cos(ax) sin(bx)i| + é <|:l sin(ax) cos(bx)j|
a o al\la 0
1
b [ . :
+E / sin(ax) sin(bx)
0
Es folgt 1
sin(ax) sin(bx) dx
= —1 7 [% sin(ax) cos(bx) — —cos(ax)asin(bx):|
= aziibz [ sin(ax) cos(bx) — a cos(ax) sin(bx)](l)
b sin(a) cos(b) — a cos(a) sin(b)
= a2 _h2 :
d)

O\.xw

3
arctan(x) dx = / 1 - arctan(x) dx
0

3

p.L 3 X
= [x - arctan(x)]; — / T2 dx
0
3

1 2x
3
= . t - — d
[x - arctan(x)]g 2/1+x2 X
0

= [x - arctan(x)]3 — %[m(l + )]

1
= [x - arctan(x) — 5 In(1 + x?)];

In(10
= 3arctan(3) — n(2 ).

dx) |

1

0
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Aufgabe 193

»  Partielle Integration und Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

3
a) [ x’v9—x2dx;
0
1

b) [x In?(x)dx;
0

1
¢) [cos(ax)cos(bx)dx, a > b > 0.
0

Lésung
a) Die Substitution

1d

dz
2 2
& x*=9-z, —=-2x & dx=—=
dx 2

z=9—x —
x

liefert
0

/_%(9_2)\/Ed2 = (—323/2 + éZS/Z)

9

1 162
=—(-3*+-3)=—7.
(5 37) =%

b) Mit Hilfe der Substitution

0

9

3
/x3v9— x2dx
0

d 1
z = In(x), é = & dx =eé’dz (= In(1) =0, )lril}})ln(x) = —00)

sowie zweifacher partieller Integration ergibt sich

1 0 | 0 0
/xlnz(x)dx = /zzezzdz Rl 2,2 — / ze¥dz
0 —00 2 - —00
0
Lo 1 1 0 1
Rl im —z2e% — Zze¥ + [ —e%dz
x—>—00 2 2 o 2
1 1,.]° 11 1
=— lim —ze¥ + —¢¥ = —— lim &¥ = -,
x—>—00 2 4 oo 4 4 x——o0 4

% (= 2(0)=9, 2(3) =0)

wobei benutzt wurde, dass die Exponentialfunktion stirker als jedes Polynom

wichst.
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¢) Zweifaches Anwenden von partieller Integration liefert hier
1 1

1 1

/cos(ax) cos(bx)dx Rl cos(ax)g sin(bx)| + %/sin(ax) sin(bx)dx
0

0 0

1
p.L 1 2

cos(a) sin(h) + % sin(ax)%(— cos(bx))

S|

0

1
& (l - Z—z) /cos(ax) cos(bx)dx = %cos(a) sin(b) — % sin(a) cos(b)
0

1
& / cos(ax) cos(bx)dx = bzbfzaz (% cos(a) sin(b) — % sin(a) cos(b))
0

1
& / cos(ax)cos(bx)dx = ﬁ (b cos(a) sin(b) — a sin(a) cos(b)) .
0

Aufgabe 194

»  Partielle Integration
Leiten Sie mit Hilfe partieller Integration die folgenden Rekursionsformeln her:

a) an::/(lnx)”dx, o =x-Inx)'—no,_y, n=12,..;
b) ﬂn:zfx“(lnx)"dx,

B (x**'(In x)" —n B,_1) . n=12..., (a¢#—1I).

T o+l

Bestimmen Sie ein geeignetes oo bzw. By.

+ %/cos(ax) cos(bx)dx
0

Lésung
a) Wihlt man

) = 2" f/(x) = Znx)" und g'(x) = 1.g(x) = x.
dann erhilt man mit partieller Integration fiirn > 0
a, = / (Inx)"dx = [(lnx)” -1dx
= x(Inx)" —/n(lnx)”fldx

= x(Inx)" —na,_;.
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aozfdx:x.

Es ist

b) Wihlt man

a+1

o+1

3

fx) = (nx)", f'(x) = %(IM)"*1 und g'(x) = x% g(x) =

so erhdlt man mit partieller Integration fiir n > 0

B, = [x“(lnx)"dx

xa+1 n
= n 1(lnx)” —/ = 1x"‘(lnx)”fla’x
1
= m(x““(lnx)" —nBuy).

Hier ist

xa+1
= Ydx = .
Po [x * a+1

Aufgabe 195
»  Flachen- und Volumenberechnung, Torus

a) Berechnen Sie den Fldcheninhalt, der durch die folgenden Kurven begrenzt wird:

X X
Es Yy = gs y _'N[;

y =
b) Berechnen Sie das Volumen des Torus, der durch die Rotation des Kreises mit der
Gleichung x? 4 (y — 2)?> = 1 um die x-Achse entsteht (siche Abb. 2.17).
Hinweis: Das Volumen bei der Rotation einer Funktion f um die x-Achse bzgl. des
X2
Intervalls [x1, x,] ist gegeben durch V = 7 [ f2(x)dx.

X
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5 T T T T T T T T T
45F o
4r ’ 7
35 - ]
3r e h Y
251 ’
*
2| ““’ 4
15} ’ g _
.

’ R
.
1F 7 **

0.5 l“’ T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 2.16 Die Graphen der Funktionen f, g, h (Aufg. 195, Teil a))

Abb. 2.17 Ein Torus mit Radius r = 1 und R = 2 (Aufg. 195, Teil b))
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Lésung

a) Essoll die Fliche berechnet werden, die von den Funktionen f(x) = 5, g(x) = 3
und /(x) = 4/x eingeschlossen wird (vgl. Abb. 2.16). Um die Integralgrenzen zu
ermitteln, miissen daher die Schnittpunkte berechnet werden:

f@ =g & =35 & x=0.
2

f(x) =h(x) & §=\/)_c<:> %=x & x=0vVvx=4(x=>0),
2

gx)=hkx) & ;2\/)_6@ %zx & x=0vVvx=9(x>0).

Somit erhilt man fiir die Fldche

4 4 9 9
1 1 1
A= [—xdx—[—xdx + [ﬁdx—[—xdx
2 3 3
0 0 4 4
214 219 9
2 27 16 1
=D D p s —4o0-Zy0418— = =32 [FE).
4, 6], 3 |, 2 376

b) Die beiden Funktionen, die den Kreis beschreiben, lauten:

4+ =-22=1o (-2 =1-x* & y=24+V1I-x2(-1<x<1).

Fiir das Volumen des Torus ergibt sich dann mit Hilfe der angegebenen Formel
1 1
V= n/(2+ v1—x2)2dx—n/(2—vl—x2)2dx
-1 -1

1
=n/(4+4v1—x2+1—x2—(4—4v1—x2+l—xz))dx
4

1

|
1
= 871[ V1 —x%dx = 8xn (%\/1 —x2+ > arcsin(x))
Zi

-1



2.7 Das (Riemann-)Integral 249

0.5

-05

0 o

Abb.2.18 Ein Semitorus mit Winkel zwischen 0 und 7/2 mit Radius » = 1 und R = 2 (Aufg. 195,
Teil b))

Aufgabe 196

»  Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe von Partialbruchzerlegung:

bl

4
2 x3—17x2=39x — 15
x4 x3-5x2-7x+10

4x? +x—1
)f(4 T2

Lésun
a) Dag der Grad des Zihlers kleiner ist als der des Nenners, ist keine Polynomdivision
notwendig. Fiir die Nullstellen des Nenners erhilt man mit Hilfe einer Polynomdi-
vision:
x4 =52 —T7x4+10=0 & x=1Vvx=2V x’+4x+5=0
sx=1vx=2Vv x+2>*+1=0.

Reelle Nullstellen sind also x = 1 und x = 2.
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Somit ergibt sich fiir die Partialbruchzerlegung (die Koeffizienten werden mit Gaul3-
Elimination berechnet):

X 17x2-39x-15 _ 4 B CiDx
X4 x3-5x2—7x+10 x—-1 x—-2 x2+4x+5

& A(x® +4x% 4+ 5x —2x% —8x — 10) + B(x* + 4x> 4+ 5x — x> —4x — 5)
+C(x?=3x4+2)+ D(x*—3x24+2x) = x> —17x2 - 39x — 15

& x*(A4+ B+ D)+ x*>2QA+3B+C —3D)+ x(—34+ B—3C +2D)
+1-(=104—5B +2C) = x> —17x*—=39x — 15

1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
2 3 1 -3 | —-17 0 1 1 -5 | -19
< <
-3 -3 2 | =39 0 4 -3 5 | =36
—-10 -5 2 0 | —15 0 5 2 10 -5
1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 -5 | —-19 0 1 1 =5 —19
< <
0o 5 =2 0 | =55 0o 5 =2 0 -55
0o 7 4 0 | —43 0 17 0 0 | —153
SB=-9ANC=5AD=3nNA=1.

Fiir den Wert des Integrals erhilt man somit

4
/‘ x3—17x2=39x — 15

x4+ x3—-5x2—-7x + 10

4 4
/‘ 9 / 3x+5 dx
x—2 24+ 4x 45
3 3

dx
3

4

_/7

_x—
3

4

4 2x +4) ; dx
= — _ — 2 e
= 7In(x 1)3 91In(x 2)3+!x2+4x+5dx [(x+2)2+1
4 4
= 7(In(3) —In(2)) — 9(In(2) — In(1)) + %ln(x2 + 4x + 5)| — arctan(x + 2)
3 3

= 7In(3) — 161n(2) + %(ln(37) — In(26)) — arctan(6) + arctan(5).

b) Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet

4x?4+x—-1 A +B+Cx
@x2+D(x—2) x—-2 4x24+1°
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Durch Koeffizientenvergleich erhilt man fiir die Unbekannten (mit Hilfe von Gaul3-
elimination):
4+ x—1=@x*+ DA+ (x—2)(B+ Cx)
S4x’4+x—1=@A+C)x*+(B—-2C)x + (4 —-2B)

4 0 1 4 4 0 1 4
slo 1 -2 1le |8 10 9
1 =2 0| -1 2 0 | -1
4.0 1| 4
sl 81 0| 9|eAd=1AB=1AC=0.
17 0 0 |17

Somit berechnet man fiir das Integral den Wert
4x2 1 ‘ 1 1
X4+ x —
—————dx = dx
4x2+ D(x—2) [((4x2+1) +x—2)
3 3

(% arctan(2x) + In(|x — 2|))

4

3

%(arctan(8) — arctan(6)) + In(2).

2.8 Uneigentliche Integrale
Aufgabe 197

»  Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und berechnen Sie
gegebenenfalls ihren Wert:

o0
a) [4x?e > dx;
0

0
b) [ 9x?e¥dx;

c) /Mdl, nez.

Hinweise: Verwenden Sie in a) und b) partielle Integration. Betrachten Sie in ¢) den Fall
n = —1 getrennt.
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Lésung
a) Zweimaliges Anwenden von partieller Integration sowie die Tatsache, dass die

Exponentialfunktion schneller als jedes Polynom wichst, liefern die Existenz des

Integrals:
— o0
4[xze*2xdx Rl g | T2 +—/2xe*2xdx
2 o 2
0 0
oo
B _ox2e 2 +4—xe x +2/e*2xdx
0
=— =-0+1=1.
0

b) Aufgrund der Tatsache, dass die Exponentialfunktion schneller als jedes Polynom
wichst, erhilt man fiir den Wert des uneigentlichen Integrals

0 0
— [ 6xe>dx
—0Q
—00

0

0
1
/ Ox2e¥dx = 9x2§e3x

1 0
p':I'O—0—6x—e3x +[2€3xdx
3 o )
0 2
=—0+0+ =¥ = 3

—00

¢) Firn = —1 gilt

00 ] o
/ = ln(ln(t))‘e -

Fiir n # —1 erhilt man mit Hilfe der Substitution z = In(¢), % = % & dz =

OO1 1)) r 1 S oo, n>-—1
/‘Ll( ) dt = /z”dz: —z”‘“‘ = .
t n+1 1 =L pn<-—1

e In(e) n+1

Somit existiert das Integral lediglich fiirn < —1.
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Aufgabe 198
»  Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie die uneigentlichen Integrale a) und b) auf Konvergenz und berechnen Sie
den Wert des Integrals c):

2) / x In(x) In(In(x)) :

b) /sin)fx)dx’
0

Hinweise:
1) Zerlegen Sie das Integral geeignet (z. B. bzgl. der Intervalle [0, 1] und [1, c0)) und
wenden Sie an einer Stelle partielle Integration an.

X
2) Die Funktion Si(x) := [ Smtﬁd t wird Integralsinus genannt.

0
A>0.
°) /1-1-6“

Hinweis: Machen Sie eine geeignete Substitution und anschliefend eine PBZ.

Lésung
a) Die Substitution

t 1
£ =In(n(n(x)), 7 = o o)X

< In(In(x)) In(x)xdt = dx (= t(e®) =0, ler{}ot(x) = 0)

liefert

(o] o0

dx
/ x In(In(x)) In(x) - /dt =!
e® 0

d. h. dieses Integral existiert nicht.
b) Nach der Regel von de I’Hospital gilt

oo
:Oo,
0

sin(x) ry. .. cos(x)
=" lim =

x—0 X x—0 1

d.h. die Funktion f mit f(x) = ““xﬁ 14Bt sich durch f(0) = 1in x = O stetig

[
fortsetzen. Somit existiert das Integral | &Y(X) dx, da eine stetige Funktion auf einem
0
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Kompaktum integriert wird. Fiir das restliche Integral erhilt man mittels partieller
Integration

X X

[oosin(x) dx p.L cos(x)

_[ Cos(zx)dx :cos(l)—[ cos(zx)dx.
| X X
1 1

Aufgrund der Abschitzung

/ cos(x) dx < / —dx =——| =1
x? x? x|
1 1
existiert schlielich das gesamte Integral.
¢) Mit Hilfe der Substitution
dt dt dt
Ax Ax
t =e™, = le —— =d =d
T dx < et e At o

(:> (0) =1, lim 1(x) = oo)

und unter Beriicksichtigung von A > 0 erhilt man

o0 o0 o0

/1+e“ /1+tkt /
1 1
1 t
A

(tllg.lo In (l n t) In(1) + ln(2)) —1In(2).

o0

1 1
(; - I_—I—t) di = = (In(r) = In(1 + 1))

1

Aufgabe 199
»  Uneigentliche Integrale

Fiir welche o € R sind die folgenden uneigentlichen Integrale konvergent (¢ € R belie-
big):

a) fc-e‘“‘dx;

c
b)/x_"‘
1
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Lésung
a) Im Fall « = 0 erhélt man

0o T 0, c=0
/c~e“xdx:Tlim cdx:Tlimc—(T—l)z 00, c>0.
1 1 —o00, ¢<0

Das Integral konvergiert also fiir « = 0, ¢ = 0 und divergiert fiiro = 0, ¢ # 0.
Im Fall @ # 0 gilt:

ax : ax : C ax T : C  ar o
c-e*dx = lim [ c-e* dx = lim |—e = lim —(e% —e%)
T T—oo L 1

|
3

0, c=0

a>0,¢c>0
—00, a>0,c<0'
—ge“, a<0,c#0

Das Integral konvergiert also fiir « < 0 sowie fiir ¢ > 0, ¢ = 0 und divergiert fiir
a>0,c#0.
b) Im Fall « = 1 hat man:

(o) 00 T
[—dxz/gdx: lim de
X% X T—oo ) X
1 1 1
—o0, ¢<0
= Tlim [c ln(x)]lT = Tlim cIn(T) = 4 0, c=0.
00, c>0

Das Integral konvergiert also fiiree = 1, ¢ = Ound divergiertimFalla = 1, ¢ # 0.
Ist @ # 1, so hat man:

00 T

T
¢ ¢
/—dx = lim | —dx = lim xot!
x¢ T—oo | x“ T—oo| —a¢ + 1 1
1 1
o, a>1,ceR
1 =
= lim — (et =] % oe<le=0
T—oo — + 1 00, a<l,¢c>0

—o0, a<l,c<O

Das Integral konvergiert also fiir « > 1 sowie fiir @ < 1, ¢ = 0 und divergiert fiir
a<l,c#0.
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Aufgabe 200

»  Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale

Sei f € Cla,o0],a € R. Weiter sei b > a und es existiere eine Funktion g €
Clb,<], g = 0 mit

/)l =gx) Vx=b.
Beweisen Sie: Unter den gegebenen Voraussetzungen folgt aus der Konvergenz des Inte-

grals [ g(x) dx die Konvergenz des Integrals | f(x) dx.
b a

Hinweis: Sie konnen die Sitze 9.11 und 9.12 aus [8] benutzen.

Lésung
Ist F : D — R, D nicht nach oben beschrinkt, so iiberlegt man sich leicht, dass
folgendes Cauchy-Kriterium fiir die Existenz von Tlim F(T) gilt: Genau dann existiert

vorstehender Grenzwert, wenn
Ve>03C e RVT, > T, >C |F(Tr)— F(TY)| <e.

T
Wir verwenden dieses Ergebnis, um fiir F(7') := [  f(x) dx die Existenz von
b

o0 T
/f(x)dx=Tli_I)I;o/f(x)dx=Tli_1)I;OF(T)
b b

T
zu zeigen. Setze noch G(T) := [ g(x)dx. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert nach
b

obenstehendem Cauchykriterium und nach der Voraussetzung, dass f g(x) dx konver-
b

giert, eine Konstante C > 0, so dass fiir alle 7, > T} > C gilt:
T,

G(Ty) — G(Ty)| = [ g(x)dx <¢.

T

Es folgt:
T
1F () - Pl = | [ 10 dx
T

T

Hinweis 7 Voraus.
= [1riax "2 [ear <
T

1 T
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o0
und somit die Konvergenz von [ f(x)dx . Daraus folgt aber unmittelbar, dass auch
b

70 f(x) dx existiert, denn es gilt
a 00 T
/f(x)dx=Tlglgo[f(x)dx
a . T
= Jim /f(x)dx+b[f(x)dx

:/hf(x)dx-l-/oof(x)dx.
a b

Das erste Integral existiert, da f € Cla,b] C R[a, b]; die Existenz des zweiten Inte-
grals wurde oben gezeigt.

Aufgabe 201
»  Konvergenz uneigentlicher Integrale

Untersuchen Sie die folgenden Integrale auf Konvergenz:

® 2
X
2) /4x4+25 .
0

b) /sin(x) dx.
1

X

Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse der Aufgaben 199 und 200 und in b) partielle
Integration.

Lésung

a) Wir verwenden, die im Hinweis angegebenen beiden Aufgaben, brauchen also nach
Aufgabe 200 nur den Integranden durch eine Majorante mit zugehdrigem nach
Aufgabe 199 als konvergent bekanntem uneigentlichen Integral nach oben abzu-
schitzen. Dies gelingt mittels:

x2 2

X
- <«
4x4 425 7 4x*

IA

1 c . 1
— = — mit ¢c=-,a=2.
4x2 x“ 4
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b) Man hat:
T T

/ sin(x) dx [_x—l cos(x)]lT _ / x 2 cos(x) dx.

X
1 1

Wegen
c
[x72cos(x)| < |x72| = —.c=l,a=2x>1
X

folgt wie in Teil a) die Konvergenz von

o0

[ x 2 cos(x) dx.

1

Da dariiberhinaus

_cos(T)

[-x! cos(x)]lT = + cos(1) = cos(1) < oo (T — 00)

gilt, folgt insgesamt die Konvergenz des gegebenen Integrals.

Aufgabe 202
» Integralvergleichskriterium

a) Beweisen Sie das sog. Integralvergleichskriterium:
Die Funktion f sei auf dem Intervall [n, 00), n € N, monoton fallend und positiv.

o0
Dann gilt: Die Reihe ) f(k) konvergiert bzw. divergiert genau dann, wenn das Inte-
k=n

oo
gral [ f(x)dx existiert bzw. nicht existiert.

b) Wenden Sie das Kriterium auf die folgende Reihe an:

i In(In(n))
2 n(In(n))?”
Lésung
a) Da die Funktion f monoton ist, ist f auch auf [#,b] mit b < oo integrierbar.
Weiterhin gilt

fky= f(x)> fk + 1) Vxelk.k+1], k >n.
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Somit hat man

k+1
flk) = [ fx)dx = fk + )Yk >n
k

= Zf(k) > / f(x)dx = Zf(k+ 1) = Z 1.

k=n+1

Da f positiv ist, erhilt man die Behauptung direkt mit Hilfe des Majoranten- bzw.
des Minorantenkriteriums fiir Reihen und uneigentliche Integrale.
b) Es gilt

In(in(x))\ g () = xIn(in(x)) <1n2(x) + MTX)X)
(TZ(X)) B x21n4(x)

_ 1=In(In(x))@2 + In(x))

- x1n®(x)

Fiir x > 1 ist der Nenner positiv, d. h. f ist monoton fallend, falls
In(In(x))(2 4+ In(x)) > 1
gilt. Wahlt man x > 5 > e“l/3 so hat man
In(In(x))(2 + In(x)) > In(In(e*"*)) (2 + In(e*"))
= In(e'’In(e))(2 + ¢ In(e)) > %(2 +1)=1.

Mit Hilfe der Substitution

dt 1
t = In(x), I x & xdt = dx, t(5) = In(5), XILII;OI(X) =

erhilt man schlielich mit Hilfe der Regel von de 1’Hospital

oo

ln(ln(x)) In(r)  p1 o dt

= [ —2dt & e + [ =

[ x In’(x) = ln(/S) 4 ()m(s) ln(/S) 2

_ In(r)  In(In(5)) 1| pu In(In(5)) 1
TR T TG iy WG G)

Somit konvergiert die Reihe, da die Summanden fiir n = 3 und n = 4 fiir die
Konvergenz unerheblich sind.
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2.9 Funktionenfolgen und -reihen, Potenzreihen, Konvergenzradien
Aufgabe 203
»  Punktweise und gleichmifige Konvergenz
Die Funktionenfolge f, : [0, 1] + R sei gegeben durch
fu(x) =nx-(1—x)".

Beweisen Sie, dass f,, punktweise konvergiert. Bestimmen Sie den punktweisen Limes
und zeigen Sie weiter, dass die Konvergenz nicht gleichmiBig auf [0, 1] ist.

Hinweis: Sie konnen die Bernoullische Ungleichung (s. z. B. Aufg. 54) und die Tatsache
verwenden, dass (l - %)n monoton wachsend gegen % konvergiert.

Lésung
Fir x = O ist f,(x) = 0Vn € N und somit die punktweise Konvergenz in diesem
Punkt unmittelbar klar. Fiir 0 < x < 1 folgt sie aus

| /()] = fu(x) = nx(1—x)"
<1 +nx)(1—-x)"
Bern. Ungl.

< (14+0)"1=-x)"=10-x)">0 (n— 00).

[ konvergiert also punktweise gegen f = 0.
Zum Nachweis, dass f, nicht gleichmifig konvergiert, haben wir zu zeigen, dass
nicht gilt:

Ve>03dN e NVx €[0,1]Vn >N |f,(x)— f(x)| <e.
Zu zeigen ist daher:
de>0VN e NIx €[0,1]Im >N | fu(x)— f(x)| > &.

Laut Hinweis konvergiert die Folge (1 — %)n monoton wachsend gegen % Es gilt

folglich
1\" 1\’ 1
l——) >(1—-=) =-,n>2.
n 2 4

Waihle nun ¢ = i. Fiir N = 1 ist dann

OROROES
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Fir N > 2 giltnun mitn := N, x := ﬁ:

N N
Ifn(X)—f(X)IZfn(X)ZN'%(I—%) :(1_%) S

Dies zeigt die Behauptung.

Aufgabe 204
»  GleichmidBige Konvergenz

Fiir n € N seien
Jo [0, %] 5x > (cosx)" eR,
gn:[0,27] 3 x > (cosx)" e R.
Zeigen Sie:

a) Die Folge (f,) konvergiert punktweise aber nicht gleichmiBig.
b) Die Folge (g,) konvergiert weder punktweise noch gleichméBig.

Lésung .
a) Firx e (0, 5] ist 0 < cosx < 1, und daher ist lim (cosx)" = O fiir diese x.

n—00

Die Folge ( f,,) konvergiert punktweise gegen f, wobei

1 firx=0

f:[O,%]—ﬂR, x'_)g 0 sonst

Weil f unstetig ist, ist die Folge ( f,,) nicht gleichméBig konvergent.
b) Die Folge (g,) konvergiert nicht punktweise und daher auch nicht gleichmiBig,
dennes ist g, (7) = (—1)" und die Folge ((—1)"),cn konvergiert nicht.

Aufgabe 205
»  GleichmiBige Konvergenz, Integration und Konvergenz

a) Zeigen Sie, dass die Folge (f;),en von Funktionen, die durch
.x X
i i10.00) > R, fu(x) = Se7r. neN,
n

definiert sind, fiir n — oo gleichméBig gegen die Nullfunktion konvergiert.
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b) Zeigen Sie, dass bei uneigentlichen Integralen der Limes mit der Integration i. A. nicht
vertauschbar ist, d. h. fiir die in a) definierten Funktionen gilt

lim | f,(x)dx # | lim f,(x)dx.
n OO! ([n o0

Warum gilt dies trotz gleichmifBiger Konvergenz nicht?

Lésung
a) Sei f = 0. Um die gleichméBige Konvergenz zu zeigen, wird das Maximum der

Funktion | f,| = f, berechnet. Es gilt
’ _ 1 X 2
fi(x) = ﬁe n —Ee ",

Nullsetzen der Ableitung liefert:

I« x _x 1 x
/ = —_—e N — —p n = _— = — =
[ix) =0 & nze n3e 0 < 23 & X =n.
Einsetzen in die zweite Ableitung
1 _x 1 _x X _x X _x 2 _x
” = N — —e n 4+ —eh =" n— —e
S (x) = n3e n3e +n4e n4e n3e

ergibt
1

[ (n) = ——3e_l <0,
n

d.h. an der Stelle x = n liegt ein lokales Maximum vor. Wegen

lim et =0 = £(0)

xX—>00 11

ist dies auch das globale. Insgesamt gilt also

max | £, (x) — f()] = v~ = 0 (n - 00).
xeR:{ n

d. h. die Funktionenfolge ( f,),en konvergiert gleichméBig auf R = [0, 0o) gegen

die Nullfunktion f.
b) Es gilt
oo

[e¢]

[nlLIIgo Ju(x)dx = [de =0.

0 0
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Andererseits erhilt man

o0 oo
x X
lim [f,,(x)dx = lim [—ze_ﬁdx
n—o0 n—o00 n
0 0

p.1 _X *© 1 I
= lim | —(-ne"")| + [ —e ndx
n—oo 0 n
0
oo
=0— lim (e‘ﬁ ):1,
n—oQ 0

wobei benutzt wurde, dass die Exponentialfunktion schneller als jedes Polynom
wichst.

Die Vertauschung von Limes und Integration ist trotz gleichméBiger Konvergenz
deshalb nicht moglich, weil das Integrationsintervall nicht beschrinkt ist; der ma-
ximale Funktionswert strebt hier mit wachsendem n gegen unendlich.

Aufgabe 206

»  GleichméaBige Konvergenz, Vertauschung von Grenzprozessen
Die Funktionenfolge ( f,)nen, sei definiert durch f,(x) := x", x € [-1,1].

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge auf [0, 1] nicht gleichmiBig konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe ) f, (x) nicht gleichméBig auf (—1, 1) konvergiert, aber
n=0
auf [—¢,¢] mit0 < g < 1.

c) Zeigen Sie, dass die Vertauschung der Summation mit der Differentiation bzw. der
Integration erlaubt ist, d. h.

(Z fn(x)> =Y flx), x € (=1, 1);
n=0

n=0
/ (Zf,,@)) dx = Z/fn(x)dx, te(—1,1).
0 n=0 n=0y

Hinweise: Sie konnen in a) [8], Satz 7.3 bzw. [3], 104.2, und in c) [3], Sétze 104.5 und
104.6, benutzen.
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Lésung

a) Die Funktionen f,, n € Ny, sind stetig. Es gilt

. 1, =1
lim f,(x) = . .
n—o0 0, X 7& 1
Da die Grenzfunktion nicht stetig ist, kann nach [3], Satz 104.2, keine gleichmifige
Konvergenz vorliegen.

b) Sei g € [0, 1) beliebig, dann gilt [x| < g und |x|" < ¢" V x € [—¢, q]. Die Reihe
konvergiert nach dem Majorantenkriterium gleichméBig auf [—g, ¢], denn mit Hilfe
der geometrischen Reihe gilt:

o0 oo o0 1
DL@I= =Y q" = <o
—q
n=0 n=0 n=0
Auf (—1, 1) ist die Konvergenz nicht gleichmiBig. Sei ¢ = % Seim € Ny beliebig,
dann gilt wiederum mit Hilfe der geometrischen Reihe:
e o s K+
_ n __ ,m+l1 n __ —
Yo k)= 30 A =x"TY = e (1),
n=m+1 n=m+1 n=0
Setzt man nun xy = (%) WmH), so erhélt man schlie3lich
= - = xmtr 1
0
0 (x0) — w(X0)| = w(X0)| = = - > — =g,
Yo hx0) =Y fulxe)| =| Y filxo) e T ITw 7 2
n=0 n=0 n=m+1
d. h. es kann keine gleichmifige Konvergenz vorliegen.
¢) Seiim folgenden xy € (—1, 1) beliebig. Setze g = # < 1, dann ist die Konver-

genz der Funktionenreihe nach Teil b) gleichmiBig auf [—¢, ¢]. Da die Funktionen
Jfu, n € N, offensichtlich integrierbar sind auf (—1, 1), ist die Vertauschung von
Summation und Integration nach [3], Satz 104.5, erlaubt.

Die Funktionen f,, n € Ny, sind weiterhin stetig differenzierbar mit f,(x) =
nx""', n € N,bzw. f{(x) = 0. Mit Hilfe von

(n + 1)q" n+1

——| = lim
nq"

n—oo n

lim
n—o0

g=q<1

konvergiert die Reihe Y °7 , ng"~! nach dem Quotientenkriterium. Nach dem Ma-
jorantenkriterium hat man auch die gleichmiBige Konvergenz von ) .-, f, (x) auf

[—q.4]:
o0 o0 o0
DTIA@I=D " nx" <) ng" < oo
n=0 n=1 n=1

Somit ist nach [3], Satz 104.6, die Vertauschung von Summation und Differentiation
erlaubt.
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Aufgabe 207

»  Spezielle Potenzreihen

a) Bestimmen Sie eine Folge (a,),cN,, so dass fiir alle x € (=3, 3) gilt:

b) Zeigen Sie fiir x € (—1,1):
> 1
(k 4+ xfF = —— .
/; (1 —x)?
¢) Formen Sie fiir geeignete x € R die Reihe

oo
Z (Sk + 27k+1) xk
k=1

so um, dass sich schlieflich ein Ausdruck in x ergibt, der ohne das Reihensymbol
auskommt.

Hinweis: Verwenden Sie in b) ein geeignetes Cauchy-Produkt.

Lésung
a) Die Potenzreihe der Funktion x +— ﬁ, fiir |x| < 1, wird bekanntlich geometrische
Reihe genannt. Es gilt
2 2\ 1 2\ = X\ e =2,
S G = CIDNO RIS
k=0 k=0

und die Reihe konvergiert fiir |x| < 3.
b) Fiir zwei absolut konvergente Reihen ist das Cauchy-Produkt

00 k
. a=Y abi,
k=0 n=0

ebenfalls absolut konvergent. Wir wenden diese Aussage auf die geometrische
Reihe an

ﬁ = (X)) = iiﬂxk‘” = i(k + 1)xk.
k=0

k=0 n=0
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i(sk + 2—k+l)xk — i(sx)k + Zi (;)k
k=1 k=1 k=1

S Y (R
C1-5x 1-32

1 2x

1—5x +2—x

)

und diese Rechnung ist giiltig fiir alle | x| < %

Aufgabe 208
> Konvergenzradien von Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

00
a) E x3n ,

n=0

oo

b) Z(a+%)x”(aeR),

n=1

) Z(a +n)x" (a € R),

n=1

d Y x"(weN),

n=0
> . n!
e) E a, mita, = —.
nn
n=0
Lésung

a) Die gegebene Potenzreihe 146t sich schreiben als:

> « 1, k=3n,neN
Zakx , A = .
o 0, sonst

Daraus folgt unmittelbar fiir den Konvergenzradius r:

1

Fr=———=1.
lim sup /|ax|
k—o00
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b) Fiir den Konvergenzradius erhilt man nach dem Quotientenkriterium

1
r = lim ’1’ =1.
n—00 a + m

Dies gilt auch fiira = 0.
¢) Wiederum liefert das Quotientenkriterium den Konvergenzradius

a+n 1+a/n

r=lim |——— im | ————| =
a+n+1 nsoo|l+a/n+1/n

n—o0

d) Wir schreiben die Potenzreihe in der Form

oo

. 1 fiir u=n",
Zaﬂx" mit a, = i
— 0 firu#n".

Damit ist nun
. n _
lim |aﬂ| =1,

H—>00

und fiir den Konvergenzradius der Reihe ergibt sich

1
r=——=1
1 H
Jim {/]a|
e) Esgilt
! 1)+t " \"

a | _mnt D' (mt =(1+-) —e@m— ).
Api n"(n 4+ 1)! n n

Nach dem Quotientenkriterium ist also r = e.

Aufgabe 209

»  Konvergenzradien von Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:
14+ 2(-1)" "
2 Z(z 6(— 1)n) o

3"(1’!')2 n
)§ G

> 1
) Z(a—i—;) x", a>0.
n=0
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Lésung
a) Es gilt
14 2(-1)" _ )} —1%. nungerade
2—6(—1) —3, n gerade '
Mit Hilfe des Wurzelkriteriums erhélt man also:
1+2(=1)\" 1+2(-1)" 3
lim sup " (L) x"| = lim sup L |x| = —|x| é 1;
00 2—6(—1)" n—oo | 2—6(—=1)" 4

d.h. es muss |x| < % gelten. Also lautet der Konvergenzradius r = %.
b) Fiir x = 0 ist die Reihe offensichtlich konvergent. Anwenden des Quotientenkrite-

riums liefert

3n+l((n+l)!)2(n+l)n+lx2n+2

. Gnt3)! |3 (4 DY + 1) 22 (3n)!
lim = lim
n—oo 3"(”(!)27)':’X2n n—oo 3n (n!)zn”xz” (3’1 + 3)'
3n)!

~ im 3(n+ 1)3(n + 1)"x?
"~ oo | (3n 4 3)(3n +2)(3n + Dnn

_ +1)? 1\n
= |xI?1 (n— 14+ =
el lim, (3n+2)(3n+1)( +n)

. I1+1/n 1+1/n 1\"
= |x]*1 . 1T+ =
[ Jim 3+2/n 34+1/n ( + )

d.h. es muss |x| < %, gelten. Also ist der Konvergenzradius r = %
c) Esgilt:
0, a<l
=4 e a=
, a>1

Somit gilt fiir den Konvergenzradius in Abhidngigkeit von «:

oo, a<l
rl@ =4 e, a=1
0, a>1
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Aufgabe 210

»  Konvergenzradien von Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:
nln" Lo,
3 Z « (n + 1)(2n)' ’

14 3(=1)" N
b)Z( o 1)n) ",

Lésung

a) Fiir z = 0 ist die Reihe offensichlich konvergent, so dass das Quotientenkriterium

fiir z # 0 liefert

(D! 1)r+1z2n+2

a2 _ |2(” + DI + 1" (n + 1)(2n)!

nlpz2n

(n41)(2n)!

2n 4+ 2)!(n + 2)n!n"

o (n+1)73*n+ 1)

(n+2)2n+2)2n + 1)n"

o1 (n+1)? IR
=S G e (1+_)

||21 1+1/n 1+1/n
2 2+1/n 1+2/n

— |Z|ZZ (n — 00),

d.h. es muss gelten:
|2— e |z| < 2
NG
Somit erhilt man fiir den Konvergenzradius r = %
b) Hier ist

|z

3>

1—5(-1)" —1, n gerade

In diesem Fall muss also gelten

(1 T 3(—1)"2)" o
1 —5(—1)

d.h. der Konvergenzradius ist r = 1.

1+ 3(—1)”2 B { —L1 n ungerade §

= |z|* lim sup
n—-oo

limsup ”
n—-oo

.(1+

1+ 3(=1)"
1—5(—1)

1

n

:

|
=z <1,
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Aufgabe 211

»  Konvergenzradien von Taylorreihen

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt x fiir die folgenden Funktio-
nen f, sowie den Konvergenzradius der entstehenden Potenzreihen:

a) fRoaxm— eR, xp:=0;

x*+3
1 1
b) f:(—l,l)axn—>ln(§+§x)+ln(2)eR, Xo:=0.

Lésung
a) Die gegebene Funktion l48t sich wie folgt in die Gestalt einer Potenzreihe iiberfiihren:
2 2 1 falls|x|< 43 2 i( x4)k
7 == - = . -z
xt43 3 ( ?) 3 =\ 3
2 ¢ 1 w_2 % n
SED M RINES o
k=0 n=0

mit

Man erhilt weiter

also den Konvergenzradius

r= 3.

Da es sich also fiir | x| < +/3 um eine Potenzreihe handelt, die f darstellt, muss es
sich um die Taylorreihe handeln (vergleiche dazu z. B. [8], 10.16).
b) Offenbar gilt:

f(x)=In (% + %x) +1In(2) =In (2 (% + %x)) = In(1 + x).

Wir beweisen nun mittels vollstindiger Induktion die Behauptung

fP0) =) =D +x) " = 1

I.A.: (n = 1) Benutzung der Kettenregel liefert

f(x) = L 1 = (D% +x)7"
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I. V.: Die Behauptung gelte bis n.
I.S.: (n — n + 1) Unter Verwendung der Induktionsbehauptung fiir ein n > 1
erhalten wir fiir n 4 1:

f(n+1)(x) — (f(n))/(x) — (_1)}171(” _ 1)'(—]’[)(1 + X)7"71
= (=1)"n!(1 4 x)" D,

Mit f(0) = In(1) = 0 erhalten wir damit die Taylor-Reihe

= 1 (n) n = (_l)n_l n
OEDBRTALNOLEDD X",
n=0"" n=1

n

Die Berechnung des Konvergenzradius r erfolgt mit Hilfe der Formel

. ap
r = lim
| dpy
_1yn—1
Mita, = S folgt
n+1
r = lim = lim + =1.
mo Ay n n

Aufgabe 212

»  Konvergenzvon Reihen, WeierstraBsches Majorantenkriterium

k
X
9

1 —xk’

oo
Fiir welche x konvergiert die Reihe Z
k=1

Hinweis: Verwenden Sie das Weierstraische Majorantenkriterium (vgl. z. B. [3], 105.3).

Lésung
Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe ) ;- | ay ist:

lim a; = 0.

k—o00

Fiir die zu untersuchende Reihe gilt fiir |x| > 1:

k
x
lim —— = —1,
k—oo 1 — xk
d.h. die oben angegebene notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe ist
verletzt; die Reihe ist also divergent fiir |x| > 1.
Fiir |x| = 1 ist die Reihe nicht definiert.
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. o . k
Wir untersuchen nun das Verhalten der Reihe fiir [x| < go < 1. Sei ag(x) := lka ,
dann ist
xh+1 k k
a1 ()| ||| x (1 =xY) ~ x| l—x
ar(x) lx"k 1 — xk+1 1 — xk+1|’
—X

Nun ist

T—xF| <14 xf <1448

|1—Xk+l| > ‘1_|x|k+l) > l_qurl

und damit folgt fiir alle |x| < go(< 1)

djt1(x) g 1+ g5
=qo
a (x) =gkt
Die rechte Seite ist kleiner gleich g := %(< 1), genau wenn
1+qf 1 qk 11
= + <—+4+=-(1).
1 _qg-‘rl 1— q§+l 1— q§+l 26]0 2
Da
! | und 0 0 (k — 00)
—— =1 und ——M— — — 00),
1— q(/)CJrl 1— q(/)chl

ist dies sicher ab einem K € N erfiillt. Also hat man

gy (x)

AKVk > KV|x| < qo:
ar(x)

<

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe somit fiir alle |[x| < 1 absolut konvergent.
Daa;(x) = 1/(1 — x) monoton wichst, gilt mit C := 12—‘210 dass |a;(x)| < C und
laks1(x)] < Cq*.k =0,1,2,...,|x| < go. Somit erhalten wir die Abschiitzung

Y la@)| =CY ¢ Vx| < q.
k=1 k=1

Nach dem Weierstraischen Majorantenkriterium konvergiert die Reihe der a (x) also
absolut und gleichméBig fiir |x| < go < 1.
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Aufgabe 213

»  Konvergenzradius, Cauchy-Produkt

Zeigen Sie fir x € R, |x| < 1, k € Ny, dass

1 = (n+k\ ,
(l—x)k“_g( n )x.

Lésung
In einer Voriiberlegung zeigen wir zu festem k € N induktiv fiir alle n € Nj:

g(l—iz_k):<n+;lj+l>
(1) =()-- (")

I. V.: Die Behauptung gelte bis 7.
LS:n—-n+1:

n+1 n

I +k I +k 1+k
()= (s
— / — / n+1

LV. n+1-+k n n+1+k _ n+1+k+1
n n n+1 o n+1

Die Behauptung der Aufgabe zeigen wir nun induktiv iiber k.
I. A.: Fiir k = 0 hat man unmittelbar mit Hilfe der Formel fiir die geometrische Reihe:

(l—x)l Zx Z(Ho)xn'

n=0

ILA:n=0:

I. V.: Die Behauptung gelte bis k.

I.S.: Im Schluss von k auf k 4+ 1 benutzen wir die obige Voriiberlegung, die Bil-
dung des Cauchyprodukts und die Induktionsvoraussetzung (man beachte, dass
der Konvergenzradius 1 erhalten bleibt!) und erhalten so:

1 1 1I.V.oon+knoon
(1—x)k+2_(1—x)k+1.1—x_2( n )x 'ZX

n=0 n=0

SR
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Aufgabe 214
»  Potenzreihenentwicklung

[e ]
Berechnen Sie eine Potenzreihenentwicklung der Form f(x) = Y a,x" von
n=0

1
1 —x—x2

11
==z |2xH f(x) =
ril=gg|pem s
Hinweis: Bilden Sie das Cauchy-Produkt f - fi und benutzen Sie den Identititssatz fiir
Potenzreihen (vgl. z. B. [3], 64.5). Sie konnen dabei (ohne es an dieser Stelle zu beweisen)
verwenden, dass die Voraussetzungen dieses Satzes beziiglich der Konvergenzradien von
f bzw. % erfiillt sind.

Lésung
Die gesuchte Potenzreihenentwicklung von f sei gegeben durch

o0
E a,x".
n=0

Auflerdem ist
1 o0
7= l—x—x?=) "bx" . bg=1,by=by=-1.b,=0,n>3.
n=0

Es gilt nun mit

der Zusammenhang

};CHX” =1= f(X)~ﬁ = }; (;albnl) x",

aus dem man mittels des Identitétssatzes fiir Potenzreihen (s. Hinweis) folgert:

n
Zalbn,l =Cy.
=0

Somit hat man
a()b() =1
aphy +a1bg =0
aoby + ai1by + abyp =0
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Einsetzen der b, liefert
dg = 1
ay = 1

a =ap+ a;

ap = ap—1 +ay—

Die a,,n € Ny bilden also die Folge der Fibonacci-Zahlen, und die Funktion f hat die

Darstellung
o0
f) =) ax".
n=0

Bemerkung: Man kann noch zeigen, dass der Konvergenzradius dieser Reihe r
1(«/5 — 1) betriigt (siche z. B. [8], Abschnitt 7.15).

Aufgabe 215

»  Taylorreihen

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt x, (einschl. des Konvergenzradi-

us) fiir die folgenden Funktionen f:

142

a) [ :R~{0}>x+— + XGR , X0:=0;
X

b)) f L1 > ! eR 0

N\ 755 X = —— , X0:=0;

2°2 P 0

o f:(-1,D)ax>In(l+x)eR |, xp:=0;
In(1

d) f:(—l,l)awaeR , X0:=0.

Hinweis: Fir dem Konvergenzradius eines Cauchy-Produkts konnen Sie das Ergebnis

aus [3], 63.3, benutzen.

Lésung
a) Esist

1+ 2x 1 1 <l — >
= 2x - — = "4+2 "=1+3 "
1—x 1—x+ x 1—x ZX + ;x + Zx

n=0

3
Fiir den Konvergenzradius erhélt man also r = lim '5‘ =1
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b) Mit der Substitution y = —4x? erhalten wir

1
x2+1/4 1

4 o]
=4> )" (yl<D

-y n=0

=4) (4" (x| < 1/2).
n=0

Fiir die angegebenen x ist diese Reihe absolut konvergent.
Die Berechnung des Konvergenzradius r erfolgt mit Hilfe der Formel

-1
r= (lim sup ’{’/|a,,,|) .
m

Es ist
(—4)" m = 2n gerade,
am =
0 m ungerade.

Damit erhilt man fiir gerade m = 2n
m/|am| — 2n/4n — 2

und fiir ungerade m

am| = 0.

1
Damit ist lim sup 4/|a,,| = 2 und der Konvergenzradius r = >

m
c) Wir beweisen mittels vollstindiger Induktion die Behauptung (vgl. auch Aufg. 211,
Beweis von Teil b)).

P = D" = DIA +x) "0 > 1.

I.A.: (n = 1) Benutzung der Kettenregel liefert

£ = 1% = (D00 4 x) .

1. V.: Die Behauptung gelte bis n.
I.S.: (n — n + 1) Unter Verwendung der Induktionsbehauptung fiir ein n > 1
erhalten wir fiir n + 1:

f(n+1)(x) _ (f(”))/(x) =(=1D)""'n=DI(=n)(1 + x)*nfl
= (=1)"n!(1 4 x)~O+D,
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Mit £(0) = In(1) = 0 erhalten wir damit die Taylor-Reihe

n—1
=YL oo "—Z( )

n= 0

Die Berechnung des Konvergenzradius r erfolgt mit Hilfe der Formel

. ap
r = lim
nodp4a
Mit a, = S folgt
. a oon+1
r=lim|—/| =1 =1
mo Ay n n

d) Mit Hilfe der Ergebnisse aus Teil c)

( l)m 1 00
In(1 +x) = Z =Z

m=1

mit ap = 0 und der Darstellung der geometrischen Reihe

gMiﬂ
Mg

erhalten wir

In(1+x) >
T (Z)
(

Fiir den Konvergenzradius des Cauchy-Produkts gilt » > min (r,,75) = 1 (vgl
B. [3], Satz 63.3).
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Aufgabe 216

»  Konvergenzradien von Potenzreihen

Die Potenzreihen
o0 o0
f(x) = Zanx" bzw. g(x) = anx”
n=0 n=0

haben die Konvergenzradien r, bzw. r,. Was ld6t sich iiber Konvergenzradien von

oo

> a

n
E a,b,x" , b—x”
n=0 n=0 "

sagen (obere und untere Schranken?), wobei im letzten Fall b, # 0, n € Ny, angenom-
men wird?

Lésung
Sei r. der Konvergenzradius der Potenzreihe ) - ¢, x". Fiir den Konvergenzradius
gilt allgemein

_ -1
re = (li;n v |c,,|) .

mit den Konventionen 1/0 := cound 1/0c0 = 0.

a) Wir betrachten zunichst die Potenzreihe mit ¢, = a,, - b,,.
1. Fall: r, = Ound r, = oo oder r, = 0 und r, = co. In diesen Fillen sind keine
allgemeinen Aussagen moglich.
2. Fall: Andernfalls erhilt man aus

Tim ¥/ea] < Tim ¥/]an] - Tim ¥/]60]
n n n
die untere Schranke
Te 2 Tq-Th

fiir der Konvergenzradius ..

b) Seien nun die Koeffizienten in der Potenzreihe gegeben durch ¢, = a,/b,. Falls
die Grenzwerte

. ay n
lim
n

(=r)

(=ry,) und lim
n

An41 n+1

existieren und auerdem r, # 0 gilt, dann existiert auch

lim,, |2
. Cp may, +1
lim ,
"ol Tim, | g
n+

und es ist
Fe = Tg/Tp.
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Aufgabe 217

> Gamma-Funktion

Fiir x > 0 definiert man die Gamma-Funktion (Abk.: I"-Funktion) auch durch

oo

I'(x) = [tx’le”dt.

0

a) Beweisen Sie, dass fiir x > 0 gilt: I'(x + 1) = x['(x).
b) Beweisen Sie, dass die I'-Funktion logarithmisch-konvex ist, d. h.

FAx+(1—=1)y) <TX'T(H»)'" ™ 0<A<1, x,y>0.
c) Beweisen Sie, dass fir0 <A < lundn > 1 gilt:
nln+ 0" <Tm+ 1) < (-1t
Folgern Sie daraus, dass fiir x > 0 gilt:

nln*

F(x)=nhg£1<>x(x+1)---()(-1-11)'

Hinweise: Verwenden Sie in a) partielle Integration (p. I.). Benutzen Sie in b) die Holder-
sche Ungleichung fiir Integrale:

1/p 1/q

b b b
[ | f@)g()ldx < [ () [Pdx [ lg(0)|dx

fiir beliebige p,q € (1, 00) mit % + é =1.

Bemerkung: Insbesondere folgt aus der Definition und a) induktiv, dass I'(n) = (n —1)!,
neN.

Lésung
a) Fiir x > 0 erhilt man mit Hilfe partieller Integration

'x+1)= [txe*’dt Pl gt
0

+ x[txfle*’dt = xI'(x),
0
0

wobei benutzt wurde, dass die Exponentialfunktion schneller als jedes Polynom
wichst.
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b) Setze % = A und é = 1— A, dann gilt wegen 0 < A < 1, dass p,q € [1,00), % +
5 = A + (1 — &) = 1. Weiterhin definieren wir die Funktionen f, g : [0,00) — R
durch

f@) = (e )P und g(1) := (e ™)1,

dann gilt mit Hilfe der Holderschen Ungleichung
b b b
/ | f(0)g(0)|dt = /(tHe*')l/P(zY*le*’)l/qdz - /z%%*(%*%’e*f‘%*%)dz
0 0 0

(O +A=20)=1 o1 gy

b 1/p b 1/q
< ([t"‘le"dz) ([ty‘le"dz)
0 0

A 1-A

b b
= (/ tx‘e’dt) ([tyle’dz)
0 0

Mit b — oo folgt daraus schlieBlich

o\b

A

F(x + (1 =2)y) <T@ Ty
¢) Sei0 < A < 1, dann gilt
n+A=An+1D)+A-MDnundn+1=An+A)+ (1 -A)n+A+1).

Mit Teil a) und b) erhilt man

'm+A) =TAn+1)+0A—-2A)n)

210+ D) 2 A T T () = (1 — 1)n?

sowie

n=Tn+1)=TAnr+1)+A-A)n+A1+1))

2 TC(n+M)*Tn+A+1)
=Tn+M)'T+0)"0+1)"*=Twm+V@m+ 1)
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Insgesamt liefert dies

nln+ )1 <Tm+ 1) < (-1t
- (nu)A DO A A+ DATR) _nth
n

nlnt T n
da nach a) gilt
'm+A)=Tn+A-14+D)=0+A-DI'n+A1-1)

=m+A-Dn+A-2T(n+1—-2) =
=m+A-D@n+A=2)---(A+ DACA).

Mit Hilfe des Sandwichs-Theorems folgt schliefilich fiir 0 < A < 1, dass

i n'n*
1 fr—
e N FA=D) -+ DA

T (L).

Wegen
nln

lim —— = lim
n—oo(n+ n---2-1 n-oon+1

=1=r()

gilt die Beziehung auch fiir A = 1. LaBt sich zeigen, dass aus der Giiltigkeit der
Formel fiir ein x > 0 auch die Giiltigkeit fiir x + 1 folgt, so gilt sie insgesamt fiir
alle x € R(J{ . Die Formel gelte also fiir x > 0. Aufgrund von

n'n*
r D2 xI(x) = ki
@+ D) =) = im e e G )
n!n(erl)fl
= lim
nLoo (x + 1)(()(? + 1)+I’l -1
i I’l!l’l<x+l)71 i n
= m m
oo (x4 D)o ((x + 1) 41— 1) moeo ((x + 1) + 1)
n!n(x-H)

= I D G EDEn DG E D)

ist dies erfiillt.



Liste von Symbolen und Abkiirzungen

{3 leere Menge

A =X \A Komplement von A

F~YD) Urbildmenge von D unter f

P(X) Potenzmenge von X

#X, auch card (X) Anzahl der Elemente von X

AAB symmetrische Differenz von A, B (s. Aufg. 38)
gof Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen
idg identische Abbildung auf B

A, V und (Konjunktion), oder (Disjunktion)
- nicht (Negation)

qg=—q “nicht g*

= daraus folgt

— Aquivalenz

abodera-b fiir die Multiplikation von Zahlen

alb ateilt b

alb a teilt nicht b

v fiir alle

3 es existiert

a! es existiert genau ein

4 es existiert kein

[x] GauB-Klammer (auch: [x|)

lim, o, auch lim,_,o- limx-o

x<0

lim,\ o, auch lim, o+ lim.-o

x>0

[ 1, Betrag (s. Aufg. 34)

b
[/ (0)]a Gauch: f(x)[,) = f(b) = f(a)
AGM-Ungl. Ungleichung zw. dem arithm. und geometrischen Mittel (s. (1.3))
A — Ungl. Dreiecksungleichung
l[a,b], (a,b), (a,b] abgeschlossenes, offenes, halboffenes Intervall
Cla,b), Bla,b] Raum der stetigen bzw. beschriankten Funktionen
Rla, b] Raum der Riemann-integrierbaren Funktionen
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Liste von Symbolen und Abkiirzungen

Tla,b]
S7
C.-P.
C.-S.

LA,LV,LS.

K. (2)
K, (2)
Ny
R*
R+
R}
I’H.
P
PBZ
p-L
Re bzw. Im
Tym.xo
Ty,

Ry x,» auch R, (.3 x0)

w. A.

Raum der Treppenfunktionen auf [a, b]

Integral der Treppenfunktion ¢ fiir die Zerlegung Z
Cauchy-Produkt

Cauchy-Schwarz

Induktionsanfang, -voraussetzung, -schluss

offener Kreis (bzw. Intervall) um Mittelpunkt z mit Radius r
abgeschlossener Kreis (bzw. Intervall)

N U {0}

R\ {0}

{x e R|x > 0}

{x e R|x >0}

I’Hospital

Laplace-Wahrscheinlichkeit (s. Aufg. 58)
Partialbruchzerlegung

partielle Integration

Real- bzw. Imaginirteil einer komplexen Zahl

Taylorpolynom m-ten Grades von f mit Entwicklungspunkt x
Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt x

Restglied der Taylorentwicklung von f mit Entwicklungspunkt x,
wahre Aussage
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A
abelsche Gruppe, 20
Ableitungen
der hyperbolischen Funktionen, 181
spezieller Funktionen, 171
von Polynomen, 183
von Umkehrfunktionen, 182
Abschitzungen
fiir den Logarithmus, 169
fiir die Exponential- und
Logarithmusfunktion, 167
fiir die Exponentialfunktion, 163
von sin und cos, 218
Abzihlbarkeitsaussagen, 25
Additionstheoreme fiir sin und cos, 213
Anordnungsaxiome, 14
Arcustangens- und Arcuscotangensfunktionen,
184
arithmetisches Mittel, 82, 92
Assoziativitiat, Kommutativitit, 16
Aussagenlogik, 1, 2

B
Bernoullische Ungleichung, 56, 66, 67
Betrag | - |, 35

Bijektivitit von Funktionen, 10
Binomialkoeffizienten, 58

C

Cauchy-Folge, 96, 98

Cauchy-Kriterium, 95

Cauchy-Produkt, 273
von Reihen, 132

D
de Morgan
Regel von, 3

Differenzierbarkeit

von Funktionen, 177, 179
Differenzierbarkeit und Monotonie, 178
Divergenz von Reihen, 123
Dynkin-System, 13

E

endlicher Korper, 15

Exponentialfunktion, 171
Eigenschaften der, 163
Stetigkeit der, 162

F
Fibonacci-Zahlen, 21
Fixpunkte stetiger Funktionen, 149
Fldchen- und Volumenberechnung, 246
Funktion
gerade, 199
gerade und ungerade, 211
gleichmifig stetige, 141, 143, 145, 146
Holder-stetige, 176
Lipschitz-stetige, 147
logarithmisch konvexe, 279
stetige und gleichmiBig stetige, 144
streng konvexe, 148
streng konvexe, differenzierbare, 180
ungerade, 199
Funktionalgleichung fiir den Logarithmus, 165

G
Gamma-Funktion, 279
GauB3-Klammern, 39

Rechenregeln fiir, 40
geometrisches Mittel, 82
Gleichungen mit komplexen Zahlen, 77
Grenzwerte
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von Funktionen, 187, 189, 190, 192, 194,
195
von Zahlenfolgen, 89

H
Hiufungswerte von Zahlenfolgen, 106
Hermite-Polynome, 223
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen, 9,
10
Holdersche Ungleichung
fiir Integrale, 279

I
indirekter Beweis, 28, 38
Infimum und Supremum, 61
Integrale
Berechnung bestimmter, 242
Eigenschaft der, 238
fiir Treppenfunktionen, 226, 228
Konvergenz uneigentlicher, 257
uneigentliche, 251, 253, 254
Integralsinus, 253
Integralvergleichskriterium, 258
Integration und Konvergenz, 261
Integrierbare Funktionen, 237

K
kartesische Produkte, 8
Kegelberechnung, 185
Komplement von Mengen, 3
komplexe Zahlen, 73
Ungleichungen und Rechenregeln, 74
Konvergenz
gleichmiBige, 261, 263
punktweise und gleichmafige, 260
von Reihen, 118, 120, 123, 271
von Teilfolgen, 114
von Zahlenfolgen, 78-80, 84-86, 102—-104
Konvergenz und absolute Konvergenz
von Zahlenreihen, 131
Konvergenz und Divergenz, 93
von Reihen, 125, 126
von speziellen Zahlenreihen, 116
von Zahlenreihen, 115
Konvergenz und Monotonie, 82
Konvergenzkriterien
fiir Reihen, 133
fiir Zahlenreihen, 130
Konvergenzradius, 273
von Potenzreihen, 266, 267, 269, 278

von Taylorreihen, 270
Kriterium fiir Integrierbarkeit, 230
Kurvendiskussion, 196

Polynom, 197

rationale Funktion, 199

L
Lagrange-Restglied, 202
Laplace-Wahrscheinlichkeit, 70
Limes inferior, 110
Limes inferior und Limes superior, 108, 111
Limes superior
Rechenregeln, 113
Limites von Zahlenfolgen, 83
Logarithmus, 166
logisches Denken, 24
Losungen von gewohnlichen
Differentialgleichungen 2-ter Ordnung,
221
Losungsmengen
von gewohnlichen
Differentialgleichungen n-ter
Ordnung, 222
von Ungleichungen, 47

M
Maximum, Minimum, 59
Mengen
komplexer Zahlen, 75
reeller Zahlen, 18
unbeschrinkte, 69
und Abbildungen, 6
Monotonie und Konvergenz, 94

N

Niherungen des vollstdndigen elliptischen
Integrals, 231

Newton-Verfahren, 209

Nullstellen von Funktionen, 151

(0]
Ober- und Unterintegrale, 232, 234
Ohmsche Widerstinde, 54

P
Partialbruchzerlegung, 249
Partielle Integration, 245
und Substitution, 244
Potenzen, 33
und Fakultiten, 56



Sachverzeichnis 289

Potenzreihenentwicklung, 274 Taylorformel, 202

Primfaktorzerlegung, 35 Taylorpolynom, 204, 206, 208

Primteiler, 30 Taylorreihe, 203, 205, 275

Primzahlen, 33, 34 Teilbarkeit, 31

Primzahlliicken, 32 Teilbarkeitsregeln, 30

Primzahlpotenzen, 32 Teilmengen, 5

Produktmengen, 4 Assoziativ- und Kommutativgesetz, 5
Torus, 246

Q Triagheitsmomente, 136

quadratische Polynome, 196 trigonometrische Funktionen, 214

R Extrema, 215

rationale Zahlen, 33 Turm von Hanoi, 134

Rechenregeln in N, 28

Regel von de 1’Hospital, 190, 192-194 U
Reihenverdichtungskriterium, 128 Ungleichungen, 50, 54, 210
relative Hiufigkeit, 71 fiir 2 reelle Zahlen, 53
Riemannsche Summen, 235 fiir Potenzen, 51
vollstidndige Induktion, 49

S Unterintegrale, 228
Satz von Archimedes, 39 Untersumme und Obersumme, 225
Sigma-Algebra, 11 Urbildmengen, 7, 8
Sinus und Cosinus hyperbolicus

Rechenregeln fiir, 164 \%
spezielle Potenzreihen, 265 Vergleichskriterium
Stammfunktionen, 240, 241 fiir Reihen, 129

stationdre Punkte, 177 fiir uneigentliche Integrale, 256

steti‘ge Fprtsetzung, 153 Verneinung von Aussagen, 27
Ste“gke“ ) Vertauschung von Grenzprozessen, 263
einer Funktion, 171 vollstindige Induktion, 21, 22, 24, 25, 28, 50

Sétze zur, 150 Vollsténdigkeitsaxiom, 60
und Differenzierbarkeit, 173, 174, 176

von Funktionen, 139, 141
Stetigkeitskriterium, 151
Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale,
239
Summe einer Reihe, 124
Summen und Produkte von Zahlen, 54
Summen von Reihen, 119
Summenformeln, 26, 183
Supremum
Charakterisierung, 60

W
WeierstraBsches Majorantenkriterium, 271
Wohlordnungssatz, 39
Worte endlicher Linge, 23
Waurzel, 38, 68
Waurzelberechnung, 99
firg > 2, 101
Waurzelkriterium, 115

reeller Zahlenmengen, 60 Z
Supremum und Infimum, 63, 66, 67 Zahleq
Supremum, Infimum, Maximum, Minimum, 65 rationale, 34
symmetrische Differenz Zah.lenfolge )
von Mengen, 42, 44 induktiv definite, 104
monotone, 88, 90
T Zickzack-Funktion, 155

Taylorentwicklung, 210 Zwischenwertsatz, 154
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