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Grundlagen

1.1 Aussagenlogik

1.1 Axiom FEine (mathematische) Aussage A ist eine Schilderung eines Sachverhalts, der
entweder wahr (A < w) oder falsch (A < f) ist. Dies wird als 2-wertige Logik oder auch
Bivalenzprinzip bezeichnet.

1.2 Beispiel

A <= nach Dienstag kommt Mittwoch (,,:<= “ definiert linke Seite durch rechte Aussage)

Aussage A ist wahr.

B <= alle Autos sind rot

Aussage B ist falsch.

C <= wenn ich im Lotto gewinne, dann spende ich die Hélfte des Gewinns

Aussage C kann wahr oder falsch sein.

1.3 Definition (Verneinung) Sei A eine Aussage. Die Verneinung von A wird mit —A (,,nicht A“)
abgekiirzt. Diese wird durch die Wahrheitstabelle

N

-4
f
w

~ =

definiert. ,,Es ist nicht richtig, dass A gilt*.

Eine Verkniipfung bildet aus 2 mathematischen Aussagen eine neue.
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1.4 Definition Seien A, B Aussagen.
o Und-Verkniipfung A A B

AAB | Bxw Bxf

A=xw w f
Axf S A

o Logische Implikation A — B
(auch: B <= A)
,» A ist hinreichend fiir B “,

,» B ist notwendig fiir A,
,wenn A wahr, dann auch B wahr*

A:>B‘wa Bxf

o Oder-Verkniipfung AV B

AVB |Bxw Bxf

A=xw w w

Axf w f

e Aquivalenz A < B

,, A ist hinreichend und notwendig fiir B
., A ist genau dann wahr, wenn B wahr*“

Axw w f Axw w f
Axf A<f | 5w
. ex falso quodlibet *
1.5 Beispiel (a) In Beispiel 1.2 gilt
—A <= nach Dienstag kommt nicht Mittwoch (< f)
—B <= es gibt (mindestens) ein Auto, das nicht rot ist (xw)

(b) Motivation der Definition von ,, = ““: fiir alle Aussagen A, B gilt (AAB = A) xw

1.6 Lemma Seien A, B Aussagen. Dann gilt

(a) Ausgeschlossener Widerspruch
(b) Tertium non datur AV —-A =xw

(c) Symmetrie von A und v

AANB < BAA,

AN—Ax f

AVB < BvA

(d) (A < B) < ((4 = B)A (B = A))

(e) Kontraposition

() —(—A4) < A

(A= B) &< (—B = —4)
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Beweis. Vergleiche Wahrheitstafeln; alle klar bis auf (e):
Axf Axw
B —= —-A| - Axw —-Ax/f
Bxf -B =xw w f
B=xw -Bx<f w w

Der restliche Beweis verliduft analog = Ubung!

1.7 Bemerkung (a) A <= —A definiert keine mathematische Aussage, da A zugleich wahr
und falsch wire (Liigner-Antinomie von EUBULIDES; 4. Jhd. v. Chr.).

(b) Beweismethoden: Sei A < w. Das Ziel ist zu zeigen, dass dann auch B =< w.

(1) Erkenne (A = B) =< w (direkter Beweis)
(2) Erkenne (=B = —A) < w (Kontraposition)
(3) Erkenne (=B A A) < f (Widerspruchsbeweis)

1.2 Mengen, Relationen, Funktionen

1.8 Axiom (,Naives* Axiom von CANTOR!)  Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter;
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die

Reihenfolge der Zusammenfassung ist dabei irrelevant!

1.9 Definition Seien M, M’ Mengen.

(a) Element sein

x € M & Objekt x liegt in Menge M (oder M > x)
X¢EM <= —(xeM)

(b) Teilmenge

M CM << VxeM:xeM
, ¥V “lies  fiir alle”; ,,:.“ lies ,,gilt“ oder ,,so dass“

(alternativ auch: M > M)
echte Teilmenge
M CM  — (M’gMA(axeM:x¢M’))

,3“ lies ,,es existiert (mindestens ein)“

Auch gebrduchlich ist die Schreibweise: C (Teilmenge), < (echte Teilmenge).

!GEORG CANTOR (1845 — 1918)
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(¢c) Gleichheit von Mengen
M=M <+ (MCM)AN(M'C M)

d.h. jedes Element von M liegt auch in M’ und umgekehrt — die Mengen bestehen also aus
denselben Elementen

M#M < —-(M =M

Im Folgenden Beispiel soll die Schreibweise fiir Mengen veranschaulicht werden.

1.10 Beispiel e Sei £ die Menge der lateinischen Buchstaben,
¥ ={a,b,...,z,A,B,...,Z} aufzihlend
1 definierende Gleichheit
e Sei ./ die Menge der lateinischen Buchstaben im Wort Mathematik,

Mi={a, M, t,he,m,i,k} ={EecL:V(E)},
[auch gebriuchlich: ~ {§ € £| W(§)}]

wobei W (§) :<= Buchstabe £ kommt in ,,Mathematik* vor.

Konvention: tritt ein Element in der aufzidhlenden Schreibweise mehrfach auf, so bezeichne
dies dieselbe Menge, wie wenn das Element nur einmal gelistet wird, also
{M,a,t,h,e,m,a,t,i,k} ={a,M,t,h,e,m,i, k}.

1.11 Definition Seien M, M’ Mengen.

o Leere Menge & .= Menge ohne Element

Schnitt MM ={x:xeMnrxeM'}

Vereinigung M UM ={x-xeMvxeM}

Differenz M \M':={xeM:x¢ M} = M'"
Komplement von M’ in M

Kartesisches Produkt M x M' = {(m,m'):me M,m' e M’}

Jedes (m,m’) € M x M’ ist ein geordnetes Paar, das heif3t die Reihenfolge ist wichtig! Fiir
M # M’ gilt deswegen auch M x M’ # M’ x M.

Potenzmenge von M (M) := { L ist Menge: L € M } (auch: 2M ).
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1.12 Beispiel (a) V Mengen M gilt: @ € M, da

GCM<—SVxed xeM<— Vx: (xegd — xeM)=xw

Kontrapos.

(ngM == xgz’@)

w

(b) V Mengen M gilt: @ # P (M) D {2, M}.

(¢) {a,b,c} x{a,d} = {(a,a),(a,d), (b,a),(b,d),(c,a),(c,d)}.

1.13 Lemma (Rechenregeln fiir v und n) Seien L, M, N Mengen

(a) Kommutativitit:
M~AN=NANM, MUN=NuUM

(b) Assoziativitiit:

LrnM~AN)=L~"M)nN=L~AnMnN
LOMUN)=LUM)uN=LUMUN

(¢c) Idempotenz:
MAM=M=MuM

(d) Distributivitat:
LAMuUN)=(LAM)u(L~AN)
LOoMAN)=(LuM)n(LUN)
(e) de Morgan-Regeln: Seien L, N C M. Dann gilt

(LAN)Y =LEUNE
(LUN)t =Lt~ NE

Beweis. Aus den entsprechenden Regeln fiir A, Vv, — folgen sofort die Aussagen. Als Beispiel die 1.
de Morgansche Regel:

(LAN) ! ={xeM:=(xeLnN)}
={xeM:—-(xeLAxeN)}
={xeM:(x¢L)v(x¢N)}
={x€M:(xeLc)\/(x€NE)}
=L U Nt

Rest: Ubung! |
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1.14 Bemerkung Die naive Definition einer Menge ist problematisch!
Beispiel: RUSSEL’sche Antinomie (ca. 1900).
Axiom 1.8 schlieBt nicht aus, dass es eine Menge M gibt mit M € M. Definiere dafiir zundchst

Menge M ist erlaubt :<—= M ¢ M.
Sei nun 4 := { M ist Menge : M erlaubt}. Frage: ist .4 erlaubt, d.h. gilt 4 ¢ 4?
e Falls ja, also .« ¢ ., folgt per Definition von ./, dass .4 € /.
e Falls nein, also .4 € ./, folgt per Definition von .4, dass .4 ¢ .

Somit erhdlt man die Aussage 4 € M4 <= .# ¢ . Dies steht aber im Widerspruch (%) zu
Axiom 1.1: Aussage entweder w oder f.

Der Ausweg aus diesem Problem lautet: Man darf die Menge .4 nicht bilden, dndere also Axiom
1.8!

o Axiomatische Mengenlehre schrinkt erlaubte Aussageformen in Mengendefinition ein —
Vorlesung Logik.

e Wir verwenden nur dort erlaubte Aussageformen.

1.15 Definition Seien L, M Mengen, | € L,m € M.

e FEine Relation Z auf L x M ist eine Teilmenge Z C L x M.
Falls L = M abkiirzend auch: Relation auf M (statt M x M ).

o [ und m erfiillen & (in Zeichen: [Zm) :<— (I, m) € R.

e Die inverse Relation Z#~" ist definiert als #' :={(m,l) e M x L: (I,m) € & .

1.16 Beispiel Sei L := M := {a,b,c} und Z die Relation ,.,kommt frither im Alphabet als“,
dann lautet

% = {(a,b),(a,c), (b, c)}

Z~1 =, kommt spiter im Alphabet als*

1.17 Definition Sei M Menge und ~ eine Relation auf M.

reflexiviNm e M :m ~ m

w4 . transitiv: Ymy,mp,m3 € M : (mq ~ mp) A (my ~ m3
o ~ ist Aquivalenzrelation <— ( a )
—— mi ~ ms

symmetrisch: Vm,n e M:m ~n < n~m
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o Aquivalenzklasse von m € M beziiglich ~
ml:={meM:m ~m} < M.
Wegen der Reflexivitiit von ~ gilt stets [m] # O.
e m' € M heifit Reprisentant von [m] <= m' € [m].

e M/ :={[m]: m € M} heift die Quotientenmenge von M.

1.18 Beispiel Sei M eine Menge.
(a) ~ :=,,Gleichheit von Teilmengen* ist eine Aquivalenzrelation auf 22(M).

(b) Sei M = {a,b}. ~:= ,hat selbe Anzahl von Elementen wie* ist eine Aquivalenzrelation

auf (M) mit [8] = {@}, [{a}] = [{b}] = {{a}. {b}} und [{a,b}] = {{a,b}}.

(c) Die Diagonale A := {(m,m): m € M} C M x M definiert eine Aquivalenzrelation auf M
mit [m] = {m} furallem € M und M/p = {{m}: m e M }.

1.19 Definition (Gleichheit von Elementen) Sei M eine Menge und my,mp € M.

my =my <= miAmp und ml;émz = —(my = my).

1.20 Lemma Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und my,mo € M. Dann gilt

entweder [m1] = [m3] oder [m] N [my] = @.
¢ ¢
mi ~ nmoy my % myp <= —(my ~my)

Beweis. (1) [m1] = [m2] > my = mp ~ my.

(i) Gelte m; ~ my. Sei my € [mi] == m' ~ my. Aus der Transitivitit von ~ folgt m} ~
my; — m/1 € [m3], das heifit [m] < [m»]. Die umgekehrte Inklusion ,,0* wird analog durch
Vertauschen von 1 <> 2 gezeigt. Also haben wir gezeigt: m; ~ mpy = [m1] = [m3].

~ trans.
(i) Seim € [m]n[my] = my~m Am~my = my ~ ms.
Also gilt: my £ my = [m1] n[mz] = @.

(iv) Dastets [m] # @, gilt: [m1] N [m2] = @ = [m1] # [ma2].
Zudem Kontraposition von (ii): [m1] # [m2] == m1 % my. Also mit Transitivitit der
Implikation
[mi] N [m2] = @ = my # mo. u
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1.21 Korollar Sei M eine Menge und my,m, € M. Dann gilt

mip = mp < {ml} = {mz}

1.22 Definition (Beliebige Vereinigungen und Schnitte) Sei J # @ eine Menge (,,Indexmenge )
und fiir alle j € J sei M eine Menge. Dann heift

\U M; :={m:3j € Jmitm € M;}
jeJ

die Vereinigung aller M; mit j in J und

(\M; :={m:VjeJgiltme Mj}
jeJ

der (Durch-)Schnitt aller M; mit j in J.
Falls fiir alle i, j € J miti # j gilt
M; " M; =@,

so heifien die Mengen paarweise disjunkt. Fiir die disjunkte Vereinigung kann auch verdeutlichend
\Ujes Mj geschrieben werden. Der Punkt steht dann fiir die Disjunktheit.

1.23 Korollar  Sei ~ Aquivalenzrelation auf Menge M. Dann gilt

M= U [m].
[mleM/

Das heifit, M wird disjunkt in Aquivalenzklassen zerlegt.

1.24 Definition Sei M Menge und < eine Relation auf M.
reflexiv: Yme M : m <m

transitiv: Ymy,mp, m3 € M : (m1 < I’H2) AN (m2 < H’Z3)
< ist Ordnungsrelation auf M < = my < m3

antisymmetrisch: Ymy,my € M : (my < ma A mp < my)
—= mi = nmo

In diesem Fall heifit (M, <) teilweise (an-)geordnete Menge.

(M, <) heifsit (vollstindig oder total) (an-)geordnet, wenn zudem gilt
VYmi,my € M (ml < m2) \ (m2 < ml),
d.h. wenn 2 beliebige Elemente stets vergleichbar sind!

Notation fiir inverse Relation: my1 > my < mp < mj.
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1.25 Beispiel o (P(M), Q) ist teilweise geordnet, aber nicht vollstindig, falls M mehr als
ein Element hat.

e C ist keine Ordnungsrelation auf 22(M ).
e spiter in der Vorlesung sehen wir, dass (R, <) geordnet ist.

e Bsp. 1.16 definiert keine Ordnungsrelation, wohl aber
,»steht frither oder an gleicher Stelle im Alphabet als*

1.26 Definition Sei % Relation auf Mengen X x Y. Wir sagen

R ist Graph einer Funktion | VY(x1,y1), (x2, y2) € R gilt :
(oder Abbildung) | - X1 =X = y1 = )2

Definitionsbereich der Funktion:

9 ={xeX:AyeYmt(x,y)eZ}={xeX:T1y=f(x)eY mit(x,y) e R}

T,, es existiert genau 1“; auch 3!

auch: dom(f):=92

Wertebereich der Funktion: f(2), wobei
f(D)={yeY:Ax e Dmit(x,y) € Z} Bild von D C 9 unter f

9 — Y
x B f(x)

Gleichheit zweier Funktionen f, g mit Definitionsbereichen in X und Wertebereichen in Y :

Schreibweise (anstatt # =: Ry):  f :

f =g = %f = %g
<= dom(f) = dom(g) und Vx € dom(f) : f(x) = g(x).

Restriktion (Einschrinkung) f ‘ 4 einer Funktion f auf A C 9:

Rf|, = {(x,y) € Ry : x € A}.

1.27 Bemerkung e f ordnet jedem x € 2 =: dom( f) genauein y € Y zu.

e Schreibweise f : X — Y bedeutet auch X = dom( f).

1.28 Definition Sei f : X — Y, so heifst

o flinjektiv :<— Vy e f(X)3I1x edom(f):y = f(x)
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o [ surjektiv <= f(X)=Y

o f bijektiv <= f injektiv und surjektiv

1.29 Lemma Sei f : X — Y bijektiv. Dann gilt

(a) (% f)_l ist Graph einer Funktion, der sogenannten Umkehrfunktion

Yy - X

—1.
o fx) —» x

Auch f~1 ist dann bijektiv.
®) (fTH =S

Beweis. (a) By ={(x, f(x)) € X xY:xE€ X}und(@f)_1 ={(f(x)),x) e Y xX:xe X}

=y
Seien (y1,x1), (y2.x2) € (Zf) ! mit y; = y, = y,also y = f(x1) = f(x2), dann folgt
aus der Injektivitdt x; = x5. Daraus folgt (% f)_1 =: Ry ist Graph einer Funktion f -1

dom(f™)={yev:axexmit (yx)e%m {=f(X)Zy
S —————
= (x,y)EZs

Das heiflt fiiralle y € Y 9x € X mit y = f(x). Wegen der Injektivitit gilt sogar 3;x € X mit
y = f(x). Somit ist

Yy - X
y=fx) = x
auch surjektiv und da Z Graph einer Funktion ist, insbesondere also x; = x = f(x1) =
f(x2) gilt, folgt, dass £ ! injektiv sein muss. Insgesamt ist somit £ ~! bijektiv.

Fr

(b) aus (Zy-1)"" = (,%71)—1 = Ry. |

1.30 Beispiel Die Relation 2 := {(x,x) € X x X : x € X } auf X ist Graph der Identitit

auf X. Diese ist bijektiv und es gilt id)}1 = idy.

1.31 Definition Seien f : X — Y, g : dom(g) — Z Funktionen, wobei
dom(g) C Y. Dann heif’t fiir

dom(go f):={x € X: f(x) € dom(g)}
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die Funktion
Ly domige ) > Z
gl x = g(f(x)

die Komposition (Verkettung) von f und g.

1.32 Lemma Sei f : X — Y bijektiv. Dann gilt
@ f~lo f =idy
(b) fof ! =idy

Beweis. (a) da f(X) =Y =dom(f~ ') = dom(f !0 f)= X.Seix € X belicbig
— (f~'o f)(x) = f~1( f(x)) = x. Daraus folgt die Behauptung.

— —

y

(b) analog.

1.33 Definition (Urbild) Seien X,Y, M Mengen, M C Y, und f : X — Y eine Funktion, dann

heif3t
Y M) :={xeX:3y e Mmit f(x) =y}

das Urbild von M unter f. (Notation identisch zu Bild unter =1, falls dies existiert!)

1.34 Bemerkung (a) f injektiv nicht vorausgesetzt!
) fallsM N f(X) =0 = [ (M) =0.
(c) falls f injektiv (= f : X — f(X) bijektiv) gilt
Sy = TN A f(X)

Urbild von M unter f Bild von M ~ f(X) unter f_1
gemif Def. 1.33 gemiB Def. 1.26
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Aufbau des Zahlensystems

Wir postulieren die natiirlichen Zahlen N und leiten daraus Z, Q, R, C samt aller Rechenregeln ab.
LEoOPOLD KRONECKER (1823-1891): ,,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen, alles
andere ist Menschenwerk.

2.1 Die natiirlichen Zahlen N

Wir postulieren die Existenz einer Menge N, fiir die gelte

2.1 Axiom (Axiomensystem von PEANO)
(P1) N # @, also existiert mindestens ein Element in N, das mit 1 bezeichnet wird.
Es gibt eine Funktion (,,Nachfolgerabbildung“) v : N — N mit
P2) 1 € v(N) (,1 ist kein Nachfolger®)
(P3) v istinjektiv  (,, Eindeutigkeit des Vorgingers*)

(P4) ,,Prinzip der vollstindigen Induktion“ VM C N gilt

(leM/\ w(M) < M ) — M =N
——
< VneM:wv(n)eM

Die Bezeichnungsweisen lauten: v(1) =: 2, v(2) =: 3,...
Nach (P4) werden so alle n € N mit einem Zahlensymbol erfasst.

2.2 Bemerkung Die Axiome (P1) — (P4) sind
e vollstindig (im Sinne von: alle bekannten Rechenregeln ableitbar)
e unabhiingig (keines der Axiome aus den anderen ableitbar)

e widerspruchsfrei (GENTZEN,1936)
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2.3 Definition (Addition und Multiplikation) Fiir alle k,n € N sei

n+1:=vn) (1) n-l:=n
2 Do) = ) (@) n novl) =n-k+n

.- wird meist weggelassen.

2.4 Bemerkung Obige rekursive Definition erklidrt wegen (P4) n + m fiir alle n,m € N, denn:
Sei M :={m € N: Vn € Ngilt n + m durch (1) und (2) definiert}. Somit

(i) 1 € M wegen (1) (;,Jnduktionsanfang‘)

(i) Seim € M (,,Induktionsannahme*). Zeige v(m) € M (,,Induktionsschritt*)
Dies ist wahr,da Vn € N: n + v(m) @ v(n + m) definiert.

definiert nach Induktionsannahme

(P4)
(i) A (i) = M = N. Analoges gilt fiir die Definition von n - m.

2.5 Lemma (Rechenregeln) Fiir alle k,m,n € N gilt

ot o
kommutativ n+k=k+n nk =kn
assoziativ (k+m)y+n=k+ m+n) (kmn=k(mn)

= k+m+n =:kmn
distributiv (k+myn =kn+ mn

(Insbesondere sind (N, +) und (N, -) abelsche Halbgruppen ~> Lineare Algebra)

Beweis. ,,+% ist assoziativ ~»> Ubung!

Wir beweisen hier nur die Kommutativitit von + (dabei wird die Assoziativitidt verwendet).
1. Schritt. Zeige furallen e Non +1=1+n

Beweis per vollstindiger Induktion: Sei M .= {n eN:n+1=14+n}.

(i) 1 € M, Klar! (,,Induktionsanfang‘)
(i) Sein € M.Zuzeigen: n +1 e M (,,Induktionsschritt®)

v(n)

b)) +1 200" X v+ ) 2o+ E 140 v

(P4)
HA@d) = M=N.
2. Schritt. Zeige fir alle n, k € N:n + k = k + n per Induktion nach k:
SeiK:={keN:VneNgilt n+k=k+n}
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(i) 1 € K wegen Schritt 1.
(ii) Seik € K.Zu zeigen: v(k) = k + 1 € K. Sei dazu n € N, dann gilt

) v+ ) L4 v0) =k + 0+ E% k4 1) +n = v(k) + 1.

=k+n,dakek n+1

—

=1-+n, wegen Schritt 1

(P4
(i) A (i) = K = N. Fiir ,,- verlduft der Beweis vollig analog, ebenso die Distributivitiit.

Die Rechenregeln diirfen (sollen) ab jetzt hemmungslos verwendet werden!

2.6 Definition Fiir alle m,n € N werden durch
en<m:i<— (FkeN m=n+k),
ens<m: << (nm<mvn=m)

Relationen auf N erkliirt. Die entsprechenden, inversen Relationen lauten
e n>m . < m<n,

e n=>m &< m<n.

2.7 Satz Fiir alle m,n € N trifft jeweils genau eine der folgenden drei Aussagen zu

e m<n e m=n e m > n.

Der Beweis beruht auf den drei folgenden Lemmata.

2.8 Lemma Jedesn € N\ {1} hat einen Vorgiinger, das heifst

VneN\{l}dmeN: vim) =n

Beweis. Mittels vollstdndiger Induktion. Sei M = {1} u{n e N: Im € Nmitv(m) =n}.
e | e M Kklar

(P4)
e Seine M — v(n) € M, daNachfolger von n — M=N.
29 Lemma Fiirallen e N\ {1} gilt 1 <n.
Lemma 2.8
Beweis. Sein e N\ {1} — 3JkeN:n=vk)=k+1=1+k.Daraus folgt 1 < n. |

2.10 Lemma Fiiralle k,n € N gilt n+k # n.

18
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Beweis. Induktion nach n:
(1)) VkeN: 1 +k=v(k)#1,dal ¢ v(N) gemiB (P2).
(i) Es gelte: Vk € N: n + k # n. Wir zeigen per Widerspruch
Vk e N: v(n) + k # v(n). (%)
Annahme: Ik eN: v(n) +k = v(n) —(%)
= v(n) =k +vn) @ v(k + n) g n = n + k 4 zu Induktionsannahme, also ist —(x)
falsch = (%) wahr.
Aus (i) A (ii) folgt die Behauptung. |
Beweis von Satz2.7. Sein € Nfix,setze Ne = {meN:m<n},Ns :={meN:n<m}und
M :=Ncui{n}uNs.
1. Schritt. Zeige: M =N (= Vm,n eNistm <n Vv m =n Vv n < m wahr)

Induktionsanfang: 1 € M, denn, falls n = 1 ist die Aussage klar, und falls n € N\ {1} ist, gilt
1 € N< wegen Lemma 2.9.
Induktionsschritt: Seim € M. Zu zeigen: v(m) € M.

1.Fall: m =n — v(m)=n+1%N>gM v

Def von <

22Fall: meN. =— dkeN-m=n+k

=>v(m)=v(n+k)(i)n+v(k) = n<vim = vim)eNsCM V
Def.30n<
3.Fall meN. — JkeNn=m+k

e Fallsk =1 = vim)=neM vV _
e Fallsk e N\ {l} = k=k+ 1firk e N (Lemma 2.8)

- n:m+l€+1=m+1+I€=T> vim)<n —= vim)eNcCM V

v(m) Def. von <
Damit ist der 1. Schritt bewiesen.
2. Schritt. M =N w{n}wNs (paarweise disjunkte Mengen)

1. Teil: zu zeigenistn ¢ Nc.Seim e Ne = m<n = JkeN:n=m+k
= m # n wegen Lemma 2.10.
2. Teil: zu zeigen ist n ¢ N~. (Analog zu 1. Teil).
3. Teil: zu zeigen ist Ns. "N = @. Seim< € Ne,m> e N, —
n=m<-+k fireink € N
ms =n+k’ fiirein kK’ € N

= ms=(m<+k)+k'=m+ k+k

eN
= ms> # m< nach Lemma 2.10. |
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2.11 Lemma (,,Kiirzen™) Fiir alle k,n,m € N gilt
en=m <= n+k=m+k < nk =mk

en<m<<— n+k<mit+k < nk <mk

Beweis. Ubung! (Vollstindige Induktion nach k) |

2.2 Die ganzen Zahlen Z

Ziel: Konstruktion der ganzen Zahlen Z aus den natiirlichen Zahlen N.
Durchfiihrung: nur Ideen, Resultate; keine Beweise (v Ubung!).

grundlegende Idee: Jede ganze Zahl ist die Differenz zweier natiirlicher Zahlen:

N 2 n
Z > 9
Z >

Probleme:
e Subtraktion “—"" (noch) nicht defininiert
e Die Darstellung einer ganzen Zahl ist nicht eindeutig: —1 =1—-2=4-35

Losung: Einfithrung von Aquivalenzklassen in N x N.

A

(a,b)-~

4-_

34 z=a—-b, z=c—d
(c,d)--=""-- == a+d=>b+ec.

2-_

N
N
AN

Abbildung 2.1: Idee der Konstruktion von ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen. Die Linien
verbinden genau die einzelnen Punkte der jeweiligen Aquivalenzklassen.
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2.12 Definition Fiir (a,b), (c,d) € N x N definieren wir durch
(a,b) ~(c,d) &= a+d=b+c
eine Aquivalenzrelation auf N x N mit den Aquivalenzklassen
[(a.b)] :=={(c.d) eNxN: a+d=>b+c}.
Die Menge der ganzen Zahlen ist dann definiert als

7 = {[(a,b)] s a,be N}

2.13 Satz (a) Fiir [(aj,bj)] € Z, j = 1,2 sind die Rechenoperationen Z x Z — Z

Addition: [(a1,b1)] @ [(az2,b2)] :=[(a1 + a2,b1 + br)] € Z
Mutliplikation: [(a1,b1)] © [(az,b2)] = [(a1az + b1ba,a1bs + braz)| € Z

wohldefiniert, das heifst unabhdngig von der Wahl der Reprdsentanten.
(b) & und © sind kommutativ, assoziativ und distributiv.

(c) Zudem gilt:
[(a,a)] € Z fiir (a € N) ist neutrales Element von ®, das heif3t

[(@1,b1)] @ [(a,a)] = [(a1,b1)] fiir alle [(a1,b1)] € Z
Fiir alle [(a, b)] € Z gilt: [(b, a)] ist inverses Element beziiglich ®, das heif3t

[(a.D)] @ [(b.@)] = [(1, 1)]

Beweis.  (a) Wohldefiniertheit von ©® (die von @ analog und einfacher): seien (a,b) ~ (a1, b1)
zwei verschiedene Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse == 3k € N, so dass entweder
(a,b) = (a1 + k,by + k) oder (a1,b1) = (a + k,b + k). Wir betrachten nur den 1. Fall, der
2. Fall geht analog. Da

(aaz + bby,abs + bas) = (alaz + b1by + k(az + ba),a1bs + arby + k(az + bz))
~ (a1az + b1bz,a1bs + braz)

fithrt dies auf dieselbe Aquivalenzklasse. Analoges Argument fiir Anderung des Repriisentanten
im 2. Faktor.

(b) Folgt aus den entsprechenden Eigenschaften der Addition und Multiplikation auf N.
(c) Klar. [ |

Die gewihlte Konstruktion legt nun nahe die folgende Definition einzufiihren.
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2.14 Definition Fiir n € N sei

@:=[1+n,1)]eZ, Zy ={®:neN}={[(a,b)]: a.b € Nmita > b}
©@:=[(1,D]eZ
@ :=[1,1+n)] € Z, Z_:={m:neN}={[(a,b)]: a,beNmita <b}

2.15 Satz (a) Die Abbildung l:l : qu ist eine Bijektionund 7 = 7w {0} w Z 4.

Dies rechtfertigt die Notation @ = [(a, b)] mit z € {n,0, —n} wie in Def. 2.14. Mit den Kon-

ventionen —0 := 0 und —(—n) :=n Vn € N gilt [(b,a)] = @ und =@ VO e Z.

(b) Vertriglichkeit von O mit + und - : fiir alle m,n € N gilt

e
-€>=@@@

(¢) Mit der Subtraktion © : Z xZ — 7, definiert durch @9@ = @@@fb‘ir @, @ eZ,
gelten alle aus der Schule bekannten Rechenregeln fiir ®, S, ©.
d C) <@ &= I®eZyv {O}: (22) = €1) + @ erkldrt eine Ordnungsrelation auf Z

und (Z, (X)) ist total geordnet.
Vertriglichkeit: fiir alle n,m € N gilt: @ (@) <= n <m

Beweis. Einfaches Nachrechnen (Ubung). |

2.16 Bemerkung e Wie iiblich sei @ @ @) <= (@ S @) A @ # @),
DM = MHO® OOm = M n.

e Von nun an werden alle O weggelassen!

e Auch identifizieren wir N mit Z, womit N C Z. Rechtfertigung: Satz 2.15(a), (b) und (d).

e (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, (Z, -) eine abelsche Halbgruppe.

2.3 Die rationalen Zahlen @

Auch in diesem Abschnitt wird nur die Strategie der Konstruktion vorgestellt — wie in Kapitel 2.2!
Idee: Jede rationale Zahl ist ein Bruch ,,7“ mita € Z,b € N.
Probleme: Die Division ist (noch) nicht definiert und die Darstellung erneut nicht eindeutig:

3=¢ < 3.4=2-6
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2.17 Definition  Fiir (a,b), (c¢,d) € Z X Z* mit Z* = Z \ {0} definiert
(a,b)~(c,d) = ad = bc
eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* mit Aquivalenzklassen
[(a,b)] = {(c, d)eZx7": (c, d)~(a,b)}.

Die Menge der rationalen Zahlen ist dann definiert als Q := {[(a,b)]: a € Z,b € Z* }.

2.18 Satz (a) Folgende Rechenoperationen Q x Q — Q sind wohldefiniert

Addition [(a1,b1)] B [(az,b2)] = [(a1b2 + azby,b1b2)] € Q
Mutliplikation [(a1,b1)] & [(az, b2)] = [(a1az,b1b2)] € Q

(b) B und @ sind kommutativ, assoziativ und distributiv.

(¢) [(0,1)] € Q ist neutrales Element von H,
[(—a, b)] € Q ist inverses Element von [(a, b)] € Q beziiglich B.

(d) [(1,1)] ist neutrales Element von Q beziiglich @ und fiir alle [(a,b)] € Q \ {[(0, 1)]} ist
[(b,a)] € Q\ {[(0, 1)]} inverses Element beziiglich [=.

Zusammenfassend besagen (b) — (d), dass Q ein Korper ist (vgl. Lineare Algebra).

(e) (Q, ) ist ein angeordneter Kirper, wobei

[(a1,b1)] @ [(a2,b2)] <= dm e Np:=NuU {0} In e N:
[(a2,b2)] = [(a1, b1)] B [(m, n)].

Beweis. (a) Ubung, (b) Riickfiihrung auf entsprechende Eigenschaften der Operationen in Z, (c) und
(d) klar, (e) einfaches Nachpriifen. |

2.19 Definition e Subtraktion Q x Q — Q erklirt durch [(a1,b1)] B [(az,b2)] =
(a1, b)) B [(~a2.b2)] fiir [(a;.b)] € Q.j = 1.2,

[(a1,b1)]
o Division @ x Q \ {[(0. )]} — Q erkliirt durch ——=1 = [(ay.b1)] & [(b2. a2)]

[(a2,b2)]
fiir [(a1,b1)] € Q, [(az2,b2)] € @\ {[(0, ]}

[(a,1)]
o fiirz € 7 sei = [(z, 1)], somit [(a,b)] = [(a, D] B [(1,b)] =——1 = %

G0l [3]
@ganz = { . Z € Z}
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2.20 Satz (a) Es gelten die aus der Schule bekannten Rechenregeln fiir B,H, &,[=], @ und
[a]

, Briiche“ [—] .
q q Z — annz q 9 0o o 0 o .. o o o
(b) Die Abbildung N ist eine Bijektion. Sie ist vertrdglich mit den Operationen

+, « und < (und damit auch mit —, <, =, >), das heif’t, Vz1,z, € Z gilt

+ () [E] - )
« )] = )
° <~ z1 < Zs.

Beweis.  (a) Stures Nachrechnen mit Hilfe der Definitionen.

(b) Klar fiir B und [; fiir & siehe Ubung.

2.21 Bemerkung o Sei[(a.b)] B [(c.d)] <= ([(a.b)] & [(c.d)] A[(a. )] # [(c.d)]),
[(@.b)] & [(c,d)] = [(c.d)] B [(@,b)], [(a.D)] B [(c,d)] = [(c,d)] & [(a,D)].

e Unter Weglassung aller [ (ab sofort!) konnen wir mit Briichen [(a, b)] = %, aeZ,beZ,
wie gewohnt rechnen.

e Satz 2.20(b) rechtfertigt die Identifizierung von Z mit Qgyp,, womit Z C Q.

222 Lemma  (a) Die Ordnung auf Q ist archimedisch, das heifst,

Vq,e € Qmitqg,e >03n € N: g < ne.

(b) Dichte von Q: Vq,r € Qmitg<r3dsecQ: g<s<r.

Beweis.  (a) Schreibe ¢ = —, ¢ = — mita, b, g € N (gemeinsamer Nenner). Dann gilt:
g

a
g

Behauptung <= ( Va,beN3IneN: a < nb).

—

Aussage ist wahr. Wihle n=a+1

(b) W’aihles::q;—r cQ —
r—q r—q
. s=q+T:>s>q, ° r=s—|—T=>r>s. u
V;T — —

>0
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2.23 Definition o Sei q € Q. Der (Absolut-)betrag von q ist definiert als

. q ’QZO
lg| =
—q ,9<0

q1 .91 = q2

max(qi.q2) ‘=
q2 .92 Z 41

41 < 42

. . q1
min(qi. gz2) =
q2 92 < q1

Somit ist |¢| = max(q, —q) = 0.
2.24 Satz  Fiir K := Q gilt

(Bl) VgeKist|qg| =20und|q| =0 <= ¢q =0.
(B2) VYq1,92 € K:|q192] = |q1] - |q2|.

(B3) Vq1.92 € K:|q1 + q2| < |q1] + |g2] (Dreiecksungleichung)

(BO) — (B3) besagen, dass Q ein bewerteter Korper ist.

e Seien q1,q> € Q. Das Maximum bzw. Minimum von q1, 4 ist definiert als

(BO) Der Wertebereich der Betragsfunktion ist eine total geordnete Teilmenge von K.

Beweis. (B0): Ganz Q ist total geordnet. (B1): Aus Definition des Betrages ersichtlich.

(B2): Fir j =1,2seig; = sjr; mitr; = Ounds; € {1,—1}, dann folgt

l91q2| = |s1s2r1r2| = | s1s2 | r1 r2 = |q1]-1q2]
N

=+1 |[s1r1][s272]
R —

1

(B3): q1 < lq1l A g2

—q1 < |q11 A —q2

92| = q1 + 92 < |q1| + |q2]
g2 = —(q1 +q2) < |q1] + 1q2]

< |
< |
Aus (1) und (2) folgt

lg1 + g2| = max (g1 + g2. —(q1 + 92)) < lq1| + |g2|.

Q ist aber leider nicht grofl genug!

2258atz A c e Q mit ¢2=2.

(D
@

25
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Beweis. Wir benotigen folgende Hilfsaussage:

n € Nungerade' = n*>=(n—1)-n+ n ungerade. (%)
gerade ungerade
gerade
Nun zum eigentlichen Beweis. Annahme: 3¢ € Q: ¢2 =2.0.B.d.A%seic > 0[denn ¢ = 0 nicht
moglich. Fallsc <0 = ¢:=—¢ >0undc¢? =2.]
= 3p.q € Nmit p und ¢ teilerfremd®: ¢ = P
q
p?
— 2=C2= - —— p2 =2q2gerade
q
() ~ .~
— p gerade, also p =2p mit p € N
2 ~2 =)
— g~ =2p~- gerade — ¢ gerade
=—> p,q nicht teilerfremd / = Behauptung. |

2.4 Endliche Summen

In diesem Abschnitt sei K D Q ein Korper.

2.26 Definition Fiir alle k € N sei a, € K. Dann erkldrt fiir alle n € N die rekursive Definition

1 n+1 n
Zak =ai, Zak =dap41 + ay
k=1 k=1 k=1

n
die (endliche) Summe. In informeller Schreibweise, Z ar =ay+az + -+ ap—1 + au.
k=1

n
Analog fiir alle @ # M, M endlich®, sowie a,, € K fiir alle m € M: Z am = Zaqy(k)
k=1

meM
0

(unabhdngig von Wahl der Bijektion). Falls M = @, setze Z am = 0, ebenso Z ap :=0.
meM k=1

2.27 Beispiel e Der Name des Summationsindex ist belanglos:

3 3 2 4
Dk=1+4243=>j=>(G+D=> (k—1).
k=1 j=1 j=0 k=2

7 € Z gerade ;<= z/2 € Z; zungerade :<=> z nicht gerade.

20Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Dazu synonym: ohne Einschrinkung (0.E.).
3p=np'undq = nqg firn,p’.g eN = n=1.

4M endlich :<=> 3n € N und Bijektion & : {1, ..., n} — M (siehe auch spiter).
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e GAUSS’sche Summenformel
Z nn + 1)
Beweis: siehe Tutorium. -
e Fiirallen € Ny:

2n n
Y k=) @k-1)=n’
k=1

k ung_erade

Beweis per Induktion: n=0: 0=0 \/

n+1
n—n+1: Z(Zk—l)_2n—|—l—|— Z(Zk—l) n+12v
k
\—1—\~

n2
e Geometrische Summe: Vg € K \ {1} Vn € Ny:

n+1
Zq mitqk = ¢q...q k-te Potenz

———

k Faktoren

Beweis: sieche Ubung.

2.28 Definition (a) Fiir j € Nseia; € K. Wir definieren rekursiv das (endliche) Produkt

1 n+1

Haj = aj, Ha] :—an+1l_[a], neN,

in informeller Schreibweise || a; = ajaz ...an—1an.
j=1

n
Analog fiir @ # M, M endlich und a,, € K fiir alle m € M: 1_[ am ‘= l_[aq;.(j),
meM j
unabhdingig von Wahl der Bijektion ® : {1,...,n} —> M.

Falls M = @, setze [| am :=1, ebenso ]_[ a; := 1.
meM j=1

n
Speziell gilt fiir die Potenz a" = [] a, a € K,n € Ny, insbesondere a® = 1Va € K.
j=1

Negative Exponenten: a™ " .= aln Vae Q\{0}VneNy (= (a_”)_1 =a")

(b) Fiir n € Ny sei die Fakultdt definiert als

n=20.

n
1-2-...-(n—=1) -n, eN
m=[li=1 (n=D-n,
[ ,
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(¢) Fiir q € K, k € Z sei der Binomialkoeffizient definiert als

k .
1—
q . HH—] ’kz()
k] =)=t

0 , k<0

und speziell fiirq = n € Ny gilt

n!
(l’l): (n——k)'k' ,kE{O,l,...,n}

k 0 , sonst

2.29 Satz (Binomischer Satz) Fiir alle x, y € K und fiir alle n € Ny gilt

G+ =) (Z)xky”_k-

k=0

Spezialfille:

x+y)° =1

(x+»!'=x+y
(x+)? = x>+ 2xy +)°

(x 4+ y)3 = x3 +3x%y + 3xy? + 3

Beweis. Per Induktion:
n = 0: klar, s.o.
n—n+1lx+y)"t = x+y)"x+(x+y)"y

n

x+y)'x=)_

k=0
n+1 n

— Z ‘L 1)xkyn—‘r-l—k
k=1
n+1 n n

— Z ‘L 1)xkyn—‘r-l—k da (_1) =0
k=0

n " ~
(X +y)ny — Z (k)xkyn+1 k

n

k)xk+1y"_k aus Ind.voraus.
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n+1
— (x + )"t = Z [(k’il) + (Z)} xkynti-k, -

k=0

= ("}:1) v Ubung!

2.30 Korollar  Fiir alle n € N gilt
“ (n “ (n
— k _
E (k) =2" und E (k) (-D* =o0.
k=0 k=0

Beweis. Wihlex =y =1bzw. —x =y = 1. |

2.5 Folgen, Grenzwerte und Reihen

Im Folgenden ist KK := Q. (Gebraucht wird ein archimedisch geordneter, bewerteter Kdrper K D Z.)

K

2.31 Definition Eine Folge (a,)nen C K ist eine Abbildung ,:J : o
n

Alternative Notation: (a1,dz,as,...).

Analog mit ,,verschobener* Indexmenge: (an)nen,, (an)n=10-
Falls keine Verwechslung maoglich, auch abkiirzend (ay)y.

2.32 Beispiel (a) konstante Folge (a,a,a,...) mita € K.
(b) alternierende Folge ((—1)"T1),en = (1, —1,1,—1,...).
(c) geometrische Folge (a”),eny mita € K.

(d) Fibonacci-Folge (an)nen,. rekursiv definiert durch ag := 0,a1 = 1,ap41 1= an + an—1
fir alle n € N.

2.33 Definition Sei (a,)nen C K eine Folge und a € K.

(@) (an)nen ist konvergent (gegen a) <= Ve > 0>3IN eNVn = N:|a, —a| <e
. nﬁm . . .
Schreibweisen: lim a, = a, a, — a. Sprechweise: a ist Limes oder Grenzwert
n—>oo

Beachte: Reihenfolge der Quantoren impliziert N = N(g) hdngt von ¢ ab.
(b) (an)nen ist Nullfolge :<— nli)n;o anp = 0.

(¢) (an)nen divergent (oder: nicht konvergent) in K <= Aa € K: ILm anp = a
n o0
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(d) Spezialfiille von (c)

(an)nen (bestimmt) divergent nach oo :<—= Vs e NdN e NVn
(an)nen (bestimmt) divergent nach —oo :<—= Vs e NIN e NVn

N:a, > s

2\

N:a, < —s

Schreibweisen: lim a, = oo, ay, ———> oo bzw. lim a, = —oo, a; ———> —oQ.
n—00 n—>oo
an
O € s e il
a Lo S s
a — ¢ [ s--------- .
! > N
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
* N(g) =4
e <e
an
A
ategfommmmmm e — ST T
B S N - y
1 2 3 4 ----- 20 21 22 23 24 25
* N(') =21

Abbildung 2.2: Zur Definition des Begriffs der Folgenkonvergenz

SKurzform fiir: Ve € K, & > 0.

30
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2.34 Beispiel In Beispiel 2.32 gilt:
(a) konvergiert gegen a: N = 1 mogliche Wahl fiir alle ¢ > 0.

(b) divergent: ¢ < 1 erlaubt keine Wahl von N (was auch immer a ist). Beweis per Widerspruch:
Annahme: ((—1)"), "7 4 = fire=13N eNVn <N:lap—a|l<e=1.
Seinunn = N. Andererseits gilt (sogar Vn € N)

A—Ungl.
2=\|an+1—an| =lan+1—a+a—ay| < l|apr1—a|l+la—ax|<1+1=2 4.

(c) und (d) Ubung!

Desweiteren (nicht in Beispiel 2.32):
1
(e) (—) ist eine Nullfolge, da Ve > 0 (beliebig, aber fest!) gilt IN e N: 1 < Ng
neN

1 1
= Vn=N:0<-<

< — <e.
n N

2.35 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Sei (a,)n C K eine Folge, seien a,b € K und sei

lim a, = a, sowie lim a, = b. Dann gilt a = b.
n—>oo n—>oo

Beweis. Annahme: a # b. Dann folgt fiir ¢ := %|a —b| >0

AN, e NVn = N,:|a, —al < eund
=

AN, e NVn = Np:la, —b| <e

A—Ungl.
= Vn=max{Ng, Npt:la—b| < |la—au|+1|b—an|<2e=|a—>b|}. |

2.36 Definition Sei (a,)nen C K eine Folge.
(an)n beschrinkt :<— 35S e NVn € N:|a,| < S.

Analog definiert ist die Beschrinktheit
von oben <— 1S e K Vn e N:g, <
von unten <— IS €e K Vn € N:g, =

S,
S.

2.37 Satz  Sei (an)nen C K eine Folge. Dann gilt

(an)neN konvergent =—> (an)neN beschrinkt.
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Beweis. Sei lim a, =: a.
n—>oo

= AN eNVn=N:lap—a|<1l = Vn=N:|la,|<la|+1

ap—a-+ta

Wihle S € Nso,dass S = |a| + 1und S = |a,| Vrn € {1,2,...,N — 1} (ist stets moglich)
— Vn eN:|a,| <S. [ |

2.38 Bemerkung Die Umkehrung des Satzes ist im Allgemeinen falsch! Dafiir wihle zum Bei-
spiel a, := (—1)". Die Folge (an)nen ist beschrinkt, aber divergent gemiaf3 Beispiel 2.34(b).

Hilfreich beim Berechnen von Limiten ist der folgende Satz.

2.39 Satz (Summe und Produkt konvergenter Folgen) Seien (an)nen, (bn)nen C K konvergente
Folgen mit Limiten a und b, dann gilt

(@) (an + bn)nen ist konvergent und lim (a, + b,) = ( lim an) + ( lim bn) ,
n—00 n—o0 n—>oo

(b) (anbp)nen ist konvergent und lim (a,by,) = ( lim an) ( lim bn) .
n—>00 n—o0 n—0o0

Beweis.  (a) Ubung.

(b) Aus Satz 2.37 folgt, dass (ay), beschrinkt ist, das heifit, 35 € K Vn e N: |a,| < SA|D] < S.

.~ . . (an)n,(bn)n kgt. 5 _
Sei &€ > 0 beliebig — IN eNVR=N: an—a| <FA|by—b| <7

VYn=N ~
= l|anby —ab| < |lanby —anb + anb —ab| < |ay| |bn — b| + |b| |an —a| < 2S€. (%)

<S <z <S <z

Beweiskosmetik: O.E. sei S # 0 oben. Sei nun & > 0 beliebig, wihle & := 5%

(*)
=*> AN eNVn = N: |lapby, —ab| < e.

Dies hitte man auch von Anfang an machen koénnen! |

2.40 Satz (Quotient konvergenter Folgen) Seien (an)nenN, (bn)nen C K konvergente Folgen mit
Limiten a und b # 0. Dann existiert N € N, so dass

(@) Vn =N : by #0,

a
by, n—o00 b, b

a a
(b) (—n) ist konvergent mit lim 2=
n=N
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b
Beweis. (a) by 7% #0 = fir ¢ = |—2| > 0 gilt

EINeNVnZN:|bn—b|<@
— Vn = N: |b| < |b—by| +|bn|
<l
=>|bn|>T%CO (*)

Aus Satz 2.24 folgt, dass b;,, # 0.

1 1 1
(b) Es geniigt zu zeigen: (b_) ist konvergent mit lim — = 5 denn dann folgt die Behaup-
n=N

n n—>oo n
tung mittels Satz 2.39.
Sei hierfiir ¢ > 0 beliebig = IN' =N Vn = N': |b, —b| < ¢

vazN'| 1 1 1 1 2
———|= — — |by—b|<—e.
bn b ‘ |bn] 6] " |bJ?
bu—b *)
bub 2
< 1]
Da ¢ > 0 beliecbig = Behauptung. (Fiir Beweiskosmetik ersetze & durch ¢|b|?/2.) |

32+ 130 3+ 13 1 Bsp.2.
2.41 Beispiel (a) Firn € Nseiay, := ! 2+ n_ 2 Esgilt lim — Bsp- 234©) 0
n2—2 1-2 n—o0 n
n
13 n—-oo
= (1) ———0 wegen Satz 2.39(b)
n
1 1 1 n>oo 2
2) — = —-— —> 0 wegen Satz 2.39(b) = el 0 wegen Satz 2.39(b)
n n n
13 n—oo
3 3+——3 wegen (1) A Satz 2.39(a)
n
2 n—0o0
4 1- — —1 wegen (2) A Satz 2.39(a)
n

= lim a, = 3 wegen (3), (4) und Satz 2.40(b).

n—oo

() ap :=n,b, =1,¢y, =ap +b, — lim a, = o0, lim b, = lund lim ¢, = oo.
n—o00 n—oo n—o00
—> “Zoo ist nur ein formales Symbol, insbesondere ¢ K, und es liegt keine Konvergenz
kiirzen in K

vor! (Sonstoco +1 =00 — 1=0 %)

Analogon von Satz 2.40 fiir b = 0.
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2.42 Satz  Sei (an)neN C K eine Nullfolge und a,, > 0 (bzw. a, < 0) fiir alle n € N. Dann gilt

1
lim — =400 (bzw. — 00).
n—00 a,

Beweis. Fall a, > 0 Vn € N (Fall a, < 0 analog):
Sei S € N beliebig, dann folgt aus der Tatsache, dass (ay), eine Nullfolge ist,

1
ANeNVE=N: O<a, <— .

S
N —————
«— L>g

an

34

2.43 Satz (Vertrdaglichkeit von lim und Ordnung) Seien (an)neN, (bn)nen C K konvergente Fol-

gen mit a, < by, fiir alle n € N. Dann gilt

lim a, < lim b,
n—00 n—>00

Beweis. Wir zeigen nur: Sei (¢, )nen C K konvergente Folge mit ¢;,, = 0 fiir alle n € N. Dann gilt

lim ¢, = 0.
n—00

(Behauptung folgt dann mit Satz 2.39(a) und ¢, := b, — ap)

Angenommen: ¢ := lim ¢, <0
n—>0o0 |c|
= AN eNVan=N:|c,—c | <—
—— = 2
=0 <0
—c
— Cn—C<7

:>cn<g<0é

lim a, < lim b,
n—>00 n—00

lim a, = 0= lim b,.
n—>oo n—>00

A < a, < B fiirallen € N. Dann gilt

A< lim a, < B.
n—>o0

2.44 Warnung! Auch wenn sogar a, < by, fiir alle n € N gilt, so folgt doch nur

2.45 Korollar  Sei (ay)nen C K eine konvergente Folge und sei A, B € K, so dass

im Allgemeinen. Beispiel: a, = 0,b, = % fir alle n € N. Also b, > ay fiir alle n € N und
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2.46 Definition Fiir alle n € N sei a, € K.
N

o Partialsumme Sy = Z an,
n=1

N eN

o
o Reihe Zan = Zan: Folge (SN)NeN
n=1

neN

o Summe der Reihe: falls (SN )Nen konvergent ist, setze

o0

Zan = lim Sy
N—o0

n=1

Jargon: Reihe konvergent
Vorsicht: selbes Symbol fiir Reihe und deren Summe!

Analog gelten diese Definitionen auch fiir Z;‘; kGn mitk € Z.

2.47 Bemerkung Sei (a,)nen C K Folge. Darstellung als Teleskopsumme VN € N

N
ant1=a1+ ) _(ant1—an).

n=1

1
2.48 Beispiel Zeige die Konvergenz der Reihe Z (——i-l)
n(n

neN

1 1
- — < Partialbruchzerlegung
n n+1

N

Teleskopsumme 1 1 1
— - -)l=41 =
n2=:1 ( n+1 * n) N +1 *
N
1 1 1 1
N Zn(n+1) N +1 %n(ﬂ—i—l) N—ooo N +1

n=1

o0
2.49 Satz (Geometrische Reihe) Sei g € Q. Die geometrische Reihe Z q" ist

n=0

. . n 1
e konvergent < |q| < 1. In diesem Fall gilt Z q° = T
—q

neNp

o divergent <= |q| = 1.
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N
Beweis. Sei Sy = q" fir N € N.
n=0

N
l.LFal g =1 — Sy =N +1 7% 400 d.h. bestimmt divergent nach +oo.

1 N gerade

2.Fall g =—-1 = Sy = — divergent.
0 N ungerade
1— qN-i-l .
3.Fall |g| > 1loder|g| <1 = Sy = T (giiltig fir ¢ # 1 gemil Ubung).
—q
.. N
Ubung = ¢V +! 7% 0 fiir |g] < 1 und divergent fiir |¢g| = 1. Im konvergenten Fall

erhilt man mittels Satz 2.39 den Grenzwert [ |

2.50 Definition Sei (a,)nen C K eine Folge.
(an)nen Cauchy-Folge :<— Ve >03aN e NVn,m = N: |a, —am| < e.

Anschaulich bedeutet die Definition, dass die Glieder einer Cauchy-Folge schlieBlich immer nédher
zusammenriicken. Die Eigenschaft der Cauchy-Folge ist eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz:

2.51 Satz  Sei (an)neN C K eine konvergente Folge, dann ist (a,)neN eine Cauchy-Folge.

. .. Kvgz
Beweis. Seie > 0 beliebig = IN eNVn = N: |ay —a| < § =
Vn,m = N:|ay —am| < lan —al + la —am| <e. [ |

Die Umkehrung von Satz 2.51 gilt nur in den allerbesten Welten...

2.52 Definition Sei K ein archimedisch geordneter, bewerteter Korper.

K vollstindig <= jede Cauchy-Folge in K konvergiert.

2.53 Satz Q) ist nicht vollstindig.

Beweis. Heron-Verfahren (= babylonisches Wurzelziehen). Sei 0 < ¢ € Q, definiere (a)neny C Q
durch

a =1
1
An41 = > (an + ai) firn € N.
n

Die Folge ist wohldefiniert, da mittels vollstidndiger Induktion gezeigt werden kann, dass fiir alle
n € N gilt: 0 < a, € Q. Um den Satz zu beweisen, zeigen wird die folgenden vier Behauptungen.

1.Beh. Vn e N\ {1}: a2 > c.

n
Die Aussage folgt aus ,,arithmetisches Mittel“ > ,,geometrisches Mittel*:
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Yg.r€eQ: (g—1r)? =0 = (¢*> +r?)/2 = qr und damit auch
[(q +7r)/2 =@ +7r*)/4+qr/2 = qr

1 2
=>Vn€N:a,21+1=[—(an+i)] Ban-izc. v

2 ay an
2.Beh. lim a2 =cund Vn € N\ {1}: ay41 < ay.
n—>00
1.Beh.
Der Fehler (oder Abweichung) sei fiir alle n > 2 definiert als f; := a,% —c Ze 0.

5 1 c PP 1 5 c?
= Smres G =t ) =it s
n

n
1 c?
= - 3
4(fn+ o fn+c)
c2+fnc_ fnc
Jnt+c Jn+c

c =0
1
Sc"l'zfn
1
- Oﬁfn—}—lszfn Vn = 2.

Daraus folgt Vn = 2

(1) 0< fu— fo+1 < az% _ar%+l = (an — an+1)(an + an+1)

>0 (1.Beh.)

= ay —ap+1 = 0.
n—

1\"2 .
(2) mittels Induktion: 0 < f, < (Z) fa i) (Nullfolge gemifs Ubung )

= (fu)nen Nullfolge nach Sandwich-Satz (Ubung!). v/

3. Beh. (an)nen ist Cauchy-Folge.
2. Behauptung und Satz 2.51 = (a2),en ist Cauchy.

= Ve>03INeNVa,m=N: |a2—da’| <e
— lan—an| < ——— (»)

anp —a — (%

" " (an + am)

1 1.Beh.

1
WéihlelENsogrOB,daschl—2 — a,,zi Vn eN

(*) l
= l|an —am| < 3¢ v
4. Beh. (an)nen divergiert in Q fiir ¢ = 2.
Annahme: 3a € Q: a, noe a. Dann folgt aus Satz 2.39(b)
a? = lim a2 2Beh =/ zu Satz 2.25.

Aus der 3. und 4. Behauptung folgt, dass Q nicht vollstindig ist. |
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. Loch
7/
/
!
. tH—+—t . . . > Q
a; =1 N Tas  ay as as

Abbildung 2.3: Moral fiir ¢ = 2: Fehlender Grenzwert ¢ in Q, so dass a? =2.

2.6 Die reellen Zahlen R

Ziel: Menge Q hat ,,Locher. Vervollstindige Q) durch Hinzunahme der Locher zu einer ,,kontinuier-
lichen Zahlengerade ohne Locher®.

Frage: Mit welchem mathematischen Objekt kann das Loch eindeutig beschrieben werden?

Antwort: Cauchy-Folge (denn das Loch ist dort, wo sich die Folgenglieder verdichten).

Problem: Es gibt verschiedene Cauchy-Folgen, die sich zu dem selben Loch verdichten. Ausweg...

2.54 Definition Sei CF(Q) := {(an)nen C Q: (an)y ist Cauchy-Folge}.
Aquivalenzrelation auf CF(Q):

(@an)n ~ (bp)n = lim (an —by) =0
n—->oo
Menge der reellen Zahlen: R := CF(Q)/~ R ist die Vervollstindigung von Q.

Vervollstindigung ist ein sehr wichtiges Konzept in der modernen Analysis.

2.55 Definition Seien x, y € R mit Reprdsentanten (ay)n, (bn)n € CF(Q).
(a) Addition und Multiplikation reeller Zahlen
xy = [(anbn)nl eR
(b) Ordnungsrelation
x <y <= I Nullfolge (Np), CQ3IN eNVn=N:a, <b,+ nn
(c) Wie iiblich sei

X<y &= (X<YyAx#Yy)
Uberpriifen!
< 3IAN eN3Iqg1,2€QVn=N:a, <q1 <qz <by

X2y ys<Xx
X>y &~ y<x
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2.56 Lemma Die obigen Definitionen sind wohldefiniert, das heifit unabhdngig von der Wahl der
Reprdsentanten, und (an + by)n, (anbn)n € CF(Q).

Beweis. (a) ,,+“ e Seic, :=a, + by, furallen € N, ¢ > 0 und nach Voraussetzung existiert
£ 2
N € N,sodass Vm,n = N:|a, —am| < 3 A by — by| < 3

= |cn—cm| = lan —am + by — bm| < |an —am| + |bn —bm| <& = Cauchy v/
0
A-Ungl.  <¢/2 <g/2

e Seien (dy), € x, (1;,,),1 € y andere Reprisentanten, d.h. (a, — a) s 0, (l;n —by) 270 0.

Setze ¢, = dp, + gn - li;n (En — Cn) sa 229(‘1) (Zin - an) + (gn —by) 71—’_00> 0+0=0.v
n—o00

.+ “analog. (b) Ubung. |

2.57 Bemerkung Da fiir alle (a,), € CF(Q) und fiir alle ¢ € Q gilt

Def. von ~

lim a, =q <<= (an)n €1[q.q....)],

n—oo

ist es iiblich via
S Q - R

qg = [g.q,...)]

Q mit i (Q) zu identifizieren und somit als Teilmenge von R anzusehen, @ C R.
Notation: schreibe g statt [(g, ¢, . .. )]. Mehr Rechtfertigung dazu in Teil (e) von

(Einbettungsabbildung)

2.58 Satz (a) R ist ein Korper:
‘ neutrales Element ‘ inverses Element zu x = [(an)n] € R
Addition 0=1(0,0,...)] [(—an)n] = —x
Multiplikation | 1 =1[(1,1,...)] [(1/an)n) =: 1/x  (nurfiir x # 0)°

(b) (R, <) ist total geordnet und fiir alle x € R gilt genau eine der drei Aussagen

e x<0 e x=0 e x>0
(c) Die Ordnung < auf R ist archimedisch, siehe Lemma 2.22(a).

(d) R ist ein bewerteter Korper mit Absolutbetrag
R - R

|- : X, x =0,
x B |x|:=
—x, x <0,

das heifst, es gilt (BO) — (B3) aus Satz 2.24.

(e) Alle Operationen auf R sind vertriglich mit denen auf Q.

SPriiziser: gemiB Satz 240 3N € NVn = N : a,, # 0. Ein Reprisentant fiir das inverse Element ist [(1/@5),en] mit
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Beweis.  (a) Strategie: Fiihre auf entsprechende Eigenschaften von Q zuriick. Hier nur exempla-
risch fiir ,,4-“ kommutativ:

_)L + L = [ (an +bp) | = [(bu)n] + [(@n)n] = y + x.

[@ndn]  [(By)n] by +an, denn

in Q kommutativ

(b) Ubung!

(¢) Zu zeigen: Ve, R € Rmite, R >03n e N: R < en.
Sei e = [(Bk)k]. R = [(qr)k]-
e >0 —= 36§€Q,6§>0,3KeNVk=K:6,>6(>68/2>0)
® (¢n)n € CF(Q) = (gn)n beschrinkt, also g € Q,q > 0,Vk € N: |gx| < ¢

Q archimedisch

dn eN: g <né
= Vk=2K: qr<q<nd<né < R<ne vV

(d) Hilfsbehauptung: V(an)n € CF(Q) ist (lan|)n € CF(Q) und |[(@n)n]l = [(lan))n] (%)

Betragin R~ Betrag in Q

denn: sei x := [(an)n] =

e Untere Dreiecksungl.: }|an| — |am|‘ < l|an —am| Vn,m e N = (lan|)n € CF(Q)

e 1.Fall: x = 0. Zu zeigen: (an)n ~ (|an|)n-
Da x = 0 3 Nullfolge (7,), C Q: 0<a, +1n, oE.sein, =20VneN

0, ap, =0

= 0< ay| —an =
- " —2a,, ap <0

}§277n

Satz 2.43 .
= (lan| — an)n C Q ist Nullfolge v/

2. Fall: x < 0:analog,dax <0 — x <0.

Nun zu (B0O) — (B3): (BO) Kklar, da R total geordnet.

(B1) e |x| = 0Xklar per Definition.
o x| =0 ¢ x=0: ,»<="klar per Definition.

= 0= x| € [(anDn] = (ann ~ (0,0....) <= (|an|)n ist Nullfolge
— (an)n ~ (0,0,...),dh.x =0

1G]

(B2) |xyl = [ [@n)n] - [(bn)n] | = [(lanbn|)n] = [(lanDnll(|bn])n]
[(@nbn)n] =lan||bn|

wegen (B2) in Q

D | [(@n)nl - [(Ba)a] = Ix] - Iyl

ay :=ay firn = Nund a, := 1fir 1 <n < N.Die Wahl endlich vieler Glieder — oder deren Weglassen — hat keinen
Einfluss auf die Aquivalenzklasse.



2. Aufbau des Zahlensystems 41

(B3) x4yl =1 [@n)nl + (Bw)n] | L [Clan + bal dn] < [(@nn] + [(bn )]
[(an:;n)n] <|an|+1by|

wegen (B3) in Q
Q)
= |[(an)nll + [[(Br)n]l = |x| + |y
(e) Seien p,q € Q. Fiir die Rechenoperationen klar, z.B. fiir + (—, -, / analog)

[(p.p.p.- - I+ 1q.q9.9... )] =p+q.p+qp+q,..)]

Ordnungsrelation:  [(p, p, p,.. )] <[(¢.¢.9,...)] <= p<gq
Satz 2.43: n—00

Denn: ,,=“ 3 (ny), C Q Nullfolge AN e NV = N : p < q + n, == p <q.
»<="“Kklar. [ |

2.59 Definition (a) Eine Folge (xp), C R ist eine Abbildung ,:J o
n

(b) Seien (xp)n C Rund x € R.

lim x, =x (<= Ve>0"3INeNVn=N: |x,—x|<e¢

n—-oo

2.60 Bemerkung Kapitel 2.5 iiber Folgen & Reihen verwendet nicht, dass K = Q, sondern
nur, dass K ein bewerteter, archimedisch geordneter Korper mit K D Z ist. Somit gelten alle
Folgerungen aus diesem Kapitel auch fiir K = R.

2.61 Satz  Sei (qx)n € CF(Q) und x = [(qn)n] € R. Dann gilt

[(Gn.qn-qn,...)] = x (Konvergenz in R).

lim
n—00

Kiirzer mit der Notation aus Bemerkung 2.57: lim g, = Xx.
n—>0o0

Beweis. Sei0) < e € R = 3k € N: 1 < gk. Per Definition einer Cauchy-Folge (in Q) gilt

R archimedisch
1
AN eNVn,m=N: |gn — qm| <%. (hier: 1/k € Q verwendet)
Firn € Nsei yp = x — [(qn.qn,-- )] = [(gm)m] — [(gn)m] = [(gm — qn)m], dann folgt aus der

Tatsache, dass |[(an)a]l = [(|an|)n] auch |yn| = [(|gm — gn|)m] und somit fiir alle n = N

1
|yn|§_<8

k
Folglich haben wir lim y, = 0 gezeigt. |
n—>oo

Moral: Alle Cauchy-Folgen aus Q konvergieren in R (Locher in @Q sind ,,gestopft®).

TKurzform fiir: Ve € R mit ¢ > 0.
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2.62 Definition Sei b € N\ {1},ng € Ng und fiir allen € Z,n = —ny sei
an €{0,1,2,...,b — 1}. Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der Form

o0
+ Z anb™"
n=-no

Fiir b = 10: Dezimalbruch.
Fiir b = 2 : Dyadischer Bruch (Bindrdarstellung).

N
2.63 Satz  Mit der Notation von Definition 2.62 bezeichne Sy == £ Y. anb™ € Q, N € Z,
n=—ng
N = —ny, die Partialsummen eines b-adischen Bruchs. Dann gilt:

(SN)N=-no € CF(Q),

somit x ‘= [(SN)Nz—-n,] € R und nach Satz 2.61 auch

o0

. _ i .

X = nll)n;o Sy ==+ E anb (Konvergenz in R).
n=—ng

Beweis. Seien M,N € Z mit —ng < M < N

N N 00
— v sul=| X aprle ¥ pene 3 e
n=M+1 n=M+1 n=M+1
00
1
_ b S b= L <2
hM pM 17 p
n=0 b
) b>1 Bernoulli-Ungl. 5 ) R archim.
Sei ¢ € R,S >0 —= E|N0 e N: »No < T+No(O—1) < No(b—1) < &
VYM,N=Ny
—  |Sy—Su| <e. u

2.64 Satz Sei b € N\ {1} und x € R. Dann existiert o € {—1, 1}, so dass unter Verwendung der
Notation von Definition 2.62 gilt

o0

dp .
X=0 — Konvergenz in R).
2 g (Romeenzin®)

n

—no

Moral: e Jedes x € R lasst sich beliebig gut durch rationale Zahlen approximieren.

e R ist z.B. die Menge aller Dezimalbriiche (b = 10)

dn
+ E —— =Z3a_p,...a0, a1a2a3... .
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Achtung, die Darstellung ist nicht eindeutig: so gilt zB. 1 =0,9:=0,999. .. !
Beweis von Satz 2.64. Sei x € R, 0.B.d.A. sei x > 0 [x = 0 Kklar; falls x < 0, betrachte —x > 0].
Dab>1 =

R archim. B 11i-Ungl.
In e No: x ?m n+Db-1)<l+0+DbB-1) < o pntt,

Satz 2.58(c)

Sei ng die kleinste Zahl aus Ny, fiir die diese Aussage wahr ist,® das heifit
ng = min{n eNp:x < b”“}.

Behauptung: VN € Z,N = —ngo,Vn € {—ng,—no +1,...,N}3a, €{0,1,...,b — 1} und
Jey e Rmit0 <&y < b N:
N
an
X = Z b—n + EN.

n=-—nog
Aus der Behauptung folgt direkt der Satz,da lim &y = 0.

N —o0

Beweis der Behauptung mit Induktion nach N.
Induktionsanfang N = —ng: nach Definition von ng gilt

0<xb™ <b = Fja—p,€{0,1,....6—-1}F10<5<1: xb™ =a_p,+96

Setze £_p, = b"05,als0 0 < &y, < b0 — x = Z:Zg +é& ., V
Induktionsschritt N — N + 1:
N
Seix= Y Z—Z+5N mit0 < ey <bV — 0<enbVT < b,
n=-—nog

—  Jyany41€{0,1,...,b—13F0<8 < 1: exbVN T =aniq + 6.

Setze En 41 =8~ WV — 0 <ty <b™ VD und x = Z_: + &N .
——

AN+1
bN%"‘EN-H [ |

n=-—no

2.65 Satz (Cauchy) R ist vollstindig, das heifit, jede Cauchy-Folge (xn)n C R konvergiert.

Beweis. Sei (x,), C R eine beliebige, aber fixe Cauchy-Folge.

1. Akt Konstruktion von (g,), C Q als Kandidat fiir Grenzwert x.
VneNgilt: x, e R = 3 (rlgn))k € CF(Q) mit x,, = [(flgn))k]
Satz2.61 | (n)
= lim 7,77 =x, Vn € N. 0)

k—>o0

8Die Minimalforderung an ng € Ny stellt lediglich sicher (siche Induktionsanfang weiter unten im Beweis), dass fiir
Zahlen |x| = 1 die fithrende Ziffer a—y,, in der b-adischen Entwicklung # 0 ist.
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Ohne Einschriankung gelte Vi € N Vkq,kp € N
m _ _m_ 1
o — | < - e (1)

[Fiir gegebenes n stimmt dies immer Vkq, kp grof genug, da ( (n )) eine Cauchy-Folge ist;
modifiziere Anfangsglieder, so dass es passt (oder wegstrelchen) — giiltig Vkq,k».]
Setze g, = r,g )Wn e N, Jargon: (qn), C Q ist eine Diagonalfolge.

2. Akt Wir zeigen (¢, )n € CF(Q), somit ist x := [(¢n)n] € R wohldefiniert.
SeieeQ,e>0 = Vk,m,neN

lgm — qn| = ‘Tr(nm) Tk

m 1 1

£ gm0 ) ) <>_+‘f]§m>_rlgn)‘+_. )
m n
Da (x,), Cauchy — IN eNVm,n>N: | X — Xxn | = [(‘rlgm) —f,i")‘)k] <e¢

[( (m) _ (n)) ]

Def. < in R
= 3K eNVEz K |f™M - <
Wihle k = K in (2) = Vm,n = N :=max{N,1/e}: |gm —qn| <3e. v
3. Akt Wir zeigen lim x, = x in R.
n—-oo

Aus (0) A (1) mit k1 = n und ky — oo folgt |gn — xp| < % firallen € N

= lim |gp — x| =0 (in R). 3)
n—>o0

Andererseits aus der Definition von x und Satz 2.61: lim |g, — x| =0 (in R). 4)

n—>oo

(3) (COI

Wegen 0 < |x, — x| < |xn — qn| + |gn — x| lim x, = x. |

n—00

2.66 Bemerkung e Satz 2.65 rechtfertigt Bezeichnung von R als Vervollstindigung von Q.

e Vollstindigkeit ist ein wesentlicher Unterschied zwischen R und Q.
e Ab jetzt wird nicht mehr benétigt, dass R 3 x = [(gn)a] !

e ¢ > ( steht ab jetzt abkiirzend fiir ¢ € R, & > 0.

2.67 Definition Seien 2, M total geordnete Mengen und f : 2 — M eine Funktion. Dann ist f
(a) (monoton)wachsend [auch:isoton] <= Vx1,x2 € D,x1 < x2: f(x1) < f(x2)
(b) (monoton) fallend [auch: antiton] <= Vx1,x3 € D,x1 < x3: f(x1) = f(x2)

(c)  streng/strikt (monoton) wachsend <= Vxi,x2 € D,x1 < x2: f(x1) < f(x2)
[auch: strikt isoton ]
(d) streng/strikt (monoton) fallend <= Vx1,x2 € 9,x1 < x2: f(x1) > f(x2)
[auch: strikt antiton]
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2.68 Satz  Sei (x5,)nen C R isoton (bzw. antiton). Dann gilt
(xn)n konvergiert <= (x,)n von oben (bzw. unten) beschrdnkt.

Schreibweise fiir monotone Konvergenz: x, 7 x (bzw. x5 \ X).

Beweis. ,,=* Die Aussage folgt direkt aus Satz 2.37.

,»<="“ Nur fiir isoton [antiton analog]. Nach Voraussetzung 3§ € R mit x, < § Vn € N.

Satz 2.65
Annahme: (x,);, divergent == (xn)n keine Cauchy-Folge, das heift
de>0VN eNdm,n = N: |xp — xn| = 5. (%)

Ohne Einschrinkung seim > n — x;; — X, = €. Da R archimedisch geordnet

= IKeN: §—x; < Ke. (%*)
Nun wihle N = 11in (%) — dm;>n1 = 1: Xmy —Xn, = €

wihle N = mqin (%) = dAmyp > np = my: Xmy — Xny = €

wihle N =mg_jin(x) = IAmg >ng ZMKg_1: Xmx —Xng = €

K K
- xmK _xnl = Z(xmk _xnk) + Z(xnk _xmk_l ) = Ke ? S — X1
k=1 k=2 . (x%)
=e =0 (Isotonie)
= Xmg > S +xp, —x1 = S. 4
N — ——
=0 (Isotonie) |

2.69 Definition Sei (x,)nen C R eine Folge und (ny)ren C N eine strikt isotone Folge, somit

k—o00
ny ——> 00. Dann heifst

@ (Vk)ken = (xnk)keN C R Teilfolge von (x,)nen.

k
(b) xeR Haufungspunkt von (xp)nen <= 3 Teilfolge (Xn, )ken von (Xn)neN: Xn, Lt

2.70 Beispiel Seien x,, := (—1)" fir n € N, sowie ny := 2k und my, := 2k + 1 firk € N.

Oken = (adren = (D gen und  Zo)ken := (ot Dren = (DT )y

1 -1
sind Teilfolgen der Folge (x;)nen und wir erhalten 1 und — 1 als Haufungspunkte von (xz),en.

2.71 Satz (BOLZANO—WEIERSTRASS) Sei (x5)nen C R eine beschriinkte Folge. Dann besitzt
(Xn)neN eine monotone, und damit wegen der Beschriinktheit nach Satz 2.68 auch konvergente
Teilfolge.
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2.72 Korollar Jede beschrinkte Folge in R besitzt mindestens einen Hdufungspunkt.

Beweis von Satz 2.71. Jargon: m € N ist eine Gipfelstelle von (x,), <= Vn > m: x; > xp.

1. Fall (x,), hat co-viele Gipfelstellen m < my < m3 < ...
= Xm; > Xmy > Xms > ..., d.h. (X, )i ist eine antitone Teilfolge.

2. Fall (x5), hat keine oder nur endlich viele Gipfelstellen.
Sei m die groBte Gipfelstelle, bzw. sei m := 1 falls diese nicht existent. Seiny > m

n1 keine Gipfelstelle = Jna > n1: xp, = Xxpu,

na keine Gipfelstelle == 3Jn3 > ny: xp; = xp,

Das heiBt (x,, )xen ist eine isotone Teilfolge.

2.73 Definition Seiena,b € Rmita < b

[a,b] ={xeR:a<x<b}
[a,b] ={xeR:a<x<b}
la,b] ={xeR:a<x<b}
la,b] ={xeR:a<x<b}

(eigentliche) Intervalle

[a,00] ={xeR:x>a}
la,o0o[ ={xeR:x>a}
(uneigentliche) Intervalle ]—00,a] ={xeR:x<a}
|]—o0,al ={xeR:x<a}
] —o00,00 =R
entartetes Intervall [a,a] := {a}

Auch iiblich: runde Klammern (a, b) fiir offene Intervallgrenzen |a, b[, bzw. (a, b] statt a, b), usw.

2.74 Satz (Intervallschachtelungsprinzip) Fiir alle k € N seien ay, by, € R mit aj, < by
Jr = lag, br] und |Jy| := by — ay. Falls zudem
e VkeN: Jk+1 C Ji
o lim |Jg| =0 <= Intervallschachtelung,
k—o00

so d1x € R mit x € Ji Vk € N. Fiir dieses x gilt zudem: ap /* x und by \ Xx.

Beweis. Fir alle k,/ € N gilt

46

ay < by, (%)

denn sonst wire J N J; = . Aus (x) und

e da (ay)y isoton, folgt mit Satz 2.68 3Ja € R: lim a; = a.

k—o00

e da (b;); antiton, folgt mit Satz 2.68 3Ib € R: llim by = b.
—> 00
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Satz 2.39 . _
= b—a= lim (b —ay) = 0. Sei also x := a = b. Dann folgt
k—o00

| >oc0in(x) = VkeN:ig;p <x

= Vk: x € J.
k—>ooin(x) = VlieN:x<ph Y ek

Jetzt bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Es gelte hierfiir fiir alle k € N:x,x’ € J —

k—o00
x —x'|<by—ap —— 0 = x =x. [ |

Es folgen weitere Anwendungen der Konvergenzsitze.

2.75 Satz (Wurzel reeller Zahlen) Sei x € R. :=]0,00[ und k € N. Dann 31r € R, so dass
rk = x. Diese Zahl schreiben wir als

ro= %x = xk,

und nennen sie die k-te Wurzel aus x.

Beweis. Verallgemeinerung des babylonischen Wurzelziehens aus Satz 2.53 — Ubung! |
2.76 Definition (Rationale Potenzen reeller Zahlen) Sei x € R~, g = % € Qmitm € Z und
n € N. Setze

1

xi= (Y%)" = (x7)" eR-,

insbesondere x° := 1. Fiir negative Exponenten siehe Definition 2.28(a).
Desweiteren sei mit Q- := Q N ]0, oo

_ 07 qu>’
1, g=0.

07 : (nicht definiert fiir negative Exponenten q)

2.77 Satz (a) Obiges ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Darstellung q = % = "%/
(b) Vx,y € R. und Vq,r € Q gilt
(xy)? = x9y1, xIx" = x977, (x?)" = x9".
Beweis. Ubung. |

2.78 Definition Sei A C R und ¢ > 0.
o e-Umgebungvona e R: Ug(a) =]a—¢c,a+¢[CR

e a € R ist Haufungspunkt von A <= Ve > 0 enthdlt Ug(a) oo viele Elemente von A

o A von oben (bzw. unten) beschrinkt <“— A5 eRVxed: x<S(bwx=S8)
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S heif3t obere (bzw. untere) Schranke von A.

o A beschrinkt <= A von oben und unten beschriinkt.

2.79 Bemerkung (a) 0 € R ist einziger Haufungspunkt von A := { % in € N} C R.
(b) Genau jedes a € [0, 1] ist Haufungspunkt von ]0, 1] sowie von [0, 1].
(c) Jedes x € R ist Hiufungspunkt von Q (z.B. b-adische Bruchapproximation).
(d) Abeschrinkt <= IS e RVx e A4: |x| <S.

(e) Folge (an)nen C R beschrinkt <= {a, € R: n € N} beschrinkt.

2.80 Definition Sei A CRund S, I € R.

o S obere Schranke von A

* S Supremum von A { e Fiir alle oberen Schranken S' von A gilt: S < S’

(auch: kleinste obere Schranke)  Schreibweise: S = sup A
sup @ := —oo und sup A := +oo, falls A # @ nicht von oben beschrdnkt

o | untere Schranke von A

o I g ven Al 3= { e Fiir alle unteren Schranken I’ von A gilt : I > I’

(auch: grifste untere Schranke) — Schreibweise: I = inf A

inf@ := o0 und inf A := —oo, falls A # @ nicht von unten beschrdinkt
e S Maximumvon A < S =supA A Se4 Schreibweise: S = max A

o | Minimumvon A < [ =infA ANIl€cA Schreibweise: I = min A

2.81 Satz Fiir A C R gilt: A besitzt genau ein Supremum und Infimum in R := R U {Z00}.

Fiir nicht leere und von % ocs s.up }A e R.
unten inf

} beschrinkte Mengen A gilt zudem: {

Beweis. Nur fiir sup [inf analog]. Sei @ # A von oben beschriinkt [sonst Beh. klar per def].
Sei S; € R obere Schranke von A und x; € A.

1. Akt I Intervallschachtelung [x1, S1] 2 [x2, S2] 2 [x3,S53] 2 ...,sodass Vn € N
(@) x, e A
(b) S}, ist obere Schranke von A
(©) 0= 8y —xp 277D (S1 —x1)
Beweis von (a), (b) per Induktion. n = 1: klar.

1
n—n+1:Setze M .= E(x" + S»)
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1.Fall: An]M,S,] = @ =— M ist obere Schranke und x,, 41 := X5, Sp+1 = M
erfiillen (a), (b)

2.Fall: AnM,S,] # @ — wihle xp4+1 € AnIM,S,],Sn+1 =S, = (a), (b)

erfiillt.
Konstruktion zeigt auch: 0 < Sp4+1 — Xp+1 < %(Sn —Xxp) VneN = (¢)
Satz 2.74
— § = lim §, € R existiert (sogar antitone Konvergenz: S, “ ).
n—>oo

2. Akt § ist Supremum (damit notwendigerweise eindeutig!)
VneN
e Sei x € A beliebig n:€> x<S, = x< lim §, =S =— S ist obere Schranke.
n—00

e Sei S’ obere Schranke von A. Annahme: S’ < S . Dann 3n € N (geniigend groB):

N —
<~ 0<S-S5’

(S5)» antiton

Sp—xp <2707D(S; —x)) < S -8 < Sy — S’

= S’ <x, 4,dax, € Aund S’ obere Schranke. Also S < §’. [ |

2.82 Beispiel Seiena,b e R,a <b
e supla,b] =supla,b[ =b, infla,b] =infla,b] =a

e ¢ = min|a,b],b = max [a, b], [a, b[ hat kein Maximum, ]a, b] hat kein Minimum.

e sup { aFTin € N} = 1, hat aber kein Maximum.

2.83 Definition o Mittels der Vereinbarungen —oo < r < oo Vr € R, co < o0 und
—00 £ —0 ist (R, <) total geordnet.

e Sei (Xp)nen C R und Vn € N sei
yi=sup{xr eR:k=>n}eRuU{oo}, Vo =inf{xx eR:k=>n}eRuU{—o0}.

= (»,;))nen, (v, )nen C R sind antiton bzw. isoton.

Limes superior: ) _
lim yt, fallslim existiert
n—>oo

limsup x, := lim x, = { —o0, falls (y,;})n bestimmt divergent nach —oo
n—0o B=e3
00, falls (y,;/)n = (00,00,...)

Limes inferior:
nll)n;o Yn, falls lim existiert
I}IIE) lo%f Xp = nh_%r;o Xp = { o0 falls (y,, )n bestimmt divergent nach oo
—00, falls (y,; )n = (=00, —00,...)

NB: limsup x, und liminf x, existieren stets in R (lim nicht notwendigerweise in R).
I n—00 n—o00
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2.84 Satz  Sei (x,,)nen C R beschrinkt. Setze
H = {h € R : h ist Hiufungspunkt von (xn)n},
also @ # H C R nach Korollar 2.72. Dann besitzt H ein Maximum und ein Minimum und es gilt

lim sup x, = max H (grofter Haufungspunkt), liminf x,, = min H (kleinster Hiufungspunkt).
n—oo n—>00

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir lim sup [fiir lim inf alles analog].

1. Akt H besitzt ein Maximum M = max H.

Sei M := sup H < oo (Folge beschrinkt!) und j € N beliebig. Da M — ]l keine obere
Schranke

= JhjeH:M—;<hj<M (%)
Zeigenun M € H (= M = max H):

(%)

= 38; > 0: Us, (hj) S UL(M).

N J
hj ist Haufungspunkt von (x,), = 3 Teilfolge (x,))ken und 3K; € N Vk = K :
k
x, ) € Us; (hj) € Ui (M). Definiere rekursiv Diagonalfolge
k : J
mp = ng(ll) und Mj41 := max {n}(’:ll),mj +1} VjeN
= (mj)jen C Niststrikt isoton, also (X, );en eine Teilfolge und
VjieN: |xm, —M| <3 = lim xp, =M = M€ H. v
J jooo

2. Akt M =limsupx, =: S.

n—o0

Jj—>o0

Beh.: M < S. NV.ist M € H — 3 Teilfolge (xnj)jeN:xnj — M
VneN

n—o00

= S =M. v

Zsup{xnj €eR:j € Nmitn; Zn} >M

Beh.: M = S. Annahme: M <§ = 36>0: S > M +§
— Vn=N:yF>M+5§
= 3J Teilfolge (xg; )ken : X¢ > M +8 Vk € N.

Satz 2.71 ~
Wegen (x; ), beschrinkt == (x¢, )k hat Haufungspunkt 7 = M +§
— 3 Teilfolge (x;,, Imen: mli_r)moo Xy, =h

— hist Hiaufungspunkt von (x,), — heH
édal7>M:maxH. |
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2.85 Beispiel limsupn(™)" = oo, liminfn—V" = 0.
n—00 n—oo

2.7 Die komplexen Zahlen C

Motivation: Wir suchen einen mathematischen Rahmen fiir Losungen der Gleichung x2 4 1 = 0.

2.86 Definition Menge der komplexen Zahlen C := R x R mit den zwei Verkniipfungen

A CxC —» C
C (). (2. 2)) = (1 4 X2, 91 + )2)
A CxC —- C

(1. y1). (x2,y2)) > (x1-X2—y1- Y2, X1 Y2 + X2 Y1)

2.87 Satz (C, A, A) ist ein Korper mit

| A A
neutrales Element (0,0) (1,0)
inverses Element —z = (=x,—y) % =z 1= (#y% #yyz)

wmz=(x,y)

[nur fiir z # (0, 0)]

Beweis. Kommutativitit, Assoziativitit und Distributivitit von A und A folgen direkt aus den ent-
sprechenden Eigenschaften von R. Assoziativitit von A benotigt eine kurze Rechnung ~> Ubung. W

R - C

—  (x,0)
vertriglich mit den Korperoperationen. Deshalb identifizieren wir R mit J(R), so dass dann auch
R c C. Notation: x := (x,0) fiir alle x € R.

2.88 Bemerkung Die Abbildung J : ist ein Korperhomomorphismus, das heifit

Somit gilt unter Weglassung von A:

2.89 Lemma Seienz = (x,y) € Cundi:= (0,1) € C, so gilt
@ 2 =-1,
(b) il =-i,

(©) z=x+1y.
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iR=Im
A
y =Im(z)
| —Z z l
1 l > R=Re
Re(—z) = —x 'x =Re(2)
l —z z I
C m@=-y

Abbildung 2.4: Darstellung einer komplexen Zahl z im R x R und ihrer Spiegelungen z, —z, —Z.

Beweis. (a), (b): klar. (c) Mittels einfacher Identifizierung folgt

z=(x,00A0,y)= (x,00 A (0,1) A (y,0).
A

X + i . y
2.90 Definition Fiirz = x + iy € C sei

o Z:=x—iy komplexe Konjugation (entspricht Spiegelung an x-Achse!)

e Rez:=x  Realteil (reellwertig!)

o Imz:=y  Imagindrteil (reellwertig!)
Daraus lassen sich sofort die im nichsten Lemma genannten Rechenregeln herleiten (Beweis klar).

291 Lemma Fiir z,z1,z5 € C gelten
(@ Z=z Zz1+22=Z1+272 Zi122=7122

(b) z=Rez +ilmz, Rez= %(z +z), Imz= %(z —2),

(€) z1 =25 <— (Rezl =Rezp; A Imz; = Imzz),

1 )
d) Fallsz £0: ~= ——  NB: z-7=(Rez)® + (Imz)® 20,
Z ZZ

Standardtrick, um % in Real- und Imagindrteil zu zerlegen!
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2.92 Satz Die Betragsabbildung
N C - R
"z b (Rez)?+ (Imz)2 = (z-7)V/?

erfiillt die Eigenschaften

(BO) der Wertebereich von | - | ist total geordnet,

Bl) VzeC: |z|20und |z]| =0 < z =0,

(B2) Vz1,2z2 € C:|z122| = |z1]|22),

(B3) Vz1,z2 € Ci|z1 + 22| < |z1| + |22

Somit ist C ein bewerteter Korper, siehe Satz 2.24.
Beweis. (BO) klar, (B1) klar wegen Lemma 2.91(c),
(B2) |z1221* = 21227122 = 21712272 = |21 2222,
(B3) per Definition gilt |Re z| < |z| und somit

iR
|21 + 22> = (21 + 22) (21 + 22) z1+ 224
= 211>+ 21%2 + Z1z2 +|z2)? |1l //// \‘\\\
2123 ol ERE IR
— Zy &= |22
2 Re(z122)
R ENE "R
< (|z1] + |22 |

Wir iibertragen nun die Konvergenzbegriffe aus Kapitel 2.5 und 2.6.

2.93 Definition Sei (z,,), C C eine Folge und z € C.

(Zn)nen konvergent (in C) gegen z <= Ve >0°3IN eNVn = N: |z, —z| <s¢

Schreibweise: lim z, = z
n—>00

2.94 Warnung! Da es keine natiirliche Totalordnung auf C gibt, konnen wir

e bestimmte Divergenz nach +o00

e Beschrinktheit von oben/unten

9Nach wie vor: Kurzschreibweise fiir: Ve € R mit & > 0.
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{z/eC:|zZ/—z| <&}
1

Abbildung 2.5: e-Ballum z € C.

Vertriglichkeit von Limes und Ordnung

Isotone/antitone Folgen

Intervallschachtelungsprinzip

obere/untere Schranken, Supremum, Infimum, Min/Max

lim inf, lim sup

nicht von R nach C verallgemeinern!

2.95Satz Sei (z,), C C eine Folge. Dann gilt
(zn)n konvergiert in C <= (Re zy), und (Im z,), konvergieren in R.

Im Fall der Konvergenz gilt lim z, = lim Rez, +1i lim Imz,.
n—>oo n—>oo n—>oo

Beweis. Sei z; = X, + iy, mitx, = Rez,,y, = Imz, Vn € Nund sei = x + iy mitx =
Rez,y =Imz.

« n—o0 ; 2 2
=y ——z=x+4+1y = Ve>0IAN eNVn = N: |z, —z|° <e”.

————

=lxp—x|>+|yn—y|?
« n—oo n—oo
”<: xn X A yn y

= Ve > 03N = max{Ny, Ny} e NVn = N: (|xn—x| <& A lyn—y| <8)
— |z, — z| < V/2e. [

2.96 Korollar Sei (z,), C C eine Folge. Dann gilt

n—-oo n—>oo

Iy —> Z & Z, —> Z.
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2.97 Bemerkung Die Definitionen von Cauchy-Folgen und konvergenten Reihen bleiben exakt
die gleichen, bis auf die Ausnahme, dass der Betrag auf R durch den Betrag auf C aus Definition
2.92 ersetzt werden muss. Wegen Satz 2.95 und 2.98 iibertrégt sich alles weitere — mit Ausnahme
der in obiger Warnung genannten Konzepte — auf Folgen (z,), C C.

2.98 Satz Sei (z,), C C. Dann gilt
(zn)n C C Cauchy-Folge inC <— (Re (Zn))n, (Im (Z”))n C R Cauchy-Folgen in R.

Beweis. Analog zu Satz 2.95; ersetze Konvergenz-Kriterium durch Cauchy-Kriterium. |

2.99 Korollar C ist vollstindig, das heifst jede Cauchy-Folge in C ist konvergent.

Beweis. Ubung! Verwende Satz 2.65 von Cauchy fiir R. |

Die reelle Version des Satzes von BOLZANO-WEIERSTRASS fiir beschrinkte Folgen liefert eine
konvergente Teilfolge basierend auf der Konstruktion einer monotonen Teilfolge. Trotz des fehlenden
Konzepts der Monotonie in C gibt es dennoch eine Variante fiir komplexe Zahlen.

2.100 Satz (Satz von BOLZANO—WEIERSTRASS — Version fiir C)  Sei (z,), C C beschriinkt, das
heifst
IS e R VreN: |z,] < S,

dann hat (z), mindestens einen Hiufungspunkt.

Beweis. Ubung! Verwende Sitze 2.95 und 2.71. |

2.8 Maichtigkeit von Mengen

2.101 Definition Seien M, N Mengen.
o M und N gleichmiichtig :<— 3 Bijektion M — N

o M endlich .<—= M = @& oder (Eln € N und Bijektion {1, ... ,n} — M)
Schreibweise: n = |M|:=#(M) fiir Anzahl der Elemente von M (:= 0, falls M = @).

M abzihlbar <= 3 Surjektion N — M

M abzihlbar unendlich :<— 3 Bijektion N — M

M iiberabzihlbar :<—> M nicht abzdihlbar.
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M : X11 X12— X13 X14——> -

w
e

Ms : X31 X32 X33 X34
My : Xa1 X42 X43 Xa4

Abbildung 2.6: CANTOR ’sches Diagonalverfahren.

2.102 Beispiel e M endlich = abzihlbar

e N abzihlbar unendlich

Der Ursprung der Notation (M) = 2M fiir die Potenzmenge liegt in

2.103 Satz  Sei M endliche Menge. Dann gilt |22(M)| = 21M|.

Beweis.

< el |M| Kor.2.30 ~|1M
(@(M)|=>" [{NCSM:|N| =k} :Z( ) 230 5|M|.

k
k=0 ~~ k=0
Anzahl Maoglichkeiten k£ Elemente
aus | M | Elementen auszuwihlen

~() .

| 2.104 Satz  Abzdhlbare Vereinigungen abzdhlbarer Mengen sind abzdhlbar.

Beweis. Mittels CANTORschem Diagonalverfahren (Abb. 2.6) ist eine Abzidhlung moglich. |

| 2.105 Korollar  Q ist abziihlbar.

) k Satz 2.104
Beweis. Firn € Nsei 4, := { = Z} — Q= \U A4,.Da A4, abzidhlbar —> Beh. N
n

neN
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2.106 Satz Endliche kartesische Produkte abzihlbarer Mengen sind abzihlbar. Das heift, fiir
n € N und fiir abzdhlbare My, . .., My ist

n
X My =My x---x My
k=1

abzdhlbar.

Beweis. Per Induktion mit Cantorschem Diagonalverfahren. Details: Ubung. |

Achtung: die Aussage des letzten Satzes iibertrdgt sich nicht auf unendliche kartesische Produkte!
Stattdessen gilt

2.107 Satz Die Menge

0, 13N 1= X{0, 1} == {(al,az,a3,...) Can € 10,1} Vn € N} = {N = {0,1}}
N

ist iiberabzdhlbar.

Beweis. Ubung! |

Der Beweis verwendet

2.108 Satz Sei M eine Menge. Dann gibt es keine Surjektion M — P (M).

Beweis. 1.Fall M = @. Danngilt (M) ={@} — |M|=0und |2(M)| = 1. v

2.Fall M # @. Annahme: 3 Surjektiono : M — (M)

VYmeM
Setze Ai={meM:mé¢om)} —

meA < m¢o(m) (%)

(*) mitm = x

o surjektiv => Ix e M: o(x) = A — [xed < xd¢o(x)=4]. 4 N

Der letzte Satz liefert sofort

| 2.109 Korollar Z(N) ist iiberabzdiihlbar.

| 2.110 Satz R, und somit auch die Menge der irrationalen Zahlen R \ Q, ist iiberabzihlbar.

Beweis. Idee: ordne einer reellen Zahl x € 10, 1[ die Folge (an)nen € {0,1,...,b — 13N der Ziffern
ihres b-adischen Bruchs aus Satz 2.64 zu.

Problem: wegen

< h-1 1 1 1 1— (/BN 1
2. b" _(b_l)(zb_"_zb_”)_(b_l)(l—l/b_ 1—1/b )_b_N

n=N+1 n=0 n=0
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VN e N kann eine reelle Zahl 2 solcher Darstellungen besitzen: eine davon enthilt dann einen peri-
odischen Bruch mit der hochsten Ziffer b — 1. Obige Zuordnung ist also nicht als surjektive Funktion
realisierbar.

Ausweg: sei

9 = {xe]o,l[:x:Zanb—”,an €{0,1,....,b—2}Vn e N},

neN

dann gibt es fiir x € 2 keine Mehrdeutigkeit in der h-adischen Entwicklung —>

C N R292 .. N
3 Surjektion: 2 — {0,1,...,b —2}° = I Surjektion: R — {0, 1,...,b—2}".

Die Behauptung folgt (mit b = 3) aus Satz 2.107, denn gibe es eine Surjektion: N — R, so dann
auch eine Surjektion: N — {0, 1}V, 4 Also ist R iiberabzihlbar.

Wire R \ Q abzéhlbar, so auch nach Satz2.104 R =0Qu (R\ Q). ¢ |
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Stetige Funktionen

3.1 Funktionen von und nach R oder C

Generalvoraussetzung: K, K’ € {R,C}, 2 C Kund f : 2 — K’ eine Funktion.

3.1 Beispiel (allgemeine Beispiele fiir (nicht zwingend) stetige Funktionen)

/

e Konstante Funktion  f : K= K , c ek,

X = ¢
o Mentitit idi=idg: © %

X = X
e Betragsfunktion |-]: K= Ry )
x B x|
. R; —> R;

o (Quadrat-) Wurzelfunktion /- : X o Jx
e Ganzzahliger Anteil (GauB-Klammer) |-] : E : l]fx |—max{keZ: k<x}’

K — K

Polynom n-ten Grades  p: | p(x) = Zn:akxk ’
k=0

wobein € No,ap e K Vk € {l,...,n},a, #0,
2 — K
Rationale Funktion r : p(x) |
X B> —=
q(x)
wobei p,q : K — K Polynomeund 2 := K\ {x e K: g(x) =0},

R - R
Dirichlet-Kamm 1 : PN 1, xeQ,
0, xeR\Q.
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g(x) = |x|

h(x) = x| —o —6 "

Abbildung 3.1: Graphen der Funktionen | - |, \/+, [-].
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3.2 Definition (Operationen mit K’-wertigen Funktionen) Seien f,g : 2 — K/, so sind die

folgenden Operationen punktweise erkliirt

e Addition
fertg 2 - K
x> f()+gx) = (f +9)x)
o Subtraktion
g 2 - K
£ x b f)—g) = (f —g))
o Multiplikation
92 - K
g g

x = f(x)-glx) =(f-8x)
Spezialfall: skalare Multiplikation fiira € K':  (af)(x) := af(x) Vx € 2.

e Division
f 2\{xeK:glx)=0} - K
puk fx) . (f
s x e 8= (5w

o Fiir K" = Rund fir # € {<,<,=,2,>}

fRE = Dy =Dg N f(X) R g(x) Vx € Dy.

3.3 Bemerkung e Addition und Multiplikation von Funktionen sind kommutativ, assoziativ

und distributiv.

e < isteine partielle (aber keine totale) Ordnungsrelation auf { f : 2y — R mit 2 C K}.
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3.2 Limes einer Funktion

(a)

(b)

(c)

(d)

(e

3.4 Definition Sei f : 2 — K’ und a € K Héufungspunkt von 9.

Limes von f fiir x gegen a
. . . . nﬁm .
lgn f(x) existiert <= 3y € K' V(xp)n C 2\ {a} mit x, —— a gilt:
xX—>a
Jim f(xn) =y
Notation: lim f(x) = y.
xX—>a
: n—00 . .

Beachte: e d(xp)n C 2\ {a} mit x, —— a, da a ein Hdaufungspunkt ist.

o Der Grenzwert y ist unabhdngig von der gewdhlten Folge (x,)p.
Fiir K = R und falls a € R Hdufungspunkt von 9 n]|—o0, a|: linksseitiger Limes
o n—>00
lim f(x) existiert < 3y €e K'V(xp)n C 2 N ]—00,al mit x, —— a gilt:
x/a .
lim f(xp) =y
n—>oo
Notation: lim f(x) = y.

x/a

Analog: rechtsseitiger Limes

lim f(x) existiert <= 3y e K' V(xp)n C 2 N ]a,oco[ mit x, 17 gilt:

xNa .
lim f(x,) =y
n—>oo

Notation: lim f(x) = y.
xNa

Fiir K = R und 9 von oben unbeschrinkt: Limes von f fiir x gegen oo

ILm f(x) existiert <= 3y € K' V(xp)n C D mit xp, 7% 0 gilt:
X—>00

lim f(xn) =y
n—00

Notation: lim f(x) = y. Analog lim f(x) = y.
X—>00 X—>—00
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Falls K = R und es gilt in (a), dass nll)rgo f(xn) = oo fiir alle dort zugelassenen Folgen

(xn)n: (bestimmte) Divergenz von f nach oo fiir x gegen a

Notation: lim f(x) = oco. Beachte: lim f(x) existiert nicht!
xX—>a xX—a

Analog fiir —oo oder fiir die Situationen in (b) und (c), dh. x 7 a, x N a, x — £o0.

Falls sogar a € 9, jedoch kein Hiufungspunkt von 9 (<=>: a ist isolierter Punkt von 9),

setze ,SI_IE, f(x) = f(a).
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R R
3.5 Beispiel Betrachte f : AR e 1 - Esgilt
X By
lim f(x)=0, lim f(x)=0, lim f(x) =00, lim f(x) = —o0, lim f(x) existiert nicht.
X—>00 X—>—00 X\ 0 x 70 x—0

3.6 Definition (Rechenregeln in R)

e VireRuU{oo}: oco+ri=r+o0:=00

Ve Ru{—o0}: —oc0+ri=r—o0:i=—00

Vr e Ro u{oo}l: (£o0)-r:i=r-(foo) = Fo0

Vr e Reu{—o0}: (Foo) -r:=r- (o) = Foo

1 1
o Vr e R: L::r-—::—-r::O
+o00 +o00 +o00

too . . .
Beachte: 0o — 00, —00 + 00, (£00) - 0,0 - (£00), Too sind nicht definiert!
00

3.7 Satz Seien f,g : 2 — K/, a € K Hiufungspunkt von 9, sowie li_I)n f(x) = ¢ und
X—>a
lim g(x) =: v existieren. Dann gilt
x—a
(@) lim (f +8)(x) =9+,
xX—>a
(b) lim (fg)(x) = ¢V
xX—a

(¢) Falls  # 0, so ist a auch Héiufungspunkt von 9P = {xe€eD: g(x)#0}und

lim (i) x) =2,
x—>a\ g v
Es gelten aufierdem noch die folgenden Zusdtze
(Z1) Falls K = R: auch analog fiir x /* a, x N a, x — +o0.
(Z2) Falls K' = R:
e (a) und (Z1) bleiben giiltig fiir ¢, ¥ € R u {oo} oder ¢, ¥ € R U {—0o0},
e (b) und (Z1) bleiben giiltig fiir ¢, ¥ € R \ {0},
e (c) und (Z1) bleiben giiltig fiir ¢ € R, ¥ € R\ {0} oder ¢ € R,y € R\ {0}.

Beweis.  (a) Sei (xp), C 2\ {a} mit x, 17
= (f + 90w = f0w) +g(0) == @+ ¥
Satz 2.39
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(b) Analog zu (a).

(c) Zeige zuerst: a Haufungspunkt von 7

a Haufungspunkt von 2 — 3(x,), C 2 \ {a} mit x, "7 4 und Xn # Xm V0 £ m

[denn per Def. 2.78 eines Haufungspunkts existieren folgende Wahlmoglichkeiten: wihle x; €

Ui(a) \ {a}, wihle x5 € Uy p(a) \ {a,x1}. ..., wihle x, € Uj/p(a) \ {a,x1...., Xn—1},...].

Da lim g(x) = ¢ # 0 = fiir obige Folge gilt
x—a

AN eNVn = N: |g(xn)—1/f|<%

= g(xn) #0 = x, €2
— jede e-Umgebung von a enthilt co-viele Punkte aus 9. v

Sei nun (x,), C 2 \ {a} mit x,, R beliebig —> (i) (xn) = S (xn) india .4
g(xn) R4
Satz 2.40
Die Zusitze werden analog bewiesen, exemplarisch hier (Z2) fiir (a) und ¢ = oo, ¢ € R U {o0}:
Sei x, ma,xn # a VYn € N. Sei

lim g(x) = ¢ € R U {00} lim f(x) = o0
xX—>a X—>00
(% (8
dU e RvVn e N: VS eR3IN eNVn = N:
glxn) > U fxn) >S-U

(hier geht ein, dass ¥ # —o0)

Y 4

Vn =z N:(f +g)(xn) = f(xn) +g(xn) > S,

dh. lim (f + g)(xn) = 00. Da (xp)n C 2\ {a} bel. mit Xy ——> a = lim (f + g)(x) = oo.
n—o0 xX—>a .

3.3 Stetigkeit

3.8 Definition Sei f : 2 — K' unda € 2.

(@)
f folgenstetigina < Y (xp)p C 2 mit x, 17 4 gilt:
lim f(xn) = f(a)
n—->oo
(b)

f stetigina <— Ve>036§>0Vxe2:
|x—al <8 = [f(x)— fla)l <e

Moral: sobald x nur nahe genug bei a liegt, dann liegt auch f(x) nahe bei f(a).
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398Satz Sei f: 2 - K unda € 9. Dann gilt
f stetigina < f folgenstetig in a.

. . n—>00 . .
Beweis. ,,=“ Sei (x,);, C 2 mit x, — a. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung gilt

A6 >0Vxe?: |x—a|<§ = |f(x)— f(a)| <e.

o n—00 .
Per Definition von x,, —— a gilt

AN eNVn=N: |x, —al <$

N ————

= [f(xn) = fla)| <e

= lim f(xn) = f(a).
n—>oo
»<=" Beweis durch Kontraposition. Sei f ist nicht stetig in a, das heif3t

de>0V6>03Ax € Pmit |x —a| <dund | f(x)— f(a)| = ¢

1

8§=n— 1
= de>0VneN3dx, € D mit |x, —a| < —und | f(xn) — f(a)| = ¢
n
= I(xp)n C 2 mit lim x, = aund f(xy) l;)/?; f(a)
n—00

=— f nicht folgenstetig in a.

3.10 Bemerkung Wegen Satz 3.9 unterschieden wir fortan meist nicht zwischen folgenstetig und
stetig. Der Grund fiir die Unterscheidung in ihrer Definition ist, dass in allgemeineren Raumen als
R oder C (topologische Rdumen ohne 1. Abzédhlbarkeitsaxiom — siehe ndchstes Semester) nur noch
»stetig = folgenstetig™ gilt, nicht aber die Umkehrung.

311Satz Sei f : 2 - K unda € 9. Dann gilt
f stetigina < lim f(x) = f(a)
x—a

Beweis. Wir miissen 2 Fille unterscheiden.
1. Fall a isolierter Punkt von 9.

e Die rechte Seite der Aussage gilt stets per Definition.

e Die linke Seite gilt auch stets wegen:

.. n—>oo
Ub % 2 mit x, — a gilt:
a isolierter Punkt von 2 éﬁg (¥n) C 2 mit xy a8l
AINeNVR=N: x,=a

= f(xn) = f(a)

= V(xp) C 2 mit x, 17 4 f(xn) i f(a).
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2. Fall a Haufungspunkt von 2.

»="" Aussage klar, da links nach Definition 3.8(a) die Konvergenz fiir mehr Folgen gelten
muss als rechts.

<" Annahme: f nicht stetig, also

1
de>0VneN3Ix, € Dmit|x, —a| < —und |f(xn) — fa)] > ¢ .
n

= xp#a

Also A(xy)n C 2\ {a} mit x, "7 g und f(xn) :& f(a) 4 zu )}1_121 flx) =
f(a). |

Der vorherige Beweis hat gezeigt

3.12 Korollar Sei f : 2 — K und a € 9 ein isolierter Punkt. Dann ist f stetig in a.

3.13 Definition Sei f : 2 — K und A C 9. Wir definieren
o f stetigauf A ;<= Va € A: f stetigina

o [ stetig :<— f stetig auf D

3.14 Beispiel (a) Jede konstante Funktion ist stetig,
(b) die Identitit id ist stetig,

(c) jede Funktion der Form f : Z — K’ ist stetig.

3.15 Satz (Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig)
Seien f,g: 2 — K’ ina € 9 stetige Funktionen. Dann gilt

(@) f + g iststetig in a,

(b) fg ist stetig in a,

(¢) falls g(a) # 0, so ist auch i {x €D: g(x) # 0} — K stetig in a.
g

Beweis. Der Satz folgt aus Satz 3.11 zusammen mit Satz 3.7 bzw. Korollar 3.12. |

3.16 Korollar Jede rationale Funktion ist stetig.

Beweis. Folgt aus Beispiel 3.14(a), (b) und Satz 3.15(a), (b), (). |
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3.17 Satz (Verkettung stetiger Funktionen ist stetig) Seien f : 2y — K und g : 24 — K”,
wobei auch K" € {R, C}. Weiter sei a € Dy, f(a) € D¢ € K/, sowie

o f stetigina,

e g stetigin f(a).

Dannista € Dgor :=1{x € Dy : f(x) € Dg}und go f : D5 — K" stetig in a.

Beweis. Sei (xp)n C Dgor (S Py) beliebig mit xy 17 4. Da f stetig in a ist, folgt

Yn = flon) —> f(a) =

Nun ist (yn)n C D¢ mit y, nzes Yy € D¢ und g stetig in y. Folglich

gm) == g (),

also tim (g0 )() = lim (g( /() = g() = g(f@) = (g ° /)(@). .
Yn
. . Satz3.17 . L. . ..
3.18 Beispiel Sei f stetig — | f|stetig,da|f| =]-|o f und |- ]| stetig ist (siche Ubung).

3.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

3.198Satz Sei [ : 2 — K/ stetigina € 9.
(a) Falls f(a) #0,dann 36 > 0Vx € D mit |x —a| < 6 gilt: f(x) # 0.
(b) Falls K" = R und f(a) > 0, dann 38 > 0 Vx € D mit |x —a| < § gilt: f(x) > 0.

(¢c) Falls K" = R und f(a) <0,dann 38 > 0Vx € @ mit |x —a| < § gilt: f(x) <O.

|/ (@)l

Beweis. Sei ¢ := 57, 50 ist nach Voraussetzung ¢ > 0. Da f stetig in a ist, folgt 36 > 0 Vx €
2 mit |x —a| < § gilt:
) fay) < L )
(*)
@ =5 700 #0,somst | f@)] < L
©) Amahme: /() <0 <5 (@)~ /() < f;“) — M <oy
(c) analog zu (b) oder zuriickfiihren auf (b) mittels g := — f". |

Der folgende Satz gilt nur fiir K = K’ = R.
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3.20 Satz (Nullstellensatz von Bolzano) Seien a,b € R,a < bund f : [a,b] — R stetig mit
f(a) f(b) < 0. Dann gilt

3§ €la.b[: f(§) =0.

fla)t

Y

fb)t

Abbildung 3.2: Veranschaulichung der Situation im Nullstellensatz von Bolzano.

Beweis. O.B.d.A.sei f(a) > O0und f(b) <0.Setze A:=={x €la,b]: f(x) 20} CR =
e A# J(daa € A),

e A von oben beschrinkt (da b obere Schranke ist)

— & :=supA € [a,b]. Somit I (x,), C A:xy, iy g, denn Vn € Nist £ — n~! keine obere
Schranke, also 3x, € A N ]€ —n~1,£]. Da f stetig ist, folgt weiter

f€) = lim f(xn) =0 =T> § €la.bl.

=0 f)<o
Satz 3.19(b) 1€.6+8[n[a,b]#@
Annahme: f(§) >0 =— 3§ >0Vx e §—-6,§+38[na,b]: f(x) >0 —
Ax0 €1&,b[: f(xo) >0 = x09 € A 4 & = sup A. Somit haben wir f(§) = 0. |

Auch der nichste Satz gilt wieder nur fiir K = K’ = R.

3.21 Korollar (Zwischenwertsatz) Seien a,b € R,a < bund f : [a,b] — R stetig. Dann
nimmt f jeden Wert zwischen m := min{ f(a), f(b)} und M := max{ f(a), f(b)} an, das heifit

Vy € [m,M] 3x € [a,b]: f(x) = y.

Beweis. O.B.d.A.sei f(a) > f(b),denn der Fall ,,=* ist trivial und der Fall ,,<* analog.
Sei y € 1f(b), f(a)[ ein beliebiger Zwischenwert (die Fille y = f(a) und y = f(b) sind klar!).
Setze g : [a,b] > R, x — g(x) = f(x) — y,sogilt
e g stetig e g(a)>0 e g(b)<O0
und mit Satz 3.20 folgt 3& € Ja,b[: 0 = g(§) = f(§) — y. |
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3.228atz  Sei I C R ein Intervall (uneigentliches Intervall erlaubt, das heifst auch Grenzen +00)
und f : I — R stetig. Dann ist f(I) C R ein (moglicherweise uneigentliches) Intervall.

Beweis. 1.Fall f = akonstant = f([) = [a, a].

2. Fall f nicht konstant.
Mit A = inf £(I) € R U {—oo}, B = sup f(I) € R U {oo} (NB:* 3™ 4 < B) gilt
[4,B], falls A, B R,
A,B], fallsA =—-00,B R,
sy e P48 M)
[A, B[, fallsA €R,B = oo,

]A, B[, fallsA = —o00, B = oc.

Andererseits
PRI ) €A B[ Tab e I: fla) <y < f(b)
Zwiscl’gel‘tsatz Vyel]A,B[ 3x €la,b[: f(x) =y
lJa,b[CI
il 14, B[ < f(I). *
(DA @@ = f(I) € {14, B[.[A.B[.]4. B].[4. B]}. -

3.23 Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion) Sei I (uneigentliches) Intervall mit |1| > 0, das heif3t
nicht ausgeartet. Sei f : I — R strikt monoton. Dann existiert f ' : f(I) — I und ist stetig.

Beweis. Ohne Einschriankung sei f strikt isoton (sonst betrachte — /). Dann ist f injektiv und die
Umkehrfunktion £~ existiert und ist strikt isoton.
Annahme: 3y € f(I): f~! nicht stetigin y =

1
36> 03 (ya)n C f(I) V1 EN: |yy = y| < — und f T o) — ) | = e (%)

N —— N — —
=:xpel =:x€el

Insbesondere gilt y,, # y.

(*) n—00 n—00
eFRllsy<y, = x<x4+e <xp = f(X)< fx+¢e)< f(xp) = (day, — )

N— —

€ I, da I Intervall

fx) < fx+e) < flx). ¢

(*)
eFallsy, <y = x, < x—¢ <x = f(xp) < f(x—¢) < f(x). 4 wie oben. |

€ I, da I Intervall

3.24 Bemerkung e f muss nicht stetig sein, damit ! es ist.

o Stirkere Voraussetzung: f stetig auf Intervall und injektiv = f strikt monoton.
Beweisskizze: per Widerspuch; zeige dann 3x; € I, j = 1,2,3, mit x; < x2 < x3 und
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f(x2) = max{f(x1), f(x3)} oder f(x2) < min{f(x1), f(x3)}; 4 mit Zwischenwertsatz
zur Injektivitit.

3.25 Definition
K C K (folgen-)kompakt <= V(x,), C K 3 Teilfolge (xp, ) Ix € K: klim Xnp = X.
—00

3.26 Beispiel (a) K = [a,b] kompaktin R fira,b € R,

(b) K = By(z0) = {z € C: |z — zo| < r} kompakt in C fiir zg € C,r > 0,
Bolzano-W.
denn: K beschrinkt  — (xn)n C K hat konvergente Teilfolge (x,,)x C K. Wegen ,,<*

beziehungsweise abgeschlossenes Intervall gilt auch klim Xn;, € K.
—>00

3.27 Satz Sei K C K kompakt, f : K — R stetig. Dann ist die Funktion f beschrinkt
(:<= f(K) ist beschrinkt) und nimmt ihr Maximum und Minimum an:

dxy,x- € K: f(x4) =max f(K) und f(x—)= min f(K).

Beweis. Sei S :=sup f(K) € Ru{oo} (Beachte: S = oo <= f(K) nicht von oben beschrinkt)

— 3 Folge (x,), C K mit f(x,) 7R, (Konvergenz oder best. Divergenz.) (%)

K kompakt = 3 Teilfolge (x5, )x C K mit x4 = klim Xn, € K.Da f stetig =
—00

flrg) = Jim fn) 2.

Also ist S < 00, das Supremum wird als Maximum angenommen und f(K) ist von oben beschrankt.
Analog fiir  := inf f(K). Also ist f auch beschrinkt. |

3.28 Definition Sei [ : 2 — K.
o f gleichmiifig stetig < VYe>038>0Vx,x' €D mit|x—x'| <§:
|f(x) = f(xD] <e
Beachte: § héiingt nicht von x, x' € @ ab (Jargon: § ist gleichmiif3ig in x, x’).

o f Lipschitz-stetig <= 3C €]0,00[ Vx,x' € 2
| f(x) = f(x)] < Clx — x|
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3.29 Lemma Fiir f : 2 — K/ gilt
f Lipschitz-stetig = [ gleichmdflig stetig =— [ stetig.

Beweis. Linke Implikation: wihle § = ¢/C. Rechte Implikation: Klar, denn:
stetig <= Ve>0Vx €235 >0Vx' € Dmit|x —x'| <8 |[f(x)— f(x)] <e. |
3.30 Satz Sei K C K kompakt und f : K — K stetig. Dann ist f gleichmdif3ig stetig auf K.

§=1/
Beweis. Annahme: f nicht gleichmiBig stetig auf K :n

1
Je>0Vn e NIxy, x, € Kmit |x, —x,| <= und |f(xp)— f(x))] = e.
n
N —— —

1)

)

K kompakt = (x,), hat konvergente Teilfolge (xp, )x mit § = klim Xn, € K
—>00

(1) . , S ostetig .
> lim X = £ = lim f(xn’) = f(§) = lim f(xnk) 3)
k—o0 k—00 k k—00
(2)
— VkeN: |f(xnk)—f(xn;c) =>e 4)
3 . “
— 0= lim ‘f(xnk)—f(xn/) >e>0. ¢ [
k—o00 k

3.5 GleichmibBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Illustration der Fragestellung dieses Abschnitts anhand von

3.31 Beispiel
Fiir n € N sei
——— f16
R —- R
. b
Jn: X g )
o+ x|

Vn € N : f, stetig nach Beispiel 3.14(a),
(b), Beispiel 3.18 und Satz 3.15.
Zudem existiert punktweise Vx € R

I, x>0 S
lim f,(x) =sgn(x):=¢0, x=0 Ja
n—00 J100
-1, x<0O

Die Funktion sgn : R — R, obwohl punktweiser Limes stetiger Funktionen, ist unstetig!
Der Stetigkeitsverlust kann vermieden werden, falls eine schirfere Konvergenzart vorliegt.
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3.32 Definition Sei 2 C K und Vn € Nsei fr, : 2 — K.

(a) Die Funktionenfolge (fn)n
konvergiert punktweise gegen ; < {
f:92->K

Vxe2Ve>03IN =N, xeNVn=N:
|fa(x) — f(x)] <&

( = Vxe2: lim fu(x) = f(x))
(b) Die Funktionenfolge ( fu)n Ve>03IN =N, eNVn=N:
konvergiert gleichmdfig gegen ; <= I fn— flloo i= sup | fu(x) — f(x)] <&
f:2->K x€g

Beachte: in (b) hingt N nicht von x ab.  Jargon: N ist ,, gleichmdfig* in x.

3.33 Bemerkung Aus gleichmifiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz.

3.34 Beispiel Die Funktionenfolge ( f,)nen aus Beispiel 3.31 konvergiert punktweise, aber nicht
gleichmiBig gegen sgn. Beweis durch Rechnung oder aber mit

3.35 Satz (Gleichmifige Limiten stetiger Funktionen sind stetig) Sei 2 C K und Vn € N sei
fn i D — K stetig und ( f)n gleichmdifig konvergent gegen f : 2 — K. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei x € 9 beliebig fest und ¢ > 0. Fiir alle y € 2 und fiir alle n € N gilt

|f () = SO < 1) = fa() + 1 fn(x) = SaOD + 1 Fa () = F D). ()

Aus der gleichméBigen Konvergenz f,, — f folgt
IN eNVn =N VEeD: | fulf)— f(E)] < g
n=~Nin(x) =

Yy e @ £~ fO)l < 56+ v @ — Ol (0)

(Beachte: (xx) wire im Allgemeinen falsch, wenn N von £ abhinge.)
Da fy stetig in x ist, folgt

. &
38 = Sxe > 0¥y €D mitx —y| <& |fv (@) — VO] < 3.

Mit (xx) folgt Vy e mit|x —y| <é: |f(x)— f(p)| <e,also f stetig in x. |
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Potenzreihen und elementare Funktionen

Zur Vorbereitung dieses Kapitels vertiefen wir zuerst ein wenig unser Versténdnis iiber...

4.1 Reihen (2. Teil)

N
Zur Erinnerung aus Abschnitt 2.5: K € {R, C}. Fiir (ag)geny C Kund N € Nsei Sy := ) ay und
k=1
Z ay konvergiert :<—= (Sy)n konvergiert <= (Sy)n ist Cauchy-Folge.
keN
4.1 Satz  Sei (ax)r C K. Dann gilt ) ay konvergent = (ay )y ist Nullfolge.
keN
Beweis. Nach Voraussetzung ist (Sy ) eine Cauchy-Folge, das heif3t
Ve>03IN eNVn,m=N: |S, —Sn| <e.
Firn =m + 1 gilt Sy;4+1 — S = @m+1 und somit folgt
Ve>03dN eNVm = N: |lam+1] <e. |

4.2 Bemerkung Die Umkehrung ,,<=" des Satzes gilt nicht. Als Beispiel dient die harmonische
Reihe ay = 1/k (siehe Ubung).

4.3 Definition Sei (az); C K.

Z ay, ist absolut konvergent (in K) <— Z |ag| ist konvergent (in R).
keN keN

4.4 Satz  Sei (ap)r C K. Dann gilt > ay absolut konvergent =—> Y ay konvergent.
keN keN
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4.5 Bemerkung Die Umkehrung ,,<=* des Satzes gilt auch hier nicht. Als Beispiel dient die

alternierende harmonische Reihe aj = (_]1) t (siehe Ubung).

N N
Beweis von Satz 4.4. Fir N € Nsei Sy := ) arund Ay := ) |ag|. Mit der iterierten Dreiecks-
k=1 k=1
ungleichung folgt VM e N, M = N
M M
IS —Snl=| Y ar|< Y laxl=Ay— Ay =|Ay — Ay
k=N+1 k=N+1
und somit (Ay)y Cauchy = (Sn)n Cauchy. |

4.6 Satz (Majoranten-Kriterium) Seien (ax)r C K, (cp)r C Rs mit > cp konvergent und
keN
AN e NVk = N : |ag| < cg. Dann ist ) ay absolut konvergent.

keN
Beweis. Ohne Einschrinkung gelte N = 1 (denn: endlich viele Glieder abidndern beeinflusst die
n n
Konvergenz nicht). Firn € Nsei A, := > |ag|und C, := > c¢i.Firallem € N,m > n gilt
m

[Am —Anl= Y lagl < C—Cn = |Cm — G|

—_——
k=n+1 <cx

und somit (Cp), Cauchy = (A,), Cauchy. |

4.7 Beispiel Vo € Q,«o = 2 gilt
= 1
Z 3 konvergiert,
k=1

2

v N: k% = o—2 2 — <
denn Vk € k k &ﬂ — a —k(k+1)

——

=: ¢i. Mit Satz 4.6 und Beispiel 2.48
1 kgt

folgt die Behauptung. (Das Resultat ist noch nicht optimal, denn Konvergenz gilt Vo > 1; dazu

spéter mehr).

4.8 Satz (Quotientenkriterium) Sei (ag)r CKmitaIN e NVk = N : ap # 0und

ak+1

316 €]0,1[ Vk = N : <46 («— unabhiingig von k!). Q)

Dann ist Y ay absolut konvergent.
keN
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1
i
k=0 k=1 k=2 k=3

Abbildung 4.1: Zusammenfassen der Summanden im Beweis von Satz 4.11 zu Pickchen.

Beweis. O.B.d.A. gelte N = 1 (denn: endlich viele Glieder beeinflussen die Konvergenz nicht).

Q = VkeN:|gls 65
T . N ——
Vollst. Induktion =cp = 0
o0 o0
Geometrische Reihe: kgl cr = |ai| kgo ok = |1a_—16|) konvergent, da |#] < 1. Die Behauptung folgt
somit aus Satz 4.6. |

Ak+1

4.9 Bemerkung (a) Zum Quotientenkriterium: (Q) <= limsup | < 1.
k—o00
(b) Warnung: Die Bedingung IN € NVk = N: il < 1 ist nicht hinreichend fiir die
ks -3 ax _

Konvergenz der Reihe. Beispiel: harmonische Reihe mitay = 1/k Yk € N.

k
4.10 Beispiel Die Exponentialreihe exp(x) = Z % ist konvergent fiir alle x € [, denn
k=0
Vk e Nmitk > |x|: Det1| _ x| < x| =60<1.
ag k+1 x| +1

4.11 Satz (CAUCHY ’scher Verdichtungssatz) Sei (a,), C [0, oo[ antiton. Dann gilt

o0 o0
Z an konvergiert <— Z Pl a,k konvergiert.
n=1 k=0

Beweis. ,,<=*“ Sei N € N. Wihle K e N: 2K¥1 > N —

N K 2K+l K
k K—o0
SN = Zan < Syxtimg = E E an < E 2%a5 =10 ——> 0 € R.
— 0 0 — N — 4
"= an20 Abb 41 k=0 n=2t ) k=0 V.
da antiton

Satz 2.68
Da (Sy)ny isotonund VN € N: Sy <o = (Sn )N konvergiert.
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,=“Sei K eN.Wihle N eN: N =2k —

N—o0
UK—a1+222k 1ak_a1+22 Z dor <28,k <28y —— 28 € R.
k=1 p=2k—141 _ nTV
<a, V.
da antiton
Satz 2.68 .
|

Da (og)x isotonund VK € N: og <28 = (og)k konvergiert.

4.12 Korollar Sei a € Q. Die Reihe

1
2w

{ konvergiert fiir o > 1,
neN

divergiert fiir o < 1.

(Auch giiltig fiir « € R. Potenzen mit irrationalen Exponenten werden aber erst spditer definiert.)

Beweis. ea>1 = 1= (%)a_l <1,denn3p,q € Nia — 1 = £ Wire nun 277)7 >
q

1 = 277 >14.Alsoist
00 00 1 a—1 k 00
_ - _ k
> ae-> ()] -2
k=0 k=0 k=0

als geometrische Reihe mit 0 < r < 1 konvergent. Mit Satz 4.11 folgt die Behauptung.

1 1 1
a1l = — =" n'™® > —. Mit dem Minorantenkriterium (Ubung) und der Tatsache,
n n —— " n
=1
dass > % divergiert, folgt die Behauptung. |
neN

4.13 Bemerkung Sei >  a, konvergente Reihe. Dann gilt

neN

(a) Man darf Klammern (zusitzlich) setzen

o0
Y an= (a1+az) + a3+ (as+as+ag) +---= ) by,
n=1 e N —— ——— —
by by b3
Niy1—1
wobei b == > apmitl = N;y < N < N3 < ..., das heiBt (Ng)r € N strikt isoton.
n=Nx
K Ngi1—1
Beweis: Z b = Z an = SNg4,—1-Da (Sy)n konvergent, so auch jede Teilfolge mit
k=1 n=1

demselben Limes.



4. Potenzreihen und elementare Funktionen 76

(b) Man darf bestehende Klammern nicht umsetzen. Gegenbeispiel: a, :=0=1—-1 —
0= ap=>0-D+0-D+0A=-1+...
neN

Verschieben der Klammern —
I1+-14+D+C1+D)+ 1+ +---=1

,-Brschaffung der Welt aus dem Nichts* (GUIDO GRANDI).

Niitzlich fiir die Bestimmung von Konvergenz, beziehungsweise Divergenz ist

4.14 Satz (Wurzelkriterium) Sei (an)nen C K eine Folge und

« := limsup v/|a,| € [0, o0].

n—>oo

Dann gilt:
Z konvergiert absolut  fiira < 1,
An

e divergiert fiiroao > 1.

Fiir o = 1 ist keine Aussage moglich (absolute Konvergenz, Konvergenz oder Divergenz moglich).

Beweis. Fall @ < 1: Da limsup der grofite Haufungspunkt ist und o < 1 ist, gibt es ein N € N,
sodass fiir allen = N gilt
Vian| <

4+ - =q €la, 1.

N =

o
2
Daraus folgt nun direkt

Z|an|—2|an|+2( Vi) <M+ Y " =M+ —— <o

neN n=N+1 neNp -4

N — —
=:M<o0

Fille « > 1: Ubung. [ |

4.15 Satz (Umordnungssatz) Sei (ay)n C K und ® : N — N bijektiv (Umordnung). Dann gilt

Z ay konvergiert absolut —> Z ag (k) konvergiert absolut und Z ap = Z aAd(k)-
keN keN keN keN

4.16 Bemerkung (a) Absolute Konvergenz der Reihe ist wesentliche Voraussetzung, das
heiBt, ohne sie ist die Behauptung falsch; siche Ubung (Riemannscher Umordnungssatz)
oder
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Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe Y, o (—1)"n !
absolut konvergent. Betrachte folgende Umordnung

5 ] 1y, ! AR [N B A
a = — — — | - — — | - — — = — — —
s o) 2 3) T4 577) 76 9 11 1315 8

ist konvergent, aber nicht

N— — N —— o
20 Glieder 21 Glieder 22 Glieder
—_——

=:b =:b> =:b3

1 1 1 1
(2n+1+2n+3+“'+m) T2 T

>on—1.__1 <% (firn = 2)

on+1
=b,<—14+l=—17% (firn =2
Bem. 4.13(a)
Annahme: ) ag(,) konvergent — ) b, konvergent. 4,da ) b, = —o0
neN neN neN

(b) Es gilt sogar fiir > a, konvergent: (per Widerspruch zu Riemannschem Umordnungssatz)
neN

Z ag(n) konvergiert fiir alle Umordnungen ® — Z an konvergiert absolut.

neN neN

Beweis von Satz 4.15. Sei S := > apund A := )_ |a,|. Absolute Konvergenz —

neN neN
o] K N e
Ve>03dIN eN: ay| = lim a,| =A-— an| < =
D lanl=Jim > | > lanl <5

K N
Y lanl— ) lan|
n=1 n=1

N K K o) e
= |S - a,| = lim a,| < lim an| = anl < —=.
Y= gim | P a3 = Y <

AM = My € N (groB genug), dass {®P(1), D(2),..., (M)} D {1,2,..., N}. Damit gilt Vm = M

N N
S — Z ad(k) S — Z an Z an — Z ask) | <z —|— Z lan| < e,
n=1 n=1 n=N+1
———— ——
<3 - X ask

ke{l,...m}:
®(k)>N
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d.h. die umgeordnete Reihe konvergiert und hat denselben Limes. Analog gilt

m N N m e 00
A= lasl| < A= lanl +| D lanl= ) lasw| | <5+ Y lanl <e.
k=1 n=1 n=1 k=1

n=N+1
<

- 2 laswl
ke(l,..m}:
o(k)>N [ |

(SI[)

4.17 Satz (Von MERTENS iiber das Cauchy-Produkt von Reihen) Seien )  an, Y bp konver-

neNp neNp
n
gente Reihen in K, eine davon absolut konvergent. Fiirn € Ng sei ¢, :== Y agb,_p.
k=0

Dann ist ) cy konvergent und

- ( 3 a)( > bn) = = i iakbn_k.

neNyp neNp neNp n=0k=0

Falls beide Reihen ) an, Y by absolut konvergieren, dann konvergiert auch ) ¢, absolut.
neNp neNp neNp

Beweis. O.B.d.A.sei A:= ) a, die absolut konvergente Reihe. Sei B := > b, und fir N € N
neNp neNop
seien

N N N
AN = Zan, BN = an, CN = ch
n=0 n=0 n=0

die zugehorigen Partialsummen. Es folgt

Cn = aobo + (apby + arbg) + -+ + (apby + arby—1 + -+ anbo)
=aoBy +a1By—1 +:--+anBo
= AN B — (aoBn + -+ anBo)

—

By =:B_,BN =!WN

Wir zeigen: (o) ist Nullfolge (= Cy ——> AB). Es gilt

(i) (By)w ist Nullfolge. Klar, da By ——> B.

(i) (an)n ist Nullfolge. Klar, da ), a, konvergent (sogar absolut).

®
Setze S := ) |a,| < co. Sei ¢ > 0 beliebig — JkeNVN > k: |Bn| < ¢€/S.

neN
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N k—1 N
= VYN zk: |on| =Y Bian—j| <Y _IBillan—j1+ > IBil lan—jl
j=0 j=0 j=k

£
=S

<¢

<

N—o0 N—oo N—o0
——— ———

=0 gemaiB (ii)

) k-1 ) e>0bel.
=5 hmsup|a)N|§Z|,3j|- limsuplay—;| +e=¢ = limsup|lony|=0. Vv
j=0

Absolute Konvergenz von ) ¢, folgt aus Anwendung des bisher Bewiesenen auf die konvergenten
neNp

Reihen > |ap|und ) |by|. [ |

neNp neNp
4.2 Potenzreihen

4.18 Definition Sei (a,), C K,x € K.

o0
e Potenzreihe (in K): Z apx"

n=0

o Assoziierte Potenzreihenfunktion (auf maximalem Definitionsbereich):

92 —- K

o0
T - e 3 - mit 9D = ;x ekK: Zanx” konvergiert ;.

n=0 n=0

n
419 Beispiel (@) ) - = 2=K
n

n€NO  Bejspiel 4.10

(b) Z x" - 2={xeK:|x| <1} Beachte: Satz 2.49 gilt auch fiir g € C.
T

n€No geometrische Reihe

(c) Z n"x". Firx # Ound n > % = |n"x"| > 2" = divergent. Somit 2 = {0}.
neNp

Diese Beispiele illustrieren die drei prinzipiellen Moglichkeiten, die auftreten konnen.
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allgemein nicht zu entscheiden -, A
i divergent

absolut konvergent

Abbildung 4.2: Tllustration des Konvergenzkreises fiir K = C.

o0

4.20 Definition Konvergenzradius der Potenzreihe ) anpx™:
n=0

1

—————  falls limsup ¥{/|an| €10, oo|,
limsup V/|ay]| n—00 "
n—>00

R:= {o, falls limsup V/|a,| = oo,
n—>oo
00, falls limsup {/|a,| = 0.
n—>00

Erinnerung: fiir 7 > Oist B, := {x € K : |x| < r}und B, := {x e K : |x| < r}.

4.21 Satz (von Cauchy—Hadamard) Sei i anx" Potenzreihe in K mit Definitionsbereich 2.
Dann gilt (siehe Abb. 4.2) "=

(@ R=o0o — 9 =K,

(b) R=0 = 2 = {0},

(¢) Re]0,00] = BRr C 2 C Bp.

Zudem gilt: Fiir x = 0 und x € BpR ist die Konvergenz der Potenzreihe absolut.

4.22 Bemerkung (a) Aufdem Rand {x € K: |x| = R} des Konvergenzkreises Bp ist keine
Aussage moglich (absolute Konvergenz, Konvergenz, Divergenz moglich).
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Beispiel: a, == 1/n —

Z x™ \ konvergiert fiir x = —1 (alternierende harmonische Reihe).
neNo n divergiert  fiirx = 1 (harmonische Reihe).
Satz 4.21(c)
= R=1.

(b) FallsaN e NVn = N : a, # 0,dannist R = liminf|an|_%.
n—00

(c) Abschitzungen des Konvergenzradius aus dem Quotientenkriterium (falls 3N € N Vn >
N : a, # 0; Beweis siche Ubung)

Adn

lim inf

< R < limsup
n—>o00

n—oo

an+1 an+1

Beweis von Satz 4.21. Wende das Wurzelkriterium, Satz 4.14, auf > ¢, mit ¢, = a,x" an.

neNp
(a) Vx € K: limsup V/|cn| = |x]| - limsup {/|an| = 0 = absolut konvergent.
n—o0 n—>00
(b) VO # x € K: limsup {/|c,| = |x| - limsup {/|an| = co = divergent
n—>0o0 n—00

und fiir x = 0 absolut konvergent.
(©) |x| < R = limsup ’(/m < 1 = absolut konvergent.
x| >R = linnZsol?p Ycn] > 1 = divergent. [
n—00
Zur Vorbereitung der Stetigkeit von Potenzreihen dient der folgende Satz.

4.23 Satz (Konvergenzkriterium von WEIERSTRASS) Sei 9 C K und fiir alle n € N sei ¢, :
2 — K mit Y ||¢n]loe < 00, wobei ||¢n | oo := sup |@n(x)|. Dann gilt
XE€ED

neN
2 — K
(a) Fiir alle x € @ konvergiert die Reihe ) ¢n(x) absolut und ® : . Y gn(x) ist
neN neN
wohldefiniert.  Notation: Y ¢, = .

neN
n
(b) Die Funktionenfolge (Sy)nen konvergiert gleichmdflig gegen ®, wobei Sy, == > ¢p.
k=1

Jargon: > @y, konvergiert absolut und gleichmdfig.
neN

Beweis. (a) Vx € 2Vn € N: |¢u(x)| < [|¢nlloc == Behauptung mit Majorantenkriterium.

(b) Seie > 0.Da ) ||¢nls konvergent —>
neN

o0
INeNVRZN: > okl <& (%)
k=n+1
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Und somit Vn = N
o0

o0
(*)
I = Snlloo = sup [®(x) = Sp(¥)[ <sup Y o) < D Noklloo < &

——— —— —
X€7 ~ X€D f—nt1 3 ‘ " k=n+1
Pk lloo
> ek (x)
k=n-+1 |
2 - K A - K

Fir g : und A C 9D ist g| ' die Restriktion auf A (siehe Def. 1.26).

x B gx) x = g(x)

4.24Satz  Sei ) a,x" Potenzreihe in K mit Konvergenzradius R # O und f(g,), die assoziierte
neNp

Potenzreihenfunktion. Dann gilt:

(a) Vp €]0, R[ konvergiert f(4,), } B, absolut und gleichmdfig.

®) fan)n } Br ist stetig.

(c) Yp €0, R[ ist fa,), |§p gleichmdifSig stetig.

B, — K

Beweis. (a) Sei p € 10, R[ und fiir n € Ny sei ¢, : e aex
n

n = llenllee = lanlp"

P<R,Satz 4.21(c) Satz 4.23
== > ll¢nlloo konvergent = f(an)n| g = 2. ¢n absolut und gleichméBig
neNg ? neNo
konvergent.

. N  Satz3.35 & (a) )
(b) Vpe]0,R[ VN eNist ) ¢, : B, - Kstetig — Sian), stetig auf B,
n=0
Nun sei x € Bg beliebig = Jp € |0, R[: x € By = f(4,), Stetiginx = f(4,),
stetig auf Bpg.

— — Satz 3.30
(c) Fiir p € ]0, R[ ist B, kompakt und f(g,,), stetig auf B, C Bg dtz:> fan), ist gleichmiBig

stetig auf B . [

Potenzreihen sind bereits durch ihre Werte auf ,,wenigen* Punkten eindeutig bestimmt.

4.25 Satz (Identitdtssatz) Seien Y. anx™, Y byx" Potenzreihen in KK mit Konvergenzradi-
neNg neNg

us R > 0. Falls es eine Folge (xm)men C Bgr \ {0} gibt mit xp, mooe g Fram (i) =
Sy Xm) Ym € N, dann gilt

an =b, VneNp.

. . m—0o0
4.26 Bemerkung e Der Satz kann verallgemeinert werden. Es reicht, wenn x,, —— X €

Br, das heifit X muss nicht 0 sein. Mehr dazu in der Vorlesung Funktionentheorie.
e Moral: Gleichheit auf einer Folge mit Hiufungspunkt in Bg == Gleichheit iiberall.

o Gilt insbesondere fiir Polynome.
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Beweis von Satz 4.25. Wir zeigen Vn € Ng: aj = bj Vj € {0,...,n} per Induktion nach n € Ny.
n=0:

stetig stetig

a0 = fay),(0) =" 1m fia,),(xm) = lim_ fp,), (xm) =" fp,),(0) = bo.

n—n+1:Esgelteaj =bj Vj €{0,...,n}. Zuzeigenista,+1 = by41.
Fir x € Bg \ {0} sei

| no o0 |
g(x) = W[f(av)v(x) - Zajxf} = Qni1+ Ani2X + = ) antr4jX7
j=0

J=0

1 n ) o )
)= | Fon (0= by | = 3 b
j=0 j=0

Ind.vorauss.

also Potenzreihen mit demselben Konvergenzradius R und Vm € N: g(xp,) =  h(xm) =
stetigin 0 _, stetig in 0
an+1 = f(an-‘rl—i-v)v (O) = mlg)noo f(“n-i—l-l—v)v ('xm) = f(bn+l+u)1) (0) = bn+1' u
S ———————

g(xm) = h(xm) = fbpp110)0 Em)
4.3 Exponentialfunktion

4.27 Definition

Exponentialfunktion exp :

Wohldefiniert, da Konvergenzradius R = oo, also absolut konvergent auf C (siehe Beispiel 4.10).

4.28 Satz Es gelten die folgenden Eigenschaften der Exponentialfunktion.
(a) exp ist stetig,

(b) exp(0) =1, exp(1) = Y. L =te,

neNp
(¢c) Funktionalgleichung: Vzy,z, € C:
exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22),

1

(d) Yz € C: exp(z) # 0 und exp(—z) = exp(z)

(e) Vz € C: exp(z) = exp(2),

(f) Insbesondere gilt Vx € R: exp(ix) = exp(—ix) und |exp(ix)| = 1.
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Beweis.  (a) Satz 4.24(b),da R = 0.
(b) Klar.
(c) Ubung.

(d) Annahme: 3z¢ € C: exp(zg) =0 =

1 = exp(0) = exp(z0 — 20) = exp(z0) exp(—z0) =0 4

——— ———

0 eK
Somit erhalten wir Vz € C
(2)#0 1
1 = exp(0) = exp(z — 2) © exp(z) exp(—z) exp:> exp(—z) = .
exp(z)
()
N N N
— . z" Kor.296 . Al . 1 : —
exp(z) = lim — = lim — = lim —z" = lim —zn
N—o0 — n! N—oo “~~ n!  N—oo = nl! N—o0 “—~ n!
N
. (2" _
= 1] = Z).
Ngnoo’; n! exp( )
(f) Folgt aus (e) und (c). |

4.29 Satz (Reelle Exponentialfunktion) (a) exp|lr: R — 10, oo ist strikt isoton, bijektiv, stetig.
(b) x =20 = exp(x) =1 (und exp(x) > 1 fiir x > 0).

(¢) lim exp(x) =00 und lim exp(x) =0.
X—>00 X—>—00

. o X"
Beweis. (b) Seix =20 = exp(x)=1+x+ Z—' =14+ x = Beh.
n!

n=2
=0
. Beweis von (b)
(¢) lim exp(x) > lim (14+x)=00 =
X—>00 X—>00
xllrzloo exp(x) = xlglgo exp(—x) = xll>ngo exp(x) =0

(a) - Stetigkeit folgt aus der von exp auf C.
- exp(R) € R, da nur reelle Koeffizienten in der exp-Reihe. Sei x e R —

exp(x) T ( exp (g) )2 >0 = exp(R) C]0,00[. (%)

Satz4.28(c) ~————
€R\{0}



4. Potenzreihen und elementare Funktionen

— Seixp > x;1 = exp(x2) = exp(x1)exp(x2 —x1) > exp(x;) = strikt isoton.
——— T
>0 (2)

— Injektivitdt folgt aus der strikten Isotonie.

. Satz3.22,(c) () C .
- expstetig — exp(R) 2]0,00] = exp(R) = ]0, oo, also auch surjektiv.

4.30 Korollar  Fiir alle z € C gilt
e exp(z) =exp (Re (z)) exp (i Im (z)),

o |exp(z)| =exp (Re (Z)).

4.31 Satz  Fiir alle g € Q gilt exp(q) = e9.

Beweis. Seiq = 7 mitm € Z,n € N = e? = i/e™. Andererseits

[exp(@)]" = exp(ng) = [exp(D]" = ¢ > 0 = exp(g) = VIexp(9)]" = Ve,
mzr: +1 e Eindeutigkeit der positiven n-ten Wurzel

4.32 Definition Fiir alle z € C setze  e* := exp(z).

4.33 Bemerkung Konsistent fiir z € Q mit Definition 2.76 wegen Satz 4.31.

85

4.4 Trigonometrische Funktionen, die Zahl &= und Polardarstellung

komplexer Zahlen

4.34 Definition Trigonometrische Funktionen Kosinus und Sinus
C - C C - C
o o0
Cos : =D" L, , sin : D" ont1 .
zZ z z —
2 Y crey

(2n)!

Wohldefiniert, da Konvergenzradius R = oo, also absolut konvergent auf C.

4.35 Satz  Fiir alle z € C gilt mit der Notation sin z := sin(z), cos z := cos(z)

(a) sin, cos sind stetig.

(b) cosz = %(eiz +e7i%), sinz = %(eiz —e 7). Insbesondere cos0O = 1, sin(0) = 0.
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(¢) cosz = cos(—z), sinz = —sin(—z).
(d) Eulersche Formel ¢'? = cosz + isinz.

2 2

(e) Satz von Pythagoras sin® z + cos? z = 1, wobei sin® z = (sinz)?, cos? z = (cos z)?.
(f) Additionstheoreme VNzi,z, € C

(1) sin(z; + zp) = sinzj cos zp + cos zg sin z,

(ii) cos(z1 + zp) = coszj coszp — sinzg sin za,
e . Z1+z2\ . /z1— 22
(iii) sinzy —sinzy = 2cos sin ,
2 2
. . (Z1+z2\ . [Z1— 22
(iv) coszy —coszy = —2sin 7 sin 5 .

Und viele mehr, siehe z.B. GRADSHTEYN/RYZHIK: Table of Integrals, series and products.

Beweis.  (a) Satz 4.24(b), da R = oo.

(b) Hier nur fiir cos [fiir sin verlduft der Beweis analog]

eiz + e—iz Z (lZ)n Z ( IZ) ? Z - [(lZ)n +( lz)n]

n=0 ' beide Reihen 7= 0
konvergent _Jo, n ungerade
%21”2” n gerade
)
Z 2%k = 2cosz.
2 )' \—'v”

k=0 (=¥
(c) Folgt aus Definition oder (b).
(d) Folgt aus (b).
(e), (f) Ubung. [

4.36 Satz (Reelle trigonometrische Funktionen) (@) sin|g : R — [-1,1] und
cos|g : R — [—1, 1] sind stetig.

(b) Vx € R: cosx = Re(e), sinx = Im (e¥).

. . X Satz 4.35(e)
Beweis. sin(R) € R, cos(R) € R gemiB Definition = sin?x = 0,cos2x > 0Vx e R —

sin? x € [0, 1],cos? x € [0, 1]. Restliche Behauptungen aus Satz 4.35(a) und (d). |

4.37 Satz und Definition Es gibt genau ein & € 10,2[ mit cosé = 0.
Kreiszahl: = 2¢.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf
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4.38 Lemma Fiir alle x €10, 3[ gilt
(@) 1 2 IS
a — — < cCcosXx -+ —,
2 2 24
b i
(b) x—z<smx<x.
Die Aussagen sind sogar fiir alle x > 0 wahr — mehr dazu spditer.
Beweis. Ubung.

Beweis von Satz 4.37. Es gilt cos(0) = 1 > 0 und

16 1
cos(2)<1—-2+ — =—=<0.
4 24 3

Lemma 4.38 —

W

Da cos stetig ist, folgt mit dem Nullstellensatz von Bolzano (Satz 3.20)
3£ €10, 2] mit cos(§) = 0.

& ist eindeutig, da cos : ]0,2[ — R strikt antiton. Letzteres gilt, denn seien x, y € ]0,2[ mitx > y

X — by
= COSX —COS Y = —2sin(Ty)sin( —;y)<0,
Satz 4.35(f)(iv) —_—
€]0,1[ €]0,2[

da gemiB Lemma 4.38(b) fiir alle X € ]0, 2[ gilt

D~ o~ X2 X
sinx >x(1——]>—=>0. (%)
6 3
|
4.39 Satz  Fiir alle z € C gilt
(a) cos (Z + %) = —sinz, sin(z + %) = cos z,
(b) cos(z + ) = —cosz, sin(z+ m) = —sinz,

(¢) cos(z +2m) =cosz, sin(z+2m) =sinz,
das heifst, 27 ist eine Periode von sin und cos — und ist sogar die kleinste Periode,

) Vx € R gilt i
cosx =0 <— 3k e Z: x=5+kn,

sinx =0 <— Ik e”Z: x =km.

Beweis. (a) Es gilt cos (Z) =0 = ‘sin (z)‘ =1 = sin (E) =1 — Beh.
2 4 2 1 2

Satz 4.35(e) () im Beweis von Satz 4.37  Satz 4.35()(i),(ii)
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(b) und (c) sind Iterationen von (a). Dass 27 die kleinste Periode, folgt aus dem Beweis von
(d) Nullstellen:

COos x

cos stetig, Lemma 4.38, strikt
antiton auf [0, 2] (Beweis von
Lemma 4.38), Satz 4.37 und
cos gerade

N[ =

OYO)
==

(b)
Insbesondere sind 5 und 37” die einzigen Nullstellen von cos in [0,27] = Beh. fiir cos; und mit
(a) die Beh. fiir sin. [ |

4.40 Satz (a) 2mi ist die kleinste imagindire Periode von exp. Insbesondere gilt fiir alle z € C

ez-i—27r1 — ez‘

(b) Mit wachsendem x € [0, 2n[ durchliuft €* genau einmal den Einheitskreis in C entgegen
dem Uhrzeigersinn.

=
)
[SIE]
S
w
N5
)
=)

(-D.—-
&
—
—-
|
—
|
-
—

X =7 COS X

Abbildung 4.3: Der Einheitskreis in C.
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Satz 4.28(c)
Beweis. (a) zp € C ist Periode von exp a§:> ¢ e?P = 1. Aus Korollar 4.30 und Satz 4.29 folgt

Re (zp) = 0, und mit der Eulerschen Formel cos (Im (z p)) =1, sin (Im (z p)) =0 — Beh.

(b) Siehe Abbildung 4.3. Folgt aus der Eulerschen Formel und dem Verhalten von sin und cos,
Lemma 4.38 und Satz 4.39. u

4.41 Korollar (Polardarstellung komplexer Zahlen) Vz € C 3¢ € R (Phase oder Argument),
so dass z = |z|e'. Falls z # 0, ist ¢ eindeutig bis auf Addition von 2km, k € Z.

Abbildung 4.4: Polardarstellung einer komplexen Zahl mit Betrag r und Phase ¢.

Satz 4.40
Beweis. Fallsz =0 = |z| = 0 und ¢ beliebig. Falls 0 # z ¢ C — ’|§—|| =1 dtZ:> dip €

|-m.7]: = e?. u

4.42 Definition (Hauptzweig des Arguments)

arg - C\{0} — J-m, 7]

I wobei ¢ eindeutig aus Korollar 4.41 bestimmt, ist wohldefiniert.

Es gilt damit fiir alle z € C \ {0} : z = |z|etae(), (Auch gebrduchlich Schreibweise: Arg)

4.43 Lemma Fiir z; == rjei‘/’f' €C, je{l,2)ist z1zp = rirpel@1te2),

4.44 Korollar  Sei n € N. Die Gleichung z" = 1 besitzt genau n Losungen'in C. Diese sind
iZn%

Zp =e€ , k=0,....,n—1,

und heifien die n-ten Einheitswurzeln.

! Alternative Formulierung: Das Polynom C — C, z — z" — 1, besitzt genau n Nullstellen.
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@1+ @2

rira

¥2
@1 - R

Abbildung 4.5: Multiplikation zweier komplexer Zahlen als Drehstreckung.

4.45 Beispiel Eine Illustration der Einheitswurzeln fiir n = 5 befindet sich in Abbildung 4.6.
Allgemein ergibt sich ein regelméBiges n-Eck.

Abbildung 4.6: Die 5-ten Einheitswurzeln in C.

Eine schone Anwendung von Lemma 4.43 und der Sétze iiber stetige Funktionen ist der folgende

4.46 Satz (Fundamentalsatz der Algebra) Sei P : C — C ein Polynom vom Grad n € N, das

n .
heiffit Jag.ay, ... ,an € Cmita, # 0, sodass P(z) = )_ a;z/ fiir alle z € C. Dann besitzt P
j=0
eine Nullstelle.

C—)R;

Beweis. Ohne Einschrinkung sei a, = 1 (sonst betrachte P = %P). Sei O : e PG|

1. Akt: Q nimmt Minimum an.
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(i) Yz € C\ {0}

n—1 n—1
00y =" |1+ Y a2 | = @l Y lallzi B2,
j=0 j=0
N ——— —
=:r(z)
da j —n < 0 und endliche Summe. Also 3p € ]0,00[Vz € Cmit |z]| > p: |r(2)| < %
Ausl =1 —=r(2)+r@)| <1 +r@)|+ |r(z)| folgt |1 +r(z)| =1 —|r(z)] ? %
|z|>p

2]

= Q0(z) > 7 fiir alle lz| > p.

Sei R = p so groB, dass RTH = |ag| = Q(0), so folgt

inf 0(z) = inf Q(2)
zeC ZGER
mit B :={z e C:|z| <R}
(ii) Da B kompakt (Beispiel 3.26) und Q : Br — R stetig, folgt mit Satz 3.27

3z- € Br: Q(z-) = min () = inf 0(:) £ inf 0(2).

ZEBR ZEBR
2.Akt: Q(z-) = 0.
Annahme: Q(z—) > 0. Sei p(z) == ﬁP(Z_ +z)VzeC

= p ist Polynom vom Grad n mit |p(z)| = p(0) = 1 furallez € C
= IAme{l,....,nYund Ibp, byi1,..., by € Cmit? by, #0:

n
pE) =14 bzl = 14bpz" + 2" j(2),
j=m
wobei p : C — C ebenfalls ein Polynom (falls m = n, ist p = 0). Wihle nun § € C, so dass

gm = — |Z:’;| (existiert nach Korollar 4.43 und hat Betrag |§| = 1) = V1 € [0, |b,y|~V/™|]

PED] = [1 = 1bmlt™ + €™ 5(En)| < 1= [bmle™ | + ™+ 5(0)]

=1 ="( bl = 117EN1 ).

t<|by|~V/m >0 1—0 o

Also 319 > 0: |p(§to)| < 1. fzu|p|=1. L

Der vorstehende Satz liefert eine weitreichende Verallgemeinerung von Korollar 4.44.

2 m ist kleinster Grad aller Monome, aus denen das Polynom p — 1 aufgebaut ist. Es gilt auch noch by, # 0 (interessiert
aber nicht).
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4.47 Korollar Sei P : C — C ein Polynomvom Grad n € N. Dann besitzt P genau n Nullstellen
in C, gezdhlt mit ihrer Vielfachheit, das heifst 3¢1,...,¢, € Cund 3a € C\ {0}:

Pz =a|]-&) VzeC

k=1

Beweis. Per Induktionnachn e N.  n =1: Kklar.
n—n+1: Sei P vom Grad n 4 1 und sei {,+1 € C eine Nullstelle von P nach Satz 4.46. Es gilt

3 Polynom Q : C — C vom Grad n mit P(z) = (z — {n+1)0Q(z) Vz e C, (%)

denn: sei P(z) = 2723 aj z7, dann bestimme Q mittels Ansatz Q(z) = Z;'l=0 bj 27 durch Koeffi-
zientenvergleich (gerechtfertigt wegen Identitétssatz 4.25):

pny1 =b, und a; =bj_1 —Cu11b; Vj=1,...,n
Dies liefert rekursiv by, by—1, . .., bo.

Mit (*) und der Induktionsvoraussetzung Q(z) = a [[f_;(z — &) folgt der Induktionsschritt. |

4.5 Logarithmus und allgemeine Potenz

4.48 Lemma und Definition
o Links geschlitzte komplexe Ebene C; := C\ Rg¢
o Offener Horizontalstreifen (der Breite 2nr) S ={zeC:—nw <Imz <7}
Die Restriktion der komplexen e-Funktion exp|s : S — C; ist bijektiv. Die Umkehrfunktion
In: C; — S

heifst Hauptzweig des (natiirlichen) Logarithmus (auch: log, Log).
Auch iibliche Notation: nz := In(z) fiir z € Cj.

iR iR
A C A le
| P TP TS TSRS
fehlt - L
> R > R
exp
——— S
[ _. l.jT. -

Beweis (Bijektivitiit). Seiz € § —> &7 = eR¢? ¢lIM?

— N——

67| eiaree®)

R — ]0,00[

e Satz 429 — Rez 1> eRez bijektiv,
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-7, zn[ — {zeC:lz|=1}\{-1}

e Definition 442 — Im 2 Ly eilmz

bijektiv.

Damit folgt die Behauptung aus der Polardarstellung. |

4.49 Satz (Funktionalgleichung des In) Seien z1,z, € C; mit z1z5 € C;. Dann existiert genau
eink :=kz, z, €{0,1,—1}, so dass

In(z1z2) = Inzy + Inzy + 2kmi.

Beweis. Fiir j = 1,2setze {; :== Inz; € S, also z; = e% . Aus der Funktionalgleichung von exp

folgt

Z129 = eb1 o — e§1+§2+2kni’

wobei k € {0, 1, —1} eindeutig festgelegt ist durch die Forderung ¢ := {1 + ¢ + 2kwi € §, denn
2122 € C; = Im (¢ + {) # L. Damit folgt In(z123) = ¢. |

4.50 Korollar (Reller Logarithmus) Die Funktion exp|r : R — Rs ist bijektiv mit stetiger
Umkehrfunktion In |r. : |0, 00[ — R. Es gilt fiir alle x1, x> € ]0, oo[
In(x1x2) = Inx; + Inx».

Beweis. Sitze 4.29, 3.23, 4.49. |

4.51 Korollar  Fiir alle z € C; gilt

Inz =1In|z| 4+ iarg(z)

undlIn: C; — S ist stetig.
Beweis. Polardarstellung und Satz 4.49. Stetigkeit aus Korollar 4.50 und Stetigkeit von | - | und arg

(letzteres siehe Ubung). |

4.52 Definition Fiira € C; und z € C setze

a® := exp (zIna).

4.53 Bemerkung e Konsistent mit Definition 4.32 fiir a = e wegen Ine = 1.

e Ebenfalls konsistent mit Definition 2.76 fira € R~ und z = % eQmeZ,neN,da

[exp (% lna) ]n = exp (m lna) = [exp(lna)]m =a"
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und damit wegen der Eindeutigkeit der positiven n-ten Wurzel positiver Zahlen
m
exp (— lna) = Va™.
n

. ... C — C . .
e Fiir alle a € C; gilt: ;o 4t 1st stetig.

o aflq?2 = q*1 1?2 ¥zy,z5 € C.

4.54 Satz  (a) Fiiralle zy € S und alle z5 € C gilt (e71)*? = e?1%2,
(b) Fiir alle z1 € C; und alle zp € C mit Zfz € C; gibt es genau ein k € Z, so dass

In (Zfz) = z5Inzy + 2kmi.

Beweis. Ubung. |



S

Differenzieren von Funktionen auf R

Generalvoraussetzung in diesem Kapitel: 2 C R, K’ € {R, C}.

5.1 Ableitung

5.1 Definition Sei f : 2 — K’ und a € 9 ein Hiufungspunkt von 9.
(@)

— d
f differenzierbarina :<— lim M =: f'(a) =: —f(a) existiert
x—a X —a dx

T
(1.) Ableitung von f in a (auch: Differentialquotient)

(b) Falls a € 9 Héiufungspunkt von 2 n [a, oo| :

f von rechts differenzierbarina < lim M

=: fi(a) existiert
xNa X —a

T

rechtsseitige (1.) Ableitung von f in a
Analog: von links differenzierbar.

(c) Sei A C D und jedes a € A sei Haufungspunkt von 9 :

f differenzierbar auf A < Va € A: f differenzierbarin a

und )
. ] ;A = K
(1.) Ableitung von f auf A: f: a > f'a)
d d
Alternative Notation: [’ =: df = —f.
dx dx

(d)

f differenzierbar <= [ differenzierbar auf 9
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5.2 Bemerkung (a) Fiir a € 2 Haufungspunkt von 9 gilt
fla+h)— fa)

f differenzierbarina <= lim existiert.
h—0 h

T
beliebige Nullfolgen (h,), C {x —a: x € dom(f)} \ {0}

d
(b) d—f ist kein Quotient, sondern lediglich Notation!
X

(c) Geometrische Interpretation fiir K’ = R: f”/(a) ist Steigung der Tangente am Graphen von
f im Punkt a.

A

J ()

Sekante mit Steigung J)—f(a) (x) f (@)

Tangente in a mit Steigung f’(a)

~
f(a)A

5.3 Beispiel (a) Konstante Funktionen f : I]i : i: firc e C

YaeR — —
x—>a X —a XxX—>a x —a
R — R .
(b) Monome f : s an firn e N
VaeR 1

= fll@=na"",

denn

(f(a +h) - f(a) = Z ( )hka"—k - (’I)a"—l + (Z)hk_la”_k .

k=2
(a +h)n —an

h—0
—>0
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. . R - C
(c) Exponentialfunktion f : s oA firi eC
VYaeR Aa
= f'(a) = Xe** = Af(a). ()

Insbesondere gilt

o exp’ = exp,
e sin’ = cos,

e cos’ = —sin,

(fiir letztere beide wegen Satz 4.35(b) und (%) mit A = =i). Beweis von (x): Vh # 0

Ah n—1
et (/\h)
Z( fla+h - f() = et = et Z
Funktionalgleichung
\-A~
=:g(h)

h — g(h) ist assoziierte Funktion zu einer Potenzreihe mit Konvergenzradius co (Quotien-
o Satz 4.24(b)
tenkriterium!) — g stetigauf R — hm g(h) =g0) =1.

R —
alle x € R \ {0}. Die Ableitungen von rechts und links existieren dagegen in x = 0.

ist differenzierbar auf R \ {0}, aber nicht in 0, mit 7 |x| sgn(x) fur

5.4 Definition (Hohere Ableitungen) Sei f: 29 > K/, x € 2 und A C 2.

(a) o Seie > 0,sodass [ diff.--bar auf 2 ~|x — &, x + e[ und [’ diff--bar in x.
2. Ableitung von f in x: f7(x) = (f) (x),
e [ 2-mal diff.-bar (auf A) <= f, f diff.-bar (auf A).
(b) Induktive Definition fiir k € N.
o Seie >0, s0dass f©@ := f fD = ' &2 gitt bar auf ? nx — e, x + €[
und f* =V diff-bar in x.
k-te Ableitung von f in x: F®(x) = (fR =Dy (),
o [ k-mal diff--bar (auf A) = O FED it bar (auf A).
mit

A —» K
) . . (k) .
k-te Ableitung von f (auf A): JASE i > B
dk dk d\*
Alternative Notation: f(k) = dx_{ =: Ik —f = (dx) i

(¢) f k-mal stetig diff.-bar (auf A) <= [ k-mal diff.-bar (auf A) und &) stetig (auf A).
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5.5 Beispiel (@) exp® =exp Vk eN,
(b) sin” = —sin,

(c) cos” = —cos.

5.6 Satz (Lineare Approximierbarkeit) Sei f : 2 — K und a € 9 ein Hiiufungspunkt von 2.
Dann gilt

Am e K/ 36> 0 und 3¢ D By(a) — K mir tim L& — ¢
f diff.-barina < x—>ax—a
und f(x) = f(a) + m(x —a) + ¢(x) Vx € 2n Bs(a).
In diesem Fall ist f'(a) = m.
Beweis. .= Setzem = f'(a)und Vx € 2 : ¢(x) = f(x) — f(a) —m(x —a) —
Ve o\ tak: o) _ S -f@  xoa
X—a xX—a
N ———— —
X—a m
»=“ VX € DN Bg(a) \ {a} gilt
fx)—fla) _ ¢(x)
—_— =m+ .
X—a X—a
Daraus folgt nach Voraussetzung an ¢, dass f diff.-bar in @ mit f/(a) = m. |

5.7 Bemerkung (a) Aus dem Beweis folgt, dass der Satz auch mit ,,§ = oo* gilt, d.h. mit @
anstelle von 2 N Bg(a).

(b) Insbesondere gilt lim ¢(x) = lim
xX—a

x—a|lx—a

[W) (x —a)] — 0= g(a).

(c) Spiter dient lineare Approximierbarkeit als Definition der Diff.-barkeit in allgemeineren Si-

tuationen.

5.8 Korollar (a) f diff-barina = f stetig in a.
(b) f k-mal stetig diff.-bar fiir eink € N = ) stetig fiir alle j € {0,1,...,k}.

5.2 Ableitungsregeln

598atz Sei2 CR,x €9, f.g: 2 — K diff--bar in x. Es gilt

(a) Linearitit der Ableitung: VA, € K ist \f + ug diff--bar in x und

(Af +ng)'(x) = Af'(x) + ng'(x).
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(b) Produktregel:  fg ist diff.-bar in x und
(f8) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

(c) Quotientenregel: Sei g(x) # 0, dann ist g diff--bar in x und

(f)’ _ ff(x0)gx) = f(x)g' (x)
L) ) = a2 2
8 (g(x))

Beweis.  (a) Folgt direkt aus den Regeln fiir Limiten.

(b) Seih e Rmitx +he€ 9 —=

(fO)x +h) = flx+hgx +h) = fx +Mgx) + fx +M)[gx +h) —gx)]

L YOO U0 [ PRNCEY) —g(x)}
h—0 h h—0 h
= f'(0)gx) + f(x)g'(x).

Kor. 5.8(a), Satz 3.19
16 >0Vy €e 2 Bs(x): g(y) #0.

I.Akt: f =1. Seih € R, |h| <$mitx + h € D (also g(x + h) # 0), dann folgt

(c) Da g(x) # 0 und g diff.-bar in x

( ! 1 )1_ ! g(x) — g(x + h)
gx+n) gix))h gx +h)g(x) h
S —— —
h—0 R h—0 ()
(g(x)2’
da g stetig
1 1\’ /
— — diff.-bar in x und (—) (x) = — g (X)z
g g (g(x))

2. Akt: f # 1. Produktregel und 1. Akt —>

(-C-ri G-
4 4 4 4

g2

5.10 Beispiel (a) (Komplexer) Tangens

2 — C

. _ 1
tan: sin(z) mit @:=C\{(k+§>n:kez},
cos(z)

denn cosz =0 < %% = -1 <= 2z =n + 2nk firk € Z.
Quotientenregel = tan |y~ ist diff.-bar mit

, cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x)) 1
tan’'(x) = =

cos2(x) ~ cos2(x)

Vx e 2 nR.



5. Differenzieren von Funktionen auf R 100

tan x
15 |

10 |

~10 |

—-15+

Abbildung 5.1: Funktionsgraph des (rellen) Tangens.

(b) Inverse Potenz R\{Oi : f_n _n € N, ist diff.-bar mit
d _ d 1 nx"1 o
a(_)C n) = ax—n = ——xzn = —nx n—1 Vx € R \ {0}

Zusammen mit Beispiel 5.3(a), (b) folgt

R 7>,
—x" =nx VneZ Vxe ’ nesz
dx R \ {0}, ne’Z-.

5.11 Satz (Kettenregel) Seien 5,2 € Rund [ : 2y — R, g D¢ — K’ Funktionen mit
f(Dyr) C Dg. Sei f diff.-bar in x € Dy und g diff.-bar in f(x) € Dg. Dann ist g o f diff.-bar in
X € @gof mit

(g0 f)(x) =g (f(x)f'(x).
Beweis. Nach Satz 5.6 und Bemerkung 5.7(a) gilt (mit einer translatierten Restfunktion)

o fdiff-barinx = F¢r: Dy —{x} — Rmit

={x'—x: x' €95}

f(x+h):f(x)+ f,(x)h+(Pf(h) VhE@f—{x} und (pf_(h)mo

_—

=:0(h)
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o gdiff.-bariny = f(x) = g : D¢ —{y} > R mit

g +D =80+ W +ps(l) VlePg—{y} und ‘pgT(l) 20

Alsoist Vh € 95 — {x}

g(f(x +h) =g(f(x) + & (f())0(h) + ¢g (0(h)).
FG)+6(h)

und somit YO # h € Dy — {x}

h 0(h
%[(gof)(Hh)—(gOf)(X)] =g’(f(x))[f/(x)+ ¢r (h) }Jr vg(0()

h h
=0 = ()

. . h—0
Es bleibt zu zeigen, dass ®(h) —— 0.

1.Fall 8(h) =0 — §0g(9(h)) = g (0) Bem.5.7(b)

0(h)  ¢g(0(h)  n—o

0 = ®(h) = 0.

LFall 6(h) £0 = @)= — o) 0.
mf’(X) 220, da@(h)—)Oundwg]%(l)[—T)—gO u

5.12 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei I C R ein (uneigentliches) nicht ausgeartetes
Intervall (d.h. |I| > 0). Sei f : I — R streng monoton und diff.-bar in x € I mit '(x) # 0.
Dann ist [~ diff-barin y := f(x) mit

1
SO =
(1)
Beweis. Ubung. |
A . R. — R
5.13 Beispiel (a) Logarithmus o Inx
Saz5.12  d 1
fi=exp = f'of ! =expoln=id 250 Sy = Vx € R..

dx X

R. — C

mitz e C —
=  xZ =ezlnx

(b) Allgemeine Potenz

d 1
o Tt ? g'(Inx) -alnxgzxz-;zzxz_l Vx € R-.

zg(Inx)
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5.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

In diesem Unterkapitel sei stets @, b € R mita < b und K’ = R (Funktionen sind reellwertig).

5.14 Definition Sei f: 2 > Rund £ € 9.

f hat lokales Maximum in § < deg>0Vx € (Bg(S) \{E}) n2: f(§) = f(x),
f hat striktes lokales Maximum in § <= 3Je>0Vx € (Bs(§) \ {§})) n2: f(§) > f(x),
f hat lokales Minimum in§ < 3Je>0Vxe€ (BS(E) \ {S}) nN2: f(¢) < f(x),
[ hat striktes lokales Minimum in§ < de>0Vxe¢e (BE(E) \{E) n2: (&) < f(x).

o & heifit Maximalstelle bzw. Minimalstelle.

o (Striktes) lokales Extremum: (striktes) lokales Maximum oder Minimum

Extremalstelle: Maximalstelle oder Minimalstelle.

Eine notwendige Bedingung fiir Extrema differenzierbarer Funktionen liefert

5.15Satz Sei f : ]a,b[ — R mit lokalem Extremum in & € |a,b[ und f diff.-bar in &. Dann gilt

'@ =o.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung & Maximalstelle (fiir Minimalstelle analog). Nach Voraussetzung
de > 0: Bg(§) Cla,blund f(x) < f(§) Vx € Bs(§) =

ro=im s I - m ISR = e
=0 <0 |

5.16 Warnung! (a) Die Bedingung /(&) = 0 ist nicht hinreichend fiir Existenz von Extrema.

—1,1] —- R
] x[ o o3 und § = 0.

Beispiel: f :

(b) Randpunkte a, b sind ausgeschlossen in Satz 5.15.
[0,1] - R

Beispiel: f : o

und & = 0 oder & = 1.

5.17 Satz (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) und f diff.-bar aufa, b|.
Dann existiert § € la, b[ mit f'(§) = 0.

Beweis. 1.Fall f = const. ist trivial.

2.Fall f #const. = 3dx¢€la,b[: f(xo0) # f(a).0.B.d.A.sei f(xo) > f(a) (< analog).
Satz 3.27 = f nimmt Maximum an, das heif3it

A& €fa,b] mit f(§) = f(x) Vx € [a,b].
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SB)—f(a)

b—a

o1

Sekante mit Steigung

Tangente in £ mit Steigung f’(€)

f(a)]

b
Abbildung 5.2: Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir g = id.

Wegen f(xo) > f(a) = f(b) = £ € ]a,b[ = Behauptung mit Satz 5.15. [

5.18 Korollar (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien f,g : [a,b] — R stetig und
diff.-bar in|a, b. Sei g'(x) # 0 fiir alle x € |a,b[. Dann

J(b) - f(a)

3, Mittelwert* & € la,b[: f'(§) = m

g' ().

[Beachte: Satz von Rolle — g(a) # g(b).]
Insbesondere fiir g = id gilt
f(b) = fla)

Fe ===

Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf

f(®) = fla)
g(b) —g(a)
denn ¢ ist stetig auf [a, b], diff.-bar auf |a, b[ und ¢(a) = f(a) = ¢(b). Somit
f(b) = fla) g
g(b) —g(a)

Der Zusammenhang zwischen Monotonie und Ableitung erfolgt in

@ x> px) = f(x)— (g(x) — g(a)),

A€ €la.b[: 0=9¢'(§) = f'(®) - (%) u

5.198atz Sei f : [a,b] — R stetig und auf'\a, b[ diff.-bar. Dann gilt

@ f'(x)=0 Vxe€la,b

[ =  fisoton (d.h. auf dem Def.bereich [a, b)),
f'(x) >0 Vx €la,b|

[

[

= [ strikt iston,
= [ antiton,
= [ strikt antiton.

f'(x) <0 Vxe€la,b
f'(x) <0 Vxe€la,b
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(b) fisoton — f'(x)=0 Vxe€la,b|,
f antiton — f'(x) <0 Vx €la,b|.

[Hier keine extra Version fiir ,, strikt“. Beispiel: x — f(x) = x3.]

Beweis. Ubung. |

5.20Satz Sei f : Ja.b[ — R diff-bar und € € la, b|. Weiter sei
o f 2-mal diff-bar in €,
o f1(§) =0,
o f(€) >0 [bzw. f"(§) <0].

Dann hat f in & ein striktes lokales Minimum [bzw. Maximum).

5.21 Bemerkung Im Gegensatz zu Satz 5.15 gibt Satz 5.20 eine hinreichende, aber nicht notwen-
-1 - R

dige Bedingung fiir ein lokales Extremum. Beispiel: f : v s o und £ = 0.

Beweis von Satz 5.20. Sei o.E. f”(£§) > 0 [Fall < 0 analog].
f(§)=0

0< £ "L tim L 3e s 0mit Bu(g) € Ja.bl und Vx € Bo(@)\ (&3 L

0.
-t x—§& x—§>

Und somit

Vheloe[: f'(E—h) <0< f'(§+h).
Mit Satz 5.19(a) folgt f strikt antiton in ]§ — &, ] und f strikt isoton in [£, § + ¢[ = Beh. [

5.22 Satz (Regeln von DE L’HOSPITAL) Sei @ := la, b| und seien f,g : 2 — R diff.-bar. Es
gebe b’ € la,b|, sodass g'(x) # 0 Vx € la,b’[ und es gelte

entweder lim f(x) =0 = lim g(x) oder lim g(x) = £oo.
xNa xNa xNa
/
Falls lim existiert oder eine bestimmte Divergenz vorliegt, dann gilt das auch fiir
xNa §X

tim £ _ jyy L

=1 .
xNa &(x) xNa &'(x)

Die Aussage gilt analog fiir x 7 b und, falls (anders als oben!) 9 2 la, oo[, bzw. D 2 |—o00, b|
auch fiir x — Fo0.
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Beweis. Im Fall der Voraussetzung ,,oder sei 0.E. lim g(x) = oo [sonst betrachte —g].

x\ua
/
Sei = 1im 2% ¢ R,
xNa &'(x)

Fall: L e Ru{—o00}. SeilL4+ > L beliebigundf € |L,L+] =

Ixg €la,b’] Vx € la, xo]: & < L.
g'(x)

Fixiere ein beliebiges y € ]a, xo]. Dann gilt Vx € ]a, y[ gemidB Anwendung des Mittelwertsat-
zes (Kor. 5.18) auf [x, y]

ey

SO0 _ OO,

3§ € Jx, y[: = : (2)
gx)—g(y)  g'®
o Im Fall der Voraussetzung ,,entweder* folgt mit x  a in (2)
@ <l< Ly Vy €la, xo]. 3)
gy)

e Im Fall der Voraussetzung ,,oder 3x; € la,y[ Yx € Ja,x1]: g(x) > max{g(y),0}.
gx) —g()

Nach Multiplikation von (2) mit folgt
g(x)
f(x) §£<1_ g(y)) n . € la.x1l.
g(x) gx)/  gx)
Da g divergiertund £ < Ly = I x3 € ]a, x1] mit
/() < Ly Vx € la, x3]. 4)
g(x)
Zusammenfassung der beiden Fille (3) und (4):
VLy>L3 x4 €la,b[ Vx €la, x4]: % < L4, 5)
—— gx

=X2<X0
Falls L = —o0, folgt die Behauptung aus (5) durch Wahl von L € —N.

Fall: L € R u{oo}. Analog zum obigen Fall gilt

VL_< L3x_€la,b[ Vx €la,x_]: @>L_. (6)

g(x)
Falls L = oo, folgt die Behauptung aus (6) durch Wahl von L_ € N. Falls L € R, wihle in (5)
und (6) L4 := L & ¢ mit ¢ > 0 beliebig.

Zusitze: Der Beweis der Behauptung fiir x 7 b ist analog. Fiir x — o0 folgt sie mittels f (%) =
f(x), g (%) == g(x) aus der Behauptung fiir x ./ 0 bzw. x . O fiir f, . |
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5.23 Beispiel Sei 2 = ]0, 00[ und @ > 0. Dann gilt

(@) lim x*Inx =0,

xNO0
X N0 iy XNO
dennlnx —— —oco, x * =" —s 00 —
. . Inx sazs2 . (Inx) . x~1 1
lim x*Inx = lim — "2 lim ( _)/: im ———— = —— lim x* = 0.
xN0 xN0 X% xn0 (X7 xNo (o)X o xN\0
. Inx
(b) lim — =0
x—o00 x¢%
. 1 1\ _
wegen (a) mittels y := - und In (;) = —Iny.

Moral: Der Logarithmus wéchst ,,langsamer* als jede Potenz.
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Integrieren von Funktionen auf R

Generalvoraussetzung in diesem Kapitel: a,b € R,a <bund I = [a, b]

6.1 RIEMANN-integrierbare Funktionen

6.1 Definition (@) ¢ : I — R Treppenfunktion

dn € N I Unterteilunga = xo < X1 <+ < Xp—1 < Xp =bvon I:
) vi=1 Jcj € R mi = ¢
j=1....,n3c; € R mit ‘p‘]x,-,l,xj[ = ¢j.
Die Werte ¢(xj), j = 0,...,n, sind definiert — iiber sie ist aber nichts ausgesagt.

(b) Menge der Treppenfunktionen auf I: 5 (1) :={¢: I — R: ¢ Treppenfunktion}.
(c) Sei ¢ € I (1) Treppenfunktion

b n
Integral von ¢: f p(x)dx = Z cj(xj —xj—1).
a le

b
Alternative Notationen: / dx ¢(x), / o(x)dx, / ®.
a 1 1

b
6.2 Bemerkung / @(x) dx ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der gewihlten Unterteilung

a
von @. Fiir den Beweis verwende grobste Verfeinerung zweier gegebener Unterteilungen, siche im
Beweis von Lemma 6.3(a). Kern des Arguments ist, dass fir x;—1 = zg; | < Zg;_;4+1 < ... <
Zo; = X; gilt

o

cj(xj —xj-1) = Z Cj@)(Za — Za—1) mit j(a) = jYa=o;j—1+1,...,;.

o=a; +1
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C1 +

Cc3 +

Cy +

Abbildung 6.1: Das Integral einer Treppenfunktion ¢.

6.3 Lemma (a) I (1) ist Vektorraum iiber R und Vo, ¥ € (1) VA, u € R

b b b
Linearitiit des Integrals: / Ao+ p)(x)dx = A / e(x)dx + / ¥(x)dx.
a a a

(b) Sei ¢ € I (I). Dann gilt

b
Monotonie des Integrals: =20 = / p(x)dx = 0.
a

Beweis. (b)klar. Zu (a): I (1) ist Vektorraum, da
e 0 € 9 (I)Klar
e Seipe T([), AR = Ap € I (), dennc; — Ac;.

e Scien g, ¥ € (1) mit<p‘]xj71,xj[ =c¢j,j=1,...,n, w‘])’k—l,)’k[ =di, k=1,...,m.
Definiere grobste Verfeinerung a = zp < z; < --- < zy,—1 < z, = b beider Unterteilungen,
das heif3t

{zara=1...v=1}={xj:j=L....n—1}u{y:k=1....m—1}.
Sie ist grobste Unterteilung, die die Unterteilungen von ¢ und ¢ enthdlt —

Va=1,...,v3jla)e{l,...,n} Fk(x) € {1,...,m}:
(p‘]zoz—lazoz[ - Cj(a) und 1'”‘]Zoz—lazoz[ - dk(a) = ((p + w)}]za—lszoz[ - cj(a) + ck(a)’

alsop + v € I (1).
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Linearitit des Integrals:

b v
|G @ ax = 3Gy + i)z~ zam1)
a a=1

v v
=1 Z Ciw)(Za — Za—1) +H Z A () (Za — Za—1)

a=1 a=1

— —

n m
'21 cj(xj—xj—1) kzl dr(Yk—Yk—1) [s. Bem. 6.2]
iz =

=)L/ab<p(x)dx+u/abW(x)dx.

6.4 Definition (@ Sei f: I —-R.

e  Oberintegral or(f) = inf{ /I p(x)dx:peT ), = f}

o Unterintegral ;(f) := sup { / e(xX)dx: e T ), < f},
I

e [ Riemann-integrierbar (iiber I) <— R >0;(f) =% (f) =: [ f(x)dx.
I

(b) Sei f: I — C:

e [ Riemann-integrierbar :<—=> Re f undIm f Riemann-integrierbar.
In diesem Fall ist

/ Fx)dx = f (Re f)(x)dx +1i f (Im £)(x) dx.
1 1 1

6.5 Bemerkung (a) Seienmy e Rmit m_ < f <my,sei|ll|=b—a =

m_|I| ? wr(f) < or(f) ? my|1].
p=m— Lemma 6.3(b): Y=my
zugelassen

Py = [ pdx<[; Ydx

(b) Jedes ¢ € I (1) ist Riemann-integrierbar mit

/1 PO =0 = Ue) = Yoy —x),
j=1

<0|]xj,1,xj[=<~j

1, xeQ,

ist nicht Riemann-integrierbar iiber [ :=
0, xeR\Q,

(c) Die Funktion x — 1g(x) = {

[0, 1], denn
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e 07(lg) = 1, dainf durch 1o 1 realisiert wird, da Q dicht in R.
e %71(lg) = 0, da sup durch O realisiert wird, da R \ Q dicht in R.

(d) Der Name der Integrationsvariable ist irrelevant (so wie der Name des Summationsindex).

/If(x)dx:/lf(t)dt.

6.6 Lemma Sei f : I — R Riemann-integrierbar. Dann ist [ beschrinkt.

Beweis. Da 07 (f), % (f) e R — {pr €e TU): f < ¢4} # Fund {p— € T() : p— <
f} # @. Da Treppenfunktionen beschrinkt = Behauptung. |

6.7 Definition Sei f: I — R. Seia = xo < x1 < -+ < x5, = b eine Unterteilung von I und
Vjell,...,n}sei& € [x;_1,x;] (,Stiitzstelle®).

Zerlegung (= Unterteilung mit Stiitzstellen) Z = ((Xj)je{ow‘,n}, (Ej)je{l,...,n})

[ ]
o Feinheit der Zerlegung (1(Z) := max {Xj —Xj-1: ] = 1,...,n}
o Riemann-Approximante (von f zur Zerlegung Z) ¢z € I (1) mit (pg‘]x' Ll = f&)
J— 1A
Vi=1,...,n

Riemann-Summe (von f zur Zerlegung Z)

AT, f) = /1 pz(0)dx = 3 F(E) ) —xj-1).

j=1

Der nichste Satz dient zur Charakterisierung von Riemann-integrierbaren Funktionen.

6.8 Satz (Integrabilitétskriterium von Riemann) Sei f : I — R. Dann sind dquivalent
(1) f ist Riemann integrierbar.
(i) 3J e RVe > 036§ > 0V Zerlegungen Z mit u(Z) < 8:

\J —R(Z, f)| <e.

Notation: lim R(Z,f)=J.
w(Z)—0

(iii)) Ve > 034, p— e T() mit o— < f < o4 und

/ga+(x)dx—/g0_dx<8.
1 1
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Trifft eine der Aussagen (i) — (iii) zu, so ist
J = / f(x)dx.
1
Beweis. (iii)) = (1) Yo+ € T (1) mitp— < f < @4 gilt

—00</I<p—(x}dxs%(f)S@z(f)S/Iw(x)dX<oo B (f) = 61(f) € R,

(1) = (iii) Sei & > 0. Per def. von % (/) und @ (1) als nicht-leeres sup bzw. inf 3¢+ € I (1) mit
o— < f <oy, JZJ(I)—$</‘<p_()c)d)c, /g0+(x)dx<6’(l)+e
I I
Wegen (i) ist ;7 (f) = @7 (f) und somit

0< /Ig0+(x)dx—/l(p_(x)dx < 2e.

(ii) = (iii) Nach Voraussetzung 3J € R Ve > 036§ > 0,sodass fiira = xg < x1 <---<xp, =b
mit max (x; —x;—1) <4 =

j=1,...,n
n
Vj= L0 VE €yl ‘J ~ 3 @Gk — )| < e %)
k=1
Firj =1,...,n sei fj+ = sup{f(x) 1X € ]Xj_l,xj[}, fj_ = inf{f(x) 1X € ]xj_l,XJ[}
Def. sup, inf . .
=" 3@j,)ven C Iy [ mit lim /(7)) = /7.

Beh: fFeRVj=1,..n
Bew.: Fixiere j € {I,...,n}. Wihle §; = r)}*Lv in (x), belasse die anderen & fiir k # j v;;o

| =Y ek — ) —fE x| <6 v

k#j

eR
" + . V—>00 n +
Wihle nun & = n° Ve =1,...,nin(x) = ‘J— > S (xk —xk_l)‘ <e.
’ k=1
Definiere ¢+ € J (1) durch @t |jx, _, x,[ = fkjE und @1 (xg) == f(xp) Vk=1,....n =

¢o- < f<¢4+ und /I¢+(x)dx—/l<p_(x)dx < 2e.

(iii) = (ii) Seien ¢ > 0 und ¢+ wie in (iii). Seia = x¢9 < x; < --- < X = b eine gemeinsame
Unterteilung von ¢4 und ¢_ und sei § > 0 mit

206 (sup 94 (¥)] + sup |¢_<x)|)< . 0
xel xel

=S
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Sei Z = ((yk)k=0,...,m, (Ek)k=l,...,m) eine beliebige Zerlegung mit ;(Z) < § und sei
a=zp<z1<---<zy=b

die grobste gemeinsame Unterteilung von (x;); und (yx )k, alsov <m + (n — 1)

[man denke sich die x;, j = 1,...,n — 1, in die Unterteilung (yx )x—o.... m hineingeworfen].
Definition. ae{l,....vfgut <= ¢_<gz<giauf|zg1,ze[. (2)
Es gilt
J hochstens 2n nicht gute a’s, da (siehe auch Abb.) 3)

(@) &k €)za—1,2¢] = @ gut.

(b) & =zqund zy & {x0,...,Xp} = ound o + 1 gut.

(¢) & = zqund zy € {x0,...,xn} = keine Aussage fiir « und o + 1 moglich
= falls (c) nicht vorliegt fiir ein &, liefert es mindestens ein gutes «

= fiirm > n Imindestens m — (n + 1) gute ¢’s = (3) [fir m < n ist (3) klar].

f

0+ ‘
I
|
1

‘ : Yz
I I
I I
I I
| |
| |
g&_ _____________________ B I
| |

| | i i i >
Zg—2 = Xj—1 Za—1 = Vk—1 £k Zo = Xj  Za4+1 = Yk

o schlecht
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Firo e {+.,— Z},a € {l,...,v}seicoq = (p"‘]za—l,za[' Setze

J

v
¢o(x)dx = Z Ca,a(za — Zg—1).
g

’ a=1
a gut
Es folgt
. 3), (D)
° '/ @U(x) dx —[ QU(X) dx| < Z |CO',(x| (Z(x — Za—l) <« e, 4)
1 Isg a=1 —— — —
« nicht gut <S§ <u(Z)<6
(@) (2)
® / p—(x)dx §/ @z (x)dx $/ ¢+ (x)dx, 5)
I’g Iyg I,g

und weiter

<

/1 e - /1 91 (x) dx
+ ‘/I<p+(x)dx—/lg0_(x)dx

+ ‘/I o—(x)dx — /I’g o—(x)dx

4),n.V,,(4)
< 3e

/I prdr - /1 e

Zusammen mit (5) folgt
0< / o+(x)dx —/ pz(x)dx < 3e. (6)
1.g l,g

Insgesamt schlieBen wir mit —oo < [; ¢_(x)dx < %;(f) < O1(f) < [; ¢4 (x)dx < o0

=:J = eR

+ ‘/I q)+(x)dx—/1’g<p+(x)dx

T ‘/Ig o+ (x) dx — /I,g oz (x)dx| + '/Ig o7 (x)dx — /1 02(x) dx

n.V., (), (6),(4)
<

‘J— %(Z,f)‘ < ‘J—/I(/ur(x)dx

Jr oz (x)dx

e+ &+ 38+ &= 6s.

Also gilt (ii).
(@) gilt
Wertvon J: DaJ =0;(f) € R == J = [; f(x)dx. |
Ziel ist eine andere Charakterisierung der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen in Satz 6.12.

Dazu 2 Vorbereitungen: Nullmengen und die Uberdeckungskompaktheit abgeschlossener eigentlicher
Intervalle (Satz 6.11).



6. Integrieren von Funktionen auf R 114

6.9 Definition Sei N C R.

Ve > 0 Joffene Intervalle J, C R,n € N:
N (LEBESGUE-) Nullmenge :<— N c\UJ, und Z || < &.

neN neN

6.10 Satz (a) Seien Ny C R Nullmengen Vk e N = \U Ny ist Nullmenge.
keN

(b) Sei M C R abzihlbar —> M ist Nullmenge.

Beweis.  (a) Sei e > 0. Vk € N existiert nach Voraussetzung eine ,,Uberdeckung® N C \U J,i‘

neN
mit offenen Intervallen JX, so dass 3" |J¥| < 27e.
neN
Daraus folgt \_ N € \U U J,f mit offenen Intervallen und Z Z |J,ic | <e Z 27k — ¢
k keNneN keNneN keN
abzihlbar

(b) Vx e R Ve > 0: {x} C lx—¢/4,x+¢e/4] = J und |J| = /2 < ¢; also einpunktige
Mengen sind Nullmengen. Da M abzihlbar, folgt die Behauptung aus (a). |

Beispiel (a) Q ist Nullmenge. (b) Teilmengen einer Nullmenge sind Nullmengen.

Der nichste (und letzte) Hilfssatz fiir die Charakterisierung integrierbarer Funktionen ist ein Spezial-
fall des Kompaktheitssatzes von HEINE-BOREL (siehe Analysis II). Der Vollstdandigkeit halber geben
wir dennoch bereits hier einen Beweis.

6.11 Satz (Uberdeckungskompaktheit abgeschlossener Intervalle) ~Seien —0co < a < b < 0o, £
eine (unendliche) Indexmenge und fiir alle « € _¢ sei 1, ein offenes Intervall. Es gelte

[a’b] g U IOC-
aE Y

Dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung, das heifft, 3J € N3Jay,...,ay € £, so dass

J
[a,b] € \U Iy,
j=1

Beweis. Per Widerspruch. Annahme: A endliche Teiliiberdeckung von [a, b] =: K.

= mindestens eines der Intervalle [a, #], [#, b] besitzt keine endliche Teiliiberdeckung. Wihle
eines davon aus und bezeichne es als K.

Per Induktion folgt: 3 Intervallschachtelung (Ky)nen : Vn € N gilt
(1) Kn - Kn—l

(2) |Kn| = |Kn—1|/2
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(3) A endliche Teiliiberdeckung von K.

Satz 2.74 (Intervallschachtelungsprinzip — benotigt Abgeschlossenheit und Beschrénktheit!) —
JixeRVneN: x € K.
Da (Ig)aes 2 [a,b] = Jap € #: x € Iy,. Nun

Iy, offen = Je>0: x €]x —e,x + & C Iy,.

ek,
SchlieBlich betrachte n € N so groB, dass | K, | < & x: KnClx—ex+e[C Iy, 4zu(3). W

Nun zum zweiten Charakterisierungssatz.

6.12 Satz (Integrabilititskriterium von Lebesgue)
Sei f: I — Rund Ny :={x €l: [ nicht stetig in x }. Dann gilt
[ Riemann-integrierbar auf I <= f beschrinkt und Ay Nullmenge.

Beweis. ,,<=*“. Seig > 0.

. f stetig in x
e Seix el \ AN = 3éx >0Vy e Bs (x) n1I:

|f() = f] <e. ey

e Da .47 Nullmenge, 3 Uberdeckung (J,)nen von A aus offenen Intervallen mit

D lal <. &)

keN
Damit gilt

I ( v Bsx(x)) U (u Jn)
xel\ ANy neN

Nach Satz 6.11 ist I iiberdeckungskompakt, das heiflt 3 endliche Teiliiberdeckung. Also 3K, N €
N3xq,....xg € I \ Ay 3ny,...,ny € Nmit

K N
Ic (u Bs, (xk)) o (u Jnu) :
k=1 v=1
Seia =z¢9 <zy <---<zp_1 <zp = b eine Unterteilung von I = [a, bl mit V] = 1,..., L gilt

entweder Ik; =1,...,K: I} :=]z;_1,z;[ C B, (xg,) <=1 [ gut,
1
oder Jv;=1,...,N: I} C J,,W <—>: [ schlecht.
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Seien ¢+ € I (1) mit <p+}1 = sup f(x) % R, ¢_ ‘I = inf f(x) % R konstant auf [; VI =
xXe
el f beschr. ! f beschr.

I,....,Lund 91 (z;) := f(z;) VI =0,...,L.

o_<f<os =
— 0<o-w() "= [ewa— [ omar =3 (eel, ol ) 11
I=1

—Z((p-l-‘]l ¢— ‘1,)|Il|+ Z ((p-l-‘]l ¢— ‘1,)|Il|
—— —

I gut [ schlecht

<2e¢ gemaB (@) <2 qup | f(x)|=:28 <oco n.V.
xel

N
<26l +28 Y |Jn,| <2e(I| +S).

v=1
N —— ——
<eg gemiB (2)

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.
»= . Fiir Beschrinktheit, siche Lemma 6.6. Nun zu den Unstetigkeitsstellen.
Fiir x € I sei (beachte: Limiten antitoner, von unten beschrénkter Folgen existieren!)

wr(x) = lim sup | f(x) — f(xX))].
N0 xre]x—8,x+8[AT

Es gilt:  f stetiginx <= wr(x) = 0.
Also

1
Jiff:{xel.wf(x)>0}:SL€<I{xel.a)f(x)>§}.

= Nﬁs
. . . Satz 6.10(a)
Wir zeigen: Ny ist Nullmenge Vs € N [ =  Behauptung].
Sei dazu s € N und ¢ > 0. Nach Voraussetzung und Satz 6.8 — J¢1 T (/) mito_ < f < ¢4
und

[I¢+<x) dx—/lso_(x) dv <. 3)

Seia = xo < x1 < ... < x5 = b eine gemeinsame Unterteilung von ¢ und ¢_ und sei J; =
Ixj—1,xj[firj e{l,....n} =

0ily, — -1y, > s f) = inf ()= sup sup |7(0)— £ @
: ’ xelJ; xX€Jj

xeJ; x'el;

= wr(x)
MitS:={j=1,....n:JjnNpy; #0} = \JJj 2N\ {xx:k=0,....n}
jeS

Wir erhalten (sogar) endliche Uberdeckung aus offenen Intervallen

n e
Ngg C J; - )=
(o) o (Ol rigom+ )
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SchlieBlich
£ ()« @
57 2 /J [0+() —p-(0)] dx = ) / [o+(0) —p-]dx > 211 op ()
= >0 jes jeS=3y;el;ANy I €S \‘:T
£>0 bel.
= Zjes|~]j| <& = |Z|<3s = Ny, Nullmenge. m

6.13 Definition Sei f : I — R und ANy wie in Satz 6.12

N ist endlich,

f stiickweise stetig < yh\rg J(¥) existiert ¥x € |a, bl,

lim f(y) existiert Vx € la,b].
y x

Satz 3.27
6.14 Bemerkung Fiir f : [ — R gilt: f stetig = f stiickweise stetig atz: f beschrinkt.

6.15 Korollar Sei f : I — R. Dann gilt
(a) f stiickweise stetig —> f integrierbar auf I,
(b) f monoton = f integrierbar auf I.
Beweis.  (a) Bemerkung 6.14 und Satz 6.12.

(b) Folgt aus ,,monoton auf / == beschrinkt”, dem nichsten Satz und Satz 6.12. [ |

6.16 Satz Sei f : R — R monoton, dann ist Ny hochstens abzdhlbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f isoton (sonst betrachte — /). Aus der Monotonie folgt Vx € R

existiert lim f(y) =: f(x=) € Rund lim f(y) =: f(x+) € R. Fiir M,n € N setze
y/ x yNX

UM ={xe[-M M]: f(xs)— f(x-) =

§|,_.

Dann ist

Ny =\U JUM.

MeNneN

Da L (UM} < f(M) - f(-M) <00 = |UM| <00 Vn,M €N = Ny abzihlbar. M
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6.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

6.17 Satz  Seien f,g : I — C Riemann-integrierbar und A, ju € C.

(a) Linearitit. Af + ug ist Riemann-integrierbar und
[os +uperas=a [ reodx s [ geax

(b) Produkte. fg ist Riemann-integrierbar.

(c) Monotonie. Fiir f,g: I - R
f<g = /f(x)dx$/g(x)dx.
1 1
(d) Dreiecksungleichung. |f|: I — R ist Riemann-integrierbar und

‘/I f(x)dx

(e) Additivitit. Seien I = [a,b] und a < ¢ < b. Dann sind dquivalent:

< /I | f(x)|dx.

(1) f ist Riemann-integrierbar auf I,

(ii) f ist Riemann-integrierbar auf [a, c] und auf [c, b].

In diesem Fall ist

/abf(x)dx = /ac f(x)dx+/cbf(x)dx.

Beweis. (a) Fir f,g R-wertigund A, u € R aus Z(Z,Af + ug) = AR(Z, f) + w%(Z, g)
und Satz 6.8. Im allgemeinen (komplexen) Fall zerlege f,g und A, i jeweils in Real- und
Imaginérteil und wende die R-Linearitit auf deren Beitrige zu Real- und Imaginérteil von A f +

Ug an.
(b) Satz 6.12 und Satz 6.10(a).

(c) Wegen (a) geniigt es zu zeigen: g = 0 — / g(x)dx = 0.Klar,dag > 0 = R(Z,g) =
I
0V Zerlegungen Z.

Sitze 6.12, 6.10(a)

(d) f integrierbar —> Re f A Im f integrierbar — |f] = v(Re f)2 + (Im )2
integrierbar. Somit gilt
Satz 6.8
/f(x) dx| L% lim |@(Z. f)] < / | £(x)] dx.
I w(Z)—0 I

<R(Z,|fD

(e) (i) < (ii) aus Satz 6.12 und Satz 6.10(a). Die Zerlegung des Integrals in die beiden Teilinte-
grale folgt aus Satz 6.8 und einer Zerlegung Z mit ¢ als Unterteilungspunkt. |
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Es gelte von nun an die folgende Konvention
a b
6.18 Definition e Fiir f Riemann-integrierbar auf[a, b] : / f(x)dx = —/ f(x)dx.
b a

a
. / f(x)dx =0
a
Der folgende Satz gilt nur fiir K’ = R.

6.19 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f,g : [ — R Riemann-integrierbar.
Weiter sei | stetigund g = 0. Dann 3§ = &(f,g,1) € I:

f F@g) dx = £&) / 200 .
I I

Speziell fiir g = 1 gilt

/I F()dx = £

Beweis. Integrierbarkeit von fg gemil} Satz 6.17(b). Seien M :=sup{ f(x): x € [} e R, M_ :=
>0
inf{ f(x): x € I} € R (da f beschrinkt nach Lemma 6.6) g:> M_g< fg<Mig

Satz 6.17(c)
-

M_/Ig(x)dx S/;f(x)g(x)dx < M+/;g(x)dx

— I M-, My /1 F)g)dy = p fl ¢(x) dx.

Da I kompakt, f stetigund Satz 3.27 =—> Jx4 € I: f(x+) = M+. Aus Zwischenwertsatz (wihle
a = min{xy,x_}, b := max{x4,x_} in Kor. 3.21) folgt 3& € I:u = f(§). |

Eine unmittelbare Anwendung des Satzes ist der folgende

6.20 Satz (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung) Sei f : [ — C stetig, xg € [

und
I — C

oy o / f()dy -

Dann ist F differenzierbar mit F' = f.

Beweis. Es geniigt den Satz fiir f : I — R stetig zu zeigen (= Behauptung fiir C durch separate
Betrachtung von Real- und Imaginirteil). Sei x € 1,0 # h € R, so dass x + h € I, dann folgt

F(x+h)— F(x) 1 [xth h—0
h raA / Jf(y)dy n JGn) - f(x).
Satz 6.17(e) ¥ Mittelwertsatz 6.19 f stetig,
3&p: [Ep—x|<lh] Ep—>x |
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6.21 Definition Sei f : [ — C stetig.

F : I — C diff--bar ist Stammfunktion zu f <— F' = f.

Notationen: F = / f= / f(x)dx, F(x) = /x f= /x £t dr.

6.22 Satz Sei f : I — C stetig und F Stammfunktion zu f. Dann gilt

G : I — C diff.-bar ist Stammfunktion zu f <= F — G = const.

Beweis' ”<:“0=F,_G/=f_G/ :> f:G/
»="* Sei G auch Stammfunktionzu f — (G—F) =G —F = f— f=0.

Da G — F differenzierbar auf I, folgt mit dem Mittelwertsatz der Diff.rechnung (Kor. 5.18 mit
b=x) G(x)— F(x) =G(a)— F(a) Vx €]a,b]. |

6.23 Korollar Sei f : I — C stetig. Dann ist Vxg € 1

I — C
X |—>/f(t)dt

eine Stammfunktion zu f und fiir eine beliebige Stammfunktion F zu f gilt

F(6)dt = F(x) — F(xo) = F(t) ;.

6.24 Beispiel (a) Seir € R\ {—1},1 = [a,b] C R~ abgeschlossenes Intervall, dann gilt

b 1
/ xrdx:_xr—i-l
a r+1

Fiir r = 0 geniigt die Voraussetzung I C R, firr € Z \ {—1} dass 0 ¢ [ und fiir r € Ny
ist keine Voraussetzung an / notig.

b

a

(b) SeiO ¢ I, dann gilt

b 1 Inx b
/ —dx = a0 =In|x|| .
a X In(=x)| , b<0 ¢
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(©

1
/ dx = arctan x.
14+ x2

Falls eine Stammfunktion nicht offensichtlich ist, konnen die folgenden Integrationsformeln der par-
tiellen Integration und der Integration durch Substitution unter Umstéinden niitzlich sein.

6.25 Satz (Partielle Integration) Seien f, g : [a,b] — C stetig diff.-bar. Dann gilt

b b b
[ rogmar= sl - [ rg@a

Beweis. Aus der Produktregel fir ® = fg = & = f'g + fg’ = ¢ und Korollar 6.23 mit
f=¢ F=0. n

6.26 Beispiel (a) Seien0 <a <b —

b b b b
/ In(x)- 1 dx =In(x)-x| — / —-xdx =x(lnx—1)
a4 —— 0 a a X a
:f =g’ PI N ——— —
x|

a

X

(b) Sei Iy (x) := / sin” ¢ dr fiir m € Np, x € R. Damit folgt

0 ——

:=(sinz)"™

e m=0,1: Ip(x) =x, I1(x) =—cosx + 1.

o m=2:
X X
Im(x) = f sint sin™ " 'r dr = —cosxsin™ ! x + cos?t (m — 1) sin™ 2 ¢ dr
0 —— N —— 0 ——
=g =f 1—sin® ¢

= —cosxsin” ' x + (m — D)[Im—2(x) — Im(x)].

Damit kdnnen nun rekursiv alle 7,,(x) berechnet werden

1 1
In(x) = - cosxsin™ L x + + (1 — E) Lm—2(x).

Insbesondere ist

* o, 1 . X
Iz(x)=/ sin“ ¢t ddt =—§smxcosx—|—5.
0
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6.27 Satz (Riemannsches Lemma) Sei f : [a,b] — C stetig differenzierbar und sei
R — C
f: b . :
k / F(x) e** dx
a
Dann gilt ~
li k) = 0.
o, S
Beweis. Seik # 0, so gilt
- eikx b 1 b , "
k) = - — X d
o = 5| — g [ rwea
PIL a
~ 1 1 , |k|—o00
= f®ls (/O] + /@) + 7 —a) sup |f(x)] ——0.
0 k| —~— ——" k| xela,b]
Satz 6.17(d) <00 <00 —~——
=:M<o0
S stetig auf [a,b]
— beschrinkt [ |
6.28 Bemerkung ° ]7 : R — C heif3it Fourier-Transformierte von f (modulo Vorfaktor).

e Wird spiter (Ana III) verallgemeinert auf integrierbare f ~> Riemann-Lebesgue-Lemma.

e Moral: Fir |[k| > 1> sup  |f/(x)

x€[xo—e&,x0+¢]

+ und — Anteile heben sich immer besser weg fiir |k| — oo
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