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1 ZAHLEN

1 Zahlen

1.1 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Natiirliche Zahlen: N = {1,2,3,...}
No=Nu{0} ={0,1,2,3,...}
Vorsicht mit Konventionen! (Manchmal gilt 0 € N.)

Definition 1.1. Prinzip der vollsténdigen Induktion
Gegeben seien Aussagen A(n),n € N.
Dann folgt aus

o Induktionsanfang. A(1) ist wahr, und

o Induktionsschritt. Wann immer fir ein n € N die Aussagen A(n) wahr ist, so ist auch A(n +1)
wahr,

dass A(n) fiir alle n € N wahr ist.

Beispiel 1.2. Gaufische Summenformel
1+24+3+...499+100=(1+100)+ (2+99)+ (3+98)+...+ (50 + 51) = 50 - 101 = 5050
=101 =101 =101 =101

Fiir den allgemeinen Fall s. Satz 1.4.

Notation 1.3. Sind ag,ax1,...,ar Zahlen, so ist
L K-1
E an ' =ag +ag4+1+...+arg; Z an := 0 "leere Summe"
n=K n=K

Satz 1.4. (Die Gaufische Summenformel) Fir alle N € Ny,
al N-(N+1)
Sn= A0

n=1

Beweis. Induktionsanfang, N = 0:

anozw v

2
n=1
Induktionsschritt:
s o N(N+1)+2(N+1) (N+2)(N+1)
STas $on soven = MO N )
n=1 n=1
~——
IV N.(N+1)
- 2



1.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Satz 1.5. (Geometrische Reihe) Fiir alle z € R\ {1}, wobei R die Menge der rellen Zahlen bezeichnet,

und n € Np,
N

n_l—x
> =

Eine Herleitung ist durch Polynomdivison mé&glich.

Beweis. Induktionsanfang, N = 0:

0 1
Zm"zxozlz

n=0
Induktionsschritt:

N+1

N+1

0+1
-z
v

1—x

n=0
——
V1 N+1
B

Beispiel 1.6. (Der binomische Lehrsatz)
Erinnerung:

( =1

( )y =z+y

(z+y)? =2°+ 2y + ¢

( )3 :$3+3$2y+3$y2+y3

( )4 = 2t + 423y + 62292 + 4ay3 + y?

Fiir den allgemeinen Fall s. Satz 1.10.

N _ pN+1 _ N+1 _ N+2
ST I g I bt LAkl ety LAM et
n=0

1—=z 1—=z

"Pascalsches Dreieck"

Notation 1.7. Sind ax,ax+1,...,ar Zahlen, so ist
L K—1
H Gp ‘= QK QK41 " .. QL; H a, := 1 "leeres Produkt"
n=K n=K

Definition 1.8. (Fakultit) Fir N € Ny,

1 ZAHLEN



1.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion 1 ZAHLEN

Definition 1.9. (Binomialkoefizienten) Fir N, K € Ng mit 0 < K < N,

N\ N! _ﬁN—k—i—l
K '_K!~(N7K)!_k:1 k

Satz 1.10. (Der binomische Lehrsatz) Fiir z,y € R und N € N,

(z+y)N = XN: <JZ) ayN

n=0

Also sind die Koeffizienten in der N-ten Reihe des Pascalschen Dreiecks gerade (JZ) mitn=0,...,N.

Lemma 1.11. Fir alle NK e Nmit 1 < K <N,

(K]\i 1) i @) - (N; 1)

Beweis. (Lemma 1.11)

(K]\i 1) + <g> (K- 1)!(5;”— K+l K!(NNi K)!
_N(K+(N-K+1)) (N +1)! _<N+1>

K(N-K+1)!  K((N+1)—K)! K

Beweis. (Satz 1.10)
Induktionsanfang, N = 0:

Induktionsschritt:

N N k, N+1—k N N+1 N N+1
(k_1>+<k)>my + N T + 0 Y
N—— ——

=" =(x 1) =%




1.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber die reellen Zahlen

1 ZAHLEN

Bemerkung:

N
> (2n—1)=N*NeN,

n=1
Beweis. Durch Induktion.
Induktionsanfang, N = 0:
0
Y en-1)=0=0" v
n=1
Induktionsschritt:
N+1 N
d@n-1)=) 2n-1)+2(N+1)-1) =N’ +2N+1=(N+1)
n=1 n=1
———
Yz

Beweis. Direkt.

N
22n71_22n721_2 NH) — N = N?
n=1

1.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz {iber die reellen Zahlen

Bezeichnung: Q =Menge der rationalen Zahlen.

Satz 1.12. Es gibt einen angeordneten Kéorper mit der Supremumseigenschaft. Dieser Kirper ist bis

auf Isomorphie eindeutig und enthdlt einen Unterkdrper, der zu Q isomorph ist.

und vier Funktionen

so dass fiir alle z,y, z € K gilt:

(Al) z+y=y+=z

(A2) (z+y)+z=a+ (y+2)
(A3) z+0=2x

(A4) z+ (—x) =0

M1) z-y=y- -z

M2) (z-y)-z==-(y-2)
(M3) z-1=x

(M4)

Definition 1.13. Ein Kérper ist eine Menge K zusammen mit zwei verschiedenen Elementen 0, 1

+:K x K — K, K xK— K, —: K = K, =K\ {0} = K\ {0},

kommutativ

assoziativ

kommutativ

assoziativ

distributiv



1.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber die reellen Zahlen

1 ZAHLEN

Notation 1.14. Im folgenden verwenden wir die iiblichen Bezeichnungen

_ z
x4+ (—y) =z —y, Tz =2z -y t=2,. ..

Beispiel 1.15. Es gilt -0 =0:

z-0+xz-0=2-(0+0) = z-0
(D) (A3)

= (x-04+2-0)—(x-0) = z-0—2z-0
—_———
(A4)
= z-0+(x-0—2-0) = 0
(A2) —_—
(A%)
N 2040 = 0
~——
xn™?
= z-0 = 0

Beispiel 1.16. Korper.
e Q ist ein Korper
e NNy, Z:=NoU{-k|keN}={...,-2,-1,0,1,2,...} sind keine Korper
e Fy ={0,1} ist ein Korper

=l
[ien] Han}

1
1
0

— o
o oo
=) [

Alle neun Korperaxiome sind erfiillt (Nachrechnen)

Definition 1.17. Eine angeordnete Menge ist eine Menge S mit einer Beziehung <, so dass gilt

(i) Fir alle z,y € S gilt genau eine der Aussagen

<y, z=y, y<z

(ii) Fir alle z,y,z € Smit z < y und y < z gilt = < z.

Notation 1.18. Wir verwenden die Bezeichnungen <, >, >.

transitiv



1.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber die reellen Zahlen 1 ZAHLEN

Beispiel 1.19. Angeordnete Mengen.

e N Ny, Z,Q sind angeordnete Mengen.

e {0,1} ist eine angordnete Menge mit 0 < 1.

Definition 1.20. Ein angeordneter Korper ist ein Kérper K, der auch eine angeordnete Menge ist,
so dass z, - und < vertréglich sind in dem Sinne, dass fiir alle z,y, z € K gilt

(a) Falls y < z, dann ist z +y < = + 2.

(b) Falls > 0 und y > 0, dann ist z -y > 0.

Beispiel 1.21. Angeordnete Korper.

e Q ist ein angeordneter Korper.

e [V, ist kein angeordneter Korper: Wir sehen gleich, dass in jedem angeordneten Koérper 0 < 1
gilt. Dann folgt 1 =1+0 (<) 1+1 = 0, im Widerspruch zu (i).
a 1

HFQ

Es gelten folgendende Rechenregeln in jedem angeordneten Kérper:

e z>0 = -z <0
e rx>0y<z=z-y<z- 2
e z#£0 = 22>0 (insbesondere (mit z = 1): 1 > 0)

e 0<z<y = %>%>O
Behauptung: Es gibt kein ¢ € Q mit ¢ = 2.

Beweis. Durch Widerspruch.

Angenommen es gibe so ein ¢ = > mit n,m € Z,m # 0.

0.B.d.A. sind m und n nicht beide gerade (sonst Kiirzen!)

= n? = 2m? ist gerade = n gerade = m? = in? = 2(%)? ist gerade = m gerade, Widerspruch! O

Betrachte: A:={pe€Q:p>0,p*> <2}
Behauptung: A hat kein grofites Element d.h. fiir jedes p € A gibt es ein ¢ € A mit ¢ > p.

2—p? _ 2p42

Beweis. Setze q:=p+ 5 = 775

2(p+2)2—(2p+2)* _ 2(2—p?) <0 O

Dann ist g€ Qund ¢ >p >0 und 2 —¢* = T = e

Bezeichnung: Sind F,S Mengen, so heifst £ Teilmenge von S, in Zeichen E C S, falls fiir jedes z € F
gilt x € S.



1.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber die reellen Zahlen 1 ZAHLEN

Definition 1.22. Sei S eine angeordnete Menge und E C S. Ein Element 5 € S heifit eine obere
Schranke von E, falls fiir jedes x € F gilt * < 8, und in diesem Fall heifst E nach oben beschrinkt.
Ein Element § € S heiftt die kleinste obere Schranke (Supremum) von FE, falls es eine obere Schranke
von F ist und fiir jedes a € S mit o < 3 gilt, dass « keine obere Schranke von FE ist.

Entsprechend: Ein Element 5 € S heifst eine untere Schranke von E, falls fiir jedes © € E gilt
x > [, und in diesem Fall heifft E nach unten beschrinkt. Ein Element g € S heiftt die grifite untere
Schranke (Infimum) von F, falls es eine untere Schranke von F ist und fiir jedes o € S mit o > 8
gilt, dass « keine untere Schranke von F ist.

Bezeichnung: sup E,inf E.

Beispiel 1.23. Supremum.

1. Die Menge A oben ist nach oben beschrénkt und besitzt kein Supremum.

2. Das Supremum kann, muss aber nicht zu F gehoren:
Ei={reQ:r<0},Ea={reQ:r <0}
Dann ist sup F1 = sup E2 = 0, aber 0 ¢ E1,0 € Es.

Definition 1.24. Eine angeordnete Menge S hat die Supremumseigenschaft, falls jede nichtleere,
nach oben beschrénkte Menge ein Supremum (in S) besitzt.

Beispiel 1.25. Q hat nicht die Supremumseigenschaft.

Lemma 1.26. Sei S eine angeordnete Menge mit der Supremumgseigenschaft. Dann hat jede nicht-
leere, nach unten beschrinkte Menge ein Infimum (in S).

Beweis. Sei B nicht leer und nach unten beschrankt und sei
L :={x € S : z ist eine untere Schranke von B}.

B ist nach unten beschrinkt =- L ist nicht leer o= sup L
B ist nicht leer = L ist nach oben beschrinkt Sup-Eig. P

Behauptung:

e Ist v < «, so ist nach der Definition von « als Supremum, v kein Supremum von L, d.h. es gibt ein
x € L mit > y. Damit gilt fiir alle y € B, dass y > x > ~. Insbesondere ist v ¢ B.
Damit haben wir gezeigt, dass © > « fiir alle x € B, d.h. « ist eine untere Schranke von B und
damit o < inf B.

e Ist S > «, so ist nach der Definition von « als Supremum, 8 nicht die kleinste obere Schranke von
L, d.h. es gibt ein 8’ < 8 mit @ < 3’ fiir alle z € L. Insbesondere ist 8 ¢ L, d.h. 3 ist keine untere
Schranke von B.

= « ist die grofite untere Schranke von B.



1.3 Folgerungen aus dem Existenz- und FEindeutigkeitssatz 1 ZAHLEN

1.3 Folgerungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Proposition 1.27. 1. Fir alle x,y € R mit x > 0 gibt es einn € N mit nx > y.(Archimedisches
Aziom)

2. Fir alle x,y e R mitx <y gibt es ein g € Q mit x < ¢ < y.

Beweis. 1. Sei A:={nz|n € N}.
Angenommen 1. wire falsch. Dann ist y eine obere Schranke von A. Aufierdem ist A nichtleer, also
nach Supremumseigenschaft o := sup A € R. Wegen =z > 0 ist « — x < « und damit ist o — x

keine obere Schranke von A, d.h. es gibt ein m € N mit o — 2z < ma = o < (m + 1)z. Dies ist ein

———
€A

Widerspruch zu « als obere Schranke.

2. Wegen y — x > 0 gibt es nach 1. ein n € N mit n(y — ) > 1.
Auflerdem gibt es nach 1. my, mo € N mit mq > nx, me > —nzr = —mg < nr < m.
Nach den Eigenschaften von Z gibt es ein m € Z mit m — 1 < nx < m.

>nr<m<nr+l<(ny—-1)+1=ny = x<m<y
N
—q
O
Existenz von Wurzeln
Proposition 1.28. Fir jedes 0 < x € R und jedes n € N gibt es genau ein 0 < y € R mit y"™ = .
Notation 1.29.
y=2z"" oder y = {/x
Es gilt:
(xy)l/n _ xl/nyl/n
Beweis. e Eindeutigkeit: Fiir 0 < y; <y2 = 0 <yl < yy
e Existenz: E:={t e R|¢>0,t" < z}
— Enichtleer: t := {7 = 0<t<1l=t"<tund i<z =teF
— FE nach oben beschrankt: t > 1+ z=t">t,undt >z =>t">x,t¢ FE
Also ist 1+ x eine obere Schranke von E.
— Dabher existiert . Behauptung: .
O

Satz 1.30. Niitzliche Ungleichung (Bernoullische Ungleichung):

b —a™ <nb" " (b—a) fir alle0 <a<b



1.4 Konstruktion von R durch Dedekindsche Schnitte (1872) 1 ZAHLEN

Beweis.
" —a” < (b—a)®" ' +ab" 2+ ... +a" b+ a" )

Geomg]til;isggkegReihe n Terme, jeder ist <bn—1
=%

X

y" > x. Angenommen y" < x.Sei 0 < h <1 mit h < 77‘7/2_1 *
n(y+1)

Mit a =y,b=y+ h:
(y+ )" —y" <n(y+h)""th < nly+1)""'h Srovt= h)" <z
< *
=y+heEabery+h>y=supk, Widerspruch!

y'—z

y" < x. Angenommen y™ > x. Sei k := T und damit 0 < k < y.
Mit b=y, a=y—kgilt firt >y —k:

(y+h)"—y™ <n(y+h)"th < n(y+1)""th (<) r—y"=(y+h)" <z
< *
= y — k ist obere Schranke von E,aber y — k <y =inf £, Widerspruch!

1.4 Konstruktion von R durch Dedekindsche Schnitte (1872)

Definition 1.31. Eine Teilmenge oo C Q heifst Dedekindscher Schnitt, falls
(a) « nichtleer, a = Q
(b) Fiir p € a,q € Q mit ¢ < p gilt ¢ € a.

(¢) Fiir p € « gibt es ein r € @ mit r > p.

Beispiel 1.32. {4 € Q:¢<0}U{g€Q:q>0,q> < 2} ist ein Schnitt.

Definition 1.33. R := {a : « ist ein Schnitt}

Zu zeigen:
1. Q kann mit einer Teilmenge von R identifiziert werden.
2. Es gibt eine Addition und Multiplikation auf R, die die auf Q fortsetzt.
3. Es gibt eine Anordnung auf R, die die auf Q fortsetzt.
4. Addition und Multiplikation und die Anordnung sind vertraglich.

5. R hat die Supremumgseigenschaft.

Beweis.

1. Firr € Qsetze r* :={qg € Q:q < r}.

e Das ist ein Schnitt.

} Mittels r +— r* konnen wir QQ als Teilmenge von R auffassen.
o Fiir my #ry € Qist ri #1r3.

10



1.4 Konstruktion von R durch Dedekindsche Schnitte (1872) 1 ZAHLEN

2. Fira,peRseia+p:={r+s:rca,scpf}
e o + (3 ist ein Schnitt
¢ Die Addition erfiillt die Axiome (A1-4) mit 0 = 0*
o (r+s8)" =r*+s*

Definition der Multiplikation
Fir o, 8 > 0* sei

a-B:={peQ:p<rsfirein0<r € aundein0<sef}

Auflerdem sei

(—a) - (—p) falls a <0* 5 <0*
((—a) - B) falls a < 0*,8 > 0*

—(a-(=p)) falls a>0* 6 <0*

0* falls & = 0* oder 8 = 0*

aﬂ:

¢ Multiplikationsaxiome (mit 1*)
o Distributivaxiom

o (rs)*=r*s*firr,s €Q
3. Fira,feRseia<f:alp

e r<sinQ=r*<s*
e Nachweis der Anordnungsaxiome

— Klar, dass hdchstens eine der Aussagen o < 8, = 5,5 < « gilt.
— Nachweis, dass mindestens eine gilt:
Nehme an, dass a £ f und « # 5; z.z.: 8 < a.
adBund a# B =ad¢ B, dh.es gibt ein p € « mit p ¢ S.
Behauptung: 8 C « (Sei g € 5. Dann folgt aus Eigenschaft (b) von £, dass ¢ < p. Wegen
Eigenschaft (b) von « ist dann aber ¢ € «.)
Wegen a # 3 gilt dann sogar 5 C «, d.h. 5 < a.
— Transitivitdt v/ a<p,f<y=>a<y

4. Vertriiglichkeit von Addition und Anordnung: S <y=a+8<a+~vy Vv
Multiplikation: Fiir a > 0*, 8 > 0* gilt a - 5 > 0*.
Zu zeigen: {¢€Q:¢< 0} C{peQ:p<rsfirein0<r € aundein 0< s e S}
Klar gilt ,,C“, denn fiir jedes ¢ < 0 und fiir alle 0 <7 € ,0 < s € 3 gilt ¢ < 0 < rs. (Solche r und
s gibt es wegen o > 0* und 8 > 0*.)
Auferdem gilt ,, £, denn fiiralle 0 < r € aund 0 < s € fgilt rs >0, dh. rs e {p e Q:p <
rsfirein 0 <r € aundein 0 < s € S}, aber rs ¢ {g € Q: ¢ < 0}.

5. Supremumseigenschaft: Sei A C R nichtleer und nach oben beschrinkt und

v = U ! (das ist eine Teilmenge von Q)
acA

Behauptung: v € R und v = sup A.

(a) 7 nichtleer: A nichtleer = es gibt ein ap € A; wegen Eigenschaft (a) fiir oy ist o nichtleer.
Somit ist ap C v und daher v nichtleer.
~ # Q: A ist nach oben beschrinkt durch § € R, d.h. fiir alle o € A gilt a < 8 (a € B)

=y = U a C B; wegen (a) fiir 8: 8 # Q, daher auch v # Q
acA

(b) Sei pe~y und ¢ € Q mit ¢ < p. Zu zeigen: g € ~. Aus (b) fiir o folgt ¢ € «p; wegen
——

=pEao fir ein ap€A

ag Cy=qEn.

(c) Sei p € 4. Dann ist p € ag fiir ein ay € A. Aus (c) fiir ag folgt, dass es ein r € ap gibt, mit
r > p; wegen ag C Yy =1 € .

11



1.5 Dezimaldarstellung und b-adische Darstellung reeller Zahlen 1 ZAHLEN

Obere Schranke: Fiir alle o € A gilt oo C v, d.h. a < 7.

Kleinste obere Schranke: Sei § < «, d.h. § C .
Dann gibt es ein s € y mit s ¢ 6 = ag ¢ 4, d.h. ap > §. Also ist ¢ keine obere Schranke von
—— ——

=sC€aq fiir ein g€ A =0Cag
A.
O
Definition 1.34. Absolutbetrag in R: Fiir z € R sei
2] T firz >0
x| =
—x firz <0
Satz 1.35. (Dreiecksungleichung):
|z +yl < |z + [yl
Beweis. Falls z +y > 0:
fiir alle x
gilt z<|z|
{
[z +yl=z+y < |z[+y|
Falls z +y < 0:
|z +y| = Ty s =] + [yl
fir alle =
gilt —z<|z|
O
Satz 1.36.
laz| = laf - |z|
llzl = lyll < |z -yl
1.5 Dezimaldarstellung und b-adische Darstellung reeller Zahlen
Satz 1.37. Sei2<be N.
1. Fir jedes Vorzeichen £, jedes k € Ng und alle nj € {0,1,...,b—1},j > —k, definiert
J .
x = tsup{ Z n;b~7 : J € N} (1)
j=—k

eine relle Zahl.

2. Umgekehrt gibt es fir jedes x € R +,k und n; wie in 1., so dass (1) gilt.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist die Darstellung nicht eindeutig, z.B. 1.000... = 0.999....

12



1.6 Abzihlbarkeit und Uberabzéihlbarkeit 1 ZAHLEN

Beweis. 1. Klar ist die Menge nichtleer.
Nach oben beschrankt: Fiir jedes J € N ist

d j d j k 1 _ pl—b 7tk k+1 J o pk+1
S b < 3 (- 167 = (b b§jb = (b D =V b <
j=—k Jj=- = OGeometrlsche

Reihe

Also ist & wohldefiniert nach der Supremumseigenschaft.

2. Wir nehmen an, dass > 0 und wihlen dann das Vorzeichen +.
Falls x < 1, wéhle £ = 0 und ng = 0.
Falls = > 1,sei k € Ny die grokte Zahl in Ny mit b* < z. (Wegen dem Archimedischen Axiom gibt
es ein n € N mit n > x und verwende, dass {k € Ny : b¥ < '} ein grofites Element besitzt.)

Dann gibt es ein n_j, € {1,...,b— 1} mit n_;bF < a.

Wihle jetzt n_pi1 € {0,...,b — 1} maximal, so dass n_b* +n_,16""1 < z, dann n_p4o €
{0,...,b— 1} maximal, so dass n_b* +n_j 10" "1 +n_p12bF 72 <z, usw.

Das definiert Zahlen n_x,n_gy1,M_g12,... und nach (1) eine relle Zahl 7.

Zu zeigen: T = x.

e Nach Konstruktion ist fiir jedes J € N Zj: it <o = & =sup sup{z b
JeN} <.

e Wir zeigen: Fiir 0 < y < x gibt es ein J mit sup Z}szk n;jb=7 > y. (Damit ist y keine obere
Schranke und damit Z > x.)
Nach dem Archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl grofer als ﬁ, also auch ein
J € N mit b7 > riw dh.y+b7 <.
Nach Konstruktion, da n; maximal gewéhlt ist, ist

J-1 J J
x < Z n;b™ 4 (ny+ 1)o7 = Z b7+ =y < Z nb~7
j=—Fk j=—k j=—k

1.6 Abzihlbarkeit und Uberabzéihlbarkeit

Definition 1.38. Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung.

1. f heifst injektiv, falls fiir alle x1, 29 € X mit a1 # xo gilt, dass f(z1) # f(z2).
2. f heiflt surjektiv, falls es fiir jedes y € Y ein z € X gibt mit f(z) =

3. f heifst bijektivv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition 1.39. Eine Menge A heifst abzdhlbar, wenn sie entweder leer ist oder nichtleer und es
eine surjektive Abbildung Ny — A gibt. Eine Menge heifst tiberabzdhlbar, wenn sie nicht abzahlbar
ist.

Beispiel 1.40. 1. Jede endliche Menge ist abzdhlbar. (Denn ist A = {ag,...,an}, so definiert
f(n):=ay, fir 0 <n < N und f(n) :=ay fiir n > N eine surjektive Abbildung f : Ny — A.)

2. Ny ist abzdhlbar. (Man wéhle f(n) = n.)
3. Z ist abzahlbar. (f(2k — 1) := k, f(2k) := —k, d.h. 0,1, -1,2,-2,3, -3, .. )
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1.6 Abzihlbarkeit und Uberabzéihlbarkeit 1 ZAHLEN

Proposition 1.41. Die Vereinigung abzihlbar vieler abzdhlbarer Mengen ist abzdihlbar.

Beweis. M,,n € N sind abzdhlbar, also M,, = {zpm : m € Ng}. (Hier ist z,,,, = fn(m), wobei f, : Ng —
M,, surjektiv.)

Durch My : oo ——> To1 Zog2 ——> T3 .. wird eine surjektive Abbildung

No — UMn definiert.
M, - x10/$11/$12/1‘13 "
|~ 7
My : Z20 Za1 a2
/

Ms - T30 31 32 33

|

Z23

Korollar 1.42. Q ist abzdhlbar.

Beweis. Da Z abzéhlbar ist, ist fiir jedes n > 1 die Menge M,, := {7* : m € Z} abzihlbar. Geméf

Proposition 1.41 ist also auch Q = U M,, abzahlbar. O
n>1

Satz 1.43. R ist iberabzihlbar. Beachte, dass darauf folgt, dass die Menge R\ Q dberabzdhlbar ist.

Beweis. Beweis von Cantor.
Wir zeigen, dass {x € R: 0 <z <1} iiberabzéhlbar ist.

Angenommen, diese Menge wire abzihlbar. Schreibe x,, := f(n) mit einer surjektiven Abbildung f : N —
{reR:0<z <1}

Fixiere 4 < b € N und schreibe jedes x,, in seiner b-adischen Darstellung.

xo ~ noob_l + n01b_2 + nogb_3 + ...
xryp ~ nlobil + n11b72 + n12b73 =+ ...

To ~ nzob_l + nglb_Q + n22b_3 +...

) mo (= ...
2 falls noo =1

Definiere = ~ mob™! +m1b™2 +mob™ 3 + ... Dann ist 0 < z < 1.

. 1 falls noo 75 1 1 falls ni1 75 1
Definiere mg := my = o falls 1 X
1=

Da die Ziffern 0 und b — 1 in der b-adischen Darstellung von x auftreten, ist diese eindeutig.

Wegen z # z,, fiir alle n, ist das ein Widerspruch. O
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2 FOLGEN UND REIHEN

2 Folgen und Reihen

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1. Eine Folge reller Zahlen ist eine Abbildung N — R, d.h. fiir jedes n € N gibt es ein
a, € R. Man schreibt dann (a,) pen. Allgemeiner kann man als Indexmenge auch eine Menge der
Form {n € Z:n > k} nut k € Z zulassen. Man schreibt dann (a,),,s.-

Beispiel 2.2. 1. Sei a € R und a,, := a fiir alle n € N. Konstante Folge (a,a,a,a,...)

2. Seiap =1 firneN. (1,3,3,%,...)

3. Sei an = (—~1)" firn e N. (=1,1,-1,1—1,...)

4. Sei a,, := 15 fir n € N. (%,%,%,%,...)

5. Sei z € R und a,, := z". (z,22,23,2%,...)

6. Fibonacci Zahlen: fy :=0, f1 :=1, f, :== fu_1 + frn_2o flirn > 2.

(fn)pen = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Definition 2.3. Eine Folge (a,,) reeller Zaheln heifst konvergent, wenn es ein a € R gibt, so dass es
fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N gilt }an = a} < €.

Lemma 2.4. Sei (ay,) eine konvergente Folge reeller Zahlen. Dann ist a in ?? eindeutig bestimmt.

Notation 2.5. a heift ,, Grenzwert” oder ,, Limes* von (a,). Man schreibt auch:
a= lim a,,
n—oo

a, — a fir n — oo

Beweis. Angenommen, es gibe ein b € R mit b # a, dass der 7?7 geniigt. Sei € := |a;b‘. Dann gibt es

N, M € N, so dass fiir alle n > N gilt |a,, — a|] < € und fir alle n > M gilt |a, — b| < e.
Fiir n > max{N, M} ist dann

la—b] <|a—ap|+|a, —b <e+e=2e=]|a—1]
——
=(a—an)+(an,—b)

Dies ist aber ein Widerspruch. O

Definition 2.6. Eine Folge (a,) heift nach oben (bzw. unten) beschrinkt, wenn die Menge
{a,, : n € N} nach oben (bzw. unten) beschrénkt ist. Sie heifit beschrankt, wenn sie nach oben und
unten beschrénkt ist.
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2.1 Folgen und Grenzwerte 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.7. Jede konvergente Folge ist beschriankt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge und a := lim,,_,o, a,,. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
n > N gilt |a, —a| < 1. Damit sit fiir alle n > N : |a,| < |a| + |an — a| < |a| + 1.

Damit ist M := max {|a1|, |az]|,...,|an—-1|,|a| + 1} eine obere Schranke von {a,, : n € N} und —M eine
untere. O

Beachte: Die Folge ((—1)™) ist beschrénkt, aber nicht konvergent.

Beispiel 2.8. Zuriick zu den Folgen aus Beispiel 2.2.
1. Die konstante Folge (a,a,a,...) konvergiert gegen a.

1
n

2. Die Folgen (1)konvergiert gegen 0.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein N € N mit N >
Damit ist fiir n > N:

a =

€

oot
n " mn— N

3. Die Folge ((—1)") konvergiert nicht.

Beweis. Angenommen, es gibe ein a wie in ??. Wihle € = 1. Dann gibt es ein N € N, so dass
fiir alle n > N gilt |a, — a| < 1. Also ist fiir alle n > N:

2=\|ant1 — an| <lany1 —al+la—a,| <1+1=2

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch. O

4. Die Folge (RLH) konvergiert gegen 1.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es nach dem Archimedischem Axiom ein N € N mit N > 1.

Damit gilt fiir n > N: ‘

n 1 1 - 1 <
1= <~ ¢
n+1 n+1 - N+1

5. Fiir |z| > 1, konvergiert (™) nicht, da die Folge unbeschrénkt ist.
Fiir x = —1, konvergiert die Folge nicht, s.o. (3.).
Fiir z = 1, konvergiert die Folge gegen 1, s.o. (1.).
Fiir |x| < 1, konvergiert die Folge gegen 0.

6. Durch Induktion sieht man einfach, dass f,, > n fiir alle n > 5. Also ist (f,,) nicht nach oben
beschrinkt und daher nicht konvergent.
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2.1 Folgen und Grenzwerte 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.9. (Rechenregeln) Seien (a,,), (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen. Dann gilt:

1.
lim (a, +b,) = ( lim an> + ( lim bn)
n— oo n— oo n— o0

lim (a,b,) = ( lim an> . ( lim bn>
n—oo n—oo n— oo
3. Ist lim,, o0 by, # 0, so gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle n > Ny gilt b, # 0, und

an _ im0 an

Beachte, dass aus 1. und 2. fiir alle ¢, d € R folgt (mit Hilfe einer konstanten Folge):

lim (ca, + db,) = ¢ (nll)r%o an) +d ( lim bn)

n—oo n—oo
Beweis. Wir schreiben a := lim,, oo Gy, b := lim,, o by,.
1. Sei € > 0. Dann gibt es N,M € N, so dass fiir n > N gilt ’an — a’ < 5 und fir n > M gilt
|bn — b’ < §. Dann gilt fiir n > max{N, M} :

|(@n +bn) = (@+b)| < |an —a| + by — b| <§+§:e
2. Nach Proposition 2.7 gibt es K, L > 0, so dass fiir alle n € N gilt |a,| < K und |b,| < L. Sei ¢ > 0.
Dann gibt es N, M € N, so dass fiir n > N gilt|a, —a| < 537 und fiir n > M gilt [b, —b| < 5%
Dann ist fiir n > max {N, M},

|anby, — ab| < |an|-|bn—b|—|—|an—a|-|b|?K ﬁ—ki L=¢
=an (bn—b)+(an—a)b |b\|,e§rzve(r;l§.)

3. Es geniigt (wegen 2) den Fall a,, = 1 fiir alle n zu betrachten.

Es gibt ein Ny € N, so dass fiir n > Ny gilt ’b ‘ ‘bl = e. Damit ist fiir n > N
ba] 2 o] — [ — 8] > o] = 2 = 125

Sei € > 0. Dann gibt es ein N7 € N, so dass fiir n > N; gilt |bn — b| < #. Fiir n > max{Ny, N1}

s\b|
. 1 Jb=by|

st |+ = < = €.
‘bn BRARE “" 0|

Beispiel 2.10. Sei a,, := 37;%2"’_15’” fiir n € N.

3+ 4

3\w

Nach Beispiel 2 ist limnﬁoo % = 0. Damit ist nach den Rechenregeln lim,,_, (3 ) 3.
Aufserdem ist lim,, o, == = 0. Damit ist nach den Rechenregeln lim,, ., (1 — %) 1.

2
limy 00 (
(1-

2) _3_
)_ﬁ_&

m‘” S ‘o«

= lim, , a, =

lim,, o
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2.1 Folgen und Grenzwerte 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.11. Seien (a,,), (b,) konvergente Folgen reeller Zaheln mit a,, < by, fir alle n € N.
Dann ist lim, o0 ap < limy, o0 by -

Bemerkung:

1. Ist a, < b, fiir alle n € N, so ist nicht notwendigerweise lim,,_ o @, < limy, 00 by. (Bsp.: a, = 0
und b, = 1)

2. Aus Proposition 2.11 folgt, dass, falls A < a,, < B fiir alle n € N, gilt A < lim,, ,oc a, < B.

Beweis. Indem man die Folge (b, — a,,) betrachet, kénnen wir annehmen, dass a,, = 0 fiir alle n. D.h.,
es gelte b,, > 0 fiir alle n und es ist zu zeigen, dass lim,,_, b, > 0.

Angenommen, —e := lim,,_, o, b, < 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt |b, — (—€)| < €. Es
ist aber |b, — (—¢€)| = b, + € > €. Folglich fiihrt die Annahme zum Widerspruch. O

Beispiel 2.12. Zuriick zu Beispiel 5.:

e Fiir |z| > 1 ist («™) nicht nach oben beschrinkt, also nicht konvergent.

Beweis. Nach der Bernoullischen Ungleichung ist fiir alle n € N
2" = (14 (lz[ +1))" = 1+ n (jz] - 1)

und nach dem Archimedischen Axiom gibt es fiir jedes Vorgtigegebenes K eRein N €N, so
dass N (|z| — 1) > K — 1. Also gilt fiir alle n > N, [z|" > |z|” > 14+ N (Jz| - 1) > K. O

e Fiir |z| < 1 konvergiert (z™) gegen 0.

Beweis. Sei € > 0. Wendet man obiges Argument auf |71‘ > 1 und K := 1 an, so erhilt man

N
ein N € N mit (i) > 1 dh. |z]V < e Damit ist fir allen > N, |z|" < |z|N <e O

||

Definition 2.13. Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifst monton wachsend (bzw. fallend), falls fiir
alle n € N gilt apy1 > a, (bzw. <). Sie heifft monoton, wenn sie entweder monton wachsend oder
monoton fallend ist.

Proposition 2.14. Jede beschrinkte, monotone Folge konvergiert. Genauer: Fine monoton wachsen-
de Folge (a,) konvergiert gegen sup {a,, : n € N} und eine monoton fallende gegen inf {a,, : n € N}.

Beweis. Sei s := sup {ay, : n € N} (wohldefiniert, da nichtleer und beschrankt). Da s die kleinste obere
Schranke ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein NV € N mit s — € < ay. Wegen der Monotonie ist dann fiir alle
n>N:

s—e<a, <s<Ss—+e
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2.2 Teilfolgen 2 FOLGEN UND REIHEN

Quadratwurzel

Satz 2.15. Seien 0 <z € R und 0 < ag € R. Firn € Ny sei

1 a5
Ap+y1 := 5 anp +— ).
Qn,

Dann konvergiert (a,) gegen \/x.

Beweis. Durch Induktion zeigt man, dass a,, > 0 fiir alle n € N.

e Es gilt a2 > x fiir alle n € N, denn

1 z\° 1 x? 1 )\’
ai+1—x:4<an—|—an> —x:4<a,21—|—2x—|—a2—4x>:4(an—an> >0

o Es gilt a,41 < a, fiir alle n € N, denn

1 T 1 9
an—anH:an—Z(an—i—n) :2a" (a —x) >0

e Nach Proposition 2.14 konvergiert (a,) als beschréinkte monotone Folge. Fiir den Grenzwert a gilt
a > 0 und a® > z, also insbesondere a > 0. Geht man in der Rekursionsvorschrift zum Grenzwert
iiber, so erhilt man a = % (a + %), d.h. £ =a, dh. a’ = z.

Da diese Gleichung die eindeutige positive Losung +/x hat, gilt a = v/z.

2.2 Teilfolgen

Definition 2.16. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und n; < ny < n3 < ... eine streng monoton
wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heiRt (a,, ),y eine Teilfolge von (a,). Ein a € R heifit
Hdiufungspunkt der Folge (a,), falls es eine Teilfolge (a,,) gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiel 2.17. 1. Die Folge a, := (—1)" besitzt die Hiufungspunkte —1 und +1, denn
limki)oo azr = 1 und llmki)oo (1,2}671) —1.

-1 firn=4k+1
2. Die Folge a,, := < 0 fiir n = 4k + 2 oder 4k besitzt die Hiufungspunkte —1,0, +1.
1 flirn=4k+3

3. Die Folge a,, := (—1)" + % besitzt die Haufungspunkte —1 und +1, denn limg_, oo agx =
limy o0 (1 + i) = 1 und analog limy_, o, asg—1 = 1.

4. Die Folge a,, := n besitzt keine Hiufungspunkte, da jede Teilfolge unbeschrinkt ist und daher
nicht konvergent.

fiir n gerade

5. Die Folge a,, := {7} besitzt den Haufungspunkt 0, da limy_, o agx—1 = 0.

fiir n ungerade

6. Ist (a,) konvergent gegen a, so konvergiert auch jede Teilfoge gegen a und damit ist a der
einzige Haufungspunkt.
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2.2 Teilfolgen 2 FOLGEN UND REIHEN

Definition 2.18. Sei (a,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann ist fiir jedes k € N die Menge
{a, : n > k} nichtleer und nach oben beschrénkt, also gibt es by, := sup{a, : n > k}. AuRerdem ist
by, monoton fallend und beschrankt. Also existiert

lim sup a,, := lim sup{a, : n > k} limes superior
n— 00 k—o0
Analog,

liminf a,, := lim inf {a, : n > k}limes inferior
n—00 k—o0

Beispiel 2.19. 1. Sei a,, := (—1)". Dann ist sup {a,, : n > k} = 1 und inf {a,, : n > k} = —1 fur
alle k, also ist limsup,,_, ., a, = 1,liminf,,_, a, = —1.

2. Sei a,, wie oben. Dann ist wieder limsup,,_,., @, = 1,liminf, - a, = —1.

1+1  falls n gerade

3. Sei a, := (—=1)"(1+1). Dann ist sup{a,:n >k} = { also

14+ %_H falls n ungerade’

limsup,,_, . an = 1; entsprechend ist liminf,, . a, = —1

Satz 2.20. Sei (a,) eine beschrinkte Folge reeller Zaheln und H die Menge ihrer Haufungspunkte.
Dann ist H nichtleer, beschrinkt und

sup H = limsup a,, und inf H = liminf a,,.
n—00 n—0o0

Korollar 2.21. (Bolzano-Weierstraft) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Sei by, := sup{a, : n > k}. Nach Definition 2.18 ist limsup,, . a, = limy_, o bx =: b.

Wir zeigen:
ebe H
e a <bfir jedesac H
Das (plus entsprechende Argumente fiir inf {a,, : n > k}) implizieren Korollar 2.21.

e Zeige b € H: Wir zeigen, dass es fiir jedes N € Nund € > 0 ein n > N gibt mit |a,, — b| < e. (Wende
das mit € = % an, um eine Teilfolge zu konstruieren.)
Wegen limy ;oo by = b gibt es ein K > N mit |bx —b| < §. Nach Definition von bx gibt es ein
n > K mit |a, — bk| < §. Damit ist [a, — b < |a, —bk|+ [bx —b| < §+ § =€

o Zeige a < bfiir jedes a € H: Nach Definition von a € H gibt es eine Teilfolge (a,, ) mit lim;_, o apn, =
a. Wegen b, > ap, gilt b = limg_, o0 b = limy_y00 by, > limy_, 00 ap, = a.

O
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2.3 Bestimmte Divergenz 2 FOLGEN UND REIHEN

Satz 2.22. Fine Folge (a,) reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn es fir jedes e > 0 ein
N €N gibt, so dass fir n,m > N gilt |a, — an| < €. Cauchy-Kriterium

Definition 2.23. Folgen, die das Cauchy-Kriterium erfiillen, heifsen Cauchy-Folgen.

Beweis. ,,=" Sei a := lim,, o a, und € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt |a,, —a| < 5.
Dann ist fiir n,m > N : |a,, — ap| = |an —a| + |am —a| = §+ § =€

»<="* Sei (a,) eine Cauchy-Folge. Dann ist (a,) beschrinkt.

Beweis. Es gibt ein N € N, so dass fiir n,m > N gilt, dass |a,, — a,| < 1, damit ist fir n > N : |a,| <

lan, — an| + lan| < 1+ |an| und damit ist M := max{|a1],...,|an—1|,1+ |an]|} eine Schranke von
|an|- O

Nach Korollar 2.21 gibt es eine konvergente Teilfolge (ay,). Wir zeigen, dass auch (a,) gegen a :=
limy o0 an, konvergiert.

Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir n,m > N gilt |a, — a,n| < §. AuBerdem gibt es ein k, so
dass ny > N und |a,, —a| < §. Dann ist fiir alle n > N : |a, —a| < |an — apn, | + |an, —a| < §+5 =€
O

2.3 Bestimmte Divergenz

Manchmal fiigen wir zu R zwei ,jideelle Elemente 400 und —oo hinzu.
—00 < z < +oo fir alle x € R
Ist E C R eine nichtleere Menge, die nicht nach oben beschrankt ist, so setzt man
sup F := +o00

Ensprechend inf E := —o0, falls E nichtleer und micht nach unten beschrankt.

R U {—o00, +00} kann keine Korperstruktur gegeben werden. Trotzdem setzt man

T+ 00 := 400, T — 00 = —00, B —) fir alle z € R
+00 —00
und
x - (+00) = o0, x-(—o0

00, fiir © > 0 (entsprechend fiir x < 0)

)-)

)=—
(Es ist nicht definiert: +00 — 00,0 (+00),0 - (—o0

Definition 2.24. Eine Folge (a,,) reeller Zahlen heiflt bestimmt divergent (oder uneigentlich kon-
vergent) gegen +oo, wenn es zu jedem K € R ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N gilt a,, > K.
Man schreibt dann

lim a, = +oco oder a, — +oo fiir n — oo.
n— 00
Entsprechend definiert man lim,, ., a,, = —o0.

Beispiel 2.25. 1. Die Folge a,, := n divergiert bestimmt gegen +oo.
2. Die Folge a,, := (—1)"n divergiert nicht bestimmt gegen +oo oder —oo.

3. Die Folge (2™) divergiert bestimmt gegen +oo fiir £ > 1 und divergiert nicht bestimmt fiir
< —1.
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2.4 Unendliche Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.26. Sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen.
1. Divergiert die Folge bestimmt, so gibt es ein Ny € N mit a,, # 0 fiirn > Ny und lim,, i =0

2. Gilt lim,, 00 a, = 0 und a,, > 0 fiir alle n € N (bzw. <), so divergiert (i) bestimmt gegen
+00 (bzw. —00).

Definition 2.27. Fiir eine (nicht notwendigerweise beschrénkte) Folge (a,, ) reeller Zahlen setzt man

limsup a,, := lim sup{a, :n >k}
n—00 k—oo

liminf a,, := lim inf{a, : n > k}
n—o0 k—oo

sup{a, :n >k} =400 ~ limsup,_,. an = +0

Beispiel 2.28. 1. Fir a,, :=n ist S 0 S B = VS SN

lim sup,, _, o @n = +00

2. Fiir a, := (—1)"n ist lmin, oo @, = —00

2.4 Unendliche Reihen

Definition 2.29. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen. Die Partialsummen

n
Sp 1= E Qs n €N
m=1

definieren eine Folge (s, ),y reeller Zahlen, genannt die (unendliche) Reihe mit den Gliedern a,,
und wir bezeichnen diese Folge mit Y >°_| am.
Konvergiert die Folge (s,), so wird ihr Grenzwert auch mit > -_, a,, bezeichnet.

Entsprechendes gilt fiir Reihen >"°_, a,,, mit Indexmenge {m € Z : m > k}.

Beispiel 2.30. 1. Unendliche geometrische Reihe: Fiir alle x € R mit | z |< 1 konvergiert die
1

geometrische Reihe " ™ gegen Y~z = 1.

0 g q _pntl
Beuweis. Bereits bewiesen: s, = > 1 _ o™ = 1=

und lim, 0 2™ = 0 wegen | z |< 1. O

Zusatz: Fiir x > 1 divergiert die unendliche geometrische Reihe bestimmt gegen +oo. Fiir
x < —1 konvergiert die Reihe nicht und divergert auch nicht bestimmt.

Beachte fiir z = 3: Y °_ (27" = 11 =2. dyadische Blocke: 14+ £ 4+ 5 4+ & + ...
2
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2.4 Unendliche Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

2. Unendliche harmonische Reihe: Die Reihe >.°°_ L divergiert bestimmt gegen +oc.

m=1m

Beweis. Sei k € Ny und n > 2*. Dann ist

R Y - IUIR-i Ity (U S )
T T\3 )T \5 e T ) T\ TR T Ty
—_———

——
2 Terme, 4 Terme, 2k=1 Terme, 20
jeder >4 jeder >4 jeder >
11 11 =9
22:3=3 245=3 2kt =1

1
>1+k- X die Partialsummen sind nicht nach oben beschrinkt und daher nicht konvergent

U
00 1 _
3. Zm:l m(m+1) — 1
; 1 = dk = 2 1 =% _d _§W® 1 _ 5y 1
Beweis. m(m+1) = m m+1 = Sn = ZmZI m(m+1) Zmzl m ZmZI m+1 ? ZWZI m
m—+1=I
n+1 1_1_ 1 _ 1— 1
=2 1 ? 1 n+1 n+1
Teleskopsumme
Verwende lim,, o % =0 O

Proposition 2.31. Seien Y °_ am und Y °_, by, konvergente Reihen reeller Zahlen und seien
¢,d € R. Dann konvergiert > -, (cay, + dby,) und es gilt > | (Cap + dby) = €Y 00| G +
A3 b

Proposition 2.32. Sei Y °_ a,, eine konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann konvergiert (a,)
gegen 0.

Bemerkung: Die Umkehrung stimmt im Allgemeinen nicht (z.B. ist lim,,_ % =0, aber Y. >°_ L =

m=1m
+00.)

Beweis. Es ist s, — s,—1 = a,. Nach Vorraussetzung konvergiert (s, ), also nach den Rechenregeln fiir
Folgen konvergiert (a,) und es ist lim,, o @y, = limy, 00 $p, — limy, 300 Sp—1 = 0. O

Proposition 2.33. Sei (a,) eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n. Dann konvergiert > °_ an, genau
dann, wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis. ,,=": Eine konvergente Folge ist beschrankt.

»<=": Eine monoton wachsende, beschrénkte Folge ist konvergent. O

Beispiel 2.34. Fiir s Rist Y | ni konvergent fiir s > 1 und bestimmt divergent gegen +oo fiir
s <1.
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2.4 Unendliche Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Beweis. Sei zunéchst s > 1. Zeige: Partialsummen sind beschrénkt.

Fiir gegebenes n € N gibt es ein k mit 2¥t1 > n + 1.

nq okt _q 1 1 1 2kl _q 1 k 1 k )
o L L - - T J _ —s+1\J
=Y Lot (gt L m s Vg @)
m=1 m=1 5 , m=2k 7=0 7=0
<2.2-s
—s+1\J _
SZ@ ) T 1 —2-stl
J=0 geometrische
Reihe

Sei jetzt s < 1. Dann ist fiir jedes m € N -1 > L also 3" -L > 5" L Wie oben gezeigt, ist

mS — m’ m=1 ms

S % nicht nach oben beschrinkt. O
Bemerkung: ((s) := Y7, -&- mit s > 1 heift Zetafunktion.
Wir werden spiter sehen, dass ((2) =Y>" | 5 = %2. (Euler 1734)

Satz 2.35. (Leibnizsches Konvergenzkriterium) Sei (a,) eine monoton fallende Folge mit
lim,,—, o @y, = 0. Dann konvergiert >~ (=1)™ a,.

oo (=1)m~1
m

) konvergiert (gegen In 2, s.

Beispiel 2.36. 1. Die alternierende harmonische Reihe )
spéter).

. (_1)771.—1
m=1 ms

2. Allgemeiner konvergiert s > 0 die Reihe )

Intuition zum Beweis: s, = > " | (=1)" ay,.

Sn

A

51

. S3 85

52

>n

Beweis. Wegen sop+o — Sok = Gog42 — Qopt+1 < 0 gilt s9 > 54 > 86 > ... >S9k > Sopt2 > - .-
Wegen sopy1 — Sop—1 = —aop41 + agx > 0 gilt 57 <sp <53 <0 <isgp g <sopq <t
Aufserdem ist wegen sop_1 — Sop = —asgx < 0 auch sop_1 < s9i fiir alle k € N.
Die Folge (s2r) ist monoton falllend und (durch s;) nach unten beschrankt, also existiert S := limg_ o0 Sok-
Die Folge (s2r—1) ist monoton wachsend und (durch s2) nach oben beschrinkt, also existiert S’ :=
limy oo Sok—1.
Wegen S — 5" = limp o0 a2 — limp o0 a2p—1 = limg_00 (szk — 821@71) =0ist S =9".
T
Noch zu zeigen: die ganze Folge konvergiert gegen S.
Sei € > 0. Dann gibt es K, K’ € N, so dass fiir alle k£ > K gilt |sor — S| < € und fiir alle ¥’ > K’ gilt
|82k,1 — S| < €.
Damit ist fiir alle n > max {2K,2K' — 1} : |s, — S| < e. O
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2.4 Unendliche Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.37. (Cauchysches Konvergenzkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen. Die Rei-
he >°°_, am konvergiert genau dann, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fir alle
l>Fk>N gilt

l

>

m=k

< €.

Das ist das Cauchysche Konvergenzkriterium fiir die Folge der Partialsummen.

Definition 2.38. Eine Reihe > °_, a,, heift absolut konvergent, falls die Reihe Y =, |a,,| konver-
giert.

Bemerkung: Eine absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ein N € N, so dass fiir
l>k>NgiltZl i lam| <e.

Damit ist auch

Zm kam‘ < Zm i lam| < €. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ist also
S| am konvergent. O

m=1

Satz 2.39. (Majoranten-Kriterium, Weierstra’sches Konvergenzkriterium) Sei Y °_, ¢,,, eine kon-

vergente Reihe mit nicht-negativen Gliedern und (a,) eine Folge mit |ay| < ¢, fir alle n € N.
Dann konvergiert die Reihe >

m—1 m absolut.

Definition 2.40. In der Situation von Satz 2.39 nennt man Y | ~_, ¢,,, eine Majorante von'y | ~_, Gy,.

Beweis. Sei € > 0. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium gibt es ein N € N, so dass fiir alle [ >
k > N gilt: Zin:k cm < €. Damit ist auch Zin:k |am| < Zin:k ¢m < €. Wieder nach dem Cauchyschen
Konvergenzkriterium konvergiert daher > °_, |ay,|. O

Bemerkung: Falls > >°_ ¢, eine Reihe ist mit nicht-negativen Gliedern, die bestimmt divergiert, und
(ay) eine Folge ist mit a,, > ¢, fir alle n € N, so divergiert Zm:l a,, bestimmt.

. o'} . . o
(Denn andernfalls wére ) ~_, a,, eine konvergente Majorante von > ~_, ¢y,.)

Beispiel 2.41 Loy o L konvergiert, da 2 = L. 2.1 < 2 fiir alle m > 2 und daher
> v 77 eine konvergente Majorante von Z o, 2 st

2.3 \/m divergiert bestimmt gegen 400, da

1 1
>
m(m+1)  V2m

1
fiir alle m >1 ({i)\/ﬁ> %\/m—klfﬁr alle m > 1>

und Y0, ﬁ divergiert bestimmt gegen +oo.
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2.4 Unendliche Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Satz 2.42. (Wurzelkriterium) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und L := limsup,, .. |an|%.

Ist L < 1, so konvergiert die Reihe > _| ay,. Ist L > 1, so konvergiert sie nicht.

Bemerkung: Gilt L = 1, so kann sowohl Konvergenz als auch Nicht-Konvergenz auftreten.

Beispiel 2.43. a, := # mit s = 1 oder 2.

Fiir s = 1 gilt limsup,, , n~w =1, aber Soo2 | an divergiert bestimmt.

2
Fiir s = 2 gilt ebenfalls limsup,, ,, n~ " = (lim SUP,, o0 n_%> = 1% =1, aber Y7, a, konver-

giert.

Beweis. Sei L < 1 und wihle L < x < 1. Dann gibt es nach Definition des Limes superior ein N € N, so

i
dass fiir ale n > N gilt |a,|™ <z, d.h. y|a,| < 2™. Damit ist >~ 2™ eine konvergente Majorante von

D omen |am|-
Ist L > 1, so gibt es unendlich viele N € N mit |an|% > 1, d.h. |a,| > 1. Damit konvergiert (a,) nicht
gegen 0 und die Reihe konvergiert nicht. O

Korollar 2.44. (Quotientenkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, # 0 fir alle grofien

An+41
an

n und limsup,,_, < 1. Dann konvergiert Y °_, am, absolut.

< x.

Beweis. Sei limsup,,_, ’a"“ ‘ < x < 1. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N :

An+41
an Qn

Damit ist |a,11| < 7 |an|, |ant2| < x|ant1] < 22 an], ..., lam|<z™ N |ay| fiir m > N.

1 1
- N ™ . L . ™
= lam|™ <z (lj—%‘) = limsup,, o [am|™ < xlimsup,, . (Ii%‘) = . Wegen z < 1 folgt absolue

Konvergenz aus dem Wurzelkriterium. O

Bemerkung: Gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt ‘%‘ > 1, so konvergiert Y °_, a,, nicht. (Denn

es ist ay # 0 und |ap41] > |an| > |ap—1| > ... > |ay] fiir alle n + 1 > N und damit konvergiert (a,)
nicht gegen 0.)

Bemerkung: Gilt limsup,, ,., |*2*| = 1 kann Konvergenz oder Nicht-Konvergenz vorliegen. (Bsp.: a,, =
ey 5 =1,2; [T = oo 1)

.. 11 1 1
Beispiel 2.45. (a,) = (é, 392 73%,2%,3%,...,2%, 3k ok ,3,}“,...).

An41

ot i lim supy,_, o % (%) = +o00, also ist das Quotientenkriterium nicht

Dann ist limsup,,_,
anwendbar.

1l L
. . . o 1: —2k+1 5 1 . . .
Andererseits ist limsup,, ,., a7 = limsup,_, . (2 u )2" =7 < 1, also ist das Wurzelkriterium

anwendbar.
~ Reihe >

1 Gm ist konvergent.
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2.5 Umordnung von Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

2.5 Umordnung von Reihen

Sei -7 | a,, eine konvergente Reihe und sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung.
Frage: Konvergiert ,°; a,)?

Im Allgemeinen ist die Antwort nein.

Beispiel 2.46. Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe und konstruieren 7 : N — N,

o) (_1)7(1)—1 . . .
so dass ) ,—; ~——— bestimmmt gegen +oo divergiert.

1 1 1
+(5+7 6
1 1 1 1 1
+(9+11+13+15>8
1 1 1 1
+(2’9+1+2k+3+"'+2’€+1—1>_2k+2

1 1
2k+1+2k+3+"'+2k+1—1

k—1 : 1 1
2 Terme, jeder Zm > SEFT

k—1 1 1
>2 '2k+1_1'

Wegen

. . 1 1 1 1 1 1 1 1 _ 1
FurkZQlStmgg,also (ﬁ+m++m)—m>z—g—l2

Beispiel 2.47. Es gibt eine Umordnung der alternierenden harmonische Reihe, die gegen %—mal den

m—1
urspriinglichen Grenzwert konvergiert. Sei S der urspriingliche Grenzwert, also S =3 °_, ) M

11
1= _=

2 1
RUEN bl 1 10 1y _
376 8 8= 12 2) = 2%
11
510 12

1 1 1
+ —

Seien s, und ¢, die Partialsummen der urspriinglichen und der ungeordneten Reihe.

Wegen ﬁ — ﬁ — ﬁ = % (%%1 — i) gllt t3l = %521 fir alle [ € N.

Also gilt lim;_, oo t3; = %liml_mo Sop = %S. Weil die Reihenglieder gegen 0 konvergieren, folgt daraus
1

schon dass lim, o0 tp, = 595.
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2.6 Cauchy-Produkt von Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Satz 2.48. Sei Zf:; 1 am eine absolut konvergente Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung.
Dann konvergiert Y"1 a,q) absolut und ihr Grenzwert ist Y~ | ap,.

Beweis. Sei A :=3%"_, a,, der Grenzwert. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass >~ |an| < &

Insbesondere ist
N-—-1 o %) c
YOI SPNED SRS
n=N m=N

m=1
Weil es fiir jedes m =1,..., N — 1 ein [ gibt mit 7(I) = m, gibt es ein L € N, so dass

{1,...,N—1}c {r(1),...,7(1)}

Fir M > L ist dann

M N-—-1 0o so. €
Sy X a3 lanl ™
m=1 m=1 m=N

= fir M > L:

Damit konvergiert Y% a,( gegen A.
Wendet man dasselbe Argument auf die Reihe )~ | ap, | an, so sieht man dass >°,°; | a, ) | konvergiert
gegen > | a, |. Insbesondere konvergiert >°°, a, ) absolut. O

2.6 Cauchy-Produkt von Reihen

Definition 2.49. Fiir zwei Reihen Y °_ a,, und Y °_ by, heift die Reihe Y~ ¢, mit ¢, :=
S o @m—nby das Cauchy-Produkt von > °_ a,, und Zm:

Sind " a,, und > by, endliche Summen, so ist

S () (2%)

Beispiel 2.50.

(ag + a1 + a2)(by + by + ba) =apbo + (agb1 + a1bo) + (apbs + a1by + asbg)
+ (aeb3 + a1be + ashi)
+ (aeb7 + arbs + asbs + asbi + adby)

Beispiel 2.51. Diese Identitit gilt im Allgemeinen nicht fiir konvergente Reihen.

(="

a, = b, = ,n € Ny~ Z A, Z b, konvergieren nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium

vn+1

Fiir das Cauchy-Produkt gilt ¢,, =Y " \(/%% : (_nlJ)rz =(=)">", m
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2.6 Cauchy-Produkt von Reihen 2 FOLGEN UND REIHEN

Wir zeigen, dass | ¢, | nicht gegen 0 konvergiert.

(m—n+1)(n+1)= (@+1)2—(%+1)2< (%H)Q

5 <
m
1 m+1 .. .
:|cm|272%+1:%—>2furn—>oo, also nicht | ¢, |— 0.

Proposition 2.52. Seien Y - am, und > _ b, absolut konvergente Reihen. Dann ist das
Cauchy-Produkt Y > _ ¢ absolut konvergent und es gilt > cm = (Yoo _gam) - (Ome_o @m)-

Anmerkung: Es gibt auch dhnlich Sétze, welche hier aber nicht bewiesen werden, z.B. > a,, und 3 by,
absolut konvergent und konvergent, so konvergiert das Cauchy-Produkt; wenn beide konvergieren und
das Cauchy-Produkt konvergiert, so gilt die Produktformel.

Beweis. Seien A, :=> " _ By =Y " _bp. Dann gilt

ApBy = Y apbp mit Q= {(k,1): 0< kI <n}
(k.D)EQn

Nach Definition gilt fir C,, := Y7 _jcm =D 1

Co= Y ab_p  mit Dy:={(k1):k+1<n}

(k,1)eD,,
= A,B, - C, = Z arbi—y
(E,1)EQn\Dn
Qn : Dn :
k k

> >
Fir A7 =30 ol am |[,Bf =31 _o | bm | gilt entsprechend

ArBr= > fak || bik]
(kDEQn

Wegen Q2] C Dy ist Qu\ Dy C Qn \ Q2 und damit | A,B, — Cp [< Y fax |- |big|=
(krl)eQn\QL%J

An By — Aly Bly -

Weil (A7) und (B) konvergieren, konvergiert auch (A} B') und (A”[% |B ’fg J) und die Grenzwerte sind die-

selben. Daher konvergiert (A4, B, —Cy,) gegen 0. Da (A4,,) und (B,,) konvegieren, konvergiert auch (A4,,B;,)

mit lim,, o0 Ap By = limy, o0 Ay, - limy, oo By,. Daher konvergiert C,, gegen lim,,_, o, A, -lim,,_, o, B, wie

behauptet.
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2.7 Die Exponentialreihe 2 FOLGEN UND REIHEN

Wendet man das bewiesene auf die Reihen " | ay, | und 3 | by, | an, so erhélt man, dass ihr Cauchy-
Produkt Y d,,, konvergiert mit dp, := > 1" | am | - | bp—n |. Wegen | ¢, |< dp, fiir m € Np ist Y dp,
eine konvergente Majorante fiir Y °_ | ¢, |. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert daher ) ¢,
absolut. O
2.7 Die Exponentialreihe

Behauptung: Fiir jedes x € R ist die Reihe
o0 xm
exp(x) := Z o) Ezponentialreihe
m=0

absolut konvergent.

Im+1

Beweis. Das folgt aus dem Quotientekriterium, da fiir alle m > 2|x| : CE ;"' = n‘jrll < % O]
Wir nennen e := exp(1) die Eulersche Zahl.
Proposition 2.53. e ist irrational.
Beweis. 1. Fiir die n-te Partialsumme s,, von e = exp(1) gilt
o0 o0 oo
1 1 (n+1)! 1 1 1
€= Sn = Z 7|: | Z | < | Z m-n—1 5 l.
m=n+1 me (Tl + 1) m=n-+1 %m/—’. (n + 1) m=n+1 (n + 1) ge0111e1£ri2‘,.hen
= G Reihe
m—n—1 Faktoren,
jeder >n+1
2. Angenommen, e = % mit p,q € N. Nach 1. ist
1
0<qlle—sq4) < -
q
Nach Annahme st gle = (¢ — 1)!p € N. Auflerdem ist
s =q (1+1 LR ! N
q'sq = q' + +5+§+”'+E S
= ¢!(e — s4) € N. Das ist ein Widerspruch zu 0 < gl(e — s4) < % <1.
O
e=2.7182818... (numerisch)
Satz 2.54. Fiir alle x,y € R ist exp(z) exp(y) = exp(x + y).
Beweis. Das Cauchyprodukt von exp(z) = Y200_ £ und exp(y) = Yoc_, L hat Glieder
mo..n m—n m |
Nyt s m e men L m
cm_zn! (m—n)!_mlzn!'(m—n)! vy ?m!(x—i-y)
n=0 n=0 binom.
Lehrsatz
Also ist Y °_ ¢ = exp(x + y). Daher folgt die Behauptung aus dem Satz vom Cauchyprodukt. O
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2.7 Die Exponentialreihe 2 FOLGEN UND REIHEN

Proposition 2.55. 1. Fir alle x € R ist exp(z) > 0 und Wl(a:) = exp(z).

2. Fir alle x > 0 ist exp(z) > 1 und fiir alle x < 0 ist exp(x) < 1.

1
n

3. Fiir jedes n € Z ist exp(n) = €™ und fiir alle n € N ist exp(L) = ew.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen/definieren exp(z) = e”.

_1

Beweis. Nach Satz 2.54 ist exp(z)exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1, also exp(x) # 0 und @ =

exp(—x).

Fiir 2 > 0ist exp(z) = 1+ 3 or_; £ > 1.

Fir x < 0 ist exp(z) = m' Das ist > 0 und < 1.

Wir zeigen jetzt exp(n) = e fiir n € Ny durch Induktion in n.

Induktionsanfang: exp(0) = 1. v/

Induktionsschritt: exp(n + 1) = exp(n) exp(1) Wen. o= entl,
SatzT2.54

Fﬁr0>n€Zistexp(n):ﬁ:#:e”.

Um zu zeigen, dass fir n € N gilt eXp(%) = e7 miissen wir zeigen, dass exp(%) > 0 v und dass
(exp(+))™ = e. Letateres folgt aus dem Satz. O
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3 STETIGE FUNKTIONEN

3 Stetige Funktionen

3.1 Funktionen und Stetigkeit

Abbildungen f : D — R werden typischerweise Funktionen genannt und D heifst der Definitionsbereich
von f. Das Bild von f ist f(D) = {f(z) € R:z € D}, und der Graph von f ist {(z, f(z)) e DxR:z €
D}.

In diesem Kapitel betrachten wir vor allem den Fall, dass D C R.

Oft wird D ein Intervall sein. Bezeichnungen fiir —oo < a < b < +o00:

(a,b) :={x €R:a <z < b}, [a,b] :={z e R:a <z < b},
(a,b) :={z €R:a <z < b}, [a,b) :={x eR:a <z <b}
Im Fall von ,,(“ oder ,,)* erlauben wir auch a = —00,b = +00; z.B. (0, +00).

Alternative Notation, z.B. im Forster-Buch: ] statt ,,(“, ,,[* statt ,,)“

1, flirz >0
Beispiel 3.1. 1. sgnz := 140, fiirx =0
-1, firxz<0

1, firxzeQ

2. f(z):= - , Dirichlet-Funktion
0, firzeR\Q

Definition 3.2. Sind f,g : D — R Funktionen, so sind die Funktionen f + g, fg : D — R definiert
durch

(f +9)(@) = f(@) +g(z),  (f9)(a) = f(z)g(x)  firallezec D
Mit D' :={z € D : g(z) # 0} ist die Funktion 5 : D' — R definiert durch

(;) (z) == ‘;Eg fiir alle z € D’

Ist h: E — R eine Funktion mit f(D) C E, so ist die Funktion ho f : D — R definiert durch

(ho f)(x):=h(f(x)) fiir alle z € D

Vorsicht: f(x) ist eine Zahl, f eine Funktion!

Definition 3.3. Sei D C R,zg € D und f : D — R. Dann heifst f stetig im Punkt xo, wenn es fiir
jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle z € D mit |z — 0| < d gilt |f(x) — f(z0)| < €.

Bemerkung: f ist stetig in 2y genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) C D mit x, — xo gilt, dass

fan) = f(xo).

Beweis. ,=* Sei f stetig in 2o und sei (z,,) € D mit x,, — xo. Sei € > 0. Nach Definition von ,stetig"
gibt es dann ein § > 0, so dass fir alle z € D mit |z — zo| < § gilt, dass |f(z) — f(z0)| < e Nach
Definiton von ,konvergent* gibt es ein N € N so dass fiir alle n > N gilt |x,, — xz¢| < §. Damit ist also fiir
n>N:|f(xn) — flzo)] <e.

»<="* Es gelte die Folgenbedingung. Angenommen, f wéire nicht stetig in zo. Dann gibt es ein ¢y > 0, so
dass fiir jedes n € N ein z,, € D existiert mit |z, — 20| < %,|f(zn) — f(z0)| > €. Dann gilt (z,) C D,
Tpn — T, aber f(z,) 4 f(xo). Dies ist aber ein Widerspruch zur Folgenbedingung. O
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3.1 Funktionen und Stetigkeit 3 STETIGE FUNKTIONEN

Beispiel 3.4. 1. Die Funktion sgn ist nicht stetig in zo = 0. (Z.B. sgn(%) =1, aber sgn0 = 0)

2. Die Funktion f aus Beispiel 3.1 (Dirichlet-Funktion) ist in keinem Punkt zy € R stetig. (Denn
fiir jedes z € R \ Q gibt es (z,) C Q mit 2, — o (s.0.) und fiir jedes z € Q gibt es (z,) C R\Q
mit z,, = o (Ubung).)

1 fallsz = % mit p,q € N teilerfremd

3. Fir x € (0,1] sei f(x) :=4¢
0.1 @) {0, falls z e R\ Q

Dann kann man zeigen, dass f in jedem Punkt zy € (0, 1] \ Q stetig ist.

Rechenregeln:

Proposition 3.5. Seien f,g: D — R stetig in xg € D. Dann sind f + g und fg stetig in xo und,
falls g(x¢) # 0, auch 5.

Beweis. Z.B. durch Folgenkriterien und Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen. O

Beispiel 3.6. Seien P, Q Polynome, d.h. P(z) =Y " _ am,z™ mit a,...,a, € R und entsprechend
P

fiir Q, dann ist die rationale Funktion o stetig in jedem Punkt zp € R mit Q(z¢) # 0.

Beweis. Nach Proposition 3.5 geniigt es, die Stetigkeit der konstanten Funktion x +— a und der Identi-
tatsfunktion = — x zu zeigen. Das ist aber offensichtlich aus dem Folgenkriterium. O

Proposition 3.7. Seien f : D — R und h : E — R Funktionen mit f(D) C E. Sei [ stetig in
29 € D und h in f(xo) € E. Dann ist ho f stetig in xq.

Beweis. Sei (x,) € D mit x,, — x. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f, dass f(x,) — f(z¢). Wegen
der Stetigkeit von h gilt A(f(z,)) = h(f(z0)), d.h. (ho f)(x,) = (ho f)(zo)- O

Beispiel 3.8. Ist f : D — R stetig, so ist |f| : D — R, definiert durch |f|(z) := |f(z)| fir x € D
stetig in z.

(Nach Proposition 3.7 geniigt es, die Stetigkeit von = +— |z| zu zeigen. Diese folgt aber einfach aus
dem Folgenkriterium.)

Beispiel 3.9. Die Funktion = — exp(z) ist stetig in jedem zg € R.

Beweis. Angenommen, wir haben das schon fiir g = 0 gezeigt. Dann ist fiir zg # 0 und z,, — xg

exp(zy) = exp(zo) exp(zn — To) — exp(zo)
—0

—exp(0)=1
(Annahme)
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Wir zeigen jetzt Stetigkeit in 2o = 0. Wir zerlegen (fiir beliebiges n € Ny)

n zm & m
exp(z) = Z ml + Ry (), Ry (z) = Z ml
m=0 : m=n-+1 :
Wie oben zeigt man, dass fiir x| <n + 1 gilt
||t . . N
|Ry ()] < FICES )] (fiir |x| = 1 haben wir das oben abgeschitzt.)
2 n+1 n+1
< = falls |z < =
St alls o] < =

Fiir € > 0 gibt es wegen Stetigkeit des Polynoms ZZ:O% ein 6 > 0, so dass fir |z|] < J gilt

IS0 o Zh —1] < §. AuRerdem gibt es ein &' > 0, so dass fiir |z| < & gilt ﬁ 2" < £ Also

fiir |z] < min {4, '}

"L pm € €
lexp(z) — 1| < mEZ:OH_l + Ry (z)] < 5 t5=¢
(n € Ny ist beliebig. Wir kénnen z.B. n = 0 wihlen.) O

3.2 Sitze iiber stetige Funktionen

Definition 3.10. Eine Funktion f : D — R heifit stetig (in D), wenn sie in jedem xq € D stetig ist.

Satz 3.11. (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 < f(b). Dann gibt es ein

abgeschlossenes
Intervall,
—oco<a<b<+oo

¢ € [a,b] mit f(c) =0.

Beweis. Die Menge M := {x € [a,b] : f(z) < 0} ist nicht-leer (a € M) und nach oben beschrankt (durch
b). Also gibt es nach der Supremumseigenschaft von R ¢ := sup M.

Zu zeigen: f(c) = 0.

Zeige f(c) < 0: Nach Definition des Supremums gibt es (z,,) C M mit z, — ¢. Also f(z,) < 0 und
wegen der Stetigkeit, f(c) = lim, o f (2,) < 0. (Rechenregeln fiir Folgen bei <.)

Zeige f(c) > 0: Falls ¢ = b, so folgt das nach Voraussetzung. Andernfalls gilt fiir z € (¢, b], dass f(z) >0
(denn sonst wire z € M). Fiir z,, := c+ ¢ gilt 2, — c und z,, > ¢, also f (z,,) > 0 und wegen Stetigkeit
fle) =limp oo f (zn) > 0. (Rechenregeln fiir Folgen bei >.) O
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Bemerkung: Fiir die Giiltigkeit des Satzes ist es wesentlich, dass f auf einem Intervall definiert ist. Zum
Beispiel fiir f: [-1,1]\ {0} = R,z — 1, gibt es kein ¢ € [-1,1] \ {0} mit f(c) = 0.

Korollar 3.12. Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall.

Beweis. Sei B:=sup{f(z):x €I} e RU{+oo} und A :=inf {f(z):z €I} € RU{—o0}.

o Zeige (A,B) C f(I): Sei A < y < B. Dann gibt es nach Definition von A und B a,b € I mit
fla) <y < f(b). Wende den Zwischenwertsatz auf die stetige Funktion f — y an und erhalte ein

¢ € [a,b] mit f(c) —y =0, dh.y= f(c) € f(I).

e Andererseits ist f(I) \ (A,B) € {A, B} falls A und B endlich (nach Definition von A und B),
entsprechend wenn eines oder zwei von A und B unendlich sind.

e Damit ist f(I) eines von (A, B),[A, B], (A, B],[A, B) (wobei ,,[“ oder ,,]* ausgeschlossen ist, falls der
Endpunkt unendlich ist.)

O

Definition 3.13. Eine Funktion f : D — R heifst nach oben (bzw. unten) beschrinkt, wenn f(D)
nach oben, bzw. nach unten beschrinkt ist. Sie heiflt beschrinkt, wenn sie nach oben und unten
beschrinkt ist.

Satz 3.14. Ist f : [a,b] — R stetig, so ist sie beschrinkt und es gibt p,q € [a,b] mit f(p) =
sup{f(z) : z € [a,b]} und f(q) =inf {f(z) : z € [a,b]}.

AN

Bemerkung: Es ist wesentlich, dass f auf einem abgeschlossenen Intervall stetig ist. Als Beispiele betrachte:
e f:R — R,z — z ist unbeschrinkt.

e f:(-1,1) >Rz ist beschrankt, aber nimmt nicht sein Supremum an.

1
(z+1)(z—1)

e f:RoRz— H% ist beschriankt, aber nimmt nicht sein Infimum an.

e f:(—1,1) > R,z > x ist beschrinkt, aber nimmt weder sein Supremum noch sein Infimum an.
Beweis. Wir zeigen ,nach oben beschrinkt* und Existenz von p. (Rest: f — —f)
Sei B := sup{f(z) : € [a,b]} € RU {+0o0}. Dann gibt es nach Defintion des Supremums (z,,) € [a, ]
mit f(z,) — B. Weil (z,,) beschrankt ist, gibt es nach Bolzano-Weierstraf eine Teilfolge (z,,) und ein
p € {a,b] mit z,, — p fir k — co.
Wege Stetigkeit ist limg o0 f (2, ) = f(p). Damit ist B < 400 und f(p) = B. O
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Gleichmiflige Stetigkeit

Erinnerung: Eine Funktion f : D — R ist stetig, falls es fiir jedes € > 0 und jedes xg € D ein § > 0 gibt,
so dass fiir alle z € D mit |z — x| < § gilt |f () — f (z0)| < e.

Definition 3.15. Eine Funktion f : D — R heifst gleichmdfig stetig, falls es fiir jedes € > 0 ein
d > 0 gibt, so dass fiir alle z,xo € D mit |z — zo| < § gilt |f (z) — f (z0)| < e.

Im Gegensatz zu stetig muss man § unabhingig von zy wihlen kénnen.

Beispiel 3.16. Die Funktion f: (0,1] = R,z — % ist micht gleichméfig stetig.
Angenommen sie wire es und sei d wie in Definition 3.15 mit ¢ = 1. Sei n > 2—15 und n > 1. Dann ist

% — ﬁ| = ﬁ < 9§, aber es ist |f (%) —f (ﬁﬂ = |n —2n| =n > 1. Dies ist aber ein Widerspruch.

Satz 3.17. Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f auch gleichmaflig stetig.

Beweis. Angenommen [ wire nicht gleichmifig stetig. Dann gibt es ein eg > 0 und (z,), (y») C [a,b]
mit |z, — yn| < % und |f (zn) — f (yn)| > €. Nach Bolzano-Weierstrafl gibt es eine Teilfolge (., ) und
ein z € [a,b] mit x,, — z fir k — co. Wegen |z, — yn,| < n% konvergiert dann auch y,, — . Da f
stetig ist, folgt limy o0 (f (xnk) —f (yw)) = limg o0 f (x"k) — limg 00 f(ynk) = f(z) = f(z) =0, im
Widerspruch zu | f (xn,) — f (Yn,)| > €o- O

Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heift Treppenfunktion, wenn es N € Ny a =tg < t1 < ... < txy = b und
c1,...,¢cn € R gibt, so dass ¢(t) = ¢, fir alle t € (t,-1,t,),n=1,...,N.

Fir N =5:

0 : : : : :
a=1y t1 to t3 14 b= ts

Die Werte an den Stellen t,, sind beliebig.

Proposition 3.18. Sei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen ¢, :
[a,b] = R mit

o(x) < fz) < Y(x) fir alle z € [a, b]
lo(x) —(z)] <€ fiir alle z € [a, b]
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Beweis. Nach Satz 3.17 ist f gleichmé&Rig stetig, also gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x,zg € [a, b] mit
|z — @o| <& gilt [f(z) — f(zo)| <e

Sei N € N so grof, dass "_T“ < ¢ (Archimedes!), und sei t,, ;= a+n - Z’_T“,n =0,...,N.

Dann ist ¢, — t,,—1 = Z’_T“ < 6. Fiir1 <n <N sei

eni=1nf{f(x): x € [th_1,tn]}, dp :=sup{f(x):x € [th-1,ts]}

Nach obigem Satz gibt es fiir jedes 1 <n < N,pn,qn € [tn-1,tn] mit f (pn) = d,, und f (g,) = ¢,,. Wegen
IPn = qnl S tn —tn1 <6 ist [dn — cn| = [f (Pn) — f (an)] <&
Wir definieren () := ¢, und ¥(z) :=d, fir z € [t,_1,ts],n=1,...,N,p(a) :=¥(a) := f(a). O

3.3 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.19. Ein Punkt zg € R heiltt Hdufungspunkt einer Menge A C R, wenn es fiir jedes
e>0eina€ (A\{zo}) N (zg — € 0 + €) gibt.

Bemerkung:

1. z¢ ist ein Haufungspunkt von A genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 unendlich viele Punkte in
AN (xg — €,x0 + €) gibt.

2. Frither Haufungspunkt einer Folge: verwandter, aber verschiedener Begriff.

Beispiel 3.20. 1. Die Menge der Haufungspunkte von (a,b) mit —oco < a < b < +o0 ist [a, b].
2. Die Menge der Haufungspunkte von Q ist R.
3. Die Menge der Hiufungspunkte von {1 : n € N} ist {0}.

Definition 3.21. Sei f: D — R, xg ein Haufungspunkt von D und yo € R. Dann sagt man, dass
f(z) fir x — xy gegen yo konvergiert und schreibt

yo = lim f(x) oder f(x) = yo fiir v — o,

T—To

falls fiir jede Folge (z,,) C D \ {xo} mit z,, — zo gilt f () — Yo.

Beachte: Forster betrachtet (x,,) C D.
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1 "1
Beispiel 3.22. 1. Fiir n € N gilt limo A+o) -1 =n. (Hier D =R\ {0})
xT—r a5

Nach dem binomischen Lehrsatz ist (14 2)" = Y7 _ ([)z™, also

m=0
n = n—1
n _ 1
(1+2) —l—mz_:l< ) §<l+1)x also z.z. 1lmz<l+1> =n.

Das folgt aus der Stetigkeit von Polynomen.

=1.
Nach der Restghedabschétzung fiir exp ist €% = exp (z) = 14z + Ry (z) mit | R (z)| < ||? fiir
o] < 3; also [<=1 — 1] = B < g fiir |of < 3.

Definition 3.23. Sei f : D — R, sei 2y ein Hiufungspunkt von DN (—o0, zg) (bzw. von DN (zg, 00))
und sei yo € R. Dann sagt man, dass f in x¢ den links- (bzw. rechis-)seitigen Grenzwert yo hat, falls
fiir jede Folge (x,) C D N (—00,x0) (bzw. D N (x¢,00)) mit x,, — zo gilt f (z,) — y. Man schreibt
dann

lbm f(@) =yo (bzw. h\m f (z0)) oder f(@) = yo fiir  ~ xo (bzw. x\ o)

(Auch gebrauchlich: f(zo—) = yo, bzw. f(zo+) = yo.)

Beispiel 3.24.
lim sgnax = —1, lim sgnz = +1
z 0 z\0

Man schreibt
lim f(x) =y bzw. f(z) = yo fiir z — oo,
T—>00

falls D nicht nach oben beschrinkt ist und fiir jede Folge (z,) C D mit z, — oo gilt f(z,) = vo.
(Entsprechend fiir —o0).
Man schreibt

lim f(z) =00 bzw. f(x) = oo fiir © — o,
Tr—>To

falls o ein Haufungspunkt von D ist und fiir jede Folge (z,,) C D \ {zo} mit z, — o gilt f (z,) = oo.
(Entsprechend fiir —oc.)
Man schreibt

lim f(z) = o0 bzw. f(z) = oo fiir x — oo,

Tr—00

falls D unbeschrénkt ist und fiir jede Folge (z,) C D mit z, — oo gilt f (x,) — oco. (Entsprechend fiir
—00/ + oo (3 Moglichkeiten)).

Beispiel 3.25. 1. Fir s > 0 (evtl. rational, bzw. spiter sogar reell) ist lim,_, ;15 =0.
Denn fiir (z,) mit z,, — oo und € > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt z,, > e L9,

1 1 —
| = ey €

2. limg 00 (V& + 1 — /x) = 0.

Denn esist 0 < vz +1—+/x = j%:\?g m+\f f—>0nach1

Fiir solche n ist dann
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3. Sei P(z) =" _,amz™ ein Polynom mit n > 1 und a, > 0. Dann gilt

400 fiir n gerade,

T—>00 Tr—r—00

lim P(z) = oo, lim P(z) = { .
—oo fiir n ungerade.

Beweis. Fiir  # 0 ist P(z) = 2" (a, + “==2 + ... + 2). Dann gilt fiir

xmn

r 2 max{2n|an1’ <27’L|a,n2|)1/27“.7 (2nlao|)1/n} _ C’
ap Qp, ap,

o 4 G +.__+10‘ T e ) P
a5 T 43 g2 2n 2
<~
<in <én
Damit ist fiir # > C auch P(x) > %", und daraus folgt P(x) — oo fiir  — oco.
Fiir die zweite Behauptung schreiben wir P(—z) = (-1)"Q(z) mit Q(z) =
S o (=1)™ ™ anaz™ und wenden die erste Behauptung an. O

3.4 Monotone Funktionen

Definition 3.26. Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heift monoton wachsend (bzw. fallend),
falls fiir alle 2,2’ € D mit = < 2’ gilt f(z) < f(2') (bzw. f(x) > f(z')). Sie heift monton, wenn sie
entweder monoton wachsend oder fallend ist.

Sie heifit streng monoton wachsend (bzw. fallend), falls fiir alle z, 2’ € D mit x < ' gilt f(z) < f(z')

(bzw. f(x) > f(z")).

Proposition 3.27. Sei f : (a,b) — R monoton wachsend. Dann existieren fir jedes zo €
(a,b) ,limy g, f(x) und limy~ 5, f(x) und es gilt

sup f(z) = lim f(z) < lim f(z)= inf f(z).

a<z<zo x xo T\ To ro<x<b

Hier schreiben wir sup f(x) :=sup{f(z):a <z < xzo} und entsprechend fiir inf.
a<z<zg

Beweis. Die Menge {f(z) : a < & < xo} ist nichtleer und nach oben beschrankt (durch f (x¢)), daher hat
sie ein Supremum A. Zu zeigen: A = lim, »,, f(x). (Daraus folgt dann die Proposition.)

Sei () C (a,x0) mit z, — z¢. Zu zeigen: f (z,) — A.

Sei € > 0. Nach Definition des Supremums gibt es ein § > 0 (mit xg — § > a), so dass f (xg — ) > A —e.
Wegen der Konvergenz gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt |z, — x¢| < 0. Fiir solche z,, ist also
fxn) > flxg—06) > A—e€(dax, >x9—09). Wegen f(x,) < Aist also |f (z,) — 4| < e. O

Korollar 3.28. Sei f : (a,b) = R monoton. Dann ist {xo € (a,b) : f ist nicht stetig in xo} abzdhl-
bar.

Beweis. Sei z.B. f monoton wachsend und E die Menge im Korollar. Fiir jedes xg € E ist lim, »,, f(2) <
limg~ 4, f(z) (bei Gleichheit wire f an dieser Stelle stetig), also gibt es ein 7 (z) € Q mit lim, »,, f(z) <
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r(z0) < limg\ 4, f(z). Die Abbildung E > z¢ — 7 (20) € Q ist injektiv, denn fiir z1,22 € F mit 21 < 2
ist
r(r1) < lim f(z)= inf f(z)= inf f(z)< sup f(z) < sup f(z) = lim f(z) <r(z2).

TN\(T1 r1<z<b T x1<z<za T1<T<To a<z<To x Ty
f monoton f monoton

Da Q abz#hlbar ist, ist r (E) abzdhlbar, d.h. es gibt 7 : N — r(E) surjektiv. Weil r : E — r(E) bijektiv
ist, gibt es ein 7 : N — F surjektiv, d.h. F ist abzdhlbar. O

Definition 3.29. Sind A, B Mengen und f : A — B bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~1! :
B — A definiert durch

[y =2 wo f(z)=y, yeB el

Satz 3.30. Sei I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton. Dann ist f : I — f(I) bijektiv
und die Umkehrfunktion f=1: f(I) — R ist stetig und streng monoton.

Beweis. f~! streng monoton einfach. Wir zeigen, f~! ist stetig. Sei z.B. f streng monoton wachsend und
sei yo € f(I). Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ¢ := f~!(yo) kein Randpunkt von I ist. Sei € > 0.
Nach eventueller Verkleinerung von e konnen wir annehmen, dass

[xo —€,x0+ €] C I
Wegen strenger Monotonie ist f (2o —€) < f (zo) < f (zo + €). Mit
d:=min{f (o) — f(xo—¢€),f(xo+¢€) — f(x0)} >0

gilt fiir [y — yo| < 4, dass y <yo + 6 < f(wo) + (f (w0 +¢€) — f (20)) = f (20 + €).

Wegen der Monotonie folgt daraus f=! (y) < zg +e= f~1 (yo) + e

Genauso: f~1(y) > f~(yo) — ¢, also }f‘l (y)— f1 (y0)| < e. Der Fall, dass zy ein Randpunkt ist,
geht dhnlich (man lasst beispielsweise beim rechten Randpunkt Argumentationsschritt mit g + ¢ einfach
weg). O

Korollar 3.31. Fiir n € N ist [0,00) 3z + 2'/™ stetig.

Beweis. f :[0,00) = R,y — y™ ist streng monoton wachsend und bildet [0,00) bijektiv auf [0,00) ab
(folgt z.B. aus der Stetigkeit von f und dem Satz, dass f ([0,00)) ein Intervall ist.)

Nach dem vorherigen Satz ist die Umkehrfunktion f=! : [0,00) — R streng monoton wachsend und
stetig. O

Bemerkung: Ist n ungerade, so ist R 3 y — y" streng monoton wachsend und daher kann die n-te Wurzel
auf R und nicht nur auf [0, 00) definiert werden.

3.5 Logarithmus und allgemeine Potenz

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist treng monoton wachsend, stetig und bildet R bijektiv auf (0, o)
ab.

Beweis. Fiir x < .T/ ist exp(x) = e xr — xl € SC/ < e CL'/ .
p(z) xp( ) exp (z') xp(z’)
<0 >0
1
<

Stetig: s.o.
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Bild: Wegen Stetigkeit ist exp (R) ein Intervall. Wegen exp () > 0 fiir alle z € R ist exp (R) C (0, c0).
Wegen exp (z) = >, ’fn, > 14« fir x > 0 ist exp (R) nicht nach oben beschriankt. Aufierdem folgt

aus exp (—z) = m < 135 fiir 2 > 0, dass inf exp (R) < 0. O

Definition 3.32. Die Umkehrfunktion von exp : R — R heifit natirlicher Logarithmus und wird
mit In : (0,00) — R bezeichnet.

Nach dem vorherigen Satz ist In streng monoton wachsend, stetig und bildet (0,00) bijektiv auf R ab.
Aufserdem folgt aus der Funktionalgleichung fiir exp, dass

In (zy) =Inz + Iny fir alle 2,y > 0.
Bemerkung: Es gilt exp (% In a) = (ap)% firpe Z,qg € Nya € (0,00).

Beweis. Aus der Funktionalgleichung fiir den Logarithmus folgt plna = In (a?P) (zunéchst fir p € Ny
durch Induktion mit der vorherigen Formel fiir Produkte als Argument, dann fiir p = —1 mit In1 = 0
und 1 = aa~?, dann fiir alle p durch Induktion).

= exp (5 lna) = exp (;m (ap)> = (exp (In (a®)))/? = (a?)"/4.

Wir definieren jetzt allgemeine Potenzen
x

a” :=exp(zlna) fir z € R,a € (0,00)

Nach der Bemerkung steht das nicht im Konflikt mit bestehender Notation fiir Potenzen und Wurzeln.

Als Komposition stetiger Funktionen sind folgende Funktionen stetig:

T a®, a+—a”

Korollar 3.33. Fir alle a € (0,00) gilt lim,_,o a'/* = 1.

Beweis. ) .
lim ¢'/* = lim exp ( lna) = exp ( lim 1na> =exp(0) =1.
x

r—00 r—00 T—00 T

Rechenregeln: Fiir alle a,b € (0,00) und z,y € R gilt
1. a®a¥ = a*tV
2. (a*)¥ =a"™¥
3. a®b” = (ab)”
b (1) =
Beweis. 1. Aus Funktionalgleichung von exp.
2. Aus a® = exp (zIna) folgt In (a®) = zIn (a) und damit (a*)? = exp (yIn (a*)) = exp (zyIna) = a®¥.
3. a®b* = exp (zlna)exp (zlnb) = exp (zIna + zlnb) = (exp (Ina) exp (Inb))* = (ab)”.

—T

4. (é)m = exp (xln%) =exp (z(—1Ina)) = (exp(lna)) " =a
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Satz 3.34. Sei f : R — R stetig und es gelte fir alle x,y € R, dass f(z+y) = f(z) - f (y). Dann
ist entweder f (x) =0 fir alle x € R oder es ist a :== f (1) > 0 und f (x) = o fir alle x € R.

Beweis. Esist f(1) = f (%)2 > 0.
e Sei zunéchst a := f(1) > 0. Wegena= f(14+0)=f(1)- f(0) =a- f(0)ist f(0) =1. Wie in der
Bemerkung oben zeigt man jetzt f (%) = (ap)l/q fiir alle p € Z,q € N. D.h. es gilt f(z) = o® fiir
alle z € Q. Wegen Stetigkeit folgt daraus f(z) = a” fiir alle z € R.
e Seijetzt f(1) =0. Dannist fir allez e R: f(z)=f((xa —1)+1)=f(z—1)- f(1)=0.

=0

Asymptotisches Verhalten des Logarithmus und der allgemeinen Potenzen

¥

* =0 und limg\ o 2" el = o0,

1. Fiir alle n € Ny gilt lim,_,, < = +00. ,Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz.

Aufierdem ist lim, o 2" e~

0o IEWL ,En+1

Beweis. Fiir alle 2 > 0ist e* =3~ & > gt = ;’—Z > Grnn
Die zweite Aussage folgt wegen ™ e~ " = (2—2)71.
: : n l/xz _ e : _ 1

Die dritte Aussagen folgt wegen z" e!/* = S mit y = 2. O
2. lim, yoolnz = 400, lim, ,olnz = —occ.

Beweis. Folgt, da das Bild von In gleich R ist und In monoton ist. O
3. Fiir a > 0 gilt limg\ g 2% = 0 und limg\ g2~ = +o0.

Beweis. Sei (x,) C (0,00) mit x,, — 0. Nach 2. ist lim,,_, o alnz,, = —o0, also wegen 1. (mit n = 0)

limy, 00 8 = limy, 500 € Inzn —

Zweite Aussage: 2~ = (z2) . O

Man definiert 0% := 0 fiir « > 0. Nach 3. ist [0,00) > z — z* stetig.

Fiir alle @ > 0 ist lim, 00 T—f = 0. ,Der Logarithmus wichst langsamer als jede positive Potenz

von .

Beweis. Sei (x,) C (0,00)mit x,, — oo und y, := alnz. Dann gilt nach 2. y, — oo und damit
Inz, _ 1 Yn

et = aom 70 =

5. Fiir alle o > 0 ist limg\ o z%Inz = 0.

Beweis. Folgt aus 4., da 2% lnz = — (12

& =

-~ — 0. O

~—|

In(1+x)

6. lim =1
x—0 xX
x#0
. . .oe¥—1 o . Iln(l4z) _ g 1 1o
Beweis. Wir wissen lim =L Mity=In(l+z)ist =———= =G5 — 3 =1flirz =0 O
y—=0 y z €
y#0
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Korollar 3.35. Fiir x € R ist lim,, . (1 + %)n = exp ().

n—oo

Beweis. Wegen der Stetigkeit von exp geniigt es, zu zeigen, dass In ((1+ 2)") = nln (1+ 2) =5 2,
d.h. nle/m) 1 Pag gilt nach 6. O

z/n

3.6 Komplexe Zahlen
Auf der Menge R x R fithren wir zwei Abbildungen (,Addition* und ,Multiplikation“) ein durch
(1, 91) + (22, 92) = (T2 + 22,51 + ¥2) ,
(z1,91) - (22, 92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Y122) -
Zusammen mit dem Nullelement (0,0), dem Einselement (1,0), dem additiv Inversem
—(z1,51) = (21, —y1)
und dem multiplikativ Inversem
-1 L1 —Y1 ..
x1, =, 55 fiir (1, 0,0
( 1y1) (x%+y% 1‘%+y%> (lyl)#( )
erfiillt das die Korperaxiome. Der entstandene Korper heikt Kdrper der komplexen Zahlen und wird mit
C bezeichnet.
Z.B. Nachweis des Distributivgesetzes:

z1,y1) - (T2 + 23,92 + ¥3)

oy (22 +23) —y1 (Y2 +y3), 21 (Y2 +y3) + 1 (2 + 23))
T1T2 — Y1y2, T1Y2 + Y122) + (2123 — Y1Ys, T1Y3 + Y123)
1Ty + T123 — Y1Y2 — Y13, T1Y2 + T1Y3 + Y102 + y123)

(zla yl) : ((IQa y2) + (I3a y3))

= (
- (
(xlayl) : ($2,y2) + (:Clayl) : ($3ay3) = (
= (

Fiir spezielle komplexe Zahlen der Gestalt (z,0),z € R gilt
(21,0) + (22,0) = (z1 + 22,0),
(zla O) ' (127 0) = (leQ,O) ’

d.h. sie werden wie reelle Zahlen addiert und multipliziert. Man identifiziert daher oft (x,0) mit = und
betrachtet R als Teilmenge von C.

Eine wichtige komplexe Zahl ist i := (0, 1). Es gilt
i =(0,1)-(0,1) = (01,04 0) = (~1,0) =L
Identifikation
Mit Hilfe von i kénnen wir schreiben:
(z,y) = (£,0) (1,0) + (y,0) (0,1) =z +iy firz,y € R.
e S N~

=x =1 =y =i
imagindre Achse.

. (r,y) = +iy
ly" .

+ reelle Achse
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Addition ist Vektoraddition in R?, fiir Multiplikation: s.u.

Bemerkung: Es gibt keine Anordnung auf R x R, die C zu einem angeordneten Korper macht. (Denn in
jedem angeordneten Korper gilt 2 > 0 fiir alle x, aber es ist i = —1 < 0.)

Fiir eine komplexe Zahl z = z + iy, =,y € R werden Real- und Imagindrteil definiert durch
Rez =z, Imz =y,

und die komplex konjugierte Zahl durch
zZ=x—1y.

Der Betrag von z ist

2] == Va2 + % = V(2 — 1y) (¢ +iy) = Vzz,

Das ist die euklidische Liange des Vektor <Z)

A

iyt

~

o

—iyt

Rechenregeln: Fiir zq, 25 € C gilt

Real- und Imaginéarteil:
e Rez=1(z+2)
o Imz=4 (2—3%)

Komplexe Konjugation:

A

° 7 =1
* 1 tn=Z+%
® Zi1Z2 = Z122

Betrag:
e |21/ >0und |z1|=0< 2z, =0.
e |[Rezy| < |z1| und [Im 21| < |z].
* |z2122] = [21] |22

o |21+ 22| < |21| + | 22| (Dreiecksungleichung)
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Beweis. 5.) |z120|° = (z122) (z2122) = (Z121) (Faze) = |2 |* |22/
6.) |21 + zo|” = (21 + 22) (21 + 22) = |21 | + Fizo + Toz1 + |22]” < |2 + 2|z 22| + |22 = (2] + |22])%.
Re(z122)
=2 Re(z122

<2|Zrz2|
=2|z1||22]

Konvergenz im Komplexen

Eine Folge (z,) komplexer Zahlen heifit konvergent gegen ein z € C, falls es zu jedem ¢ > 0 ein N € N
gibt, so dass fiir alle n > N gilt |z, — z| < e. Wir schreiben dann

lim z, =z oder zZp — z fir n — oo.
n—oo

Proposition 3.36. Sei (z,) C C. Dann konvergiert (z,) genau dann, wenn (Rez,) und (Imz,)
konvergieren, und in diesem Fall gilt

lim z, = lim Rez, +1i lim Im z,.
n—oo n—oo n— oo

Beweis. ,, = Sei z := lim,_,o 2, und sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt
|z, — 2| < e. Damit ist fiir n > N auch |[Rez, —Rez| < e und |Imz, —Imz| <e.

»<" Seien x := lim, oo Re z,,y := lim, ., Im z, und sei ¢ > 0. Dann gibt es N, M € N, so dass fiir
n > N gilt [Rez, — x| < § und fiir n > M gilt |Im 2, — y| < §. Damit ist fiir n > max {N, M }:
€

2

: €
|zn — (x +1iy)| = [(Rezp —z) +1(Imz, —y)| < |Rezp — 2| + |Im 2z, —y| < 3 +-=e

Insbesondere folgt aus der Konvergenz von (z,) die von (z;) und es gilt

lim z, = lim z,.
n—oo n—oo

Definition 3.37. Eine Menge A C C heiflt beschrankt, falls {|z| : z € A} beschrankt ist. Eine Folge
(2n) komplexer Zahlen heifst beschrankt, falls {z, : n € N} beschrankt ist.

Definition einer Teilfolge wie im Reellen.
Bemerkung: Eine beschrankte Folge komplexer Zahlen hat eine konvergente Teilfolge. (Bolzano- Weierstrafs)

Definition 3.38. Eine Folge (z,) C C heiflt Cauchy-Folge, falls es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt,
so dass fiir n,m > N gilt |z, — 2| < €.

Eine Folge (z,) ist Cauchy genau dann, wenn (Rez,) und (Im z,) Cauchy sind. Insbesondere ist eine
Folge komplexer Zahlen konvergent, genau dann, wenn sie Cauchy ist.

Rechenregeln
Seien (z,), (w,) C C konvergent. Dann konvergieren auch (z, + w,) und (z,w,) und es gilt

lim (z, +w,) = lim z, + lim w,,
n—oo n—oo n—oo

lim (zpw,)= lim z,- lim w,.
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Ist lim,— 00 wy, # 0, so gilt w, # 0 fiir alle genligend groflen n (d.h. es gibt ein N € N, so dass fiir alle
n > N gilt...) und (j}—’;) konvergiert mit
Zn  limy oo 2n

lim — = = .
n—=00 Wp, lim,, 0 Wy

Definition 3.39. Sei (¢,) C C. Dann heifit die Reihe > °_, ¢, konvergent, falls die Folge
(D ome1 Cm) ey konvergiert. Sie heift absolut konvergent, falls 33, |c,,| konvergiert.

Bemerkung: Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Satz 3.40. Majorantenkriterium: Sei Y ~_, an, eine konvergente Reihe nicht-negativer Zahlen und

sei (c,) eine Folge mit |c,| < ay, fir alle n € N. Dann ist Y-, ¢y absolut konvergent.

Cn+1

Cn

Entsprechend gelten das Wurzel- und Quotientekriterium (mit lim sup \cn\l/ ™ und lim sup

)

Definition 3.41. Sei D C C und zg € D. Eine Funktion f : D — C heifit stetig in zq, falls es fiir
jedes € > 0 ein 0 gibt, so dass fiir alle z € D mit |z — 29| < 0 gilt | f (2) — f (20)| < €.

Bemerkung: Eine Funktion f : D — C ist stetig in zp € D genau dann, wenn fiir jede Folge (z,,) C D mit
zn — 2o fir n — oo gilt, dass f(z,) = f (20) fiir n — oo.

Rechenregeln:
Summe, Produkt, Quotient und Komposition stetiger Funktionen sind stetig.

Insbesondere sind Polynome stetig (d.h. P (z) = >_"

me0 @m2"" mit a;y, € C) und auch rationale Funktionen
(d.h. Quotienten von zwei Polynomen).

Die Funktion z — |2| ist stetig (denn z — z und z — % ist stetig, also ist z > |z|* = Zz stetig und damit

auch z — |z| = (|z|2>1/2).

Definition 3.42. Sei D C C. Eine Funktion f: D — C heifit stetig, falls sie stetig in jedem zy € D
ist.

Definition 3.43. Sei K = R oder C. Eine Menge A C K heift abgeschlossen (in K), falls fiir jede
konvergente Folge (z,) C A gilt lim,,_, 2, € A.

Beispiele:

[

. K ist abgeschlossen.
2. Sei —00 < a < b < 0o. Dann ist [a,b] C R C K abgeschlossen.

3. Seiw € Cund 0 <r < oo. Dann ist {z € C: |z — w| < r} abgeschlossen.

n—oo

4. Sei —00 < a < b < co. Dann ist (a,b) C R nicht abgeschlossen. (Z.B.: z, :=a+ + — a ¢ (a,b).)

1
n
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Definition 3.44. Sei D C C. Eine Funktion f : D — C heift beschrinkt, falls {f(z):z € D}
beschrénkt ist.

Satz 3.45. Sei K C C abgeschlossen und beschrinkt und sei f : K — R stetig. Dann ist f beschrankt
und es gibt v,w € K mit f(v) = in;’(f(z),f(w) = sup f(2).
FAS 2eK

Beweis. Wir zeigen ,nach oben beschrankt und die Existenz von w.
Sei B := sup f(z). Dann gibt es nach der Definition des Supremums eine Folge (z,) C K mit f(z,) — B
zeK

fiir n — oco. Wegen K beschriankt ist (z,) beschrinkt und nach Bolzano-Weierstrafl gibt es ein w € C
und eine Teilfolge (zy, ) mit (z,,) — w fiir K — co. Wegen K abgeschlossen ist w € K. Wegen f stetig
gilt f (zn,) = f (w). Damit ist B = f(w) < oo. O
Fundamentalsatz der Algebra

Polynom 22:0 2™ mit a,, € C;ist a, # 0, so heilt n der Grad von P.

Satz 3.46. Sei P(z) =) . _,amz™ ein Polynom von Grad n. Dann gibt es z1, ..., z, € C mit
Pz)=apn(z—21) ... (2 — 2zn) fir alle z € C.

Beweis. Behauptung: Ist P ein Polynom von Grad > 1, so gibt es ein zp € C mit P (29) = 0.

Zeige: Behauptung = Satz. Durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt n > 1 und
der Satz gelte fiir alle kleineren n. Nach der Behauptung gibt es ein zp € C mit P (zp) = 0.

Mit dem binomischen Lehrsatz sicht man, dass P(w) := P (w + ) wieder ein Polynom von Grad n ist,

dh. P(w) = > o bmw™ mit b, = a, # 0. AuRerdem ist by = P(0) = P (z) = 0. Daraus folgt, dass
P(w) = wQ(w) mit Q(w) = 3274 b,_1w™. Nach IV ist

m=0
Qw)=an (w—wi) ... - (w—wy_1) fir alle w € C.
Also ist
P2)=P(z—2)=(2—2)Q(z—20) =(z2—20) an (z— 20 —w1) - ... - (2 — 20 — Wp_1) .
Mit z,, := 20 + Wy, m=1,...,n— 1 und z, := 2 ist das die behauptete Gestalt.

Jetzt Beweis der Behauptung.
Schritt 1. |P| nimmt sein Minimum auf C ein.
Sei p = in(% |P(%)|. Es gilt fiir

ze

2| > max 2n |apn—1] (2n|an_2>1/2 <2n|a0|>1/" -
- |an| ? |an| ’ ) |an| ,

dass
ap-11  ap—s 1 ag 1
P = "1 n—- - 4+ ==
P = faal o7 |14 2212 B2 Ly B0
> lan] 2" (1 - lan—1] 1 lan—2| 1 ao| 1
- n o e
lan| || |an| \Z|2 an| |Z|n
—_— — ———
<& <5 <o

1 1
> fanl 4" (1= 3 ) = 5 lanl 41"
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1/n
Ist |z| > (I%I) =: Ry, so ist die Rechte Seite > p. Also ist

= inf P(z)].
H |z|§max{R0,R1}| ()|

Weil {z € C: |z| < max {Ry, R1}} beschrinkt und abgeschlossen ist, gibt es nach Satz 3.45 ein z in dieser
Menge mit |P (zo)| = p
Schritt 2. Wir zeigen P (z9) = 0.

Angenommen, es wire P (zg) # 0. Dann ist

Pz +w)

Q) = =55

ein Polynom von Grad n (der hochste Term ist 52 W w™) mit @ (0) =1 und |Q(w)| > 1 fiir alle w € C
(wegen p = |P (z0)|). Es gibt ein K € {1,...,n} mit

Q(w):1+waK+...+bnw" und by # 0.

Wir verwenden jetzt die Tatsache, dass es ein ¢ € C gibt mit (¥ = —
|1/ K,

b R
%. (Beweis in Kiirze).
K

Dann gilt fiir 0 < r < |bg

b
1+ bk (rC)K] = ’1 +brr® (—bKl)‘ = |1 = |bg| 75| =1 — |bc| 1
K N———
Das ist <1.

Also gilt fiir 0 < r < |bg|"/%:

QEON< [L4 b ()| + [baesa () 4+ b ()"
——

=1—|bg|rK Dlogeia|rktt Db, rn
bK+1| |bn| -
=1-—1b TK<1—| r—... = )
- o o
Bei (%) wurde verwendet, dass (¥ = IbK‘ = ¢ ’ ‘bKl‘ =1=|¢| =1.Ist nun
1
r < min —|bK‘ (|bK ) r
(n=K)[brega]” "\ (n = K) [bn] ’
so ist b | | ) )
K+1 n—K
1-— — ... 1-— - = =0
N 1 R K
also
Q(rQ)| <1,
im Widerspruch zu Q (w) > 1 fiir alle w € C. O

3.7 Die Exponentialfunktion im Komplexen und die trigonometrischen Funk-
tionen

Fiir alle z € C ist die Exponentialreihe

e 4
Z ez
absolut konvergent. (Denn Y- |&5| =" ‘jr‘t, = exp (|z])) und damit konvergent.

Abschitzung des Restglieds

n

exp(2)= 0 2 Ral2)

m=0
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A LRS!
mit |R(2)] < 2

Funktionalgleichung: Fiir alle 21, zo € C ist

fiir alle |2[ <1+ 3.

exp (21 + 22) = exp (21) exp (22) .
Insbesondere ist exp(z) # 0 fiir alle z € C. (Denn: exp(z) exp (—z) = exp (z — z) = exp (0) = 1 # 0).
Bemerkung: exp(z) = exp(z) fir alle z € C.

n

Beweis. Mit s,(2) ==, _ ‘% ist s,(2) =D, 0 57 = sa(%), also

exp(z) = nh_)rrgo 5p(2) = lim s,(2) = lim s,(Z) = exp(2)

Insbesondere ist |exp (iz)| = 1 fiir z € R.

Beweis. |exp(iz)|® = exp(iz)exp(iz) = exp (iz)exp(iz) =exp(—iz +iz) =exp (0) = 1. O

Proposition 3.47. exp ist stetig in C.

Beweis. Wie im Reellen geniigt es wegen der Funktionalgleichung die Stetigkeit in z = 0 zu zeigen.
Wegen der Restgliedabschitzung ist |exp(z) — 1| < 2|z| fiir |z] < 1 und fir (z,) € C mit z, — 0 folgt
lexp (zn) — 1] < 2]z,| — 0 fiir n — oco. O

exp(:)=1 _

Bemerkung: lim,_,q
Beweis. Wie im Reellen, verwende Restgliedabschitzung mit n = 1. O

Wir schreiben im Folgenden oft auch e* := exp(z).

Definition 3.48. Die Sinus- und Kosinusfunktion sin : R — R, cos : R — R sind definiert durch
sin(z) := Ime'?, cos(z) := Ree'”.

(Wir schreiben oft sinz und cos z statt sin(z) und cos(x).)

Nach Definition gilt die sogenannte Fulersche Formel

e'” = cos(z) + isin(x) fiir alle z € R.

Geometrische Deutung:
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Aus der Definition folgt sofort:

cosx:§(e””+e_m) Sinx:%(e”‘—e_”‘)
cos T = cos (—x) sinz = —sin (—x) cos,,gerade”, sin,ungerade®

. . 2 . L2
cos® x + sin® = 1,wobei cos? x = (cos ) sin? 2 = (sin z)

Proposition 3.49. (Additionstheoreme) Fiir alle x,y € R ist

cos (z +y) = coszcosy — sinzsiny

sin (x + y) = coszsiny + sinx cosy

r—y
2

+y . -y
sin
2

Yy .
sin

. @
cosT — cosy = —2sin

. . x
sinx — siny = 2 cos

Beweis. Nach der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist

cos (z +y) +isin (x +y) = @Y = el®el¥ = (cosz + isinz) (cosy + isiny)

= (coszcosy — sinxsiny) + i (cosz sin y + sin z cos y)

Setzt man hier x +y = u,z — y = v, also z = “;r”,y = #5%, so erhilt man

cosu + isinu= (cos “F% cos L5% — sin “F¥ sin 452) + i (cos “EY sin 452 + sin “FY cos 452)

Vertauscht man die Rollen von » und v, erhélt man

cosv +isinv = (cos “'2” cos “;” + sin “;“ sin “5”) +1 (f cos “'2“’ sin “;” + sin “;” cos “g”)

Durch Subtraktion erhélt man

c. . L ut+v . o u—v u+v . u—v
CoOSU — COsSV) +1(silnu —sinv) = —2s81n sin —— + 12 cos Sin
( ) +1i( )=-2 5 5 2 5 5

Insbesondere ist:

cos(2z) = cos? z —sin® x = 2cos® x — 1

sin(2z) = 2cosxsinx

Proposition 3.50. Die Funktionen cos und sin sind auf R stetig.

Beweis. Eine Funktion f : D — C ist stetig genau dann, wenn Re f : D — R und Im f : D — R stetig
sind. Weil die Exponentialfunktion auf C stetig ist, sind daher Re exp und Im exp auf C stetig und daher
ihre Restriktionen auf iR cos und sin auf R stetig. O

Bemerkung: lim, o *3* = 1.

iz iz

SIHZIJ:I :Ime

Beweis.
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3.7 Die Exponentialfunktion im Komplexen und die trigono... 3 STETIGE FUNKTIONEN

Satz 3.51. Firx € R gilt

0 . a2k ' o L, a2kt
cosac:kzzo(—l) o Smx:,;)(_l) R T

Die beiden Reihen sind absolut konvergent. AufSerdem gilt fiir jedes n € Ny

n . 2k . n . a2kt

cos:z::kzzo(—l) 20 +rop (), s1n:c:kZ:0(—1) m+r2n+1( x)

mit

| |2n+2 ) | ‘2n+3 )

[ron(2)] < et fir |z| < 2n+ 3, [ront1(x)] < Gnta) fir |z| < 2n+4.

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt sofort aus der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe.

Wir verwenden
1 falls m = 4l

i falls m =41 +1
—1 fallsm =41+ 2
—i1 fallsm=41+3

Damit ist - - . - .
. m —1)F 2k -1 2k+1
explio) = Y Ly U Q)kf Ly e 211 i
m=0 k=0 (2k)! k=0 (2k+1)!
m=2k m:gk-&-l
Jetzt nehme Real- und Imaginérteil.
s x2k 2n+2 St 2n + 2)
— 1 k _ 1 n+1 l 21
rn@= >, (-1) o 7 Y 2n+2'Z 2n+2+2l)x
k=n+1 k=n-+1+1 =0 \ ,

=aqy
Behauptung: (a;) ist monton fallend und konvergiert gegen Null.

ws1  (2n+2+420)0 222 x?

ar (2n+2+20+2) 22 (2n+2+20+2)(2n+2+20+1)

Fiir |2| < 2n + 3 ist

2 < (2n+32<2n+3)2n+4) < (2n+2+2+1)(2n+2+ 20+ 2) fiir alle | € Ny

a
=L < const. < 1= Behauptung.
aj

Aus dem Beweis des Leibnizschen Konvergenzkriteriums folgt

SZ(—I)lalgaozl
1

Also ist

2n+2 2n+2

|r27L(z)| 27’L+2 '

Entsprechend fiir ro;, 1. O
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Satz 3.52. (und Definition) Die Kosinusfunktion hat in [0,2] genau eine Nullstelle. Diese be-
zeichnet man mit 5 und es gilt cos 5 = 0 und sin § = 1.

Beweis. Nach den Restgliedabschitzungen gilt

2

co 1+x
ST — —
2

4
< % fiir |z| <5,

3
sinx —x gﬁﬁir z|< 4.
6

Aus ersterem folgt, dass\cos2 <1 — % + g =1-2+ % = —% < 0.
Wegen cos 0 = 1 und Stetigkeit hat cos nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle in (0, 2).
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, zeigen wir, dass cos in [0, 2] streng monton fallend ist.

Seien 0 < z < y < 2. Dann ist nach dem Additionstheorem

+y . y—x
sin
2

SN~ S~——
€(0,2) €(0,2]

.
cosy — cosx = —2sin

Also geniigt es zu zeigen, dass sinu > 0 fiir u € (0, 2].

> u? 1 u? > 1 -0
sinu>u——=ull— — -n .
- 6 6 -3
2
<2-3
Wegen sin? + cos? = 1 gilt sin? 5 = 1. Wegen sin § > 0 ist daher sin § = 1. O
Numerisch ist
m=3.14159. ..
Korollar 3.53. 'z =1, elT =1, - —1i, el?m = 1.
Beweis. €12 = cos 5 +isin§ = 0+1i-1 =1i. Die iibrigen Aussagen folgen durch Potenzieren. O
Korollar 3.54. Fir alle x € R gilt
e cos(x + 27) = cosz, sin (x + 27) = sinx. ,2w-Periodizitdt
e cos(xz+m) = —cosz, sin (z + 7) = —sinx.
3 cosx:sin(gfm), sinx:cos(%fx).
Beweis. Additionstheorem und vorheriges Korollar. O

Korollar 3.55.
{reR:sine=0}={kn:keZ},

{xeR:cosm:O}:{(lﬁ—;)w:kez}
{reR:e" =1} ={k2n: k€ Z}
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Beweis. Nach Definition von 7, wegen cos0 = 1 > 0 und wegen cos (—x) = cosx gilt cosz > 0 fiir
-5 <z <3,

Wegen sinx = cos (g — a?) folgt daraus sinz > 0 fiir 0 < z < 7.

Wegen sin (x + 7) = —sinz folgt daraus sinz < 0 fiir 7 < x < 27.

Also haben wir gezeigt, dass 0,  die einzigen Nullstellen von sin in [0, 27) sind. Wegen der 27-Periodizitét
folgt daraus die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten wegen cosz = sin (% — z).

Wegen sin% = - (ef2 —e712) = e_;?/z (el*—1) und e"i#/2 £ 0 gilt ¢® = 1 genau dann, wenn
sin § = 0. Damit folgt die dritte Behauptung aus der ersten. O

Definition 3.56. Die Tangens- und Kotangensfunktion tan : R\ {g +km: ke Z} — R, cot :
R\ {k7: k € Z} — R sind definiert durch

Satz 3.57. (und Definition)

1. cos ist in [0,7] streng monoton fallend und bildet dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die
Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — R heif§¢ Arcus-Kosinus.

2. sin ist in [fg, g] streng monoton wachsend und bildet dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab.

Die Umkehrfunktion arcsin : [—1,1] — R heifft Arcus.Sinus.

3. tan ist in (fg, g) streng monoton wachsend und bildet dieses Intervall bijektiv auf R ab. Die

Umkehrfunktion arctan : R — R heifst Arcus-Tangens.

8% — M = tan (E — :c) behandeln wir den cot nicht gesondert.

egen cotx : = =
Wg sin x COS(,,I) 2

Nach dem Satz von der Umkehrfunktion sind arccos, arcsin und arctan stetig.

Beweis. 1. Wie im letzten Satz gezeigt ist cos in [0, 2] und insbesondere in [0, g] streng monoton
fallend. Wegen cosz = —cos(m —z) fiir alle z ist cos auch in [g,ﬂ] streng monoton fallend.
Aufserdem ist cos0 = 1 und, nach einem Korollar oben, cosm = —1.

Wegen Stetigkeit folgt daraus die Behauptung.
2. Wegen sinz = cos (5 — ) fiir alle x folgt 2. aus 1.

3. Monotonie: Seien 0 < z < y < 5. Dann gilt nach 1. und 2. cosz > cosy und sinx < siny, also
si siny
cosz < cony
Damit gilt die strenge Monotonie in [0,

tanx = = tany.
jus

5) und wegen tanz = — tan —z auch in (—3,0].

27

(a) Bild: Wegen Stetigkeit ist tan ((—7, %)) ein Intervall. Wir zeigen lim, »z tanz = +oo. Wegen
der Ungeradheit folgt daraus auch lim,\ —z tanz = —oo, und damit tan ((fg, g)) =R.
Sei (z,) C (—% g) mit z, — 5. Dann gilt fiir alle geniigend grofen n, dass z,, > 0 und

g T
cos T

oS T = 0. Daraus folgt lim,_, tanx, =

sinx,

lim,, 0o = = +00.

damit y,, := > 0. Aufserdem ist lim,, yo0 yn =

s5in &
sin Pl
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Polarkoordinaten

Satz 3.58. Fiir jedes z € C gibt es ein r € [0,00) und ein ¢ € R mit z = re'?. Es gilt r = |z| und
fiir z # 0 ist ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2w eindeutig bestimmd.

\
4

¢ ist der Winkel (im Bogenmafs) zwischen der positiven reellen Achse und dem Ortsvektor von z in der
komplexen Ebene. Man nenut ¢ das Argument (genauer: ein Argument) von z.

Beweis. Fiir z = 0ist z = 0-¢'¥ fiir alle ¢ € R. Sei jetzt z # 0 und 7 := |z| und ¢ := 2. Dann ist |¢| =1

und insbesondere ist Re ¢ € [~1, 1]. Damit ist o := arccos Re  definiert und es gilt sin® a = 1 — cos? a =

1—(Re C)2 = (Im C)z, also sin « ist entweder +Im ¢ oder —Im (. Wir setzen

_Ja  falls sina =1Img,
L —a falls sinae = —Im¢.
Damit ist e'¥ = cosp +ising = Re( +ilm( = (, also z = r{ = rei®.
. s : ’ . s -1 —_
Gilt z =re'¥ =71"e'? soist r = 2| = 7" und elle=¢) = oiv (e“fo ) =Z2(2) ' = 1. Nach Korollar 3.55

ist dann ¢ — ¢’ = k27 fiir ein k € Z. O

Geometrische Deutung der komplexen Multiplikation

21 =r1e¥ 29 =o€ ¥? ~ 2179 = (r1rg) l(P1F92)

A

2122

~

Korollar 3.59. Sei N € N und ¢ € C. Dann gibt es ein w € C mit wY = ¢ und

{zGC:zN:c}:{wei%Tn:n:O,...,Nfl}.

Die Zahlen ¢ %,n =0,...,N —1, erfiillen z¥ = 1 und heiffen N-te Einheitswurzeln.
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Dieses Korollar wurde im Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra verwendet.

Beweis. Sei ¢ = |c|e!7. Dann erfiillt w := |¢|*/" ¢ 7/N die Gleichung w”™ = c. Dasselbe gilt fiir w ¢! ¥ mit
n=0,1,...,N — 1.

Es bleibt also zu zeigen, dass jede Losung von z
annehmen.

N = ¢ von dieser Gestalt ist. Wir kénnen auferdem ¢ # 0

Nach dem Satz konnen wir schreiben

Z —rel® mitre [0,00) und ¢ € [0, 27).
w

. ; N
Esist rVel V¥ = (i) =< =1, also
w c

V= rNeiN‘p| =1, dhr=1

und damit e!N¥ = 1. Nach Korollar 3.55 ist Ny = 2k fiir ein k € Z, d.h. ¢ = QJ’\T,—k Wegen 0 < ¢ < 27
ist k€ {0,...,N =1}, dh. 2 = wrel? = we &, O
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3 STETIGE FUNKTIONEN

Einschub

Die Cantor-Menge und die Cantor-Funktion

Es sei
O() = [07 1] .

Aus Cy entfernen wir das mittlere Drittelintervall und erhalten

compl)ofta].

Aus C; entfernen wir die beiden mittleren Drittelintervalle und erhalten

oo o3 )

So fortfahrend erhalten wir Mengen
CoDC1DCD...0C, DCh41D ...

Wir definieren die Cantor-Menge

C .= ﬁl Ch.

Satz 3.60. 1. C ist beschrinkt, abgeschlossen und jeder Punkt von C' ist ein Hdiufungspunkt von

C.

2. C enthdlt kein (nicht-triviales) Intervall und fir jedes € > 0 ist C enthalten in einer endlichen

Vereinigung von Intervallen der Gesamtlinge < e.

3. C ist iberabzahlbar.

Beweis. 1. Wegen C C Cy = [0, 1] ist C' beschrénkt.

Wir haben gesehen, dass [a, b] abgeschlossen ist. Daher folgt die Abgeschlossenheit von C' aus dem

folgenden Lemma:

Lemma 3.61. FEine endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen und ein
(beliebiger) Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Aus dem ersten Teil folgt dann die Abgeschlossenheit von C),, aus dem zweiten Teil die Abgeschlos-

senheit von C.

Bemerkung: Das Lemma gilt nur fiir endliche Vereinigungen, z.B. ist | J

abgeschlossen.

1 .
neN [n’ 1] = (0, 1] nicht

abgeschlossen

Beweis. 1.) Seien Ay, ..., A, abgeschlossen und A := Uﬁle A,. Sei (z;) C A eine Folge mit z; —
x € R. Dann gibt es ein ng € {1,..., N}, so dass unendlich viele z; in A, liegen, d.h. (zj,) C Ay,
fiir eine Teilfolge. Wegen A,,, abgeschlossen, ist = limy_,o ;, € Ay, C A.

2.) Seien A, abgeschlossen und (), A, Sei (z;) C A eine Folge mit z; — x € R. Dann gilt fiir jedes
a, (r;) C Aq, also wegen A, abgeschlossen = € A,. Also z € (), Aa = A. O

Wir zeigen jetzt, dass jeder Punkt von C' ein Haufungspunkt von C ist.

Sei P die Menge aller Randpunkte aller Mengen C,,. Dann ist P C C'. Wir zeigen, dass jeder Punkt
in C ein Haufungspunkt von P ist. Ist € C, so gibt es fiir jedes n einen Randpunkt p,, von C,,
mit [p, — 2| < 1 (%)n (denn C,, besteht aus Teilintervallen der Lénge (%)n) Damit gilt (p,) C P
und p, — .
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2. Sei € > 0 und n so, dass (é)n < €. Dann enthélt C,, kein Intervall der Linge e. Also enthilt auch
C c O}, kein solches Intervall.

Ist umgekehrt (%)n < €, so ist (), erhalten in einer Vereinigung von 2™ Intervallen der Linge (%)n,

also der Gesamtlénge 2" - (%)n = (%)n < e

3. Wir zeigen

C’:{Z ;L:Z an € {0, 2}fura11emeN}

m=1
d.h. C besteht gerade aus solchen Zahlen, die eine triadische Entwicklung haben, in der die Ziffer
1 nicht vorkommt. Genauer zeigen wir

Ch ::{Z(;mn:amE{O,2}fﬁrm<nundam6{0,172}fﬁrm>n}.

m=1

Beweis durch Induktion nach n: n = 0 ist trivial. Sei jetzt n > 1. Dann gilt
2
Cn—{g:xeCn_l}U{x;:xGC’n_1}

Die Elemente in der ersten Teilmenge haben a; = 0, die in der zweiten a; = 2. Die restlichen a,,
kommen aus der Induktion.

Wir definieren jetzt eine Funktion f : [0,1] — R, die Cantor-Funktion.

Wir definieren zunéchst f nur auf C. Ist x € C, so besitzt, wie gezeigt, x eine 3-adische Entwicklung
S0, %= mit a,, € {0,2} und wir definieren

m=1 3m

s\s

1 (o)
AP

Das ist eine bindre Entwicklung, da % € {0,1}. Das ist wohldefiniert, denn ist Zm 1 g:’n" mit

al, € {0,1,2} eine andere triadische Entwicklung von z, so gilt (s. Ubung) a,, = a/, fir m < N
und ay = a/y+1. Damit ist o’y = 1, d.h. die triadische Entwicklung von z € C mit Ziffern = € {0, 2}
ist eindeutig.

Bsp: f(0) =0, f()=1 f(3)=/()=3 [fG)=r@G)=1 FE=7/(6) =1
1,,
0.8 {
0.6 {

0.4+

0.2

Behauptung: f(C) = [0, 1].

Beweis. Klar ist 0 < £ %m < 135750 2 = 1. Ist y € [0,1], so besitzt y eine binire
geometrische
Reihe
Entwicklung "0 b= mit b, € {0,1}. Mit a,, := 2b,ist dann @ == Yo7, g€ Cund f(z) =

3 et 5B = 1 3R = Y .
Als Folgerung der Surjektivitit von f : C' — [0,1] und der Uberabzihlbarkeit von [0, 1] erhalten
wir die Uberabzihlbarkeit von C. O

O
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Behauptung: f : C — [0, 1] ist monoton wachsend.

Beweis. Sei Zi 1 g,’ﬁ =zr<a = Zfrf ; 3m Dann gibt es ein maximales K mit a,, = a), fiir m < K—1.
Es ist dann ag < a’;, denn wire ax > aly, so wire

a = a a 1 =2
/ K — Uk m — Ym _
r—T = 3K +§: 3m Z3_ 2:37m =0
m=K+1 m=K+1
1
T Lizo(3)
— 2 1 1
SKFT -1 ~3K
Damit ist ax = a/; — 2, also
hL—aK 1 « J12 1 & 2w
/ K gl
f(:v)—f(x)—Q t3 E 2558 3 > =0
m=K+ m=K+1

Wir setzten f jetzt auf [0, 1] fort durch
f(z) =sup{f(y) :y € CNI0,x]} fiir y € [0,1]\ C

Nach Definition ist f monoton wachsend.
Bemerkung: f ist stetig.

Beweis. Denn als monotone Funktion hat f links- und rechtsseitige Grenzwerte. Wiirden diese nicht
iibereinstimmen, so wére dass Bild von f nicht [0, 1]. O
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4 DIFFERENTIATION

4 Differentiation

4.1 Ableitung

Definition 4.1. Sei D C R, f: D — R eine Funktion und ¢ € D. Dann heifst f differenzierbar in
xg € D, wenn xg ein Hiufungspunkt von D ist und der Grenzwert

o= i LT
2€D\{zo} 0

existiert. Dieser heifit die Ableitung von f an z(. Alternative Bezeichnung: % (z0)-

Geometrische Interpretation:

(@)= f(x0)

T—Xo

— Sekante mit Steigung

Xo X

Bemerkung: Eine Funktion f ist in z differenzierbar genau dann, wenn es eine Konstante ¢ € R und eine
Funktion ¢ : D — R gibt, so dass gilt

fx)= f(zo)+c(x—m9) +¢(z) firz € Dund lim (z) =0.

T—=x0 T — X

affin-lineare Approximation

Es ist dann ¢ = f’ (zg).

Insbesondere sieht man, dass aus ,,f differenzierbar in x¢“ ,, f stetig in xo* folgt. Die Umkehrung gilt aber
nicht.

Wichtige Ableitungen:

Die folgenden Funktionen sind in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs differenzierbar und es gilt:

1. f(x) =2™,n € Ny, f(z) = nan=t

2. f(z) =e,ceR, f'(z) =ce=®
3. f(z) =Inz, flz)=1

4. f(z) = cosz, #(z) = —sinz
5. f(x) = sinw, f'(z) =cosz
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. "zl _ _ _1 z—=x _
Beweis. 1. Z=20 — gl pn=2p0 4 gl TR it
T—x0 0 0 0
n Terme, jederﬁwg_l fiir x—xo
cx _ e c(z—zg) _1 x—T y _1 y—0
2, & =0 —cecmo &0 =L TR poeto (da L 151 s00.)
T—xo c(z—xo) y
In = In 1+m 0
Inz—Inzg __ zg _ 1 ( xq TZTo 1 In(14y) y—
3. MR = = e - (da = == 1, s.0.)
e
. T—x " 0
— . sin =50 z—zo . Yy—
4. % = —sm“’%ﬁ — —sinxg (da ¥ =51, s.0.)
p)

5. wie 4.
O
Beispiel 4.2. Sei f(z) := |z fiir # € R. Dann ist f nicht in 0 differenzierbar. Denn fiir z,, = (—1)" 1
ist &, — 0, aber f(x;,j:g(o) = (_1%)11% = (—1)" konvergiert nicht.
Rechenregeln

Proposition 4.3. Seien f,g: D — R in x¢g € D differenzierbare Funktionen. Dann sind f + g, fg
und, falls g (xq) # 0, g in xo differenzierbar und es gilt

(f+9) (o) = [ (z0) + ¢ (o)

(f9) (o) = f' (z0) g (w0) + f (x0) ¢’ (o) Produktregel
f ' - _ g (wo) f' (z0) — f (z0) g’ (%0) wotientenrese
(g)(O)— g($0)2 Quotient gel

Beweis. (Produktregel)

T — o T — X ~—~— T — X
[ —
) —g(z0), ,
—f"(zo) da g stetig in zg —g’(wo)

Beispiel 4.4. 1. Jede rationale Funktion ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs differen-
zierbar.

/1 /7si7n/7cos2+sin27 1
2. tan’ = cos? (tan - (cos) - cos? - 0052)

Proposition 4.5. Seien f : D — R g : E — R Funktionen mit f(D) C E. Sei f in xg € D
differenzierbar und g in f (xo) differenzierbar. Dann ist go f : D — R in ¢ differenzierbar und es
gilt

(g0 ) (z0) = ¢ (f (w0)) f' (o) - Kettenregel
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Beweis. Sei yo := f (zo) und sei h : E — R definiert durch

{g(ygzzéyo) fir y € E\ {yo},

h(y) = )
g’ (yo) fiir y = yo.

Wegen ¢ differenzierbar in yq ist h stetig in yq.
9(f (@) —g(f(z0)) _ g(f(x) —g(f(20)) f(x) — f (x0)

T — X f(x)— f(x0) T — o
= ) - HOEIED ) o)
N—— T — Xo
Sh(f(ag) S
=g'(f(z0)), —f'(z0),
da f stetig in zg da f differenzierbar
und h stetig in yg m zo

Proposition 4.6. Sei I C R ein Intervall, dass aus mehr als einem Punkt besteht. Sei f : I — R
eine streng monotone Funktion, die in einem Punkt xo € I differenzierbar ist mit f’ (xo) # 0. Dann
ist die Umkehrfunktion f=' in f (x¢) differenzierbar und es gilt

(f Y (f (z0)) =

f' (o)

Beweis. Sei yo := f (xo) und sei (y,) C f(I)\ {yo} eine Folge mit y, — yo. Sei x,, := f~1 (y,). Wie
bereits bewiesen, ist f~! stetig und daher ist z,, = f~! (yn) — f ! (yo) = wo. Weil f streng monoton ist,
ist x,, # xg fiir alle n. Damit ist

“L(y,)— ! Ty — T z,) — [ (x -1 _ 1
: (yy: —50 = N f(@n) — fo(l”o) - (f( 37: - io( 0)) — (' o)) = I (20)
O
Beispiel 4.7. 1. arctan’z = H% fiir z € R.
(Denn mit f = tan : (=%, 5) — R ist arctan’ (tan zo) = cos® 2o und = = 1 + tan® zo.)
2. arcsin’ z = ——— fiir x € (—1,1).

V1—z?
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4.2 Lokale Extrema und der Mittelwertsatz

Definition 4.8. Sei f : D — R eine Funktion. Man sagt, f habe in x¢g € D ein lokales Mazimum
(bzw. Minimum), wenn es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle z € D mit |z — x| < € gilt f (x) < f(x0)
(bzw. >). Ein lokales Eztremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.

Zo

Proposition 4.9. Seil C R ein offenes Intervall und f : I — R habe in xy € I ein lokales Extremum
und sei dort differenzierbar. Dann ist f' (xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall eines lokalen Maximums. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ > 0 mit
(xo —€,xz0+€) C T und f(x) < f(xo) fiir alle z € (g — €,z + €). Daher ist

fz) = f(x0) {S 0 fiir z € (wo,zo +¢€)

T — g >0 fiirze (xo—e€ x0)
Wegen f differenzierbar in xq ist f’ (zo) = limg_ 4, %ﬁff“) und es ist
TN\ To T — Xg x g T — Xo
<0 >0
<0 >0

Bemerkung:

1. f'(z9) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir ein lokales Extremum. Z.B. f(z) = z* hat
f7(0) =0, aber 0 ist kein lokales Extremum (falls 0 im Inneren des Definitionsbereiches).

2. Liegt ein lokales Extremum am Rand von I muss dort nicht f’ (z¢) = 0 gelten. Z.B. f(z) = « hat
lokale Extrema a und b im Intervall T = [a, b], aber dort verschwindet f'nicht.

Definition 4.10. Eine Funktion f : D — R heiflt differenzierbar in einer Menge F C D, wenn sie
in jedem Punkt xg € D differenzierbar ist.
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Satz 4.11. (Mittelwertsatz) Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) diffe-
renzierbar ist. Dann gibt es ein xg € (a,b) mit

Verallgemeinerung:

Satz 4.12. Sei a < b und seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar sind.
Dann gibt es ein xg € (a,b) mit

(f (0) = f(a)) g’ (z0) = (9. (b) — g (a)) f' (w0)-

Der Mittelwertsatz oben entspricht genau dem Fall g(x) = x.

Beweis. Sei h(z) := (f(b) — f(a)) g (z)—(g (b) — g (a)) f (z). Dann ist h stetig in [a, b] und differenzierbar
in (a,b). Es ist zu zeigen, dass es ein xg € (a,b) gibt mit A’ (zg) = 0. Ist h konstant, so ist das klar.
Andernfalls gibt es ein 1 € (a,b) mit h(x1) # h(a). Ist h(z1) > h(a), so nimmt h als stetige Funktion
auf [a,b] in einem Punkt z¢ € [a,b] sein (globales) Maximum an. Es ist xg # a (wegen h (1) > h(a))
und xg # b (wegen h(b) = h(a) < h(x1)), also ist xy € (a,b). Nach Proposition 4.9 ist A’ (xz¢) = 0. Ist
h(x1) < h(a), so argumentiert man entsprechend mit einem (globalen) Minimum statt Maximum.

O

Korollar 4.13. Sei f : (a,b) — R differenzierbar.

1. Gilt f'(x) =0 fir alle z € (a,b), so ist f konstant.
2. Gilt f'(x) >0 (bzw. <0) fir alle x € (a,b), so ist f monoton wachsend (bzw. fallend).
3. Gilt f'(x) >0 (bzw. < 0) fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis. Fiir a < 1 < x5 < b gibt es nach dem Mittelwertsatz ein x; < x < xomit

fa2) = f 1) = f (@) (22 — 21) .
Daraus folgt das Korollar. O
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Bemerkung:

1. Ist f monoton wachsend (bzw. fallend) und differenzierbar, so ist f'(z) > 0 fiir alle = € (a, b) (bzw.
<). (Folgt sofort aus der Definition von f.)

2. Ist f streng monoton wachsend (bzw. fallend) und differenzierbar, so gilt nicht notwendigerweise
f'(z) > 0 fiir alle = € (a,b) (bzw. <). Z.B. ist f(x) = 2 streng monoton wachsend, aber f/(0) = 0.

Satz 4.14. (L’Hospitalsche Regel) Sei —oo < a < b < 400 und seien f,g : (a,b) — R differenzierbar
mit g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Es existiere der Grenzwert

¢ = lim %) ¢ RU {200}

m
g'(x)
und es gelte
entweder lim g(x) = lim f(z) =0 oder lim g(z) = to0.
x b x b

x b
Dann gilt g(x) # 0 fir alle x € (a,b) geniigend nahe an b und es ist
lim M =C
z b ($)

Entsprechende Aussage bei x \ a.

Einfach, falls lim, ~, f(z) = lim, ~, g(xz) = 0 und lim, », f/(x) und lim, ~, ¢’(x) existieren.

e’ —1
x

Beispiel 4.15. lim,_.¢

= 1 (wegen Restgliedabschitzung). Mit L'Hospital:

fe) = —Lg(e) =z L

Beispiel 4.16. limgg_m( L _ l) =0.

sinx a3

1 1 z—sinx . '
sinz =z  zsinz f(x) =z —sinz, g(z)=zsinz

f(x)=1—cosx, g (x) =sinz + x cosx

!
Existiert lim f'(z)
z—0 g’(x)

. 0
? unklar, wieder ,,6“

f"(x) =sinz, ¢"'(x)=2cosx—xsinz

@)y 1t g £ _ 0

Existiert }g% (@) ! xli)l’%) (@) = 5 =0.

Beweis. Wir zeigen, dass es im Fall —oo < C' < oo fiir jedes C' € R mit C’ > C ein ¢ € (a,b) gibt, so

dass fiir alle z € (¢, b) gilt 58 <.

Entsprechend kann man zeigen, dass es im Fall —oo < C' < +o0 fiir jedes C' € R mit C' < C ein ¢ € (a, b)

gibt, so dass fiir alle z € (¢, b) gilt ﬁg > .

Diese beiden Aussagen zusammen implizieren die Behauptung.
Sei jetzt also €’ € R mit C' > C. Wihle C” € (C,C"). Nach Voraussetzung gibt es ein ¢; € [a,b) mit

g:g; < C" fiir alle ¢ <z < b. (%)

64
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Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es fiir alle ¢; < x < y < b ein z¢ € (z,y) mit

e ()

Im Fall, dass lim, », f(x) = limg n g(z) = 0, kénnen wir in (**) y ,* b gehen lassen und erhalten

% < C". Wegen C” < C' ist das die Behauptung.

Es gelte jetzt lim, ~, g(x) = foo. Fiir festes « € (¢1,b) wihlen wir ein ¢ € [c1,b), so dass fiir y € (c2,b)
gilt +9(y) > +g(x) und +g(y) > 0. Indem wir (%) mit % > 0 multiplizieren, erhalten wir fiir
o <r<y<b

1) — f(2) _ cno) —g(2)
9(y) 9(y)
<:>f(y) <" — O”g(x) + f(x)
9(y) 9(y) ~ 9(y)
Fiir y 7 b konvergiert die rechte Seite gegen C”. Wegen C” < C’ gibt es also ein c3 € [ca, b), so dass fiir
cg <y <bgiltC"— C”% + J;E:)) < (', daher gilt fiir solche y auch % < C', wie behauptet. O

4.3 Ableitungen hoherer Ordnung

Definition 4.17. Die Funktion f : D — R sei in F C D differenzierbar, Falls die Ableitung
/' : E — R ihrerseits in einem Punkt zy € F differenzierbar ist, so heifst

" (x0) == (") (w0)
die zweite Ableitung von f in xy. Andere Bezeichnung: 327]20 (x0)-

Analog definiert man hohere Ableitungen f®*) (z).

Beispiel 4.18. Sei n € N. Durch Induktion zeigt man, dass die Funktion R — R,z — 2" in jedem
Punkt beliebig oft differenzierbar ist mit
dk
da*

n o _

(nfi!k)!x"_k firk<n
0 fir k >n

Definition 4.19. Sei f : D — R eine Funktion. Man sagt, f habe in o € D ein strenges (oder
striktes) lokales Mazimum (bzw. Minimum), wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle zp € D N
(o — €, z0 +¢€) gilt f(z) < f(zg) (bzw. >).

Proposition 4.20. Sei I C R ein offenes Intervall und xo € I. Sei f : I — R in xg zweimal
differenzierbar mit f'(xo) und f"” (z9) < O (bzw. >). Dann besitzt f in x¢ ein strenges lokales
Mazimum (bzw. Minimum).

Bemerkung: Die Bedingungen in der Proposition sind hinreichend, aber nicht notwendig fiir ein strenges
lokales Extremum. Z.B. hat f(z) = 2% in 2 = 0 ein strenges lokales Minimum, aber es ist f(0) = 0.
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Beweis. Sei f” (xg) > 0 (sonst betrachte —f). Wegen lim,_, ., I@-F(wo) f"” > 0 gibt es ein € > 0 mit

r—Io

Lﬁo(fo) fiir alle 0 < |o — x| < €.

x

Wegen [ (zo) = 0 folgt daraus
f'(z) > 0 fiir © € (zg, 20 +¢€) und f'(x) <0 fiir € (zg — €, 70) .

Nach Korollar 4.13 ist daher f in [z, zo + €] streng monoton wachsend und in [z¢ — €, 2] streng monoton
fallend. Also hat f in z( ein strenges lokales Minimum. O

Konvexitat

Definition 4.21. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heiflt konver (bzw. konkav),
wenn fiir alle zo,z1 € I und X € [0, 1] gilt

FUL=XNmo+Az1) < (1= A) f(z0) +Af (z1)  (bzw. >).

Ist die Ungleichung strikt fiir 2o # z1 und A € (0,1), so heifit f streng konvez (bzw. konkav).

i) T X1
I

(1 — )\).1‘0 + Az

Geometrisch wird auch deutlich, dass konvex=linksgekriimmt, konkav=rechtsgekriimmt. Auferdem gilt
f konvex < — f konkav.

Satz 4.22. Ist I C R ein offenes Intervall und f : I — R konvex. Dann ezistieren fir alle xog € I

die beiden Grenzwerte (DE f) (z) = lime o w und es gilt fir alle x,y € I mit z <y

(D™ f) (x) < (DY f) (2) < (D7) (y) < (DY) ().

Korollar 4.23. Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R konvex. Dann ist f stetig und
{zo € I : f ist nicht differenzierbar in x} ist abzdhlbar.
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Beweis. Aus der Existenz von D¥ f (z¢) folgt lim. o f (zo & €) = f (o), also ist f stetig in zo.
e Sel —00 < a < b < oo mit [a,b] C I und fiir € > 0 sei
E.:={xz €la,b: D f(z) — D~ f(z) > €}.
Fiir jede endliche Teilmenge {z1,...,2,} C E. mit 21 < 23 < ... < x, gilt

DYf(b) > DV f(xpm) > D f(axm)+e> D f(xm1)+e>D f(Tm1)+26>...
> D™ f (21) + me > D™ f () + me

1
=m< - (DYf(b)— D" f(a)), dh. E ist endlich.
€

={r€a,b]: DY f(z) =D f(x) >0} = ] Ei ist abziihlbar.

neN N~
endlich

Indem wir I als abzdhlbare Vereinigung von Menge [ay,, b,] schreibt, erhilt man die Behauptung. O

Lemma 4.24. Sei I C R ein Intervall und f : I — R konvex. Dann gilt fir alle x,y € I mit

r<y<z
f-f@) _[@-1@) _ &) -1)
y—x -  z—-x = z—y
z y 2

Beweis. Die Definition von konvex mit A = == € (0,1) gibt

= (2t 75 < (22 ) e 2 < (120 i 2
zZ—X zZ—X zZ—X zZ—X zZ—X zZ—XT

Sl - f@)<i—

(f (z) — f(x)); das ist die linke Ungleichung.
Die rechte wird ebenso bewiesen. O

Beweis. (Satz) Sei z¢ € I. Fiir alle € > 0 mit xg — €,29 + € € I sei

(DEf) () = 100 E 26— f (o)

Nach Lemma 4.24 ist:

Wegen 1. ist € + (DX f) (z9) monoton und wegen 2. ist es beschriinkt. Also existieren (D f) (zq) :=
lime o (DZ f) (20)-
Aus 2. folgt (D™ f) (z0) < (DT f) (z0), und aus 3. folgt (DT f) (z0) < (D~ f) (vo)- O
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Satz 4.25. Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann ist f konver genau
dann, wenn ' monoton wachsend ist und f ist streng konver genau dann, wenn f’ streng monoton
wachsend ist.

Beweis. ,,=* Nach Satz 4.22 sind D* f monoton wachsend und nach Voraussetzung ist Dt f = D~ f = f'.
Aussage fiir streng konvex als Ubung.

<= Ist f’ monoton wachsend und sind zg,z1 € I mit 2o < x; und A € (0,1), so gibt es fir x) :=
(1 = X)zo + Azy nach dem Mittelwertsatz &y € (xo,zx), &1 € (T, To) mit

[ (2x) = f (w0) f(z1) = f ()

— £/ Y
NI = (), I )
xx) — f(x x1)— f(x
:>f( /\) f(O):f/(é-O)gf/(gl):f( 1) f( )\)
Ty — o T1 — T
f(zx)—f(=g) _ S =f(=y)
X1 —x0) T A=-X(z1—=0)
1 1
53 (F (a3) —  (20) € 7o (F (@) = F ()
e f (2a) < (@ =A) f(zo) + Af (1) -
O
Korollar 4.26. Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:
1. f ist konvex genau dann, wenn ' >0, d.h. f"(x) > 0 fir alle x € I.
2. Ist f” >0, so ist f streng konvew.
Beweis. Kombiniere Satz 4.25 mit Satz 4.25 und der darauffolgenden Bemerkung. O

Bemerkung;: Fiir eine streng konvexe Funktion f kann f” (z9) = 0 gelten (Z.B. f : R — R,z + 2*, f(0) =
0.)

Beispiel 4.27. exp ist konvex, In ist konkav und (0,00) 3 x — z® ist konvex < o < 0 oder o > 1
und konkav < 0 < a < 1.
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5 INTEGRATION

5 Integration

5.1 Das Riemannsche Integral
Seien —o0 < a < b < +o00. Erinnerung: Treppenfunktion ¢ : [a,b] = R
N e N, a=x9<x1 <...<zxN <D, c1,...,cNy €R,

so dass p(x) = ¢, fir « € (¢p-1,¢n), n=1,...,N.
Klar ist ein skalares Vielfaches einer Treppenfunktion ist eine Treppenfunktion und auferdem ist die
Summe von Treppenfunktionen eine Treppenfunktion (~ gemeinsame Verfeinerung).

Das Integral einer Treppenfunktion wie oben ist

b N
/ :§ —33”1.
a :

Geometrische Interpretation:

S S S S S S S S s

S S S S S S S S s

S S S S S S S S s

S S S S S S S S s

S S S S S S S S s

JSSS S S S S S S S s
TS S S S S S T
S S S S S S S S S
S S S S S S S S S S S S S S
S S S S S S S SSSSSS
S S S S S S S S S S S S S S
S S S S S S S S S S S S S S
S S S S S S S S S S S S S
S S S S S S S S S S S S S S
LSS S ST S S S S

a I To b

Falls alle ¢,, > 0: Summe der Flicheninhalte der Rechtecke.

s

NONNNNN
AR R R RN
AR R R RN
AR KRR R RR NN
NNNNNNNN

S

S S S S S
L

Im Falle von ¢, < 0 fiir einige n, werden die entsprechenden Flécheninhalte negativ eingebracht.
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5.1 Das Riemannsche Integral 5 INTEGRATION

Bemerkung:

e Man sieht einfach, dass die Definition des Integrals nur von ¢ und nicht von den Stiitzpunkten z,,
abhéngt. (~ gemeinsame Verfeinerung)

e Sind ¢, : [a,b] — R Treppenfunktionen und A € R, so ist

/ab () <x>dx=A/bw<x>dw

Linearitat

/abww) <x>dx=/f¢<x>dx+/:w<x>dx

Ist aufserdem ¢ < 1), so ist

b b
/@(Jf)dmﬁ/ P(z) dz. }Monotonie

Definition 5.1. Sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Dann setzt man

b b
/ f(z) dz := inf {/ o(x) dz : ¢ Treppenfunktion, ¢ > f} ,

b b
/ f(z)dz :=sup {/ o(x) dz : ¢ Treppenfunktion, ¢ < f} .
a a

Gilt Ef(m) dox = fbf(ac) dz, so heifst f Riemann-integrierbar und man setzt

a

/abf(x)daz = /abf(:z)dmz/‘bf(:r)dz.

Bemerkung:

1. Das ist wohldefiniert, denn fiir jede Treppenfunktion ist

/a o) di = / ' o) dar = / ' () d.
Jo

wie oben def.

2. Es gilt stets T;f(m) dz > L;f(x) dz.

1 firzeQ
0 firzeR\Q

fol f(z)dxz =0, also ist f nicht Riemann-integrierbar.

3. Sei f : [0,1] — R definiert durch f(z) = { . Dann gilt Tolf(x) dz = 1 und

4. Eine Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 Trep-
penfunktionen ¢, : [a,b] — R gibt mit ¢ < f <1 und fab (x)dr — f: p(z)dr < e.
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5.1 Das Riemannsche Integral

5 INTEGRATION

Satz 5.2. 1. Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar

2. Jede monotone Funktion ist Riemann-integrierbar

Beweis.

1. Friither haben wir aus der gleichméfigen Stetigkeit fiir jedes ¢ > 0 die Existenz von Trep-
penfunktionen ¢, v : [a, b]

Linearitit und Monotonie des Integrals fiir Treppenfunitionen dass

[ @i [ewar= [@-owars [

—a
Also nach Bemerkung 4. oben ist f Riemann-integrierbar

dx =e.

2. Sei z.B. f monoton wachsend und N € N. Setze z, = a + 2

QP(‘T) = f(xn—l) . . .
b(@) = f (xn) fiir « € [zp_1,2,) und p(b) := ()

Wegen Monotonie von f ist dann ¢ < f < und

/abw(x)dx—/abw(x)denZN:lf(xn)b_

nn—O ,N.

N
n=1
b—a N N
- (me)—zf(xnl))
n=1 n=1
=f(zn)—f(z0)=F(b)—f(a)
b—a

Fiir N > L (b—a) (f(b) — f(a)) ist das < .

Proposition 5.3. Seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sei A € R. Dann sind auch f+g
und \f Riemann-integrierbar und es gilt

/ab(fw)(x)dx/abf(:v)dx+/abg(x)dx

5 5 Linearitat
[ on@as=x [ f@a

b b
/ f(x) d:ZZS/ g(z)dz. }Monotom'e

Ist f < g, so ist

Beweis. Der ersten Aussage: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, pa, 11,19, so dass o1 < f <
b b .

V1,92 < g <ound [ j(x)de— [ pj(r)dr <, j=12.

Damit ist o1 + 2 < f4+ g < ¢ + 12 und

b b
/ <¢1+w2><x>dx—/ (1 + 2) () da

([ @ [ awras) s ([ e dx_/m()d)

<e€.

wlo
w\m
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5.1 Das Riemannsche Integral 5 INTEGRATION

Also ist f + g Riemann-integrierbar. Aufserdem folgt

b b b b b b
[Gro@a- [ @~ [ godrs [ @t @de- [ oo [ el ds
a a a a a a
cELE_
2 2 ©
Und entsprechend > —e. Daraus folgt die erste Behauptung. O

Definition 5.4. Fiir eine Funktion f: D — R definieren wir zwei Funktionen fy : D — R,

) f(=z), falls f(x)>0 o, falls f(z) >0
fele) = {O7 sonst f-(@) = {f(x), sonst
Dann gilt f=f. — f_ und |f| = f+ + f_.
— s —

Ay N

N

Proposition 5.5. Seien f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

1. Die Funktionen f., f—_,|f| sind Riemann-integrierbar und es gilt

/abf(x)da:

2. Fiir jedes p € [1,00) ist die Funktion |f|” Riemann-integrierbar.

< [(r@lar

3. Die Funktion fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis. 1. Sei € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen ¢, mit ¢ < f <1 und f: (Y —)(x)de <e.
Dann sind ¢, und ¢, Treppenfunktionen und es gilt o < fy < ;. Auferdem ist ¢ —py < h—¢

(5 0< —p_+yp_ o <o) also [ (s —pp) (@) de <[] ($— ) (2)do < e. Damit ist fy
Riemann-integrierbar. f_ebenso (betrachte —f: (—f), = f-), also auch |f[ = fy + f_.
Wegen — |f| < f < |f| folgt aus der Monotonie des Integrals die behauptete Ungleichung.

2. Wegen 1. geniigt es den Fall f > 0 zu betrachten. 0.B.d.A. f # 0. Sei ¢ > 0. Dann gibt es
Treppenfunktionen ¢, 9 mit 0 < ¢ < f < < M und fab (W —p)(x)de < sarp—T mit M :=sup f.
(Ersetze ¢ und v durch ¢ und min {¢, M}.) Dann sind ¢P und ¢? Treppenfunktionen und P <
fP < ¢P. Wegen %x” = pxP~ 1 folgt aus dem Mittelwertsatz

PP — P <pMPT! (Y — @)
und damit

b b
/(w”—wp)(x)depMp—l/ (¥ — ) (z)dz <e.

3. fg=1 ((f +9)2—(f - g)2> . Nach 2. sind (f 4 ¢)* und (f — g)* Riemann-integrierbar.
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Satz 5.6. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei w : [a,b] — R eine nichinegative, Riemann-
integrierbare und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

b

a

f) t-----7-4>- - S s i
S S S A
S LSS SKS S S AL
NS SN S S
NS S S S KIS S
VIS S S S S ST
S S S S S S S S S S
1SS S S
S S S S S S S SS
S S S S S S S S S
S S S S S S S S S S S

-\ ¢ s 7 7 7 7 7 7 7 L 7 7 7 77
a £b

Insbesondere [* f(z)dz = f (€) (b — a).

Beweis. Nach dem vorherigen Satz ist fw Riemann-integrierbar. Auferdem ist mw < fw < Mw mit
m :=inf f und M :=sup f, also

m/ dm</b(fw)(m)dm§M/:w(x)dx

also f (fw)(x)de =p f x) dz fiir ein p € [m, M]. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen
gibt es ein £ € [a b] mit f (f) L O

Bezeichnung: Sei f: D — R, E C D. Definiere f|,: E — R,z — f(x).

Bemerkung: Seien a < ¢ < bund f [a,b] — R. Dann ist f Riemann-integrierbar genau dann, wenn f| (4 ¢
und f| .5 Riemann-integrierbar sind und es ist

/abf(x)dac:/:f(gc)dx—k/cbf(a:)da:

Bezeichnung:

PR =1,...,

Wir betrachten Tupel Z = ((xn)nzo N (&n)pen N) mit NeN, a=z9<z1 <...<2xny =0bund
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Fiir eine Funktion f : [a,b] — R setzen wir

N

Sz(f) = Z J(&n) (T — 1) Riemann-Summe.

n=1

Proposition 5.7. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gibt es fir jedes e > 0 ein § > 0,
so dass fir jedes Z mit u(Z) < 6 gilt
b
- [ #a)as

< €.

Beweis. Es geniigt, denn Satz fiir Treppenfunktionen zu beweisen.
Seia =ty <ty <...<tpy =bdie ,Unterteilung” der Treppenfunktion f.
Sei Z wie oben und definiere eine Treppenfunktion F' : [a,b] — R durch F(z) := f (&), 2 € (Xp_1,Ty]
und F'(a) := f(a). Dann ist Sz(f) = fabF(m) dz, also
/ |F'(x x)| dz.

—Lﬂmm—

Wenn ein Teilintervall [x,,_1,x,] keinen der Punkte t,, enthélt, so stimmen f und F auf (x,_1,z,)
iiberein. Also ist F'— f auf hochsten 2M Teilintervallen (z,_1, 2,) von Null verschieden. Die Gesamtlange
dieser Intervalle ist < 2Mp(Z), und es gilt dort |F(z) — f(z)| < 20 mit o := sup|f|-

b
(F(z) - f(z))dx

:/ \F(z) — f(a)|dz < 2Mu(Z) - 2

Fir u(2) < =: 0 ist das < e. O

€
40 M

Beispiel 5.8. [ zdz = %
Betrachte Z = ((‘r")n:O,.,.,N , (fn)n:L...,N) mit z, = %, &, = T,. Dann ist 4(Z) = £ und

-3

n=1

a? & a® N(N+1) a2 1 a?
nz::ln N3~ g (1+N>—>2furN—>oo.

2\3
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5.2 Integration und Differentiation

Satz 5.9. Sei f : [a,b] = R Riemann-integrierbar und sei

F@)i= [ fo)dy.  oclab).
a
Dann ist F stetig und, falls f in xq € [a,b] stetig ist, so ist F' dort differenzierbar mit F' (zo) = f (x0).

Beweis. Als Riemann-integrierbare Funktion ist f beschrankt, also M := sup|f]| < oco. Fiir a < 21 <
i) < b ist

|F (22) — F (21)| =

/g:zf(y)dy‘é/: F)ldy < M (2 — 1),

Fiir € > 0 und |z2 — 1| < 7 ist also [F' (z2) — F (21)] <€, d.h. F ist (gleichméfig) stetig.

Ist f in z( stetig, so gibt es fiir gegebenes € > 0 ein d > 0, so dass fiir y € [a,b] N (g — I, 20 + I) gilt
|f (y) = f (z0)| < e. Also ist fiir z € [a,b] N (xo — 6,29 + 9)

F - F z
W—f(mo)’= xjxo /z0 (f (y) — f (x0)) dy
1 xr
< Iz — | /:ro |f(y);f($o)|dy <€,
d.h. M—>f(:v0) fir z — xo. -

r—xo

Satz 5.10. (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei F : [a,b] — R eine diffe-
renzierbare Funktion und F' Riemann-integrierbar. Dann ist

Notation F|Z = F(z)|°_, := F(b) — F(a).

r=a

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Proposition 5.7 oben gibt es ein § > 0, so dass fir Z mit u(Z) < § gilt
‘SZ (F") —f;F’(x)dx‘ < e Selen a = xg < 1 < ... < xy = b Punkte mit max (x, —z,—1) < 0.

n=1,...,N

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein &, € [z,_1, 2, mit
F(xp) = F(zn_1) = F' (&) (xn —1n_1), n=1,...,N.
Dann ist Z := ((x4,), (&)

N
Sz (F) = 3" F/ (&) (20 — €nr) = F (2) — F (20) = F(b) — Fla).

n=1

=F(xn)—F(xn-1)

Also ist

< €.

b
Sz (F') —/ F'(z)dz

(F(b) — F(a)) - / F(z)dz

a
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Definition 5.11. Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so heifst F' : I — R eine
Stammfunktion von f, falls F differenzierbar ist und F’' = f.

Bemerkung:
1. Nach dem ersten Satz besitzt jede stetige Funktion eine Stammfunktion.

2. Sind F und G Stammfunktionen von f, so ist (F —G) = F' — G’ = f — f = 0 und damit, wie
oben gezeigt, F' — G =const. Ist umgekehrt F' eine Stammfunktion von f und c eine Konstante, so

ist I’ + ¢ auch eine Stammfunktion von f.

3. Die Formel im letzten Satz kann man schreiben als

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) mit einer Stammfunktion F' von f.

Beispiel 5.12. Es gilt

[fanae- { (b4 —a1) fir o -1

In?2 fira=-1
und 0 < a < b < co. Fiir @ > 0 ist a = 0 zugelassen und fiir @ € Ny auch —oco < a < b < 00. (Denn

_1 .«
F(z) = {l’lﬂm ist differenzierbar mit F'(z) = z©.)
nz

Satz 5.13. (Substitutionsregel) Sei f : D — R stetig und ¢ : [a,b] — R differenzierbar mit ¢
Riemann-integrierbar und ¢ ([a,b]) C D. Dann ist

b w(b)
t) o dt = ) dx.
/afw( ) e /W) f()

Schreibweise: © = p(t), de = ¢'(t) dt

Beweis. Wie fruher gezeigt ist J := ¢ ([a,b]) ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall. Sei A := inf J
und F(z) := f 4 [ (y)dy. Dann ist, wie oben gezeigt, F' differenzierbar mit F’ = f. Also ist nach der

Kettenregel Fogp d1fferenz1erbar mit (F o) = (f o) ¢, also nach dem Fundamentalsatz

»(b)

b b
/ fle) ¢'(t)dt = / (F- ) (t)dt = F (¢(b)) = F (p(a)) = / fy)dy.
a a w(a)

Beispiel 5.14. 1. fab flz+ fbj__: [y

b cb
2. [, flex)dw = ¢ [0/ f(y)dy
3. Ist ¢ differenzierbar mit ¢’ Riemann-integrierbar und ¢(z) # 0 fiir alle « € [a,b]. Dann ist

(wende Satz an auf f(z) =

SEE
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5.2 Integration und Differentiation 5 INTEGRATION

cos(b)
cos(a)

2B. [tantdt = [ Sl qf = —In ,

cost

4. f; ﬁfg”Tﬂ'fw dx mit konstanten B,C, D, E € R und a < b. Wir erhalten fiir das Integral:

b b b
D 22+2B E—-BD _ D 2 b E—BD
2 / zr24+2Bx+C dz + / z24+2Bx+C dz = 2 In |z + 2Bx + CV| ’a + / (m+B)2+(C—BQ) da
a a a

Fall C > B%
b

a

b b
dx _ 1 dx 1L2' 1 x+B
/LL (z+B)?+(C—-B2) = C—-B? /a ( s >2+1 - JC—-B2 arctan VC—B2

Vo7
Fall C = B2: b
b
/ (wi%)z = —ﬁ‘ falls [a,b] nicht — B enthilt
a a
Fall C < B2:

b b
__dx — — 1 _ 1 da
" (z+B)?+(C—B?) 1 2v/B2-C " z+B—+vB2—C  z+B+vB2-C

Partialbruch-

zerlegung
— 1 m z+b—vB2-C b
2v/B2-C z+B+vB2-C||,
falls [a,b]
weder —B++v/B2—-C
enthélt

Satz 5.15. (Partielle Integration) Seien F,G : [a,b — R] differenzierbar mit F',G’' Riemann-
integrierbar. Dann ist

b , b
/ F(z)G'(z)dx = FG|, —/ F'(z)G(z)dz.

Beweis. H := FG ist differenzierbar mit H' = F'G+G'F, was Riemann-integrierbar ist. Die Behauptung
folgt dann aus dem Fundamentalsatz. O

b
1 a+1
Beispiel 5.16 , /b el i Sy T ((a+1)nz —1) . falls a # —1
a 1 (In z)? falls « = —1

a

(Denn fiir a # —1 ist

b 1 S U L
/ & Inzdz = z*Inz| — / zot 2 dz.)
a ~~ a—+1 o @ T

—_1_dpatl
7o¢+1dmw

2. I, := f;x”ezdx, n € N.

b g , b
L= [ a"—e"dv=2a"¢"|, —n [ 2" 'e"dz
a dx a

=In_1

Damit kann I,, rekursiv auf Iy = fab e’dx = e” Z zuriickgefiithrt werden.
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5.2 Integration und Differentiation 5 INTEGRATION

3. Sei —1<a<b<l1.

/b\/lxstc—/b\/le;mxdx—x\/le

b b 1.2
+ — dx
a /a V1 — 2
——

b b
= z4/1 — 22 4 arcsinz 7/ V1—22dx
a a
b 1 b
:>/ \/1—x2dx:f<ac 1—x2+arcsinx)
a

2 a

bleibt giiltig fiir —1 = a und/oder b =1

Naiv interpretieren wir fi1 V1—z2dr = % (x\/l — 22 + arcsin x) ’171 = 7 als den Flichenin-
halt des Halbkreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

4. I, = f; sin™ x dz. Fiir m > 2

b b
me1  d e b e
Im:—/ sin™ 'z— coszdr = —sin™ 1.1'008.%" +(m-—1) sin™ 2z cos’z dzx

o dl‘ a o N——
=1—sin?z

e e b

= —sin™! xcosx|u +(m—=1)Im-2—In)
b
1 o m—1
=1I,=——coszsin™ x| + ——1I,_»
m " m
Wegen Iy = 1|Z .1, = —cos x|Z erhalten wir Formeln fir I,,.

Spezialfall a = 0,b = 5. Dann ist Iy = 3,1y =1 und I, = mTfllm_g.

™ m(2n—2)---4-2
3 = Ioppi1 =
2 @2n+t1)(2n—1)---5-3

2n—-1)2n—-3)---3-1
I, = 9

2n(2n—2)---4

Wallis’sche Formel:

ol

- ﬁ 4k?
o 4k2 — 1
k=1

g q Ionyz _ 2n+1
Beweis. Aus obiger Formel folgt =2 = 545

nt2 I+l oy <sin®z fiir x € [0, %] ist Iopqo < Iopy1 < I, und es folgt auch

— 1 fiir n — oo.

Wegen sin z < sin

% — 1 fiir n — oo. Nach obiger Formel ist

Lnii  2n 2n 4 2 2 2_121 4k 2
L, 2n+12n—-1 3 3 1 =7 T
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5.3 Uneigentliche Integrale 5 INTEGRATION

5.3 Uneigentliche Integrale

Definition 5.17. Sei I C R ein Intervall mit Randpunkten a,b mit —oco < a < b < 400 und sei
f : I — R eine Funktion, so dass fiir alle —co < a@ < 8 < oo mit [, 5] C I die Funktion f|[a’ﬂ]
Riemann-integrierbar ist.

1. Ist a € R, I = [a,b) und existiert

8 b
lim/ f(;z:)d:c::/ f(z)dz e R,

Bb
so heifit das Integral fab f(x) da konvergent.
2. Analog im Fall b € R, I = (a,b].

3. Ist I = (a,b) und sind fiir ein ¢ € (a,b) (und damit jedes c € (a,b)) beide Integrale [ f(z)dx
und fcb f(z) dz konvergent, so heiflt das Integral

/abf(:c)dx = /acf(x)dx+/cbf(:c)dx

konvergent.
.. .. -p (B dz Lt fiir s #£ 1
Beispiel 5.18. 1. Fiir s >0und 0 <o < <ooist [ %% = 8878 | .
lnx|§ firs=1
Fiir a > 0 konvergiert [ 9% genau dann, wenn s > 1, und es ist [~ 92 = L. L.
Fiir b < oo konvergiert fab % genau dann, wenn s < 1 und es ist fob 2—? = 1isb1*3.

2. fooo e dx = % fiir ¢ > 0.

oS} de
3. ffoo Ttzz = 7

Proposition 5.19. Sei I C R ein Intervall mit Randpunkten —oo < a < b < 400 und seien f, g :
I — R Funktionen, so dass f|[a,ﬂ] , g|[a’5] Riemann-integrierbar sind fir alle —co < a < b < 400
mit [a, B] C I.

1. Ist f; |f(z)| dx konvergent, so auch fj f(z)dz.

2. Ist |f| < g und ist f; g(z) dz konvergent, so auch f: |f(x)|dz.

Lemma 5.20. Sei f: D — R eine Funktion und xo € D ein Haufungspunkt von D. Der Grenzwert

xlgg f(x) ezistiert genau dann, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fir alle x,z’ €
0

z€D\{zo}
(DN (xo — 6,20+ 6)) \ {wo} gilt |f(x) — f(2")] <e.
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5.3 Uneigentliche Integrale 5 INTEGRATION

Beweis. (Lemma) ,,= ist einfach (!)

»<" Sei € > 0. Nach Vorraussetzung gibt es ein § > 0, wie im Lemma, aber mit § statt e. Sei (x,) C
D\ {zo} eine Folge mit x,, — (. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir n > N gilt |z, — xo| < 0. Fiir
n,m > N gilt dann |f (2,,) — f (zn)| < §. Damit ist (f (x,)) eine Cauchy-Folge und daher konvergent.
Sei a :=limy, o0 f (zy)- Fiir ein beliebiges © € D mit 0 < |z — 2] < 4 gilt

|f (@) —al < |f(2) — f (an)|+ |f (en) —a] <e

IN
TR

<

Das zeigt, dass a = lim  f(z). O

—Zo
z€D\{zo}

Beweis. (Proposition). Wir zeigen 2. (1. geht analog). Wir nehmen an, dass f|, 4 fiir alle # < b Riemann-
integrierbar ist (iibrige Fille analog).
Sei F(z):= [|f (y)|dy fiir # € [a,b) und G(z) := [ g (y) dy. Dann ist fiir a <u < v <b

F@),F(m:/”\f(mdyg/”g(wdyzg(v),(;(u), (+)

Nach Voraussetzung existiert lim, ~, G(x), erfiillt also die Cauchy-Bedingungen in Lemma 5.20. Also
wegen (x) erfiillt auch F' die Cauchy-Bedingung, also existiert nach Lemma 5.20 lim, ~, F'(z). O

Beispiel 5.21. Das Integral fooo Si%dm konvergiert. (Analogie: > 7, (_17):71 konvergiert.)

Die Funktion % lasst sich stetig durch 1 nach & = 0 fortsetzen, das Integral fOB % dx existiert
also als ,Standard“ Riemann-Integral.
B B cosx
- / &
/2 /2 T

/ﬁ Sinxdyc:/ﬁ 1(—dcosx) dx = _ o8t
xj2 T x/2 T dz 98

Das rechte Integral konvergiert nach Proposition 5.19 fiir 3 — oo, denn f ‘CO”‘ dz < [ 072 dz

T

konvergiert.
Der erste Summand ist f% — 0 fiir § — oo.

Daraus folgt Konvergenz.

o0
Zusatz: [;° S22 dy = T

(271""1)% sin x _ w/2 bm(2n+1)t
f . dz = 0 _—

Wir zeigen die Konvergenz von
z=(2n+1)t

dt gegen 7 fiir n — oo.
Es ist

1 _ e2i@n+1)t

n n
1+2ZC082kt: Z e2ikt —21ntzezllt — —Zint . o
— €

k=1 k=—n geom
Reihe
7 ei(2n+1)t _ efi(2n+1)t B sin (27’L 4 1) t
a elt —e—it B sint
Damit folgt:
71'/2 : 2 1 t 71'
/ sin@n+ 1t _ / dt+22/ cos 2kt dt =
0 t 0
—— I ——
=z =0
Es geniigt also zu zeigen, dass
/2 1 1
t)sin At dt — 0 fir A\ — oo, t)y=- — —.
/0 g (t)sin ir oo, g(t) st
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5.3 Uneigentliche Integrale 5 INTEGRATION

Klar ist g stetig differenzierbar in (0, 7]. Mit Hilfe von L’Hospital haben wir friiher gezeigt, dass sich g
und ¢’ stetig durch 0 nach 0 fortsetzen lassen.

Also ist nach partieller Integration

/2

/2 t) cos At 1 /2
/ g(t) sinii dt= _g()% +5 / g'(t) cos At dt
0 =—%%cos)\t %,_0/ 0
_o(5)cosnE <S5/ %19’ (1) dt<(suplg’|) 5

- A

Daher ist ‘foﬂmg(t) sin At dt‘ < ot 5 ) fiir A — oo.

Satz 5.22. (Integralvergleichskriterium) Sei f : [1,00] — R monton fallend und nicht-negativ. Die
Reihe >~ °_, f (m) konvergiert genau dann, wenn das Integral floo f(z) dz konvergiert.

Z.B. folgt, dass > . _; -1 genau dann konvergiert, wenn [~ 9% konvergiert. Wir haben frither schon
gesehen, dass beides genau dann gilt, wenn s > 1.

Beweis. Wir definieren Treppenfunktionen ¢, : [1,00) — R durch

P(z) == f(n)
p(x) == f(n+1)

Wegen f monton fallend, ist ¢ < f <1, also

fiir x € [n,n+1)

N N N N N-1
f(n) = r)de < flzx)dx < Y(x)dxr = f(n
St = [ ewars [ i@ars [ uwar=3 o)

Falls [* f(x)dz konvergiert, so ist 2522 f(n) beschrinkt, also konvergent.
Falls Zg;ll f(n) konvergent, so ist le f(x) dx beschrinkt, also konvergent. O

Lemma 5.23. > ° | (717):'_1 =1In2.

Beweis. Wir wissen schon, dass die Reihe konvergiert.

2N

_ 2N N 2N
(-1t 1 1 1
E - = g - =2 — = E —.
n n 2m n
n=1 n=1 m=1 n=N+1
We enfn+lﬂ<l<fn dz et
& n r —n — Jn—-1 =z
2N
ZN+1 dzx 1 N dzx 2N 2N
— < E — < — =Inz|y =ln— =In2
N+1 T e N oz N
N —
1
=In zlyrll:ni%N;man
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5.4 Die Gammafunktion 5 INTEGRATION

5.4 Die Gammafunktion

Definition 5.24. Fiir > 0 setzt man I'(z) := fooo e~ ' t*=1dt. Gammafunktion.

Das uneigentliche Integral konvergiert bei ¢t = 0, denn es ist 0 < e~t#*~! < =1 und bei t = oo,
denn es ist lim;_,oo t*T1 e =0, also 0 < et ¢*~1 < ¢t~ 2 fiir ¢t > to.

Proposition 5.25. Fir alle x > 0 ist 2T'(z) = T(z 4+ 1). Funktionalgleichung

Wegen I'(1) = 1 folgt aus der Proposition durch Induktion
T'(n+1) =n! fir alle n € Ny.

Beweis. Fiir 0 < € < R < oo ist wegen partieller Integration

R R R
/ et t*da= < —ett” + w/ et dt
€ < €
D —_———
——d o—t _ _
dt —e R tR _e € ¢® —6 T'(z)
€E—r
So Tt A - R0
R—o00

Lemma 5.26. Fir 1l < p,q < co mit % + é =1 und alle z,y > 0 gilt

1 1
xy < —af + =y Young’sche Ungleichung.
p q

Beweis. In" z = —w% <0, d.h. In konkav, d.h. In (%u + %v) > %lnu + % Inwv fiir alle u,v > 0. %u—l— év >

exp (1% Inu+ %lnv) = ul/pvl/q, setze r — ul/p’y — pl/a. -

Satz 5.27. Fir 1 <p,q < oo mit 1% + % =1 und f,g: [a,b] = R Riemann-integrierbar gilt

b b 1/p b 1/q
/ |f(x)g(x)|dz < (/ |f(x)|P dx) (/ lg(x)|? das) : Holder’sche Ungleichung

W und entsprechend fiir g, so konnen wir 0.B.d.A fab |f(2)|F do =

fab lg(z)|? dz = 1 annehmen. Nach Young ist | f(z)g(z)| < % |f(x)|p+% lg(z)|?. Integration iiber [a, b] liefert
die Behauptung. 0

Beweis. Ersetzen wir f durch

Satz 5.28. InTI" ist konvez.

Daraus folgt, dass InT stetig in (0, 00) ist, also ist auch I' = eI’ dort stetig.
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5.4 Die Gammafunktion 5 INTEGRATION

Beweis. Fiir0<e<R<oo,1<p,q<oomit%+%:1undm,y>0ist

R 1 1 R 1 1
/ N N e I Gt K Gl S K [
N Holder ©

R 5 [ /R v
< (/ et dt) (/ et vt dt)
Hotder \'© ‘
Damit folgt fiir ¢ — 0, R — oo
1 1 1 1 1 1 1 1
r <a:+ y) <T(2)? D (y)7 & InT <x+ y) < -T'(z)+-T(y)
p q p q p q
O
” . . n!-n”
Satz 5.29. Firz >0 ist I'(z) = lim .
nsoox(x+ 1) (x+n)
Beweis. Sei zunéchst 0 < x < 1. Wegen der log-Konvexitit folgt aus n +z = (1 —z)n+2x (n+ 1)
T(n+z)<T ) " Th+1)"=((n-1)""0)" =(n-1)n
undausn+1l=z(n+z)+(1—-2z)(n+1+2a)
n'=T(n+1)<T(n+2z)"Tn+1+z)""" = Thm+z)n+z)"
Funktional-
gleichung
Zusammen:
nl(n+z) " < F'(n+x) < (n-1n"
———
Funkional—l(w+1)M(w+n_1)r(z)
gleichung
! i —1)In?
ap (z) = 2+ <T(x) < (n = Lin — by (@)
x(x+1)---(x+n) z(x+1)---(z+n-1)
Wegen
e (R I
und
ble)  _zdn_y, T,
folgt daraus die Behauptung fiir 0 < x < 1. Die Behauptung fiir z = 1 ist trivial.
Die Formel fiir > 1 folgt aus der fiir x — 1 (die wir nach Induktion als bewiesen ansehen diirfen.)
r DT (z—1 1) li non
(@) =(-DI@-1) T e )nggo(x—l)x~~(xfl+n)
Behauptung
fiir x—1
. nl-n® x+n . nl-n®
= lim : = lim
n—oox(x+1) - (x+n) n n—oo x (x+ 1) - (x+n)
=1+Z—1
O
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5.4 Die Gammafunktion 5 INTEGRATION

Korollar 5.30. T (3) = /7.

(n!)?n
Hir)-(ve 1)

Beweis. Nach Satz 5.29 ist T’ (%)2 = lim,, 00 ( 5. Fiir den Nenner gilt

~(1-9) ~(a-) ~(-1)
=5 (Ilims (= 3)) (n+3)
Damit folgt:
(n')Qn 2n o k2
= 11 =

Beweis.
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6 FUNKTIONENFOLGEN

6 Funktionenfolgen

6.1 Gleichmifige Konvergenz

Definition 6.1. Sei K eine Menge und f, : K — C, n € N, und f : K — C Funktionen.

1. Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen f, falls fiir jedes = € K die Folge f,,(x) gegen f(z)
konvergiert, d.h.

Zujedem ¢ > Ound z € K gibt esein N € N, so dass fiir alle n > N gilt | f,(z) — f(z)] < €.
2. Die Folge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f, falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle in z € K und alle n > N gilt

[fn(z) = f(@)] <e

Offensichtlich gilt gleichmé&fige Konvergenz = punktweise Konvergenz. Die Umkehrung gilt im Allgemei-
nen nicht.

Beispiel 6.2. Fiir n > 2 sei f, : [0,1] = R,z — max {n —n? ‘x - %

0}

Dann konvergiert f, punktweise gegen 0, aber die Konvergenz ist nicht gleichmafig.

Satz 6.3. Sei K C C, seien f,, : K — C stetige Funktionen und sei f : K — C eine Funktion, so
dass f,, — [ gleichmdfig. Dann ist f stetig.
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6 FUNKTIONENFOLGEN

6.1 Gleichméfige Konvergenz

Beispiel 6.4. Fiirn > 1sei f, :

[0,1] = R, = z".

1
0 fi 1
Dann gilt f, — f punktweise mit f : [0,1] = R, f(z) := {1 f]ilr v X Die Konvergenz ist nicht
ir x =

gleichméfig und f ist nicht stetig.

Beweis. Sei zg € K und € > 0. Wegen gleichmifiiger Konvergenz gibt es ein N € N, so dass fiir alle
n>Nund z € K gilt [f (z,) — f (z)] < §. Wegen fy stetig gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € K mit
|z — 20| <6 gilt |fnv (z) — fn (z0)| < §. Daher gilt fiir alle z € K mit |z — x| <

[f (@) = [ (@o)| < |f (2) = S (@) + | () = S~ (o) + | Fv (x0) — f (wo)| <€

< <

wlm

<

wln
U

Proposition 6.5. (Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz) Seien f, : K — C Funktionen.
Die Folge (f,) konvergiert gleichmaf$ig genau dann, wenn es fir jedes e > 0 ein N € N gibt, so dass

fir alle n,m > N und x € K gilt |f, (z) — fm (x)] <e.

Beweis. ,,=“ Sei (f,) gleichméfig konvergent gegen f und sei € > 0. Dann gibt es ein N € N| so dass fiir
allen > N und = € K gilt |f, (z) — f (x)| < §. Damit ist fiir alle n,m > N und 2 € K

)= flx)] <e
<

|fo (2) = frm (2)] < o () = [ (@)] + | (@

i

<

[SIEN

< Es gelte die Cauchy-Bedingung. Dann ist fiir jedes © € K (f, (z)) eine Cauchy-Folge in C, also
konvergent. Sei f (z) der Grenzwert. Fiir ¢ > 0 sei N € N wie in der Cauchy-Bedingung. Lisst man dort
m — 00, so erhélt man fiir n > N und « € K, dass |f, (z) — f ()] <e. D.h. (f,) konvergiert gleichméfig

O

gegen f.

Definition 6.6. Sei K eine Menge und f : K — C. Dann setzt man
cx € K} Supremumsnorm

£l := sup {|f(z)

Bemerkung: (f,,) konvergiert gleichméfig gegen f (in K) genau dann, wenn || f, — f||x — 0.
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Satz 6.7. (Weierstrafssches Konvergenzkriterium) Seien f, : K — C, n € Ny Funktionen mit
Yoot o lfnll < 00. Dann konvergiert die Reihe Y fn absolut und gleichmdpig.

Beweis. Seixz € K. Wegen |f,(z)| < |/fnll; konvergiert nach dem Majorantenkriterium die Reihe F'(z) :=
ZZOZO fn (x) absolut.

Sei Fiy := ij:o fn- Wir zeigen Fy — F gleichmiRig. Sei ¢ > 0. Wegen der Konvergenz von Y || full &
gibt es ein N € N, so dass 37 v, [ fullx < e Dannist fir M > N und z € K

[Fa(a) = F@)=| Y fa@|< Y @< Y llfallx <e
n=M+1 n=M+1 n=M+1

Vertauschung von Grenziibergingen

Erinnerung: Konvention [a, b] nur mit —oo < a < b < +o0.

Satz 6.8. Sei f, : [a,b] = R, n € N eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdflig gegen eine
Funktion f : [a,b] = R konvergiert. Dann ist

b

b
lim fn (x)dz :/ f(z)dz.

n—oo a

Beweis. Wie gezeigt ist f stetig, also Riemann-integrierbar. Auflerdem ist

b b b
/ fulz) dz — / f(2)de| < / Fa®) = (@) de < (b= ) | fn — Fliuyy — O

O

Bemerkung: Die Aussage gilt im Allgemeinen nicht, wenn (f,,) nur punktweise konvergiert. Z.B. im ersten
Beispiel oben ist f01 fa(z)dz =n-L1 =1, aber fol 0dz = 0.

n +

3=
S
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Satz 6.9. Sei f, : [a,b] = R, n € N eine Folge differenzierbarer Funktionen, so dass fir ein
€ [a,b] (fn(c)) konvergiert und (f)) gleichmdfig konvergiert. Dann konvergiert (f,) gleichmdfig
und die Grenzfunktion f ist differenzierbar in [a,b] und es gilt f'(x) = lim, o f,(x) fir « € [a,b].

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt

€

Ful6) = fn@) < 5 und fir alle € [a,8] ¢ 13 (2) ~ F1(@)] < 555y

Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir alle x,y € [a,b] und n,m > N

| Fa@) = fn(@) = fuly) + ()] < 2(()—_) o -yl < 5. (%)
Daraus folgt (mit y = ¢) fiir « € [a,b], n,m > N

|fn(x) - fm(x” < |fn($) - fm(x) - fn(c) + fm(c)‘ + |fn(c) - fm(c)| <€

() <

[NIEN
ol

D.h. die gleichméfsige Cauchy-Bedingung ist erfiillt und nach Proposition 6.5 konvergiert (f,,) gleichméfig.
Sei xg € [a,b]. Sei fir z € [a,b] \ {zo}
fnlx) — fn(x flx)—f(=
QOn(x) — ( ) ( 0)7 4/7(13) — ( ) ( 0).

T — Xo T — o
Die erste Ungleichung in (%) (mit y = zg) liefert fiir alle = € [a,b] \ {zo} und n,m > N

[on@) = pm(@)| < 550 (%)

D.h. die gleichméfige Cauchy-Bedingung ist erfiillt fiir (¢,) auf [a,b] \ {zo} und nach Proposition 6.5
konvergiert (¢,,) dort gleichméRig.

Andererseits konvergiert (¢,,) punktweise in [a,b] \ {zo} gegen ¢. Es folgt, dass ¢, — ¢ gleichméfig in
[a, b\ {0}

Sei jetzt €’ > 0. Dann gibt es ein N’ € N, so dass fiir alle = € [a, b]\ {zo} und n > N’ gilt |p,(z) — p(x)] <
63—'. Wegen Konvergenz von (f}, (z0)) gibt es ein N” € N, so dass fiir alle n > N” gilt |f,, (z0) — A < §
mit A :=limy, 00 f1, (o). Wegen f,, differenzierbar gilt lim,_, ., ©n(z) = f}, (xo). Also gibt es ein § > 0,
so dass fiir alle € [a,b] mit 0 < |z — xo| < ¢ gilt |om(z) — fi; ()] < %/ mit M := max {N',N"}.
Damit ist fiir z € [a,b] mit 0 < |z — xg| <

o(z) = Al < p(x) — on ()| + |oar (@) = s (@o)| + | far (wo) — A] <€

’

’ ’
<3 <g <g

O

Bemerkung: Die Aussage stimmt im Allgemeinen nicht, wenn (f;) nicht konvergiert. Z.B. sei f, : R —
R,z — L sin (nz). Dann gilt f, — 0 gleichméRig, aber f,(x) = cos (nz) konvergiert nicht gegen 0/ = 0.
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Beispiel: Es gibt eine stetige Funktion f: R — R, die in keinem Punkt differenzierbar ist.
Sei ¢ : R — R definiert durch

plz) = z| fir —1 <2 <1, o(x 4+ 2) = p(z) fiir alle z € R
und sei

o0 3 n
f(z) = Z (4) ¢ (4"x) fir z e R. Weierstraf-Funktion
n=0

| I |

| LI
/ M (M w m)«r"w WN i '\NW MN) | w |

— ()

Beweis. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die Reihe gleichméfig nach dem Weierstraf’schen Konvergenzkri-
terium, also ist f stetig.

Sei xp € R. Wir zeigen, dass f in x¢ nicht differenzierbar ist. Sei N € N. Dann enthélt mindestens eines
der Intervalle (4Nx0 — %, 4Nx0) und (4Nx0, ANz + %) keine ganze Zahl. Wir setzen

1 1
ON == —|—§4_N im ersten Fall und oy := —54_N im zweiten Fall.

Sei y, = 24 (wﬁfffé)z 2(4720) fiir € Ny.

Ist n > N, so ist 46y = £24"~N = £2. 4"~ N-1 eine gerade ganze Zahl, und damit ~, = 0.

Fiir n = N ist |y, = 1, denn zwischen 4% (zo + 0x) und 4V liegt keine ganze Zahl, ¢ ist dort also
affin-linear.

Fir n < N verwenden wir, dass |¢(z) — ga(y)| < |z —y| fir alle z,y € R. Das gibt |y,| < 1.

f(zo+0o al =
0 N n n N n
3 3" >3 — nl 3
7 ;7 | nz_:o [Vn]
= =1 =0 <
N-1 1 N
< aN _ n _ 1 (aN =% o
23V =) 8" = S (37 +1) e
n=0 geom.
Reihe
Daher ist f in zg nicht differenzierbar. O
6.2 Potenzreihen und Tayloreihen
Satz 6.10. Seien (c,), oy C C und a € C. Setzte
1 .
R = ————7, € [0,00) U {400} . Konvergenzradius
lim sup | ¢y, |
n—roo

Dann konvergiert die Reihe

Z cn(z—a)" Potenzreihe

absolut und gleichmapig in {z € C: |z — a| <7} fir alle r < R, und konvergiert nicht fir z € C mit
|z —al < R.

Bemerkung: Der Satz macht keine Aussage tiber z mit |z —a| =
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Beweis. Die absolute Konvergenz fiir |z — a| < R sowie die Nichtkonvergenz fiir |z — a| > r folgt aus dem
Wurzelkriterium. Dessen Beweis zeigt auch, dass die Konvergenz gleichméfig ist fiir |z —a] <r < R. O

Beispiel 6.11. 1. exp(z) = Y.°°_ 21, Hier: R = 4oo.

m=0 nl

2. Nach der geometrischen Reihe ist 1; =3 7" Hier: R=1.

Beachte, dass die Reihe fiir kein z mit |z| = 1 konvergiert.

Wegen der gleichmifigen Konvergenz ist
f(z):= ch (z—a)" fir z—a|<R
n=0

eine in {z : |z — a| < R} stetige Funktion.

Korollar 6.12. Seien (c,),(¢,) C C mit entsprechenden Konvergenzradien R > 0 und R > 0. Sei
a€Cund f(z):=) 0 gcn(z—a)" und f(2) :=3 0" cn(z—a)".

Es gebe eine Folge (2;) C C mit 0 < |z; —a| < min{R,R'}, z; — a und f(2;) = f(z;) fiir alle j.
Dann gilt ¢, = ¢, fir alle n.

Beweis. O.B.d.A. seien alle ¢,, = 0. (sonst betrachte ¢,, — ¢, und f — f)
Dann ist f (z;) = 0 fiir alle j und wir miissen zeigen, dass ¢,, = 0 fiir alle n.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein N € Ny mit ¢y # 0 und ¢,, = 0 fiir alle n < N. Sei

g(z) = L)N = Z CNim (z—a)™.
(Z - a’) m=0

Nach dem Satz konvergiert g in {z: |z —a| < R} und ist dort stetig. Nach Voraussetzung ist g (z;) =
f)

(zj—a)V

Andererseits ist g(a) = ey # 0, Widerspruch. O

0 fiir alle j. Nach Stetigkeit von ¢ ist also g(a) = 0.

Im Folgenden seine alle ¢,, € R und a € R.

Satz 6.13. Sei (¢,) C R und Konvergenzradius R > 0 und sei a € R. Dann ist die Reihe
fl@):=) cule—a)
n=0

im Intervall (a — R,a + R) beliebig oft differenzierbar und es gilt fiir k € Ny:

f(k)(ac):Zn(nf1)o~(nfIfqtl)(xfcn)rhl€ firz e (a—R,a+ R).
n=~k

Insbesondere ist f*)(a) = klcy,. (,Termweises Differenzieren ist erlaubt.)

Beweis. Es geniigt k = 1 zu betrachten (sonst wiederholte Anwendung). Wegen n'/™ — 1 ist der Kon-
vergenzradius von Y >~ nc, (z — a)” gleich R. Daher konvergiert nach obigem Satz die Folge der Ablei-
tungen der Partialsummen gleichméfig in [a — r,a + r] fiir jedes r < R und die Differentiation darf mit
dem Grenzwert vertauscht werden. O
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Beispiel 6.14. In(1 —z) = —>°° 2" fiir z € (—1,1). (Das stimmt auch fiir z = —1, aber das

n=1 n
folgt nicht aus dem Argument hier.)

Beweis. Sei f(x) = Y.°7 %” fir z € (—1,1). Nach dem Satz ist das eine differenzierbare Funktion

n=

mit f'(z) = Y07 2" ' = L (geometrische Reihe), d.h. f ist eine Stammfunktion von =, d.h.

f(x) =—In(1 — ) + C fiir C € R. Auswertung bei z = 0 liefert C' = 0. O

Umgekehrtes Problem: Gegeben sei eine Funktion f : D — R und ein @ € D. Kann f als Potenzreihe
dargestellt werden? Gilt f(z) => 7 cn (z —a)"?

Notwendig:
e [ beliebig oft differenzierbar und ¢, = % ™ (a).
e Fiir R > 0 brauchen wir limsup,, . (/™ (a))l/n < oo

Das ist aber nicht hinreichend.

Beispiel 6.15. (Cauchy, 1826) Die Funktion f: R — R, f(x) = exp (—z%) fir  # 0, f(0) =0 ist
beliebig oft differenzierbar mit £ (0) = 0 fiir alle n € Ny.

|

4 9 2 4

Die (triviale) Konvergenzreihe > ° /0-2" = 0 konvergiert in ganz R, stimmt aber nur in 2 = 0 mit
f tberein.

Hier: vor allem endliche Entwicklungen.

Proposition 6.16. Sei I C R ein Intervall, sei f : I — R (N — 1)-mal stetig differenzierbar und in
a € I existiere die N-te Ableitung. Dann ist

r—a (1‘ _

1 1
lim T)N [f(x) = me(n)(a) (a:a)"] =0.

n=0

Beweis.

1 N 1 =1 1
— @)=Y =) (z—a)"| = —— | f(z) - — M) (z—a)"| — =fMN(a
rar IR SR TR B RS SR TIC TRl B

Wir erhalten weiterhin nach L’Hospital:
N-1
1 1 fN D () — f D (a) 1
m— _ = f(n) —a)" = 5 — ()
L " [fm 2 /M@ =0 ] lim —— A
N —t)grs tirkl)%e}/t?ﬂl g
Damit folgt die Behauptung. O
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Satz 6.17. Sei I C R ein Intervall, a € I und f : I — R eine (N + 1)-mal differenzierbare Funktion
mit fN+D Riemann-integrierbar. Dann gilt fir alle v € T

N ]
@ =Y 2 fP@e -+ 3 [ - S dy.
n=0 " tJa

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber N. N = 0: Fundamentalsatz.

Fir N > 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung

[ I R PRV SRS SN MM S0
0= 3 @ o = iy [ G y() L () dy
By
1 T

=—(z—a) f™) (a)

Korollar 6.18. Sei I C R ein Intervall, a,z € I und f : I — R eine (N + 1)-mal stetig differen-
zierbare Funktion. Dann gibt es ein & € I zwischen a und x mat

O (6) (@ — 0V

N §
f(x)zgaf(")(a)(x—a) +m

Bemerkung: Fiir N = 0 ist das der Mittelwertsatz der Differential- und Integralrechnung (f(z) — f(a) =
f1(€) (z — a)).

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein § € I zwischen a und x mit

[ @0 150 Gy = 5509 [ )Yy = 0 (@) Lo

Bemerkung: Restgliedabschédtzung von sin und cos. Fiir alle z € R gilt

, K p2k+1 o2+
=3 G| < e
K 22k e
cosx—kz::()(—l)’C TIE (|2I|(+2)!.
(Denn nach dem Korollar ist die linke Seite
! 2K+3 1 2K+2
If(f)-wx bzw. ‘f(g).ww
< @Ryl < ey 0542

mit f(x) =sina oder f(x) = cosx.)
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