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Einleitung

Mit diesem Band setzen wir unsere Lehrbuchreihe zur Mathematik fort, die sich in Bd. 1
mit den Grundkonzepten von Mengenlehre, Algebra und Topologie beschiftigte und au-
Berdem eine Einfiihrung in die reellen und komplexen Zahlen beinhaltete. Hier wenden
wir uns nun der Differenzial-und Integralrechnung von Funktionen einer reellen oder
komplexen Veridnderlichen zu. Dabei diirfen die Werte der Funktionen oft auch komplexe
Zahlen sein oder sogar in einem Banach-Raum liegen. Aus Bd. 1, vgl. [14], werden die
Grundtatsachen iiber Folgen und Reihen und iiber stetige Funktionen vorausgesetzt. Der
Inhalt des Bandes fuft auf den entsprechenden Teilen von [10], geht an vielen Stellen aber
auch dartiber hinaus.

In Kap. 1 werden Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen wie gleichmifige und
kompakte Konvergenz behandelt. Wir leiten die Produktdarstellungen von Sinus und Ko-
sinus her und geben verschiedene Beweise fiir den Weierstra3schen Approximationssatz.
Als wichtige Beispiele von Funktionenreihen behandeln wir das Rechnen mit Potenz-
reihen und beweisen unter anderem den Abelschen Grenzwertsatz. Potenzreihen bilden
dann die Grundlage fiir ein einfiihrendes Studium reell-analytischer und holomorpher
Funktionen. Fiir Letztere beweisen wir u.a. das Maximumprinzip und die Holomorphie
der Grenzfunktion bei kompakter Konvergenz. SchlieBlich betrachten wir die Exponen-
tialfunktion sowie Kreis- und Hyperbelfunktionen als wichtigste Beispiele analytischer
Funktionen. Bereits dabei wird m iiber den Kern der komplexen Exponentialfunktion
C — C* eingefiihrt.

Im Zentrum von Kap. 2 stehen differenzierbare Funktionen einer reellen Verdnderli-
chen, wobei die Werte ebenfalls oft in C oder sogar in einem Banach-Raum liegen diirfen.
Globale Aussagen iiber differenzierbare Funktionen werden durch Mittelwertsitze gelie-
fert. Wir beweisen das Lemma von Hahn-Banach, um Mittelwertsitze auf Funktionen mit
Werten in Banach-Rdumen verallgemeinern zu konnen. Weitere Themen sind trigono-
metrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen, Methoden zur Nullstellenbestimmung
wie das Newton-Verfahren und Kurvendiskussion. Die Sitze iiber das Differenzieren von
Funktionenfolgen werden dargestellt und u.a. an den Weierstraschen g-Funktionen de-
monstriert. Aulerdem studieren wir Dirichlet-Reihen und beweisen als Anwendung den
Dirichletschen Primzahlsatz. Am Ende des Kapitels behandeln wir die Taylor-Formel und
ihre Verallgemeinerungen sowie die einschldgigen Algorithmen zur Interpolation.
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In Kap. 3 werden Integrale von Funktionen einer reellen oder auch komplexen Varia-
blen mit Hilfe von Stammfunktionen eingefiihrt. Wir leiten die zugehorigen Rechenregeln
her und zeigen, dass stetige Funktionen stets Stammfunktionen besitzen. Der Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung schafft die Verbindung zum Flichenbegiff und
ermdglicht es, Flicheninhalte und auch einfache Volumina sowie Kurvenldngen zu be-
rechnen. Der Zusammenhang mit Riemannschen Summen und Riemann-Integrierbarkeit
wird kurz erldutert, der wichtigere Begriff der Lebesgue-Integrierbarkeit bleibt aber Bd.
6 tiber MaB3- und Integrationstheorie vorbehalten. Breiten Raum nehmen uneigentliche
Integrale ein, insbesondere die Gamma-Funktion und damit verwandte Integrale sowie
die elliptischen Integrale. Aulerdem behandeln wir die Eulersche Summenformel und
wenden sie auf Methoden zur numerischen Integration wie das Romberg-Verfahren an.
Weitere Themen des Kapitels sind die Riemannsche Zeta-Funktion, Doppelintegrale und
Windungszahlen.

Die einzelnen Abschnitte werden durch zahlreiche Aufgaben ergiinzt, deren Ergebnis-
se gelegentlich im Text benutzt werden. Zu den etwas schwierigeren Aufgaben werden
Hinweise gegebenen. Auflerdem findet man zu einigen Aufgaben Losungen in unserem
Arbeitsbuch [12]. Die Beispiele dienen nicht nur zur Illustration der Theorie, sondern
fiihren sie oft auch weiter. Wir hoffen, dass sie die Darstellung stirker strukturieren und
die Ubersicht erhohen. Das Ende eines Beispiels oder einer Bemerkung wird mit <> ge-
kennzeichnet und das Ende eines Beweises wie iiblich durch .

Wie schon der erste Band gibt auch dieses Buch nicht den Inhalt einer einzelnen Vor-
lesung wieder und muss daher nicht Seite fiir Seite gelesen werden. Vielmehr kann der
Leser einzelne Themen herausgreifen und das Buch als Nachschlagewerk nutzen. Der
dritte und vierte Band der Reihe beschiftigen sich mit Linearer Algebra, erst im fiinften
Band kommen wir auf Analysis, nimlich auf Funktionen mehrerer Verinderlicher zuriick.

Herrn Dr. Andreas Riidinger, Frau Iris Ruhmann und Frau Agnes Herrmann vom Ver-
lag Springer Spektrum danken wir wieder herzlich fiir die Betreuung bei der Arbeit am
vorliegenden Band.

Der Erstgenannte der Autoren ist kurz nach Abfassung des Manuskripts unerwartet
verstorben. Diese Lehrbuchreihe soll in seinem Sinne fortgesetzt werden.

Bochum, Dezember 2017 Hartmut Wiebe
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Analytische Funktionen

1.1 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wichtige Funktionen der Analysis sind nur durch Grenzprozesse zu gewinnen. Dies war
schon bei der Einfiihrung der reellen Exponential- und Logarithmusfunktionen in Ab-
schnitt 3.10 des ersten Bandes [14] der Fall. Selbst fiir die Existenz der reellen Wurzel-
funktionen, die dabei benutzt wurden, kommt man ohne Limesbildungen nicht aus. Dieses
Kapitel beschiftigt sich hauptsdchlich mit analytischen Funktionen einer Verdnderlichen,
deren Werte durch Potenzreihen in einer Unbestimmten gegeben werden und die lange
Zeit die Funktionen schlechthin waren. Dabei bezieht sich die Angabe von einer Verédnder-
lichen wie auch im Titel dieses Bandes stets auf den Definitionsbereich. Der Wertebereich
kann durchaus hoherdimensional sein, obwohl zu Beginn hiufig den Fall vorliegen wird,
dass der Bildbereich ebenfalls eindimensional ist. Auch in dieser allgemeineren Situation
werden wir oft von Funktionen statt von Abbildungen sprechen.

Wir setzen das Rechnen in den (topologischen) Korpern R und C der reellen bzw.
komplexen Zahlen voraus, fiir die wir wieder die gemeinsame Bezeichnung

K

benutzen. Dazu verweisen wir auf Kapitel 3 von [14]. Wir verwenden auch die ein-
schldgigen topologischen Begriffe. Insbesondere sei daran erinnert, dass ein topologischer
Raum X kompakt ist, wenn er hausdorffsch ist und jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ein Hausdorff-Raum heif}t lokal kompakt, wenn
jeder seiner Punkte eine kompakte Umgebung besitzt. Dann besitzt jeder Punkt sogar eine
Umgebungsbasis aus kompakten Mengen, vgl. die Bemerkung in [14] im Anschluss an
Definition 4.4.21. In einem endlichdimensionalen K-Vektorraum mit der natiirlichen To-
pologie ist eine Teilmenge nach dem Satz von Heine-Borel, vgl. [14], Satz 4.4.11, genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist. Jede Teilmenge von K wird als
eigenstindiger topologischer Raum (mit der von der Standardtopologie von K induzier-
ten Topologie) aufgefasst. Wir beginnen damit, die wichtigsten Konvergenzbegriffe fiir
Funktionenfolgen zu wiederholen.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 1

U. Storch, H. Wiebe, Analysis einer Verdnderlichen, Springer-Lehrbuch,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-56573-5_1

1


https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-662-56573-5_1&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-662-56573-5_1

2 1 Analytische Funktionen

Abb. 1.1 GleichmiBige Kon-
vergenz von ( f,,) gegen f

&
el Foy e
X

Definition 1.1.1 Seien X ein Hausdorff-Raum, Y = (Y, d) ein metrischer Raum und f,,,
n € N, eine Folge von Abbildungen f,: X — Y.

(1) Die Folge (f;) heifit punktweise konvergent (auf X), wenn es eine Abbildung
f:X — Y mitlim f,(x) = f(x) fiir alle x € X gibt, d.h. wenn es zu jedem x € X
und jedem ¢ > 0 ein (von x und ¢ abhidngendes) ny € N gibt mit d( f,,(x), f(x)) < ¢
fiir alle n > ny.

(2) Die Folge (f,) heifit gleichméBig konvergent (auf X), wenn es eine Abbildung
f:X — Y gibt derart, dass zu jedem ¢ > 0 ein (nur von g, aber nicht von x ab-
hingendes) ny € N existiert mit d( f,(x), f(x)) < ¢ fiir alle x € X und alle n > n,,
vgl. Abb. 1.1.

(3) Die Folge (f,) heif3it lokal gleichmiBig konvergent, wenn zu jedem Punkt x € X
eine Umgebung U von x existiert derart, dass die Folge f,,, n € N, gleichmiBig auf
U (d.h. die Folge f,|U,n € N gleichméBig) konvergiert.

(4) Die Folge ( f,) heilt kompakt konvergent, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C
X die Folge f,,n € N, gleichméBig auf K konvergiert.

Die Konvergenz einer Folge f,: X — Y, n € N, gemiB (1), (2) und (4) ist die Kon-
vergenz bzgl. spezieller Topologien auf dem Raum

Y¥ = Abb(X,Y)

aller Abbildungen von X in Y. Bei der punktweisen Konvergenz ist dies die Produktto-
pologie auf Y ¥, die deshalb auch die Topologie der punktweisen Konvergenz heiBt. Bei
der gleichméfigen Konvergenz handelt es sich um die Konvergenz bzgl. der durch die
Tschebyschew- oder Supremumsmetrik d = dy = dy o, auf Y ¥ mit

dy(f.g) = Sup (d(f(x).g(x)). x € X) e Ry =R, wico}. figeV™,

definierten Topologie, die deshalb auch die Topologie der gleichmifigen Konvergenz
heiflit. Bei der kompakten Konvergenz handelt es sich um die Urbildtopologie bzgl. der
kanonischen Projektionen Y* — Y X f - f|K, wobei K die Menge der kompakten
Teilmengen von X durchliuft. und Y X jeweils die Topologie der gleichmiiBigen Konver-
genz trigt. Offenbar ist die Topologie der gleichmé@Bigen Konvergenz die feinste und die
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Topologie der punktweisen Konvergenz die grobste unter den drei angegebenen Topolo-
gien, und die Topologie der kompakten Konvergenz liegt dazwischen. Es gilt also: Jede
gleichmdfsig konvergente Folge ist kompakt konvergent, und jede kompakt konvergente
Folge ist punktweise konvergent. Natiirlich ist auch jede gleichmdfig konvergente Folge
lokal gleichmdifig konvergent und jede lokal gleichmdfiig konvergente Folge punktweise
konvergent. Ist X o-kompakt (d.h. ist X lokal kompakt und Vereinigung von abzihl-
bar vielen kompakten Teilmengen), so ist die Topologie der kompakten Konvergenz auf
C(X,Y) metrisierbar, vgl. die Bemerkungen in [14] im Anschluss an Satz 4.5.28. — Die
lokal gleichmifige Konvergenz lisst sich im Allgemeinen nicht mit einer einzigen Topo-
logie auf Y* beschreiben. Es gilt jedoch die wichtige, bereits in [14] im Anschluss an
Satz 4.5.25 erwihnte Aussage:

Proposition 1.1.2 Sei X ein lokal kompakter Raum und Y ein metrischer Raum. Dann
ist eine Folge f,: X — Y, n € N, genau dann lokal gleichmdifSig konvergent, wenn sie
kompakt konvergent ist.

Beweis Sei f,, n € N, lokal gleichmiBig konvergent und K € X kompakt. Zu jedem
x € K gibt es dann eine Umgebung U, von x derart, dass (f,|U,) gleichmiBig auf
U, konvergiert. Da K kompakt ist, iiberdecken endlich viele Uy, ..., U,, die Menge K.
Dann konvergiert ( f,,) gleichméafig auf Uy, U --- U U,, und damit auf K. — Sei ( f,) um-
gekehrt kompakt konvergent. Da voraussetzungsgemal jeder Punkt von X eine kompakte
Umgebung besitzt, konvergiert ( f,,) auch lokal gleichmiBig. |

Ist Y ein vollstdndiger metrischer Raum, d. h. ist jede Cauchy-Folge in ¥ konvergent
in Y, so ist offenbar auch (Y X, dy o) vollstindig. Dies ist dquivalent mit dem folgenden
Cauchy-Kriterium:

Proposition 1.1.3 (Cauchy-Kriterium fiir gleichmifBige Konvergenz) f,: X — Y,
n € N, sei eine Folge von Abbildungen des Hausdorff-Raums X in den vollstindigen
metrischen Raum Y . Genau dann konvergiert (f,) gleichmdfig auf X, wenn es zu jedem
e > 0einng € N gibt mit dx (fy, f) < ¢ fiir alle n,m > n.

Sei weiterhin X ein Hausdorff-Raum und Y ein metrischer Raum. Die Menge der
stetigen Abbildungen X — Y von Y X wird mit

C(X.Y)

bezeichnet, bei Y = K auch mit Ck (X). Sie ist ein abgeschlossener Unterraum von Y %
bzgl. der Topologie der gleichméBigen Konvergenz (vgl. [14], Satz 4.5.21) und insbeson-
dere wie Y vollstindig bzgl. der Tschebyschew-Metrik dy, wenn Y vollstindig ist. Es
gilt also:
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Abb. 1.2 Konvergenzverhalten 19 20 ‘
der Folge f,(x) := x" ;xl
)

Satz 1.1.4 Seien X ein Hausdorff-Raum, Y ein metrischer Raumund f,,: X — Y, n € N,
eine gleichmdflig konvergente Folge stetiger Abbildungen. Dann ist auch die Grenzabbil-
dung f = lim f, stetig.

Da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, ergibt sich:

Korollar 1.1.5 Seien X und Y wie in Satz 1.1.4. Eine lokal gleichmdfig konvergente
Folge stetiger Abbildungen X — Y besitzt eine stetige Grenzabbildung. Insbesondere hat
eine kompakt konvergente Folge stetiger Abbildungen X — Y eine stetige Grenzabbil-
dung, wenn X lokal kompakt ist.

Beispiel 1.1.6 Ist X ein diskreter Raum, so ist Y* = C(X,Y), und die Topologie der
kompakten Konvergenz auf Y X ist identisch mit der Topologie der punktweisen Konver-
genz, d. h. der Produkttopologie auf Y X <

Beispiel 1.1.7 Wir betrachten die Folge ( f,,) der stetigen Funktionen f,:x +— x" auf
dem Einheitsintervall [0, 1] € R mit Werten in R. Sie ist punktweise konvergent mit der
Grenzfunktion

0, falls x € [0, 1],

x) := lim f,(x) =
J) n—>00f() 1, falls x =1,

vgl. Abb. 1.2. Auf jedem Intervall [0, a], 0 < a < 1, konvergiert sie gleichméBig, da dann
a", n € N, eine Nullfolge ist. Da f im Punkt 1 nicht stetig ist, konvergiert sie in keiner
Umgebung von 1 gleichmiBig, was man allerdings auch leicht direkt verifiziert. Der Raum
Cr([0,1]) = C([0, 1], R) ist also kein abgeschlossener Unterraum von R bzgl. der
Topologie der punktweisen Konvergenz (wohl aber bzgl. der Topologie der gleichméBigen
Konvergenz). &

Wir wihlen nun fiir den Bildbereich Y den Korper K, der auch ein vollstindiger me-
trischer Raum ist, X sei weiterhin ein Hausdorff-Raum. Wie in jeder abelschen Gruppe
lassen sich die Funktionenfolgen in K¥ in #quivalenter Weise als Reihen interpretieren.
Der Reihe Y7, f, entspricht die Folge der Partialsummen F, = Y ;_ fx. n € N, und
der Folge F,,n € N, in KX die Reihe > oo o(Fy—F,—1) mit F_; := 0. Die Tschebyschew-
Metrik auf K¥ wird durch die Tschebyschew-Norm oder Supremumsnorm

LA = 1Fll = 1 fllye = dxoc(0. f) = Sup (| f(x)], x € X) € Ry,



1.1 Konvergenz von Funktionenfolgen 5

gegeben. Neben den Rechenregeln fiir eine Norm:

M flly =0 f =0, QIf +el =1l + gl O IALIx = AN Sy
vgl. [14], Beispiel 4.1.7, gilt
@ I felly =1 fNillglly firalle f, g € K¥ und A € K, sowie 1], =1, falls X # @.

Bzgl. der Tschebyschew-Metrik ist Ck (X) eine abgeschlossene K-Unteralgebra der voll-
stindigen K-Algebra K¥ und daher ebenfalls vollstindig. Die Eigenschaften (1) bis (4)
besagen ferner, dass K* und damit auch Ck (X) eine normierte K-Algebra ist im Sinne
der folgenden Definition.

Definition 1.1.8 Sei A = (A4, ||—||) eine K-Algebra, versehen mit einer K-Vektorraum-
norm ||—||. A heifit eine normierte K-Algebra, wenn || xy|| < ||x]| ||v]| firalle x,y € A
gilt und wenn iiberdies ||14]] = 1 ist, falls A # 0. — Ist A dariiber hinaus als normierter
K-Vektorraum ein K-Banach-Raum, so heif3it A eine K-Banach-Algebra.

Wir erinnern daran, dass ein normierter K-Vektorraum V' ein normierter K-Banach-
Raum ist, wenn V vollstindig ist und die Norm nur endliche Werte annimmt, d. h. wenn
V vollstindig und V = V. = By (0;00) ist. Ist V' ein beliebiger vollstindiger nor-
mierter K-Vektorraum, so ist V_, ein K-Banach-Raum. In einer beliebigen normierten
K-Algebra A mit A = A_,, ist nicht nur die Addition, sondern auch die Multiplikation
stetig, A also insbesondere ein topologischer Ring. Zum Beweis seien xg, yo € A und
& > 0 vorgegeben. Dann ist

lxy = xoyoll < lx(y = yo) I + [1x = x0)yoll = [lxI[ 1y = ol + lIx = xoll [Iyoll < &

fiiralle x, y € A mit ||x — xo|[, ||y — yol| <8 := Min (1,5/(1 =+ |lxoll + ||y0||))
KX und Ck (X) sind mit der Tschebyschew-Norm vollstindige normierte K-Algebren
mit zugehorigen K-Banach-Algebren

(K¥)co = (2(X) = Bg(X) bzw. Ck(X)eo = Ci(X)

der beschrinkten K-wertigen Funktionen X — K bzw. der beschriinkten stetigen K-werti-
gen Funktionen X — K. Man beachte, dass nach dem Satz von Weierstral3 4.4.13 aus [14]
C']fg (X) = Ck(X) ist, falls X kompakt ist. Fiir einige algebraische Eigenschaften dieser
Banach-Algebren siehe [14], Aufg. 4.4.31. KX ist bzgl. der Topologie der punktweisen,
der gleichmiBigen und der kompakten Konvergenz wie K eine vollstindige topologi-
sche abelsche Gruppe. Letzteres, da K* ein abgeschlossener Unterraum des Produkts
[Tkex KX ist, wobei K die Menge der kompakten Teilmengen von X ist und KX jeweils
mit der Topologie der kompakten Konvergenz versehen ist, vgl. [14], Satz 4.5.21. Cx (X)
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ist, wie schon gesagt, als abgeschlossener Unterraum von K* bzgl. der Topologie der
gleichméligen Konvergenz ebenfalls vollstindig. Dies gilt auch bzgl. der Topologie der
kompakten Konvergenz, wenn X lokal kompakt ist. Jede dieser Vollstindigkeitsaussagen
liefert definitionsgemalf ein Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz, vgl. Proposition 1.1.3.
Als Beispiel betrachten wir die Summierbarkeit von Funktionenfamilien f; € KX,
i e I.1Ist f;,i € I, summierbar bzgl. der Topologie der gleichmifigen Konvergenz,
so heiBit f;, i € I, gleichmiBig summierbar. Das ist nach dem Cauchy-Kriterium ge-
nau dann der Fall, wenn es zu jedem & > 0 eine endliche Teilmenge H, € &(I) gibt!
mit ||sy|lx < e firalle J € &) mit J N Hy = @. Dabei ist s; die Partialsumme
sy = Zie ; fi- Dieses Kriterium ist sicher dann erfiillt, wenn die Familie f;, i € I,
normal summierbar ist, d. h. wenn die Familie || f;||,, i € /, in R summierbar ist, vgl.
[14], Proposition 4.5.44. Dies ist der sogenannte Weierstraf3sche M -Test (nach K. Wei-
erstraBl (1815-1897)): Es gelte || fill, < M; € Ry fiirallei € I und ) ;.; M; < oc.
Dann ist die Familie f;, i € I, summierbar in KX. Sind alle f; stetig, so ist auch die
Summe f = ), , f; stetig. Natiirlich geniigte es vorauszusetzen, dass || f; |, € R ist
fiir alle i auBerhalb einer endlichen Teilmenge /o C 7 und ), _,_ L I filly < oo gilt.
Die Formulierung entsprechender Kriterien fiir die kompakte Summierbarkeit, also die
Summierbarkeit bzgl. der Topologie der kompakten Konvergenz, iiberlassen wir dem Le-
ser. Gelegentlich benutzt man analog zur lokal gleichmifigen Konvergenz auch die lokal
gleichméfBige Summierbarkeit, deren Diskussion wir auch dem Leser iiberlassen.

Beispiel 1.1.9 (Doppelfolgensatz) Als erste Anwendung betrachten wir ein einfaches
Beispiel. Sei a,,,,, m,n € N, eine Doppelfolge reeller oder komplexer Zahlen mit folgen-
den Eigenschaften:

(1) Fiir jedes n € N konvergiert die Folge (@) meN -
(2) Zujedeme > 0 gibteseinng € N mit |a,,, — ap| < efiirallen, p > nound alle m.

Fiir jedes m € N konvergiert dann auch die Folge (a,,n)neN- Auferdem konvergieren die
beiden Grenzwertfolgen (1imy,_ oo Apmn)neN und (imy,_ oo @mn)meN, und es gilt

lim ( lim a,,) = lim (lim a,,,).
n—00 m—0oQ m—0o0 n—0oQ

Dies lisst sich leicht unter Verwendung von Satz 1.1.4 beweisen. Man betrachtet dazu auf
der Punktmenge X := {1/(m + 1) | m € N} U {0} die Funktionenfolge ( f,,) mit
S/ (m 4+ 1)) := amn, fo(0) := lim ay,.
m—0o0

Wegen (1) ist jede der Funktionen f, stetig, und wegen (2) konvergiert die Funktionenfol-
ge (f;) auf X — {0} und damit auch auf X gleichmiBig, vgl. Aufg. 1.1.11. Die Stetigkeit
der Grenzfunktion lim f;, liefert nun die Behauptung. <&

!'Wir erinnern daran, dass € (/) die Menge der endlichen Teilmengen von I bezeichnet.
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Beispiel 1.1.10 (Produktdarstellungen von Sinus und Kosinus) Als Anwendung des
Doppelfolgensatzes aus dem vorangegangenen Beispiel leiten wir die Produktdarstellun-
gen von Sinus und Kosinus her: Wir benutzen dazu die asymptotische Beziehung sin x ~
x fiir x — 0, die besagt, dass der Sinus im Nullpunkt differenzierbar ist mit der Ableitung
1 und die sich bereits aus der Darstellung sinx = Y oo ((—=1)"x*"*1/(2n + 1)! ergibt,
vgl. Abschn. 1.4. Ferner verwenden wir die Tschebyschewschen Polynome zweiter Art
U, = [lie(X —coskn/(n + 1)) € Q[X], fiir die

i 1 . k
2"U,(cos ) = w und 2n+1 = 22"U2n(1) = 22 l—[ sin® il , neN,
sin ¢ i 2n+1
gilt, vgl. [14], Aufg. 3.5.33. Dafiir bekommt man die Identititen
sin x X -z X km
_ MY gy ( — pm ( 2 2 )
sin(x/(2m + 1)) 2m{ €08 2m + 1) /!:[1 o8 2m + 1 cos 2m + 1

= ﬁ (Sin2 ke — sin? x )
bl 2m + 1 2m + 1

oty sk . " B sin?(x/(2m + 1))
=2 L[lsm 2m+ 1 H(l sinz(kn/(2m+1)))

_ ~ B sin®(x/(2m + 1))
= @m+ 1)/!:[1 (1 sin?(kr/(2m + 1)))’

die sogar fiir alle x € C gelten. Wir definieren die Doppelfolge a,,,, m,n € N, durch

n

l_[(l gin2(kﬂ/(2m+l))), falls n < m,

Qmn =\ k=1

Amm, falls n > m.

Dann gilt Bedingung (1) aus Beispiel 1.1.9: Wegen sin x ~ x fiir x — 0 ist ndmlich
n xz
Jim ann =TT (1- )

k=1

Bedingung (2) aus Beispiel 1.1.9 ergibt sich fiir p < n wegen

m sin?(x/(2m + 1))
|@pn — mp| < |am"|(k—l_[p+1 (1 * )sinz(kﬂ/(zm +1) ) B 1)’
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der Existenz einer Konstanten C > 0 mit

sin?(x/(2m + 1)) _ |x|?
sin?(km/(2m + 1)) = k?x?

firallek,m € N* = {n € N | n > 0} mitk < m (wiederum wegen sinx ~ Xx) sowie
der Konvergenz des Produktes [[;~, (1 + C|x|?/k*x?), dieaus Y 32, C|x|*/ k*n? < oo
folgt, vgl. [14], Satz 3.6.25. Der Doppelfolgensatz aus Beispiel 1.1.9 ldsst sich daher an-
wenden und liefert

sin x sinx . x/(2m+1) . sin x

- — 1 — 1
x X mitosin(x/2m + 1)) moee 2m + Dsin(x/Qm + 1)) mosoo M

00 2
= lim (lim a,,) = lim ( lim a,,,) = 1_[(1 — %) also:
n— —00 s

m—00 n—00
k=1

Satz 1.1.11 (Satz von Euler) Fiir alle x € C gelten die Produktdarstellungen

smx—xﬂ( s 2) cosx:lﬁ)(l—(zki%).

Die Produktdarstellung des Kosinus erhélt man dabei wegen cosx = sin2x/2sin x
aus der des Sinus. Die Konvergenz dieser Produkte ist offenbar auf jeder beschrinkten
Teilmenge von C gleichmiBig, vgl. Aufg. 1.1.24. Fiir die hidufig benutzte Kardinalsinus-
funktion sinc x := (sin 7x)/mx gilt also die Darstellung

o0
sincx = sin ¢ l_[ (1 — ﬁ)

k=1

Ubrigens folgt aus der Produktdarstellung des Sinus die Gleichung

sinx | PN .
= _—(Zk2)+0(x) fiir x — 0.

X
Da andererseits (sinx)/x = 1 — x2/6 + O(x*) gilt (O ist eines der Landau-Symbole?,
vgl. [14], Abschnitt 3.8, was sich beispielsweise aus obiger Potenzreihendarstellung von

sin x ergibt, erhilt man die beriihmte Summenformel

2

1 T
2m =%

2Sind f, g: D — K Funktionen, so gilt definitionsgemiB f = O(g) fiir x — @, wenn f/g in einer
Umgebung von a € D beschrinkt ist.
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die L. Euler (1707-1783)) bereits im Jahr 1735 bewiesen hat und die wir spéter noch
mehrmals herleiten werden, vgl. die Beispiele 2.2.12 und 2.7.3. Fiir x = /2 ergibt sich
aus der Eulerschen Formel aus Satz 1.1.11 zusammen mit sin /2 = 1

- 1 o 13 3.5 Q2m—-1)Q2m+1)
T (2k) m—>o02-2 4.4 2m-2m
. 1-3---(2m —1)\2
= Jim (53 ) @+
oder
N 1 2-4---(2m) . 4" (m!)? . 4m 2m
7 = lim — = = liIm —— = 11m —= .
m—oo /m1-3---2m—1) m—oco /m 2m)! m—oo /m

Dies ist die Wallissche Produktdarstellung von /7, die J. Wallis (1617-1703) bereits
im Jahr 1656 angegeben hat, vgl. auch Beispiel 3.2.6 (4).

Wegen sinhx = (e¥ —e™)/2 = —isinix liefert die Eulersche Produktdarstellung
1.1.11:

sinhx:xﬁ(l+x—n), x € C. <&

Wir diskutieren noch die Banach-Algebren Ck (X) = Ck (X, |—||x.00) mit der Topolo-
gie der gleichmifBigen Konvergenz fiir kompakte Riume X. Historischer Ausgangspunkt
dafiir war der Fall, dass X ein kompaktes Intervall in R ist.

Satz 1.1.12 (WeierstraBischer Approximationssatz) Die K-Algebra K|x] der K-werti-
gen Polynomfunktionen auf dem Intervall [a,b] C R, a < b, liegt dicht in der K-Banach-
Algebra Ck ([a, b)), d. h. jede stetige K-wertige Funktion f:[a,b] — K ist Grenzfunktion
einer gleichmdflig konvergenten Folge von Polynomfunktionen (mit Koeffizienten aus K).

Jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall in R ldsst sich
also zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 bis auf einen globalen Fehler < & durch Polynome
approximieren. Die stetige Abhingigkeit einer physikalischen Grofle von einer anderen
kann somit auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall stets durch eine Poly-
nomfunktion (geniigend hohen Grades) beschrieben werden, falls man einen Fehler ¢ > 0
toleriert, der beliebig klein vorgegeben werden kann. Wir benutzen zum Beweis das so-
genannte schwache Gesetz der grofien Zahlen, auf das wir ausfiihrlich in Bd. 9 iiber
Stochastik eingehen werden. Hier geben wir dafiir einen direkten Beweis.
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Lemma 1.1.13 Fiir x € [0,1], @ > Oundn € N* gilt

n _ x(1—x) 1
m — x)' " < < )
Z (m)x (1=x) — a’n T 4d’n

m
meN,|x—7[>a

Beweis Bein > 2 erhilt man mit dem binomischen Lehrsatz, vgl. etwa [14], Satz 1.6.15:

Z a2(:/l)xm(l _x)nfm < Z (.X _ %)z(i)xm(l _ x)nfm

meN, |x—5>a meN

= Z (xz — Zx% + ’:—22) (”;)x’"(l —x)""

meN
B Iym n—1 mm-=1)\[n\ , e
—%<X2—<2X—;);+ ” '—n(n—l))(m)x (1—x)
— leg) (;)xm(l _ x)nfm _ (ZXZ _ %) mZ; (:1__11))(?’”1(1 _ x)(nfl)f(mfl)
L ; 1x2m2>; (;:i)xmz(l — x)r2-n-2)

_ 42 _ no_ 2_{ _ n—1 u 2 B n—2
= x*(x + (1—x)) <2x n)(x—i—(l 0)' 7+ (4 (1 - )

_ _ _ 12
n 1x2=x(1 x)=1 2x—1) <1

=x2—(2x2—£)+

n n n 4n ~ 4n
Division durch a” liefert die gesuchten Ungleichungen. Der Fall n = 1 ist trivial. a
Zum Beweis von Satz 1.1.12 konnen wir natiirlich [a, b] = [0, 1] annehmen. Der fol-

gende Beweis stammt von S. Bernstein (1880-1968) und gibt explizit eine Folge von
Polynomfunktionen an, die gleichmiBig gegen f konvergiert. Wir zeigen, dass die zu f
gehorenden sogenannten Bernstein-Polynomfunktionen

B,(x) := Z f(%) (Z)x’”(l —x)", neN*
m=0

deren Grad < n ist und die an den Intervallenden O und 1 dieselben Werte wie f an-
nehmen, auf [0, 1] gleichmiBig gegen f konvergieren. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f (vgl. [14], Satz 3.9.12) gibt es ein § > 0 mit der Eigen-
schaft | f(x) — f(y)| < e/2firx,y € [0,1], |x — y| < §. Ferner gibt es nach [14], Satz
3.9.2ein M > 0 mit | f(x)| < M fiir alle x € [0, 1]. Fiir alle n > M /§?¢ ergibt sich dann
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mit dem mit dem binomischen Lehrsatz und Lemma 1.1.13

\; (10— (™) (Z))X’”(l oy
> o= s()|()a o

m
meN [x—1|<§

+ Y rw- f(%))(:;)x’”(l — )
meN Jx—1 [>§
& 2M e

&
< - ]l4+ —< -4+ -
-2 +452n_2+2

|f(x) = By (x)|

IA

= &. D
Zu einem alternativen Beweis von Satz 1.1.12 siehe Aufg. 1.1.18.

Bemerkung 1.1.14 Mit demselben Beweis, den Betrag |—| durch die Norm |—| er-
setzend, zeigt man: Ist f:[a,b] — V eine stetige Funktion auf dem kompakten Inter-
vall [a,b] € R mit Werten in dem R-Banach-Raum V, so konvergieren die Bernstein-
Polynomfunktionen

By(x) := Zf(%) (”;)xm —xy'"" e V[x], neN*
m=0

gleichmdiffig gegen f. &

Bemerkung 1.1.15 Der Weierstralsche Approximationssatz ldsst sich ganz analog auch
fiir stetige Funktionen in mehreren reellen Veridnderlichen beweisen. Man benutzt dazu die
folgende Verallgemeinerung des schwachen Gesetzes der grolen Zahlen: Fiir Elemente
X1, ..., X, des kompakten Simplex

A={(x1,....x,) €R} | x;+--+x, <1} SR,

sowiea > 0,n € N*und jedesi = 1,...,r gilt
Y\ n—tm| _ Xi(1—=x;) 1
X ceox™r (] — e - < < .
Z m: (m) : ' ( Ge e )) a a’n ~ 4a’n
meN” |m|<n.|x;— L [>a
(Firm = (my,...,m,) € N"ist |m| = m; +---+ m,.) Istdann f: A — K stetig, so

konvergieren die Bernstein-Polynomfunktionen

Bn(xl,-..,xr) = Z f(%,...,mr)<n)x;"1...x;'”r(l_(xl_i_”__i_xr))"m,

n m
meN' |m|<n
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n € N*, gleichmdfig auf A gegen f. Mittels affiner Transformationen, vgl. [14], Aufg.
2.9.12, gewinnt man daraus die gleichméfBige Approximierbarkeit stetiger Funktionen
durch Polynomfunktionen fiir beliebige kompakte Simplizes in R”. Da eine kompakte
Menge K C R’ Teilmenge eines solchen Simplex A’ ist und da sich jede stetige Funk-
tion f: K — K zu einer stetigen Funktion auf A’ fortsetzen lisst, vgl. [14], Satz 4.2.36,
gilt der Weierstrallsche Approximationssatz dann auch fiir K. Der zuletzt benutzte Fort-
setzungssatz ist fiir geometrisch einfache Mengen K wie Quader oder Kugeln natiirlich
trivial.

Die oben im Beweis von Satz 1.1.12 benutzte Folge der Bernstein-Polynomfunktionen
konvergiert im Allgemeinen nur sehr langsam gegen f. Wir werden bald Verfahren ken-
nen lernen, die zumindest in Spezialfillen bessere Ergebnisse liefern. <&

Eine wesentliche, wenn auch abstrakte Verallgemeinerung des Weierstra3schen Appro-
ximationssatzes ist der sogenannte Approximationssatz von Stone-Weierstrall. Wir erin-
nern daran, dass eine Teilmenge M < Ck(X) von stetigen Funktionen definitionsgeméif
genau dann dicht in Cg (X) ist, wenn M = Ci (X) ist, d.h. wenn jede stetige Funktion
f:X — K der Limes einer Folge (f;) von Funktionen f, € M ist, die gleichméBig
gegen f konvergiert, oder anders gesagt, wenn zu jedem f € Ck(X) und jedem ¢ > 0
ein g € M mit ||g — f| < ¢ existiert.

Satz 1.1.16 (Approximationssatz von Stone-WeierstraB) Seien X ein kompakter
Raum und A eine R-Unteralgebra der Algebra Cr(X) aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf X. Die Algebra A trenne die Punkte von X, d. h. zu je zwei verschiedenen
Punkten x,y € X gebe es eine Funktion h € A mit h(x) # h(y). Dann ist A dicht in
Cr(X).

Beweis Nach dem folgenden Lemma 1.1.17 enthilt die abgeschlossene R-Algebra A mit
jeder Funktion f auch | f| und folglich mit endlich vielen Funktionen f,..., f, € A
wegen Max (f.¢) = (f + & +1g— f)/2undMin(f.¢) = (f + & —|g — f[)/2 auch
Max (f1,..., fp) und Min (f1, ..., f).

Seinun f:X — R stetig und ¢ > 0 vorgegeben. Zu x,y € X gibtesein g,, € 4
mit g, ,(x) = f(x)und g, ,(y) = f(y), ndmlich bei x = y die konstante Funktion
f(x) = f(y) € Aund bei x # y wihlt man ein 7 € A mit h(x) # h(y) und nimmt etwa
8x.y € A mit

_ NAS P AC))
gxyil =
h(y) = h(x)
Wegen der Stetigkeit von f und g, , gibt es bei festem x zu jedem y € X eine Umgebung

U(y) von y mit g, ,(z) < f(z) + ¢ fiir alle z € U(y). Da X kompakt ist, existieren
endlich viele Punkte yy,...,y, mit X = U(y;) U---U U(y,). Fiir

(h(t) —h(x)) + f(x), teX.

hy :=Min(gxy,»--.,8xy) € A
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gilth,(z) < f(z) + &, z € X beliebig, also i, < f + ¢. Nach Konstruktion ist /1, (x) =
f(x). Daher gibt es eine Umgebung V(x) von x mit f(z) —¢e < h,(z) firalle z € V(z).
Endlich viele Umgebungen V(xy), ..., V(x,,) tiberdecken X . Fiir

g:=Max (hy,.....h, ) €A

ist f(z) —& < g(z) < f(z) + &, also || f — g|| = d(f.g) < e. Somit ist A und damit
auch A dicht in Cr(X). O

Lemma 1.1.17 Sei A eine R-Unteralgebra der Algebra Cr(X) der R-wertigen stetigen
Funktionen auf dem kompakten Raum X. Dann ist der topologische Abschluss A von A
ebenfalls eine R-Unteralgebra von Cr(X) und enthdlt mit jeder Funktion f auch | f|.

Beweis Die Grenzwertrechenregeln zeigen, dass mit A auch A eine R-Unteralgebra von
Cr(X) ist. Wegen | f| = \/ﬁ geniigt es, Folgendes zu zeigen: Ist g € Aund g > 0, so
ist ,/g € A. Seim := Min{g(x) | x € X}. Bei m = 0 betrachten wir die Funktionen
gn = g + &, n € N, mit einer Nullfolge ¢, > 0. Dann konvergiert ,/g,, n € N,
gleichmiBig gegen /g wegen

Ve =g =

En En

VRV

Wir konnen also m > 0 annehmen. Zu jedem a € ]0, 1] gibt es Polynomfunktionen
F,, n € N, die auf [a, 1] gleichmiBig gegen die Wurzelfunktion /x konvergieren, vgl.
Aufg. 1.1.17. Alternativ kann man auch die Wurzelreihe v/T +x = Y 5o ('/%)x* be-
nutzen, die auf jedem Intervall [b,c] mit —1 < b < ¢ < 1 (und sogar auf [ — 1,1])
gleichmélig konvergiert, vgl. Satz 2.2.7 sowie Beispiel 2.2.8. Dann leisten die Polynom-
funktionen F,(x) = Y ;_, (lliz)(x2 — ¥, n € N, das Gewiinschte. Fiir M := ||g|| =
Max {g(x) | x € X} ist nun

JE=NM-\g/M = «/Mnli_)noloF,,(g/M),
und die Folge /M F,(g/M) € R[g] € A, n € N, konvergiert gleichmiBig auf X.> O

Die Voraussetzung in Satz 1.1.16, dass die R-Unteralgebra A € Cgr(X) die Punkte
von X trennt, ist auch notwendig dafiir, dass A dicht in Cr(X) ist. Dies folgt etwa aus
dem Urysohnschen Trennungslemma, vgl. [14], Satz 4.2.37.

Ersetzt man in Satz 1.1.16 den Korper R durch C, so bleibt der Satz im Allgemeinen nicht
giiltig. So ist zum Beispiel die Algebra C|[z] der Polynomfunktionen auf der abgeschlos-
senen Einheitskreisscheibe B(0: 1) € C punktetrennend, aber nicht dicht in Cc (B(0; 1)),
da die Grenzfunktion einer auf B(0; 1) gleichméBig konvergenten Folge von Polynom-
funktionen auf B(0; 1) notwendigerweise analytisch ist, vgl. Satz 1.3.10. Es gilt jedoch:

3 Die Reduktion auf den Fall m > 0 ist offenbar iiberfliissig.
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Satz 1.1.18 (Approximationssatz von Stone-Weierstraf} fiir C-wertige Funktionen)
Seien X ein kompakter Raum und A eine C-Unteralgebra der Algebra Cc (X)) aller steti-
gen komplexwertigen Funktionen auf X mit folgenden Eigenschaften:

(1) A trennt die Punkte von X. (2) Mit f liegen auch i f und S f in A.

Dann ist A dicht in Cc(X).

Beweis Sei Ao die R-Unteralgebra der reellwertigen Funktionen in 4. Wegen (1) und
(2) trennt auch A, die Punkte von X und ist nach Satz 1.1.16 dicht in Cr(X). Ist nun
f € Cc(X) beliebig und & > 0, so gibt es Funktionen gy, g, € Ao mit ||g; — N f| < &/2
und ||g> — S f|| < &/2.Fiir g := g +ig» € A gilt nun

lg= sl =lgi=Rfl+lg2=3fl =& O

Der klassische Weierstra3sche Approximationssatz, vgl. Satz 1.1.12 und Bemerkung
1.1.15, ist nun eine direkte Konsequenz der allgemeinen Sitze 1.1.16 und 1.1.18:

Satz 1.1.19 Sei K C R" kompakt. Dann bilden die K-wertigen Polynomfunktionen auf
K eine in Ck (K) dichte K-Unteralgebra.

Aufgaben

Aufgabe 1.1.1 Man untersuche folgende Funktionenfolgen auf gleichmifige und auf
kompakte Konvergenz (die hier mit der lokal gleichméfBigen Konvergenz iibereinstimmt).

a) Y/x,n € N,auf D :=[a, oo, wobeia € R ist.
b) 1/(1 4+ x*", n € N, auf R.

c) (1—x2)/(1+x?),neN,auf R.

d) 1/(1 +nx?,n €N, auf R.

e) xe’x/”/n,n e N*,auf R, .

f) nxe_”"2, n € N, auf R.

g) [nx]/n,n € N*, auf R.

h) (1 —x)*x",n e N,auf [0,1] (k € N fest).

i) nx(1—x2)",n €N, auf[0,1].

j) nx/(1+4nx?),n € N, auf R.

Aufgabe 1.1.2 Man untersuche folgende Funktionenreihen auf kompakte Konvergenz.

a) Y oo x/n*(1+ |x|) auf C.

b) >0%, 1/(x? + n?) auf R bzw. auf C — {ik|k € Z,k # 0}.

&) Y 1/n(x +n) auf R — {—k | k € N*} bzw. auf C — {—k | k € N*}.
d) >0, 1/n%sin(nx) auf R (mit o > 1 fest).
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Aufgabe 1.1.3 Sei a,, t € K, eine Familie komplexer Zahlen. Wir erinnern an die De-
finition der komplexen Exponentialfunktion durch e**? = e¥el? = e¥(cosy + isiny),
x,y € R, vgl. etwa [14], Beispiel 2.2.16 (2) oder Satz 1.4.4 im vorliegenden Band.

a) Ist die Familie a,e™',¢t € K, summierbar fiir s = s; und s = s, mit 51,5, € R
und 51 < $,, so ist diese Familie auf dem abgeschlossenen Intervall [sy, 5] normal
summierbar.

b) Ist K = R und ist die Familie a,e™, t € R, summierbar fiir s = s; und s = s, mit
Ns; < Ny, so ist diese Familie auf dem abgeschlossenen Streifen {s € C | Ns; <
IMs < Ns,} normal summierbar.

¢) Ista, = 0 fiir R¢ < 0 und ist die Familie a,e™', t € K, summierbar fiir s = s; € R,
so ist diese Familie normal summierbar auf [s;, co[.

d) Ista, = O fiir t ¢ R, und ist die Familie a,e™’, t € R,, summierbar fiir s = s,
so ist diese Familie auf der abgeschlossenen Halbebene {s € C | is > Ns;} normal
summierbar.

e) Ist K = R und ist a;, ¢ € R, summierbar, so ist die Familie a,e™*’, t € R, normal
summierbar auf dem abgeschlossenen oberen Halbraum {x € C | Jx > 0}.

Bemerkung In den Fillen ¢) und d) heif3t das Infimum der Zahlen Re s, fiir die die Fami-
lie a,e™", t € K, summierbar ist, die Summierbarkeitsabszisse der Familie. — Zu dieser
Aufgabe siehe auch Beispiel 2.7.8 iiber Dirichlet-Reihen.

Aufgabe 1.1.4 Seien f1,..., f, beschrinkte K-wertige Funktionen auf dem Hausdorff-
Raum X und (ai,), ..., (a;,) konvergente Folgen in K. Dann ist die Funktionenfolge
g, X - K,n e N, g, := ;:1 aj, fj, gleichmiBig konvergent mit Grenzfunktion
g=2_a;fj.a; =limyaz,, j=1,...r.

Aufgabe 1.1.5 Seien V ein K-Banach-Raum und f:V — V eine stetige Abbildung. Es
gelte || f(x)|| < gl x|l fiir alle x € V' mit einem festen ¢, 0 < ¢ < 1. Dann ist die Folge
fo = fo---0o f,n € N, der Iterierten von f normal summierbar und insbesondere
gleichmélig summierbar auf jeder beschridnkten Teilmenge von V.

Aufgabe 1.1.6 Sei I := {a + bi | a,b € Z} das sogenannte Standardgitter in C. Fiir
n € N, n > 3, ist die Familie z — (z — w)™, w € I', auf C — I kompakt summierbar.
Die Familie z — (z — w)™, w € Z, ist fiir jedes n € N, n > 2, auf C — Z kompakt
summierbar.

Aufgabe 1.1.7 Seien

o "
R, = X< S, = X* e z[X], N,
Z (2k> k>0 (Zk + 1) © [ ] " e

k=0
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die Polynome aus [14], Aufg. 3.5.45, die auch durch die Rekursion
Ry=Sy=1; R,;1=R*+XS? S,,1=2R,S,, neN,

gewonnen werden konnen. Dann ist R, (z)/S,(z) firz e C—R_,R_={r e R | r <0},
die Folge des Babylonischen Wurzelziehens mit dem Anfangswert Ro(z)/So(z) = 1,
die gegen den Hauptwert von 4/z konvergiert. Man zeige, dass die Folge R, (z)/S,(2),
n € N, von rationalen Funktionen auf C — R _ kompakt gegen +/z konvergiert.

Aufgabe 1.1.8 Sei X = X U---U X, ein Hausdorff-Raum und Y ein metrischer Raum.
Die Folge f,: X — Y, n € N, konvergiert genau dann gleichmifig, wenn die Folgen
JulXj, n € N, der Beschrinkungen der f, auf die einzelnen Teilmengen X; von X alle
gleichmiBig konvergieren.

Aufgabe 1.1.9 Seien f,,g,: X — K, n € N, gleichmiBig konvergente Folgen von
Funktionen auf dem Hausdorff-Raum X. Dann ist die Folge f,g,, n € N, gleichmiBig
konvergent, falls lim f, und lim g, beschrinkt sind. Man zeige an Hand eines Beispiels,
dass man auf diese Beschrinktheitsbedingung nicht ohne weiteres verzichten kann.

Aufgabe 1.1.10 Sei f,: X — Y, n € N, eine gleichmiBig konvergente Folge von Abbil-
dungen auf dem Hausdorff-Raum X mit Werten in dem metrischen Raum Y.

a) Fiir jede Abbildung g: X’ — X des Hausdorff-Raums X’ in den Raum X ist auch die
Folge f, 0 g: X' — Y,n € N, gleichmiBig konvergent.

b) Isth:Y — Z eine gleichméBig stetige Abbildung von metrischen Rédumen, so ist auch
die Folge ho f,: X — Z,n € N, gleichmiBig konvergent.

Aufgabe 1.1.11 Sei X' eine dichte Teilmenge des Hausdorff-Raums X und Y ein voll-
standiger metrischer Raum. Eine Folge f,: X — Y, n € N, von stetigen Abbildungen ist
genau dann gleichméBig konvergent, wenn die Folge der Beschriankungen f,| X', n € N,
gleichmélig konvergent ist.

Aufgabe 1.1.12 Sei f,: X — Y, n € N, eine gleichmifig konvergente Folge gleichmi-
Big stetiger Abbildungen metrischer Rdume. Dann ist auch die Grenzabbildung gleichmi-
Big stetig.

Aufgabe 1.1.13 Sei a,,,, (m,n) € N x N, eine summierbare Familie komplexer Zahlen.
Man beweise die Formel

o0 oo

5 (Son) = (o)

=0 n=0 m=

mit dem Doppelfolgensatz aus Beispiel 1.1.9 (ohne den groen Umordnungssatz ([14],
Satz 3.7.11), zu benutzen).
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Aufgabe 1.1.14 Sei f,: X — R, n € N, eine monoton fallende Folge stetiger reell-
wertiger Funktionen auf dem Hausdorff-Raum X . Konvergiert die Folge ( f,) punktweise
gegen eine stetige Funktion f: X — R, so konvergiert sie kompakt. (Satz von Dini — Sei
X kompakt und ¢ > 0 vorgegeben. Dann ist U, := {f, — f < ¢}, n € N, eine monoton
wachsende Folge offener Mengen in X mit | J,.n U, = X. Also ist U,, = X fiir ein
ngp € Nund0 < f, — f < efirallen > ny.)

Aufgabe 1.1.15 Die Funktionenfolge R — R, x — (1 + f)", n € N*, konvergiert
kompakt gegen e*. (Man benutze [14], Aufg. 3.10.8 und den Satz von Dini aus der voran-
gehenden Aufgabe. — Vgl. auch Satz 1.4.3.)

Aufgabe 1.1.16 [ sei ein kompaktes Intervall in R und f,:/ — R, n € N, sei eine
Folge monotoner Funktionen, die punktweise gegen die stetige Funktion f konvergiert.
Dann ist auch f monoton, und die Konvergenz ist gleichméBig. (Diese Aussage gilt auch
fiir ein nicht kompaktes Intervall / € R, wenn fiir die Randpunkte a,b € R von I gilt:
Die Grenzwerte u,, := lim,_, f,(x), v, = lim,_, f,(x), u = lim,_, f(x), v :=
lim,_,; f(x) sind endlich, und es ist u = limu,,, v = limv,.)

Aufgabe 1.1.17 Sei x € [0, 1]. Dann ist /x der Fixpunkt der kontrahierenden Funktion
f:00,1] = [0,1], ¢t — ¢ + %(x —1?). Bs ist also /X Grenzwert der rekursiv definierten
Folge (F,(x)) mit

Fo=0, Fp(x) = f(F,(x0) = Fyx) + %(x - F2(x)),

vgl. [14], Aufg. 3.9.6. Man zeige: F,: [0, 1] — [0, 1], n € N, ist eine monoton wachsende
Folge von Polynomfunktionen, die gleichmiiBig gegen /x konvergiert. (Man kann den
Satz von Dini aus Aufg. 1.1.14 verwenden.)

Aufgabe 1.1.18 Fir a := (ag,....a,) € R""!' mitay < -+ < a, und B :=
(bo, ....by) € K" sei Ly g:[ag, a,] — K die Funktion, die auf jedem der Teilintervalle
l[ak—1,ar], k = 1,...,n, linear ist und fiir die L, g(ax) = by ist, k = 0,...,n. Eine
Funktion von diesem Typ heilit stiickweise linear oder eine lineare Spline-Funktion
(mit Knickstellen hochstens in ai, ..., a,_1). Offenbar ist cLo g + ¢'Lop = Locprep
firc,c’ €e Kund B, B’ € K"t

a) Lg g lisst sich in der Form Ly g(x) = Y} _, ¢k |x — ax| mit konstanten Koeffizienten
¢ € K schreiben. (Istn = 1, soist L = (by|x —ag| + bo|x —ay])/(a; —ag). Generell

ist
VS (b —be by — by
Lup=3 (2 - )i -l
2\ —ak ag —ag
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eine lineare Spline-Funktion ohne Knickstellen in [ag, a,] und folglich durch |x — ay|
und |x — a,| darstellbar. Die Koeffizienten cy, ..., ¢, sind eindeutig bestimmt, d. h.
die Funktionen |x — ag], ..., |x — a,| bilden eine Basis des (trivialerweise) (n + 1)-
dimensionalen K-Vektorraums der linearen Spline-Funktionen L, g, 8 € K"t!, mit
festen Knickstellen hochstens in ay, ..., a,_;. Am einfachsten beweist man die lineare
Unabhingigkeit der Funktionen |x — a;|,i = 0,...,n. In einer Relation ) _; ¢;|x —
a;| = 0 diskutiert man zunéchst ¢y, . .., ¢, in folgender Weise zu O : Zi# cilx—a;l
ist auf [a;_1, a; 1] linear, ¢j|x — a;| bei c; # 0 aber nicht.)

b) Jede stiickweise lineare Funktion L, g: [ao, a,] — K ist Limes einer gleichméBig kon-
vergenten Folge von Polynomfunktionen. (Die Funktionen |x — ai| = /(x — ay)?
lassen sich auf [ag, a,] gleichméBig durch Polynomfunktionen approximieren.)

c) Sei f:|a,b] — K eine stetige Funktion. Fiir n € N* sei L,: [a,b] — K die stiick-
weise lineare Funktion, die durch die Werte L,(ax) = f(ax) an den Stiitzstellen
ap = a + %(b —a), k = 0,...,n, bestimmt ist. Man zeige, dass die Folge L,
gleichmiBig gegen f konvergiert (f ist gleichmiBig stetig!), und folgere, dass f Li-
mes einer gleichmifig konvergenten Folge von Polynomfunktionen ist. (Dies ist ein
weiterer Beweis fiir den Weierstral3schen Approximationssatz 1.1.12.)

Aufgabe 1.1.19 Secien X ein Hausdorff-Raum und A € Cg(X) eine die Punkte von X
trennende R-Unteralgebra von Cr(X). Dann ist A dicht in Cr(X) bzgl. der Topologie
der kompakten Konvergenz. Ist X o-kompakt (vgl. [14], Proposition 4.4.23), so gibt es zu
jedem f € Cgr(X) eine Folge ( f,) in A, die kompakt gegen f konvergiert. Man gebe eine
Beispiel, dass diese letzte Aussage nicht allgemein gilt, wenn X zwar lokal kompakt, aber
nicht o-kompakt ist. (Man betrachte etwa einen iiberabzédhlbaren diskreten Raum X und
die Algebra A der fast konstanten Funktionen auf X.) — Man formuliere und beweise eine
entsprechende Aussage fiir die Algebra Cc (X)) der komplexwertigen stetigen Funktionen
auf X.

Aufgabe 1.1.20 Sei K C K kompakt.

a) K[z,z] = K[Nz, Jz] ist dicht in Ck (K). Besitzt die stetige Funktion g: K — K keine
Nullstelle in K, so ist gK [z, z] dicht in Ckg (K). (Ist K = R, soist z = Z.)

b) Die C-Algebra )", 5, Ce?™"? = C[e?™?, e 2] ist dicht in Cc(S'), oder — dquiva-
lent dazu — die Algebra )", _, Ce?™"! = C[e?" e~271] ist dicht in Cc(T), (S! € C
ist der Einheitskreis {z € C | |z| = 1}, T = R/Z der 1-dimensionale Torus.)

¢) Ist i: K — K stetig und injektiv, so ist K[A, h] dicht in Cx(K). (Bei K = R ist
h=h.)

(Die Topologie der Funktionenrdume ist immer die der gleichméfBigen Konvergenz.)

Aufgabe 1.1.21 Sei f eine beschrinkte K-wertige Funktion auf dem Intervall [0, 1],
die im Punkt @ € [0, 1] stetig ist. Dann konvergiert die Folge (B,) der Bernstein-
Polynomfunktionen zu f im Punkt a gegen f(a). (Vgl. dazu den Beweis von Satz 1.1.12.)
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Aufgabe 1.1.22 Ist f:[0, 1] — R monoton, so ist auch jede Bernstein-Polynomfunktion
zu f (vgl. den Beweis von Satz 1.1.12) monoton (vom selben Monotonietyp). Insbeson-
dere ist jede monotone stetige Funktion [a,b] — R Grenzfunktion einer gleichmiBig
konvergenten Folge monotoner Polynomfunktionen. (Die Funktionen

k

S(k,n;x) = Z (Zl)xm(l_x)nm (bZW l—S(k,n,x) = Z (;)xm(l—x)nm)

m=0 m=k+1

sind fiir alle k,n € N auf [0, 1] monoton fallend (bzw. monoton wachsend). Dies ergibt
sich aus der Rekursion S(k,0;x) = 1, S(k,n+1,x) = (1—x)S(k,n; x)+xS(k—1,n; x),
k > 1. Dann ersetzt man im Bernstein-Polynom B, den Faktor f(m/n) durch den Faktor

JO) + 2= (f(k/n) = f((k = 1)/n).)

Aufgabe 1.1.23 Mit Hilfe der Abelschen partiellen Summation aus [14], Lemma 3.6.20
beweise man das folgende Abelsche Kriterium fiir gleichmidBige Konvergenz: Sei-
en > ;- fx eine gleichmiBig konvergente Reihe von Funktionen f;:X — K und
gx: X — R eine monotone Folge von Funktionen auf dem Hausdorff-Raum X mit
lgkllx < M fiir alle k € N und ein M € R*. Dann konvergiert die Reihe > ;2 fi gk
auf X gleichmiBig. Insbesondere konvergiert Y ;- axgx gleichmiBig auf X fiir jede in
K konvergente Reihe Y - ; ax. Man formuliere und beweise auch die zum Dirichletschen
Konvergenzkriterium 3.6.22 aus [14] bzw. zum Kriterium von Dubois-Reymond aus [14],
Aufg. 3.6.16 analogen Kriterien fiir gleichmé@Bige Konvergenz.

Aufgabe 1.1.24 Sei A = (A, ||—||) eine K-Banach-Algebra # 0.

a) Die Einheitengruppe A* = {x € A | x invertierbar} ist offen in A und die Inversenbil-
dung auf A* ist stetig. A* ist also insbesondere mit der von A induzierten Topologie
eine topologische Gruppe. (Es ist B(14;1) € A* wegen (14 —x)~! = Y _ x" fiir
x € B(04;1). Fiir x € Aist [[x"]| < [[x||". Somit ist Y, . X" < X, en IxII" =
1/(1 —||x||) und die Familie x”, n € N, summierbar in A, falls ||x|| < 1.)

b) Sei A kommutativ und x;, i € I, eine Familie in A mit | x;|| < M; e R,,i € I,
sowie Zi M; < oco.Dannist 1 + x;,i € I, multiplizierbar in A. (WeierstraBscher
M -Test fiir Multiplizierbarkeit — Eine Familie y;, i € I, in A heifit multiplizierbar,
wenn es eine endliche Teilmenge Hy C [ gibt derart, dass die Familie x;,i € I — H,,
eine multiplizierbare Familie in der topologischen Gruppe A* ist. Das Produkt der x;,
i €1, istdann [,y Xi - [[;c;_p, xi» vgl. in [14] die Definition 3.7.15 und das Ende
von Abschnitt 4.5.)

Aufgabe 1.1.25 Haufig ist es niitzlich, einen R-Banach-Raum als Unterraum eines C-
Banach-Raums auffassen zu konnen. Sei zunéchst V' ein beliebiger R-Vektorraum. Dann
ist Vicy = V[i] = V @ iV mit der Skalarmultiplikation

(a +1ib)(x +1iy) := (ax —by) +i(ay + bx), a,beR, x,y eV,
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ein C-Vektorraum, in den der R-Vektorraum V' vermoge der Identifikation V =V @1i-0
eingebettet ist. Ist |—|| eine Norm auf V, so ist

Ix + iyl := Sup (lax + Byl |«.p eR.® + B> =1), x.y€eV.

eine C-Vektorraumnorm auf V¢, die die gegebene Norm auf V' fortsetzt und zur Su-
premumsnorm ||(x, y)|| = Max (||x||, ||y]|) dquivalent ist. (Man beachte zSc(0;1) =
Sc(0;|z]) fir z € C.) Genau dann nimmt sie auf V(c) nur endliche Werte an, wenn
dies fiir ||—|| auf V' gilt. Genau ist V(c) vollstindig bzw. ein C-Banach-Raum, wenn V'
vollstindig bzw. ein R-Banach-Raum ist. (Ist V' = A eine R-Algebra, so ist A(c) mit
der Multiplikation (x + iy)(u + iv) := (xu — yv) +i(xv + yu), x,y,u,v € A, eine
C-Algebra, allerdings — wenn R eine normierte R-Algebra ist — im Allgemeinen keine
normierte C-Algebra bzgl. der oben angegebenen Norm. Man betrachte etwa die nor-
mierte R-Algebra C. Wie man eine Norm auf A c) definieren kann derart, dass Ac) eine
normierte C-Algebra ist, wird in Band 4 erldutert.)

1.2 Potenzreihen

In diesem Abschnitt behandeln wir spezielle Funktionenreihen, ndmlich die Potenzreihen,
und erinnern zunichst an den allgemeinen Begriff der Algebra der formalen Potenzreihen
in einer Unbestimmten X

S[X]

iiber einem kommutativen Ring S. Dies ist die formale Monoidalgebra S[M ] iiber S bzgl.
des freien Monoids M = {X" | n € N} mit der Unbestimmten X als Basis. S[X] ist als
S-Modul das Produkt [ [, .,y SX”. Die Multiplikation ist das sogenannte Cauchy-Produkt

(@nX")y - (b, X")y = (¢, X"), mit ¢, = Z axby = Zakbn—k,
k=0

(k,£)eN?
k+{=n

vgl. [14], Abschnitt 2.9 und Satz 3.7.14. S[X] enthilt als S-Unteralgebra die Polynomal-
gebra S[X]. Der Bequemlichkeit halber versehen wir das Produkt S[X] = [, SX" mit
der sogenannten (X )-adischen Topologie. Dies ist die Produkttopologie von S[X], wo-
bei jeder Faktor SX”, n € N, die diskrete Topologie trigt. Addition und Multiplikation
in S[X] sind dann stetig, und die Potenzreihe F = (a,X"), € S[X] ist offenbar die
Summe F = ), a, X" und insbesondere gleich der Summe der Reihe Y o ja, X",
d.h. der Grenzwert der Folge der Polynome F, := ) |_,a; X* € S[X], k € N. Die Po-
lynomalgebra S[X] ist also dicht in S[X]. Die topologische Gruppe S[X] = (S[X], +)
ist vollstéindig. Sie ist metrisierbar, z. B. durch die (translationsinvariante und vollstdn-
dige) sogenannte Krull-Metrik d(G, H) := 27"W=6) fiir G, H € S[X], wobei die
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sogenannte Ordnung v(F) von F fiir beliebiges F = Y °2  a,X" # 0 das kleins-
te np € N mit a,, # 0 ist und v(0) = oo ist, vgl. auch [14], Aufg. 4.2.15a). Bei
F # 0ist a,(ry = AK(F) der Anfangskoeffizient und a, ) X"} = AF(F) die An-
fangsform von F. ay = F(0) € S heifit der konstante Term von F. Er ist das Bild
des S-Algebrahomomorphismus S[X] — S. Die Potenzreihe 0 hat die Ordnung oo so-
wie Anfangskoeffizient und Anfangsform 0. Die Potenzreihen der Ordnung > # sind die
Elemente des Hauptideals S[X]X", n € N. Diese Ideale bilden eine Umgebungsbasis
von 0 € S[X]. Der von der Inklusion S[X] < S[X] induzierte Homomorphismus
S[X]/S[X]1X" = S[X]/S[X]X" =S @ Sx @ ---® Sx"', x := X mod (X"), ist
ein S-Algebraisomorphismus. Zum Studium von Folgen (a,) € S, insbesondere auch
bei kombinatorischen Problemen, ist es hiufig niitzlich, die zugehorigen sogenannten er-
zeugenden Funktionen ), a,X" € S[X] zu betrachten. Zu Beispielen und Varianten
verweisen wir auf die Aufgaben. — Die Summierbarkeit in S[X] ist sehr iibersichtlich:

Proposition 1.2.1 Fiir eine Familie F; = ), a,; X", i € I, von Potenzreihen in S[X]
sind dquivalent:

(i) Die Familie F;, i € I, ist summierbar.
(ii) Istn € N, so ist v(F;) > n fiir fast allei € I, d. h. es istlim;¢; F; = 0.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist Y ; ; F; = Y, .y an X" mita, ==Y, ; an;, n €
N.

Ist F € S[X] eine Einheit, so ist der konstante Term ay = F(0) eine Einheit in S.
Davon gilt auch die Umkehrung;

Proposition 1.2.2 Genau dann ist F € S[X] eine Einheit, wenn der konstante Term ag
von F eine Einheit in S ist. Das Inverse von F = aog(1 — XG) ist ag' Y.,y X"G",
G € S[X].

Die Formel fiir das Inverse ergibt sich gemaf der Summenformel fiir die geometrische
Reihe aus [14], Beispiel 2.6.5. Esist (1 — XG) >} _, X*G* =1 — X"*1G"*!, n € N.
Sie zeigt auch, dass die Inversenbildung stetig, S[X]* also eine topologische Gruppe ist.

Potenzreihen lassen sich mit gewissen Einschriankungen ineinander einsetzen. Ist F' =
Y nen+ an X" eine Potenzreihe der Ordnung > 1 und G = ),y b, X" eine beliebige
Potenzreihe, so ist

G(F):= )Y b,F"
neN
nach Proposition 1.2.1 wohldefiniert und G +— G(F) offenbar ein S-Algebrahomomor-
phismus. Er heifit der Einsetzungshomomorphismus ¢r: S[X] — S[X] und ist die
stetige Fortsetzung des Einsetzungshomomorphismus S[X]| — S[X], X — F.
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Wichtig ist auch das formale Differenzieren. Ist F = ) @, X" € S[X], so heifit

dF
F':=DyF:=——:= Y na,X""!
dx neN*

die (formale) Ableitung von F. Die Abbildung S[X] — S[X], F — F’, ist offenbar
S-linear und stetig. Da sie auf der Polynomalgebra S[X] eine S-Derivation ist, ist sie auch
eine S-Derivation auf S[X], d. h. neben der S-Linearitit gilt die Produktregel

(FG) = F'G + FG', F.G € S[X],

vgl. [14], Abschnitt 2.9, insbesondere Aufg. 2.9.10. Ferner gilt wie fiir Polynome die
Taylor-Formel: Fiir F = )" _a, X" € S[X] ist

nla, = F(”)(O), neN,

wobei F™ die n-te Ableitung von F ist. Vgl. loc. cit. Aufg. 2.9.4. Hiufig benutzt wird
auch die sogenannte logarithmische Ableitung S[X]* — S[X], F — F'/F. Sie
ist offenbar ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe (S[X]*,-) in die additi-
ve Gruppe (S[X], +).

Beispiel 1.2.3 Fiir die geometrische Reihe F := )" X" = 1/(1 — X) € Z[X] ergibt
sich durch k-maliges Differenzieren F®) = ank(n)kX”_k = (=D¥*k!/(1 — X))+,
k € N. Division durch k! liefert

1 (n+k\,
WZZ( ‘ )X keN,

n=0

vgl. auch [14], Aufg. 3.7.1D). <&

Ist §: S[X] — S[X] eine beliebige S-Derivation, so ist § stetig wegen der Produktre-
gel S(X"H) =nX""'8§(X)H + X"§(H). Aus §(F) = F'§(X) fiir Polynome F € S[X]
ergibt sich, dass diese Gleichung dann sogar fiir alle F € S[X] gilt. Mit anderen Worten:
Die Abbildungen S[X] — S[X], F — F'H, wobei H € S[X] fest ist, sind die einzi-
gen S-Derivationen von S[X]. Ferner gilt die Kettenregel: Ist v(F) > 1, so ist fiir jedes
G = Y,cn b X" € S[X]

(G(F)) =Y by(F") = > nb,F""'F' = G'(F)F'.

neN neN*

Ist insbesondere der Einsetzungshomomorphismus ¢r ein Isomorphismus und ist
¢r(G) = X,soist | = X' = G'(F)F' und F’ eine Einheit in S[X], d.h. AK(F) =
F’(0) € §*. Davon gilt wiederum die Umkehrung:
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Proposition 1.2.4 Sei F € S[X] mit v(F) > 1. Genau dann ist der Einsetzungshomo-
morphismus ¢p: S[X] — S[X], H — H(F), ein Isomorphismus, wenn v(F) = 1 und
AK(F) = F’(0) € S* ist. In diesem Fall ist (pr)~" der Einsetzungshomomorphismus zu
G = (¢r)"' (X).

Beweis Sei F'(0) € S*. Offenbar konnen wir F’(0) = 1 annehmen, also F = X + X2 P,
P € S[X]. Wir suchenein G = X + X2Q € S[X] mit X = ¢g(pr(X)) = F(G) =
G + G*P(G). G ist also Fixpunkt der Abbildung S[X]X — S[X]X mit E — X —
E?P(E). Diese Abbildung ist offenbar stark kontrahierend bzgl. der oben eingefiihrten
Krull-Metrik (mit Kontraktionsfaktor 1/2. Das Verfahren der sukzessiven Approximation
des Banachschen Fixpunktsatzes 4.5.12 aus [14] liefert einen Fixpunkt G € S[X] als
Grenzwert der rekursiv definierten Folge

Go=0, G,.1=X-G>P(G,), neN.

Es gilt G,;; = G, mod S[X]X",n € N,und G = X — G*P(G),d.h. X = G +
G?P(G) = F(G). ¢¢ ist also linksinvers zu ¢ . Ebenso besitzt o wegen G = X +X2Q
ein Linksinverses. Daher ist ¢ invertierbar und ¢ = (¢r)~'. — Man kann natiirlich die
Koeffizienten von G = ), .+ b, X" auch direkt aus denen von F = ), -« a, X" mit
Hilfe der Gleichung F(G) = ), .- @, G" = X bestimmen, die die Rekursionsgleichun-
gen

albl =1 b1 = afl
arb, + azbl2 =0 liefert, also b, = — al_lazbl2
arbs + 2axbiby + azhi =0 by = —ay'(2a:bby + azby)

Ist S = K ein Korper, so ist K[X] ein diskreter Bewertungsring mit dem einzigen
maximalen Ideal K[X]X, neben 0 gibt es nur die Ideale K[X]X", n € N, und die
Ordnung v: F +— v(F) ist die Standardbewertung. Die Ortsuniformisierenden, d.h. die
Primelemente # 0 in K[X], sind genau die Potenzreihen F mit v(F) = 1, also diejeni-
gen Potenzreihen, deren zugehorige Einsetzungshomomorphismen Automorphismen von
K[X] sind, vgl. Proposition 1.2.4.

Sei S wieder ein beliebiger kommutativer Ring # 0. Die S-Algebra

S(X) := S[X]x

der Briiche von S X] mit den Potenzen von X als Nennern heifit die S-Algebra der Lau-
rent-Reihen iiber S (in der Unbestimmten X) (nach P. Laurent (1813-1854)). Ist FF =
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an"o ¢, X" in SX] mit ¢,y # 0, s0ist F/X™ = X" 3" Cyppy X" "0 Jede Lau-
rent-Reihe G # 0 in S(( X)) hat also eine eindeutige Darstellung

G=X"Gy=) a,X"=a,X" +a,n X" +a, X"+ a, #0.

n=v

mit der Ordnung v = v(G) € Z von G und einer Potenzreihe Gy = ), g ap+v X" €
S[X] der Ordnung 0. Man schreibt auch G = )", _, a, X", wobeia, = 0 fiirn < v ge-
setzt ist. Der Summand ), _,a, X" heift der Hauptteil und >, ., a,X" der Nebenteil
von G. S(X)) ist der Unterraum des Produkts [ [,., SX”, fiir dessen Elemente jeweils die
Komponenten a, X", n geniigend klein (n < 0), verschwinden, womit sich auch die X -
adische Topologie von S[X] auf S(X) erweitert wird. S(X) enthilt die S-Algebra der
Laurent-Polynome S[X]y = S[X, X~!], deren Nebenteile Polynome sind. Ist S = K
ein Korper, so ist K(X)) der Quotientenkérper des diskreten Bewertungsrings K[X] und
G +— v(G) (mit (v(0) = oo) seine Standardbewertung. —v(G) heilit die Polstellenord-
nung von G € K(X)).

Wir spezialisieren nun auf den Fall, dass S = K ist. Eine Potenzreihe F = ) a, X" €
K[X] interpretieren wir jetzt als die Reihe Y - ; a,x", d.h. als Folge der Polynomfunk-
tionen F,(x) = Y _, apx* auf K, n € N, deren Konvergenzverhalten wir untersuchen
wollen.

Lemma 1.2.5 Sei a,, n € N, eine Folge in K und b € K. Die Folge a,b", n € N,
sei beschrinkt. Dann ist die Potenzreihe F(x) = Y 0 a,x" auf dem Kreis B(0;|b|)
kompakt konvergent, d. h. auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe B(0; r) mit Radius r <
|b| gleichmdifig konvergent. Sie ist auf einer solchen Kreisscheibe B(0;r) sogar normal
konvergent, d. h. die Familie a,x", n € N, normal summierbar. Insbesondere definiert die
Potenzreihe F eine stetige Funktion x +— F(x) auf B(0;r).

Beweis Es geniigt, die normale Summierbarkeit von a,x", n € N, zu zeigen, vgl. Ab-
schn. 1.1. Sei b # O und |a,b|" < M fiir alle n € N. Fiir |x| < r < |b| gilt dann

|anx"| < lag|r" = la,b"|(r/|b])" < M (r/|b])"
und M Y, o (r/1b])" < 0o wegen r/|b| < 1. O

Satz 1.2.6 Sei F(x) = Y, a,x" eine Potenzreihe mit a, € K. Dann gibt es ein R € R,
mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes x € K mit |x| < R konvergiert die Potenzreihe
und fiir jedes x € K mit |x| > R divergiert sie. Auf der offenen Kreisscheibe B(0; R) ist F
kompakt konvergent und definiert dort eine stetige Funktion x — F(x). Es gilt sogar: Auf
jeder abgeschlossenen Kreisscheibe B(0;r), r < R, ist die Familie a,x", n € N, normal
summierbar.
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Beweis Fiir x = 0 konvergiert die Potenzreihe. Sei R € R, das Supremum der reellen
Zahlen |x| derart, dass die Potenzreihe an der Stelle x € K konvergiert. Sei nun r < R.
Dann gibt es eine Stelle b € K mit r < |b| < R, an der die Potenzreihe konvergiert. Also
ista,x",n € N, auf B(0; r) normal summierbar nach Lemma 1.2.5. Ist hingegen |x| > R,
so divergiert die Potenzreihe an der Stelle x nach Definition von R. a

Definition 1.2.7 Die Zahl R in Satz 1.2.6 heif3it der Konvergenzradius der Potenzreihe
> a,x". Die Menge der x € K mit |[x| < R heiRt der Konvergenzkreis (bzw. im Fall
K = R auch das Konvergenzintervall) der Potenzreihe. Ist R > 0, so heif3t die Potenz-
reihe konvergent, andernfalls divergent.

Beispiel 1.2.8 Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe auf dem Rand S(0; R) ihres
Konvergenzkreises B(0; R) ist von Fall zu Fall verschieden. Die Potenzreihen Y - x",
> > x"/nund Y 7, x"/n? haben alle den Konvergenzradius 1. Die erste Reihe kon-
vergiert fiir kein x mit |x| = 1, die zweite Reihe konvergiert fiir alle x # 1 mit |x| = 1,
vgl. Satz 1.2.12. Die dritte Reihe konvergiert, wie man durch Vergleich mit der Reihe
3" 1/n? feststellt, auf dem abgeschlossenen Einheitskreis B(0; 1) normal; insbesondere
konvergiert sie fiir alle x mit |x| = 1. <&

Sei F =), a,X" € K[X] eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
0. Nach Satz 1.2.6 konvergiert die Reihe F auf dem Konvergenzkreis B(0; R) kompakt
und stellt dort eine stetige Funktion F:B(0; R) — K, x — F(x) = ), a,x", dar. Die
Werte dieser Funktion liefern wichtige Abschitzungen fiir die Koeffizienten a,,:

Satz 1.2.9 (Cauchysche Ungleichungen) Sei F =) a,X" € C[X] eine konvergente
Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und sei 0 < r < R. Es gelte |F(x)| <M € R,
fiiralle x € S(0;r) = {x € C | |x| = r}. Dann ist |a,| < M/r" fiir allen € N.

Beweis Ohne Einschrinkung sei r = 1. Sonst betrachte man die Potenzreihe ), a,r" X"
mit Konvergenzradius R/r > 1. Ferner sei ¢ > 0. Wegen der gleichmifigen Konvergenz
der Reihe F auf S(0;1) gibt es ein np € N mit |F,(x)] < M + ¢ fiir die Polynome
F,:=ap+a;X +---+a,_1X"',n > ng,und alle x € S(0; 1). Nach [14], Aufg. 3.5.8
gilt

n—1
1 _
a, := ;ZF,,({L‘){,,”I‘, v=0,...n—1,
k=0
mit den n-ten Einheitswurzeln 1, ¢, . . ., C,’,"l. Fiir alle n > n folgt also
lay| <Max (|F,(t),k=0,...n—1) <M +e, v=0,....n—L

Da ¢ beliebig war, ist |a,| < M fiirallen € N. |
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Abb. 1.3 Bereich gleich-
méiBiger Konvergenz beim b
Abelschen Grenzwertsatz

Das Verhalten der durch eine Potenzreihe definierten Funktion in einem Randpunkt
des Konvergenzkreises, in dem die Reihe noch konvergiert, wird durch den folgenden
bedeutsamen Satz von N. Abel (1802-1829) beschrieben.

Satz 1.2.10 (Abelscher Grenzwertsatz) Sei Y a,x" € K[X] eine konvergente Potenz-
reihe mit dem Konvergenzradius R < oo. In einem Punkt b auf dem Rand des Konvergenz-
kreises sei die Reihe konvergent. Dann konvergiert sie gleichmdf3ig auf jeder Teilmenge D
von B(0; R), auf der |b — x|/(R — |x|) beschrdnkt bleibt. Insbesondere ist in dieser Si-
tuation die Grenzfunktion auf D U {b} stetig. — Beispiele fiir solche Teilmengen D sind
die radiale Strecke von 0 nach b (auf der |b — x|/(R — |x|) konstant gleich 1 ist) oder
allgemeiner jede Teilmenge von B(0; R) der in Abb. 1.3 dargestellten Form.

Beweis Nach dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz ist zu gegebenem
& > 0 ein ng zu finden mit | Zzzm akxk| < efiirn > m > nyund alle x € D. Mit Abel-
scher partieller Summation, vgl. [14], Satz 3.6.20, erhilt man fiir A := Zf:m a jbj und
q:=x/b

n n n—1
Yoaxt =) abtqt =) Adt 4" + Mg
k=m k=m k=m

Da die Potenzreihe im Punkt b konvergiert, konnen wir ny so grol wihlen, dass stets
|Ar| < & ist, falls ¢ > 0 vorgegeben ist. Fiir x € D folgt

n o0 1_
)Zakxk‘ §£/|1—q|Z|q|k+8/q” §e/|1_|;]: +&
k=m k=m

7 |b__x| / _
—S(R_|x|+l)§£(M+l)—8,

wobei M eine obere Schranke fiir die Werte von |b — x|/ (R — |x|) auf D istund &' :=
e/(M + 1) gesetzt wurde.

Aus schreibtechnischen Griinden erldutern wir nur im Fall » = 1, dass die im
Abelschen Konvergenzkriterium 1.2.10 angegebene Beschrinktheitsbedingung fiir die
in Abb. 1.3 skizzierten Mengen D erfiillt ist. In diesem Fall ldsst sich die Menge D N U
in einer geeigneten Umgebung U von 1 bis auf den Punkt b = 1 in der Form

{(xeC||J3x|<C(1—-9%x), 0<1—-9%x <e¢}
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Abb. 1.4 Konvergenzbereich
der Reihe Y x"/n

schreiben. Dabei sind ¢ und C positive Konstanten, wobei tiberdies ¢ < Min (1,1/2C o)
gewihlt sei. Es geniigt dann zu zeigen, dass

L= _ [T=xf@+]xp) [T —x]

1 —|x| 1 —|x|? 1= x]?

auf dieser Menge beschriinkt bleibt. Setzen wir x = « 4 i, @, B € R, so ist aber

1—x] _VU-e)?+p _ J1+@/(1-a)

= 1+C2
[ Gy Dl gy ey R R

wegena > 0und B2/(1 —a) < C*(1 —a) < C?e < 1/2. O

Beispiel 1.2.11 Die Potenzreihe Y 2, x"/n konvergiert, wie sofort mit dem Dirichlet-
schen Konvergenzkriterium aus [14], Satz 3.6.22, folgt, fiir alle Punkte x # 1 auf dem
Rand {x | |x| = 1} des Konvergenzkreises B(0; 1). Auf jeden dieser Punkte lésst sich
also der Abelsche Grenzwertsatz anwenden. Wir werden bald zeigen (vgl. Satz 2.2.4 und
Beispiel 2.2.5, dass fiir |x| < 1 gilt

n

i% = —In(1 — x).

n=1

Diese Gleichung gilt dann auch noch fiir alle x mit x # 1 und |x| = 1 wegen der Stetigkeit
der Logarithmusfunktion. Fiir x = —i ergeben sich wegen In(1 + 1) = % In2 4 %in durch
Trennen von Real- und Imaginirteil die schon in Band 1 erwihnten Gleichungen

o 1))11 (l)n T
Z =Inz und Z2n+1 I

Die erste Gleichung gewinnt man auch fiir x = —1. — Schérfer als der Abelsche Grenz-
wertsatz gilt fiir die Reihe ) x"/n sogar:

Satz 1.2.12 Die Reihe Y oo, x"/n konvergiert gleichmiifig auf jeder Menge der in
Abb. 1.4 dargestellten Form B(0; 1) —B(1; 1), wobei r > 0 beliebig klein gewdihlt werden
kann.
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Beweis Wir verwenden wieder Abelsche partielle Summation. Sei € > 0 vorgegeben. Fiir
allen > m > 2/er und alle x € E(O; 1) —B(1;r) gilt

- E ()G - (]

= k=m j=
n—l k4 m n+1 m
X =x" 1 1 x"Th—=x" 1
P e e [ e
x—1 k k+1 x—1 In
k=m
2 11 1 2 2
< <___+_)=—<_<g, O
T |lx=1\m n n mlx =1 =~ mr —
Zu einer Verallgemeinerung von Satz 1.2.12 siehe Satz 2.2.17. <

Eine (konvergente) Potenzreihe F = ) a,X" € K[X] mit Konvergenzradius R >
0 definiert nach Satz 1.2.6 eine stetige Funktion F:x — F(x) = ) a,x" auf dem
Konvergenzkreis B(a; R). Zunichst zeigen wir, dass eine Funktion die sie beschreibende
Potenzreihe (d. h. ihre Koeffizienten) eindeutig bestimmt. Dies ergibt sich sofort aus dem
folgenden schirferen Resultat:

Satz 1.2.13 (Identitiitssatz fiir Potenzreihen) Seien F = ) a,X" und G = }_ b, X"
konvergente Potenzreihen in K[ X|]. Gibt es dann eine Folge (x) in K mit x; # 0 fiir alle
k und limy x;, = O derart, dass fiir jedes k € N beide Potenzreihen in xj konvergieren
und F(x;) = G(xi) ist, soist F = G, d. h. a, = b, fiir allen € N.

Beweis Wir konnen annehmen, dass alle x; in den Konvergenzkreisen von F und G
liegen. Angenommen, es gibe ein n mit a,, # b,,. Wir wihlen ny minimal. Dann gilt

oo

0=(F—G)xx) = D (@ —b)x} =x;° D (@nysn — bugn)x}.

n=n =0

Wegen x; # 0 verschwindet die konvergente Potenzreihe H := Y 7 (dyyn — bug+n) X"
in jedem der Punkte x;. Da H eine in 0 stetige Funktion beschreibt, ergibt sich der Wi-
derspruch 0 # a,, — b,, = H(0) = limy_, H(xx) = 0. O

Definiert z. B. die konvergente Potenzreihe F = ) a,X" in einer Umgebung von
0 eine gerade Funktion, so ist ), a,x} = F(xx) = F(=x) = Y_,(—1)"a,x] fiir eine
Nullfolge (x;) in K*. Nach dem Identititssatz ist daher a,, = (—1)"a, firallen € N, d.h.
esista, = O fiir alle ungeraden n € N. Entsprechend gilt @, = 0 fiir alle geraden n, wenn
F in einer Umgebung von 0 eine ungerade Funktion definiert. (Vgl. auch Aufg. 1.3.4.)

Wegen des Identitétssatzes kdnnen wir also eine konvergente Potenzreihe wie schon
oben geschehen mit der durch sie beschriebenen Funktion identifizieren. Interpretieren
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wir eine konvergente Potenzreihe als Funktion, so schreiben wir die Unbestimmten auch
mit kleinen Buchstaben, also etwa F = F(x) = ), a,x". Die iiblichen Operationen
fiir Funktionen korrespondieren mit den am Anfang dieses Abschnitts definierten forma-
len Operationen fiir Potenzreihen. Um dies zu beschreiben, fithren wir zunichst einige
Bezeichnungen ein.

Die Menge der konvergenten Potenzreihen in K[ X] bezeichnen wir mit

K{X)-

Nach Lemma 1.2.5 gehort eine Potenzreihe F = )", a, X" genau dann zu K (X)), wenn
esein’ € R gibt derart, dass die 7-Norm

IF =" lanlt”
eN

von F endlich ist. Fiir festes 1 € R ist || —||, die Summennorm auf K[X] = [, KX",
wobei der Faktor KX” die Norm [|[a X"|; = |a|t" trigt. Da KX" =~ K mit dieser Norm
vollstindig ist, ist auch (K[XT], ||—|;) vollstindig, vgl. [14], Beispiel 4.5.4 (2), und

B, :={F e K[X] | | F]; < oo}

ein K-Banach-Raum. B, ist sogar eine K-Banach-Algebra, da ||1||, = 1 ist und fiir ' =
d>,anX"und G =), b, X"

1FGI =Y | D awbui" = D7 (X bl lbuid )" = (X lanle”) (3 1oale”)
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 n=0
= IFl 1G]l
gilt. Wegen ||—||; < |-, ist B, € B fiir0 <s <t < oo und
K(x)=J 8= J Bim
teR% neN*

eine K-Unteralgebra von K[X]. Sie ist ebenfalls ein diskreter Bewertungsring mit den
Hauuptidealen K{X ) X", n € N, als einzigen Idealen # 0 und dem Quotientenkorper

KEX G = K{X)x < K(X)

derjenigen Laurent-Reihen tiber K, deren Nebenteile konvergent sind, d. h. in K{ X)) lie-
gen. Ist I eine solche Laurent-Reihe und R > 0 der Konvergenzradius des Nebenteils
von F, so definiert F eine stetige Funktion F:B(0; R) — {0} — K, x > F(x), auf dem
punktierten Kreis B(0; R) — {0}. Es ist lim,_,( F(x) = oo, falls v(F) < 0, d.h. F kein
Element von K { X')) ist. Man sagt dann, F habe in 0 einen Pol der Ordnung —v(F).
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Eine konvergente Potenzreihe F = ) a,X" € K{X) mit Konvergenzradius
R > 0 definiert fiir jedes a € K auf dem Kreis B(a; R) die ebenfalls stetige Funktion
x = F(x —a) = ) ,a,(x —a)". Die Familie a,(x — a)", n € N, ist auf jedem
Kreis B(a;r), 0 < r < R, normal summierbar. Wir nennen die Reihen Zn a,(X —a)"
Potenzreihen mit Entwicklungspunkt a und bezeichnen die K-Algebra dieser Reihen
mit

K[X —a] bzw.mit K{X —a),

sowie mit K(X — @)) bzw. mit K{ X — a}} ihren Quotientenkorper. Bei der Untersuchung
von Potenzreihen kann man sich natiirlich in der Regel wie bisher auf den Fall @ = 0
beschrinken. Entsprechende Aussagen lassen sich dann sofort auf den allgemeinen Fall
iibertragen.

Wir besprechen nun die angekiindigte Korrespondenz zwischen den Operationen fiir
Funktionen und denen der sie beschreibenden Potenzreihen. Einfach zu behandeln sind
Summe und Produkt von Potenzreihen.

Satz 1.2.14 Seien F = ), a,X" und g = ), b,X" Potenzreihen in K(X ) mit den
Konvergenzradien R bzw. S. Dann gilt:

(1) Die Summe F + G = ), (a, + b,)X" hat einen Konvergenzradius > Min (R, S)
und stellt auf B(0; Min (R, S)) die Funktion F + G dar.

(2) Das (Cauchy-)Produkt FG = )", ¢, X" (mit ¢, = Y _o akby—i) hat einen Konver-
genzradius > Min (R, S) und stellt auf B(0; Min (R, S)) die Funktion FG dar.

Beweis (1) ist selbstverstindlich. (2) ergibt sich aus Satz 3.7.14 in [14], da die Potenzrei-
hen F und G fiir |x| < Min (R, S) absolut konvergieren. |

Die durch die konvergente Potenzreihe F = ) a, X" beschriebene Funktion lésst sich
in einer Umgebung eines jeden Punktes b ihres Konvergenzkreises B(0; R) durch eine
Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt b darstellen. Genauer gilt:

Satz 1.2.15 (Entwickeln von Potenzreihen) Sei FF = Zn a, X" eine konvergente Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius R. Ferner sei b ein Punkt mit |b| < R. Dann gibt es eine
konvergente Potenzreihe ), b,(X — b)" mit dem Entwicklungspunkt b und einem Kon-
vergenzradius > R — |b| derart, dass F(x) = )_, b,(x — b)" fiir alle x € B(b; R — |b])
gilt, vgl. Abb. 1.5. Fiirk € N ist

b = i (Z)anb"k.

n=k
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Abb. 1.5 Konvergenzkreis

beim Entwickeln um b . R- |b|

Beweis Sei b # 0. Wir betrachten ein x € K mit |[x — b| < R — |b|. Dafiir ist |[x| < R
und folglich

Fm:ian Zan (x —b) +b) zian( > ( ) x =) pt).
n=0 n=0 n=0 =0

Die Familie a,, (}) (x — b)*b"™*, (n, k) € N2, ist (nach [14], Lemma 3.7.12) summierbar,

da
Zlan (Z( )|x 1) = X lanl (1 = b1+ 1b1)" < o0

ist wegen |x — b| + |b| < R. Nach dem grofien Umordnungssatz (vgl. [14], Satz 3.7.11)
ist daher
n
F(x) = ( anb”_k) x —b)k. O
0= H(E (e

Dem formalen Einsetzen von Potenzreihen entspricht die Komposition der zugehdrigen
Funktionen. Genauer gilt:

Satz 1.2.16 (Einsetzen von Potenzreihen) Seien F = ) a,X" und G = ), b, X"
konvergente Potenzreihen mit F(0) = 0, d. h. v(F) > 1, und den (positiven) Konvergenz-
radien R bzw. S. Gilt ||F||; < S fiireint € R*, so ist H := G(F) eine konvergente
Potenzreihe mit Konvergenzradius > t und es ist H(x) = G(F(x)) fiir alle x € B(0;1t).
Dabeiist | H | < Glljry.-

Beweis Man beachte, dass es wegen F(0) = 0 iiberhaupt Elemente t > O mit || F|, < S
gibt. Sei nun x € K mit x| < 7. Dannist |F(x)| < Y |a,|[x]" = [|[Fllx < |Fll: < S
und folglich existiert

G(F(x) =) by(F(x))".
n=0

Nach Satz 1.2.14 (2) gilt (F(x))n = F"(x), wobei F" =) ¢y,,X" die n-te Potenz
der Potenzreihe F ist. Es ist || F"||; < ||F|? (da (B, ||—||;) eine normierte K-Algebra
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ist), und wegen v(F") > n ist ¢;,, = O fiir m < n. Ferner ist die Familie b,c,, ,x",
(n,m) € N2, summierbar, denn es ist

oo oo oo
Dbl D lemal X1 < D 1Bl IF T = G llyry, < oo,
n=0 m=0 n=0

vgl. [14], Lemma 3.7.12. Daher kann man umordnen, vgl. [14], Satz 3.7.11, und erhilt

G(F(x) = i (ibncm,n)x’" = H(x).

m=0 n=0

Die Aussage iiber die -Norm von H ist dabei mitbewiesen worden. O

Der vorstehende Satz besagt insbesondere, dass der Konvergenzradius von H = G(F)
in der dort beschriebenen Situation mindestens R ist, wenn S = oo ist. Mit Satz 1.2.16
lasst sich auch sehr einfach beweisen, dass die Kehrwertbildung von Funktionen mit der
von Potenzreihen korrespondiert.

Satz 1.2.17 (Invertieren von Potenzreihen) Sei F = ), a, X" eine konvergente Po-
tenzreihe mit ay = F(0) # 0. Dann ist der Kehrwert H := 1/ F ebenfalls eine kon-
vergente Potenzreihe (d. h. es ist K{X)* = K{X) N K[X]*), und fiir alle x in einer
geniigend kleinen Umgebung von 0 gilt 1/ F(x) = H(x).

Beweis Wir konnen ag = 1 annehmen. Fiir alle x mit |1 — F(x)| < 1 ist dann

1 1
F(x) 1—(1—F(x))

=G(1 - F(x)),

wobei G :=1/(1 —X) =), X" die geometrische Reihe ist. Nach Satz 1.2.16 gilt aber
G(1 - F(x)) = (G(1 — F))(x) fiir | x| klein genug. O

Zusammen mit Satz 1.2.14(2) folgt aus Satz 1.2.17, dass auch Quotienten /G von
konvergenten Potenzreihen F, G € K{ X)) mit G(0) # 0 konvergente Potenzreihen sind.

Sei F' € K{X}) eine konvergente Potenzreihe mit F(0) = 0 und F’(0) # 0. Nach
Proposition 1.2.4 gibt es eine Potenzreihe G € K[X] mit G(0) = 0, G'(0) = 1/F’(0) #
0 und G(F) = F(G) = X, d.h. die Einsetzungshomomorphismen ¢z und ¢¢ sind
zueinander invers. Wir zeigen, dass mit F auch G konvergent ist. Dann induzieren ¢p
und ¢ nach Satz 1.2.16 auch zueinander inverse K-Algebraautomorphismen von K { X')).
Zum Beweis der Konvergenz von G konnen wir F'(0) = 1,d.h. F = X 4 X? P mit einer
Potenzreihe P € K{X) annehmen und benutzen dann die Darstellung von G aus dem
Beweis von Proposition 1.2.4 als Limes in K[ X] der rekursive definierten Folge

Go=0, G,i1=X-GP(G,), neN.
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Essei S := || P|; < cofiireins € RX.Fiiraller € R} mit¢ < %T, T := Min (s, 1/285),
hat man dann |G, ||; < T. Dies gilt ndmlich fiir n = 0, und beim Schluss von n auf n + 1
erhilt man

1
1Gasille =t +1Gll7 - I PG, < 5T +T*S < T.

Dann gilt aber auch |G|, < T fiir alle t < %T, vgl. Aufg. 1.2.34. Jetzt konnen wir
beweisen:

Satz 1.2.18 (Umkehren konvergenter Potenzreihen) Sei F € K{ X)) eine konvergente
Potenzreihe mit F(0) = 0, F'(0) # 0 und G € K{X)) die konvergente Potenzreihe mit
G0) = 0, G'(0) = 1/F'(0) # 0 sowie G(F) = F(G) = X. Dann gibt es offene
Umgebungen U und V von 0 in K derart, dass F:U — V eine bijektive Abbildung von
U aufV definiert und G die zugehérige Umkehrabbildung®.

Beweis Seien Up, V] C K die (offenen) Konvergenzkreise von F bzw. G. Dann definieren
F und G stetige Funktionen F:U; — K und G:V; — K mit F(0) = G(0) = 0.
Nach Satz 1.2.16 gibt es offene Umgebungen U, € U; und V, C V) von 0 derart, dass
G(F(x)) = x firalle x € U, bzw. F(G(x)) = x fiir alle x € V; gilt. Die Behauptung
ergibt sich dann aus folgendem allgemeinen Lemma. O

Lemma 1.2.19 Seien X, Y topologische Ridume und xo € X sowie yy € Y. Ferner seien
f:U — Y und g: Vi — X stetige Abbildungen auf Umgebungen Uy C X von xq bzw.
Vi C Y von yy mit f(xo) = yo und g(yo) = xo. Es gelte g( f(x)) = x fiir alle x in einer
Umgebung U, C U, von xo und f(g(y)) = y fiir alle y in einer Umgebung V, C Vi von
Yo. Dann gibt es offene Umgebungen U C U, von xg und V. C V| von yy derart, dass f
und g zueinander inverse Homoomorphismen U —> V bzw. V > U induzieren. (Man
sagt in diesem Fall, f sei ein lokaler Homéomorphimus im Punkt x,.)

Beweis Man kann U := l}z N f‘l(Io/z) und V := Iz n g_l(&z) wiihlen, wobei ° jeweils
die Bildung des offenen Kerns in X bzw. Y bezeichnet. Man beachte dabei, dass fiir einen
Teilraum Z eines topologischen Raumes X der Durchschnitt A N B eine offene Menge in
X ist, falls A € Z offenin X istund B C Z offenin Z. O

Wir werden Satz 1.2.18 in Bd. 5 mit dem Satz iiber implizite Funktionen (fiir den
analytischen Fall) wesentlich verallgemeinern.

Sei F = Y 2 a,(X — a)" eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Fiir m € N
heiBt das Polynom » " a,(X — a)" die Entwicklung von F in a bis zur Ordnung m.
Ist F konvergentund m € N, so gilt

F(-x) = ian(x — a)” + O((X _a)m-H)

n=0

4Man verwechsele die Umkehrabbildung F~! nicht mit dem Kehrwert 1/ F.
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und insbesondere F(x) = Y " ja,(x —a)" + O((x — a)’”) fiir x — a, vgl. auch
Aufg. 1.2.34. Um Summe und Produkt zweier Potenzreihen F' und G bis zur Ordnung
m zu berechnen, geniigt es, die Reihen F und G bis zur Ordnung m zu kennen. Eine
analoge Bemerkung gilt fiir das Einsetzen gemif} Satz 1.2.16, das Invertieren gemil Satz
1.2.17 und auch fiir das Umkehren gema8 Satz 1.2.18.

Beispiel 1.2.20 (Berechnung des Kehrwerts einer Potenzreihe) Sei

oo
F=1+) a,X"€K[X]

n=1

eine Potenzreihe mit konstantem Term f(0) = a¢ = 1. Dann ist der Kehrwert

1/F=1+§:an”

n=1

ebenfalls eine Potenzreihe mit konstantem Term 1, deren n-ter Koeffizient b,, nur von den
Koeffizienten ay, ..., a, abhingt. Mit Hilfe des Polynomialsatzes, vgl. [14], 1.6.16 oder
2.6.3, ergibt sich aus der Gleichung

1 o0 o0 o0 m
— (1-F)" = —ap X*
F 1—(1—F) mX:: ) mX_%)(k_l “r )
zwar die explizite Darstellung b, = L,(ay, .. .,a,) mit den Polynomen
Li(Zi.,....Z,) = Z (_1)“|(| |)Z”6Z[Zl,...,Z], neN,
v=(1,....0)EN"

Vi 200 F v, =n

(Jv] = vy + - -+ 4 v,), meist ist es aber vorteilhafter, die aus der Gleichung

1= (1+ ianx*’)@ + ib,,x”) =1+ i (Xn:avbn,v)x"
n=1 n=1 n=1 v=0

resultierende Rekursion

b, + Zaubn_U =0, neN~¥

v=1

mit der Anfangsbedingung by = 1 zu benutzen. Dieser Kalkiil gilt fiir beliebige Potenz-
reihen 1 + F, F € S[X]X, mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring S. Fiir die
Reihe

o0
X" X X2 x3 x¢
F:: :1 — I _— — "'e X
Zn+l R e Q[X]

n=0
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mit F(x) = —(In(1 — x))/x fiir x € B¢ (0; 1) — {1}, vgl. Beispiel 1.2.11, ergibt sich so

1 S NS X X% X3 19x* 3x°
P (X)) =
F n=0n+1

Man zeigt induktiv, dass fiir dieses F' die Koeffizienten b, der Potenzreihe von 1/ F fiir

n > 0 negativ sind. Z.B. gilt ¢, := —b, > 1/n*(n + 1) fiir n > 1. Der Konver-
genzradius von 1/F ist 1. Der Abelsche Grenzwertsatz 1.2.10 liefert ) .~ ¢, = 1 und
> (=), = =14 (1/1n2). <&

Beispiel 1.2.21 (Potenzreihendarstellung rationaler Funktionen) Sei F/G eine ra-
tionale Funktion mit Polynomen F, G € C[X], wobei der Nenner G im Nullpunkt nicht
verschwinde. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei G(0) = 1. Division mit Rest lie-
fert eine Darstellung F/G = Q + R/G mit Polynomen Q und R und Grad R < Grad G.
Fiir die Potenzreihenentwicklung

g =Y aX* e C{X)
k=0

konnen wir also F = R, d.h. Grad F < Grad G annehmen. Die Zerlegung des Nenners in
Linearfaktoren geméfl dem Fundamentalsatz der Algebra, vgl. [14], Satz 3.9.7, schreiben
wir in der Form

G=>0-pX)"---(1-pX)"

mit paarweise verschiedenen B, ..., 8, € C* (die die Kehrwerte der Nullstellen von G
sind). Ferner konnen wir annehmen, dass F' und G keine gemeinsame Nullstelle haben.
F /G besitzt die Partialbruchzerlegung

:3 rl :3 rny,

EZL—I—”'-FL-F”'-F B T ] —
G (1-p1X) (1—=pB1x)m (1-8,X) (1-B.x)"

vgl. [14], Satz 2.10.26 und insbesondere die Bemerkung nach dem Beweis von Satz
2.10.28. Daraus gewinnt man sofort die Potenzreihe von F/G, da nach Beispiel 1.2.3
fiir beliebige § € C* und n € N* die Gleichung

1 N (k+n—1\_, .
—_— = X
(1-BX) k_o( n—1 )ﬂ

gilt. Es ist also
ap = Pi(k)BY + -+ P (K)B;.

wobei die P, € C[Z] Polynome vom Grade n,—1sind, p = 1, ...,r. Der Leitkoeffizient
von P, ist By, /(n, — 1)! mit

,BU ng
IBP"p = F(l/ﬂp)/l_[(l_ﬂ_p) .

aF#p
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Da die Potenzreihen 1/(1 — fX)" fir § € C* und n € N* den Konvergenzradius 1/8
besitzen, ergibt sich iiberdies: Die Potenzreihe F/G € C{X)) hat als Konvergenzradius
das Minimum der Betriige der Nullstellen von G.°> Hat B, fiir alle p > 1 die Eigenschaft,
dass |B,| < |B1]| ist und iiberdies n, < n; gilt bei |B,| = |B1], so ergibt sich fiir k — oo
die asymptotische Beziehung

ax ~ B k"7 BY/(ny — D).

Insbesondere ist in diesem Fall !
aj

A, a1 B
diejenige Nullstelle 1/8, des Polynoms G, deren Betrag unter den Betrigen aller sei-
ner Nullstellen 1/By, ..., 1/B, minimal ist. Die Konvergenz ist besonders giinstig, wenn
|B,] < |Bi| ist fiir alle p > 1. Dieses Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von
Polynomen ist von D. Bernoulli (1700-1782) angegeben worden. Besitzt das normierte
Polynom H = dy + -+ + d,_1 X" + X", dy # 0, eine betragsmiBig groBte Nullstel-
le o derart, dass alle anderen Nullstellen vom Betrag |«| eine kleinere Ordnung als die
Nullstelle o haben, so kann man zur Berechnung von « die vorstehende Methode auf das
reziproke Polynom X" H(1/X) = 14+d,_1 X +---+dy X" anwenden, dessen Nullstellen
die Inversen der Nullstellen von H sind (jeweils mit derselben Vielfachheit). <

Beispiel 1.2.22 Seien wieder F,G € C[X], G # 0, mit Grad F < Grad G, aber nicht
notwendig ggT(F, G) = 1. Dann hat der Nenner der gekiirzten Darstellung von F/G die
Form (1 — g1 X)™ .--(1 — B, X)™ mit0 < m, < n,, p = 1,...,r. Die Potenzreihen
F/G =Y a;X¥sindbei G = 1 +¢; X + -+ ¢, X" wegen F = (3. a; X¥)G die
erzeugenden Funktionen der Folgen (ay), die der Rekursionsgleichung

ar +crak—1 + -+ cpak—, =0, k>n,

geniigen, wobeidie Anfangswerte ay, . . ., a,—; mitden Koeffizienten von F' = ZZ;B b Xk
durch die Gleichungen

by =ar +ciap_y +--+crag, k=0,...,n—1,

zusammenhingen (co = 1).Da ) ., C (Z\t’; 1) fiir jedes m € N* identisch ist mit dem

Raum C[Z],, aller komplexen Polynome vom Grad < m in der Unbestimmten Z, folgt:
Satz 1.2.23 Seiency,...,c, € C, ¢, # 0, und gelte

Gi=1l+e X+ 4eX" =(1=pX)1 - (1—B,X)"

5 Dies gilt natiirlich auch, wenn Grad F' > Grad G ist.
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mit paarweise verschiedenen By, ...,B, € C*. Die Folgen a;, € C, k € N, die der
Rekursionsgleichung

ap +c1ag-1 + -+ capn =0, k=n,
geniigen, sind genau die Folgen
Puk)BY + -+ P (k)B; . k€N,

mit Polynomfunktionen P, € C[X]vom Grade < n,, p = 1,...,r. Insbesondere bilden
diese Folgen einen C-Vektorraum der Dimension n.

Da der C-Vektorraum der Folgen (a;) € CYN in Satz 1.2.23 trivialerweise die Dimensi-

on n hat — die Folgen (¢;) = (exi )k, k = 0,...,n — 1, mit den Anfangswerten e;; = Jy;,
0 < k < n, bilden eine Basis —, ergibt sich, dass die Folgen k/P,B’;, 0 < Jj, < np,
p = 1,...,r, eine C-Basis dieses Raums bilden und insbesondere linear unabhdingig

iiber C sind. Die Folgen (a;) € CN, die die Rekursionsgleichung aus Satz 1.2.23 nur
fiir alle k > n 4 no mit einem 1y € N erfiillen, gewinnt man aus den dort angegebenen
aus Addition der Folgen (a;) mit a; = 0 fiir k > ny. Ihre erzeugenden Funktionen sind
die rationalen Funktionen F/G mit Grad F < n + ng. Ist F = Y, by X* € C[X] eine
beliebige Potenzreihe, so sind die erzeugenden Funktionen der Folgen (a;) € CN, die der
Rekursionsgleichung

ak + c1ak-1 + -+ + Chlg—n = br, k= n,
geniigen, die Potenzreihen % = g + %, wobei F; ein Polynom vom Grade < n =
Grad G ist.

Die obigen Uberlegungen gelten auch iiber einem beliebigen Kérper K der Charak-
teristik 0 an Stelle von C. Fiir einen Korper positiver Charakteristik p hat man fiir die
Nullstellenordnungen 7y, ...,n, € N* der Nullstellen 1/8;,...,1/8, von G voraus-
zusetzen, dass n, < p ist. Im allgemeinen Fall hat man die Folgen P,(k), k € N,
P, € K[Z],,. durch die Folgen S d, (kj”_l) mit d,,....d,, € K zu ersetzen. (Man

-1
beachte, dass k” = k in K ist fiir alle k € N.) &

Beispiel 1.2.24 Wir betrachten einige explizite Beispiele zu den Potenzreihenentwick-
lungen rationaler Funktionen.

(1) Die Fibonacci-Folge (F;) mit Fp = 0,F; = 1 und F = Fr_; + Fx_5, k > 2, hat als
erzeugende Funktion die rationale Funktion

X X 1 ( 1 1

- 1-®X 1+X/®

1
- X—-X2 (1-0X)1+X/®) > ) ®:= 5(1+«/§),
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woraus die Binetschen Formeln

1
Fo = — (& — (=)fd¥), keN,
k ﬁ( (=1 )

und die asymptotische Gleichheit F, ~ ®/+/5 fiir k — oo folgen, vgl. [14], Beispiel
1.5.6.
Ein dhnliches Beispiel bilden die Rekursionen

WZ) =2 T2 =2, Tyoa(Z) = ZT,0(Z) - §T,(2)

und
U2) =1, UZ)=Z. UplZ) = ZUyi(Z) ~ U(2)

fiir die Tschebyschew-Polynome erster bzw. zweiter Art (vgl. Beispiel 3.5.8 und Aufg.
3.5.33 in [14]). Sie ergeben die folgenden Potenzreihen in (Q(Z))[X]:

2-ZX = iT (Z)X" ! = i U (Z)X"
1-2Z(X/2)+ (X/2)? &= Co1-2Z(X/)+(X/22 T =
oder
1-27ZX > 1 >
— =) T (D)X, ————— =) 2'U(2)X".
1-2ZX + X2 2::0 +(2) 1-2ZX + X2 2::0 n(2)

Sei z € R, |z| < 1. Die Nullstellen des Nenners 1 —2zX + X2 sind dann z £ iv/1 — z2.
Da diese den Betrag 1 haben, konvergieren die beiden Potenzreihen ), 2"~ T,,(z) X" und
>, 2"U,(z) X" fiir alle x € C mit |x| < 1. Insbesondere ergeben sich fiir z = cos ¢, ¢ €
R, wegen 2" T, (cos ¢) = cosng und 2" sinpU,(cos ¢) = sin(n + 1)¢ (vgl. loc. cit.)
die ,,Fourier-Entwicklungen

1 —xcosg = . xsing > 0
= x" cosng, = x" sinn
1 —2xcosg + x2 ; ¢ 1 —2xcosg + x2 ’; ¢
fiir alle ¢ € R und alle x € C mit |x| < 1. Man gewinnt diese freilich auch direkt aus der
geometrischen Reihe Y o ( X" (cos ¢ + ising)" = (1 — x(cos ¢ + isin qo))_l fir x € R,

|x] < 1,und ¢ € R durch Trennen von Real- und Imaginérteil.

(2) Sei a = (ayp)ren eine Folge komplexer Zahlen. Die Differenzenfolge zu « ist de-

finitionsgemih die Folge Aa mit (Aa)y := ax+1 — ax, k € N. Fiir die erzeugenden

Funktionen F = Y a; X¥ und AF := Y (Aa) X¥ gilt X(AF) = F — XF — F(0), also
F(0) XAF

F=—2 .
—x T1-x
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Durch Iteration liefert dies fiir alle k € N

P Xk: (A”F)(O)X” XK+l A+l R
- ~ (1—X)+! (1 — X)k+1 "

Fiir k — oo folgt

1 X . >
F= mH(m) mit H = Z:O(Aka)oxk.

Unter Verwendung der Gleichung X" (1 — X)~0+D = 3% (*)X* aus Beispiel 1.2.3

n
erhilt man iiberdies die Formeln

k
ay = Z(A”a)o (l;) k € N,

n=0

die F und die Folgenglieder a; durch die Anfangsglieder (A"a), der iterierten Differen-
zenfolgen A”a, n € N, beschreiben.

(ar) heiBt eine arithmetische Folge der Ordnung < m € N, wenn A" lqg = 0
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn F = ) a; X k eine rationale Funktion der Form
H(1 — X)~+D mit einem Polynom H vom Grade < m ist. Aquivalent dazu ist, dass

sich die a; in der Form
" k
= An = P k 5
a =) (A"a) (n) (k)

n=0
mit einem Polynom P € C[Z] vom Grade < m darstellen lassen, vgl. auch Satz 1.2.23.
Genau dann ist (ay) arithmetisch von der Ordnung genau m, wenn P den Grad m hat. Im
Falla = (k")ren, m € N, sind die Zahlen

identisch mit den Stirlingschen Zahlen zweiter Art S(m,n), die wir bereits in [14],
Aufg. 1.6.14 als die Anzahl der Aquivalenzrelationen auf einer m-elementigen Menge mit
genau n Aquivalenzklassen eingefiihrt haben. Einerseits gelten ndmlich definitionsgemiB
die Gleichungen

K™ = Z(A”a)o(ﬁ) = ;nlg(m»n)(l;)v k.m €N,

n=0

und andererseits ist k" die Anzahl der Abbildungen einer m-elementigen Menge in eine
k-elementige Menge, d. h. es ist

" k
k’”:Zn!S(m,n) , k,meN,
n=0 n
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da n!S(m,n) offenbar die Anzahl der surjektiven Abbildungen einer m-elementigen auf
eine n-elementige Menge ist. Mit dem Identititssatz fiir Polynome, vgl. [14], Satz 2.9.32,
folgt die Gleicheit S(m,n) = §(m, n) fiir alle n,m mit 0 < n < m. Mit den sogenannten
Binomialpolynomen (f) =XX—-1)--(X—n+1)/n! € Q[X],n € N, gelten also
die Polynomgleichungen

- X
X" = 1S(m, , N.
,;n (m n)(n) m €

Wegen der Gleichung (n + 1)(,},) = X (}) — n(¥) ist

n n

. m X m+1 X
m+1 __ —
Xt = E n!S(m,n)X(n) = E n!(nS(m,n)—I—S(m,n—l))(n).

n=0 n=0

Es ergibt sich die Rekursion S(m,0) = 8,50, S(0,n) = 8o, m,n € N,
S(m+ 1,n) =nS@m,n)+ Sm,n—1), meN,neN*,

die in [14] kombinatorisch begriindet wurde und die ebenfalls die Gleichungen S (m,n) =
S(m,n) liefert. Ferner gestattet sie, die Stirlingzahlen leicht zu berechnen. Die Zahlen
s(m,n) € N,0 <n < m,in den Gleichungen

X 1 &
= — Y (=1)""s(m.n)X" .meN,
(m) m! n=0

die umgekehrt die Binomialpolynome durch die Potenzen X", n € N, darstellen, heilen
die Stirlingschen Zahlen erster Art.° Sie erfiillen offenbar die Rekursion

s(0,n) =80, neN; s(m-+1,n)=ms(m,n)+s(mn—1), meN,neN*

Da die Polynomfunktionen x +— (Z), n € N, die ganzen Zahlen jeweils in sich abbilden,
folgt noch:

Proposition 1.2.25 Sei m € N. Fiir ein Polynom P = Y _ ¢, X" = Y0 d,(}) €

n=0"“n\,
C[X] vom Grad < m sind dquivalent:

(1) P(k) € Zfiirallek € Z.

(i) P(k) e Zfirk =0,1,...,m.

(iii) P(k) € Z fiir m + 1 aufeinanderfolgende ganze Zahlen k = ko, ko+1, ..., ko +m.
(iv) d, € Z fiirn =0,...,m.

% Fiiralle (m, n) € Z2, die nicht die Bedingung 0 < n < m erfiillen, setzt man S (m, n) = s(m,n) = 0.
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Insbesondere bildet eine Polynomfunktion Q € C|x] genau dann Z in sich ab, wenn
Q sich in der Form Y_, .y dy ( ) mit ganzzahligen Koeffizienten d, (von denen fast alle
verschwinden) darstellen ldisst.

Die erzeugenden Funktionen Y >, P(k)Z* € Z[Z] zu den Folgen P(k), k € N,
wobei P ein Polynom vom Grad < m wie in Proposition 1.2.25 ist, sind nach Beispiel
1.2.3 genau die Potenzreihen F/(1 — Z)"*! mit F € Z[Z], Grad F < m. Die Poly-
nomfunktionen Q € Q[x], die Z in sich abbilden, bilden einen Unterring von Q[x]. Es

X\(X - L+n X
=E , 0<m<n.
(m)(n) é=0<€,€+n—m,m—€><€+n>

Die Polynome auf beiden Seiten stimmen an allen Stellen x € N iiberein, was man etwa
durch Betrachten der Identitit (1 4+ S)*(1 4+ 7)* = (1 +S+T+S T))x gewinnt. Thre
Gleichheit folgt dann wieder mit dem Identititssatz fiir Polynome.

(3) Sei a = (ax)ren wieder eine beliebige Folge komplexer Zahlen mit erzeugender
Funktion F = ", ay X* € C[X]. Dann heift die Folge Za mit (Xa); := Zﬁ;lo a, die

Summenfolge zu a. Wegen (¥'a)y = O und A(Xa) = a gilt fiir die erzeugende Funktion
Y F von XYa nach (2) die Gleichung ¥ F = XF/(1 — X), und man hat fiir alle k € N:

k-1
(Ta) = Z(A"a)o( )

n=0

Speziell fiir eine arithmetische Folge a der Ordnung < m folgt die Summenformel

k—1 m . k
(Ya) = ;an = ;(A a)O(n + 1)

Bei (ax) = (k™) ergibt sich mit den Stirlingschen Zahlen zweiter Art, vgl. (2),

k
Zn Zz'S(m z)<k+1>.
n=0

Man erhilt dieses Ergebnis auch direkt mit Aufg. 1.6.4c¢) in [14] durch Summation aus
der bereits erwihnten Formel n = Y"/L il S(m, l)(:l) Wegen S(4,0) =0,S5(4,1) =1,
S4,2) =17,5(4,3) =6, S(4,4) = 1 ist beispielsweise

3 (A R L P R EE L
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Ubrigens ergibt sich aus der Formel n” = Y itS(m,i )(:’) mit Hilfe der binomi-
schen Umkehrformeln, vgl. Aufg. 1.2.17 ¢), die folgende explizite Darstellung der Zahlen
S(m,n):

n

S(m,n) = %Z(—l)”"‘ (Z)k’", m,n €N. o

T k=0

Beispiel 1.2.26 Wir betrachten ein Beispiel, das die in diesem Abschnitt besprochenen
Operationen fiir Potenzreihen in mehrfacher Weise benutzt. — Wir zeigen, dass fiir vorge-
gebenes y € R, y > /2, die Losung der Gleichung

x =y —arctanx !,

vgl. Aufg. 3.8.36f) in [14], eine Darstellung

2 13 146 781  16.328
3y3  15y5  105y7 315y 346511

mit einer konvergenten Potenzreihe g(z) = Y, b,z" hat. Mit z ;= y~! und w := x~ 1 ist
die angegebene Gleichung nidmlich dquivalent zu

1
x(1 4+ xlarctanx—1)

w(l + H(w)),

wobei 1 + H(w) die konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt O der Funktion
1/(1 4+ w arctan w) ist. Daraus folgt nach Satz 1.2.18 die Darstellung w = z(1 + G(z))
mit einer Potenzreihe G und schlieBlich

0 1

_ _ S I
=201 60) y=y"gly7),

wobei 1 —zg(z) = 1/(1 + G(z)) der Kehrwert der Reihe 1 + G(z) ist. Nachdem die

Existenz der behaupteten Potenzreihenentwicklung zumindest fiir grole y gesichert ist,

findet man ihre Koeffizienten am einfachsten durch Koeffizientenvergleich. Sei wieder
—1 .

z =y ".Esist

1 1 z
; — g(Z) = Z — arctan(Tg(z)),

g(z) = arctan _ bzw. (1 - zg(z)) tang(z) = z.
1—2zg(z)

H und dann auch G sind gerade Funktionen. Daher ist g ungerade, d.h. in der Po-

tenzreihe von g verschwinden die Koeffizienten by, k € N. Setzt man die bekannte

Potenzreihenentwicklung von tan ein (vgl. Beispiel 1.4.14), so gewinnt man durch Koef-

fizientenvergleich rekursiv die Koeffizienten von g(z). Die Rechnungen lassen sich aber
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vereinfachen, wenn wir die Ableitung g’ = ), - nb,z"~! von g benutzen’. Die erste
der obigen Identititen ergibt durch Differenziation unter Benutzung der Kettenregel

. 1+ 22 1 14 z%g’

02 2 o) 4 2
(1-zg)?* 1+ =y (1-zg)+:z

und somit die ,,einfache* Differenzialgleichung (1 —zg)?>g’ = 1. Setzen wir ¢y := by 1,
keN,alsozg =Y ey cxz2  Vund g’ = 3, .5 (2k + 1)cx 2%, so erhalten wir fiir die
¢y die Rekursionsgleichung

0=k + ey + 2k — Degydy + -+ codi, k>0,

mit der Anfangsbedingung ¢y = 1, wobei die d; die Koeffizienten von (1 — zg)? =
L4 Ypen diz™ sind: dy = —2¢q, dy = =2¢1 + 3,

doms1 = 2(=Cam + coCom—1 + -+ + Cp—1Cp),

2
doms2 = 2(—=Com41 + CoCom + -+ C—iCimy1) + Cpps -+ -,

also wie behauptet ¢co = 1, ¢y = 2/3, ¢; = 13/15, ¢c3 = 146/105, ¢4 = 781/315,
¢5 = 16.328/3465 usw.

Wir begriinden schlieBlich, dass der Konvergenzradius R von g gleich 2/ ist (und
dass g(2/m) = 7/2ist).8 Aus ¢’ = (1 —zg)™% = (3, 2"g")? folgt durch Induktion
sofort, dass alle Koeffizienten von g positiv sind. Insbesondere ist zg auf [0, R[ streng mo-
noton wachsend. Wegen zg < 1 auf [0, R[und zg = z> + %24 + - -+ ist notwendigerweise
R < 1.Seic :=1lim,,g_g(t) (< 00). Aus (1 —tg(¢))tang(¢) =t folgt ¢ < 7 /2. Wire
¢ < 1/2,s0 folgte (1 — Rc) tanc = R und die Gleichung (1 —zg) tan g = z besile nach
dem Umkehrsatz 1.3.8 fiir analytische Funktionen (oder bereits nach Satz 1.2.18) in einer
Umgebung von R eine analytische Auflosung g mit g(R) = c. Dies ist nach Aufg. 1.3.10
nicht moglich. Also ist ¢ = 7/2. Dann muss aber 1 — Rc = O und R = 2/ sein.

Ferner bemerken wir, dass die Losung x > 0 der Gleichung x = a + arctan x aus [14],
Aufg. 3.8.36) fiir kleine positive a eine Darstellung x = h(a'/?) mit einer konvergenten
Potenzreihe h(z) = Y, . anz" besitzt. Fiir x € [0, 1] gilt ja nach Abschn. 2.4

X2

1
= —+ t = “+ — 3(——— _— = — )’
X =a-+arctanx =a +x —Xx 3 5 + 7 9 +

also gilt mit z := q'/3
X ( 3x2 N 3x* x® )1/3
5 7 3

7 Dies ist ein hiufig angewandter Kunstgriff. Wir benutzen nur die formalen Differenziationsregeln.
8 Wir benutzen dazu einige Ergebnisse, die wir erst spiiter beweisen werden.
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Auf der rechten Seite steht aber eine konvergente Potenzreihe, vgl. Beispiel 2.2.10. Die
gesuchte Reihe / ist die Umkehrreihe dazu, die nach Satz 1.2.18 existiert und konvergent
ist und die Umkehrfunktion x = h(z) fiir kleine z als Funktion von z darstellt. Da z
eine ungerade Funktion von x ist, ist auch umgekehrt x eine ungerade Funktion von z.
Die Koeffizienten der Potenzreihe & = a,z + a3z> + --- (deren Koeffizienten fiir gerade
Indizes verschwinden) gewinnt man etwa aus

3_ /S S T &

S T I T R

rekursiv durch Koeffizientenvergleich. Man berechne auf diese Weise a;,a3 und as. <

Bemerkung 1.2.27 Sei S ein kommutativer Ring und V ein S-Modul. Wir setzen wie
iiblich va = av fiirallea € S und v € V. Wie im Fall V' = § lassen sich Potenzreihen

H = Zu,,X", u, €V,
n=0
mit Koeffizienten in V' betrachten. Mit der Skalarmultiplikation

F-H:= i( Y akun,k)x", F= ianX" e S[X].
n=0 k=0 n=0

ist die Menge V[X] dieser Potenzreihen offenbar ein S[X]-Modul. Auf V[X] definiert
man die Ableitung D = Dy: V[X] — V[X], H — H' := Y nu, X"'. Sie erfiillt
die Produktregel (F - H)Y = F'-H + F - H' fir F € S[X], H € V[X].

Ist S = K und V ein K-Banach-Raum, so gibt es wieder einen Konvergenzradius R €
R derart, dass die Reihe H(x) = Y o2 o upx fiiralle x € K mit |x| > R divergiert und
die Familie u,,x", n € N, auf jedem Kreis E(O; r) mit 0 < r < R normal summierbar ist.
Ist R > 0, so spricht man auch hier von einer konvergenten Potenzreihe. Diese Reihen
bilden den K {X )-Modul V {X)). Es gelten der zu Satz 1.2.13 analoge Identititssatz, die
Cauchyschen Ungleichungen 1.2.9, vgl. Aufg. 1.2.33, und auch der zu Satz 1.2.15 analoge
Entwicklungssatz. Niitzlich ist folgendes Lemma:

Lemma 1.2.28 Ist V = (V. |—||) ein K-Banach-Raum und H = ", u,X" € V[X], so
haben H und )", ||u,|| X" € R[X] denselben Konvergenzradius.

Beweis Sei H(x) konvergent fir x € Kundr € R, mitr < |x|. Dann ist die Folge
l[nx" || = llunll |x|",n € N, beschrinktundfolglich} ", [[un||r" = 32, luall |x|"(r/[x])"
< 00. Also ist der Konvergenzradius von ), [|u,|| X" mindestens so gro wie der von H .
Ist umgekehrt ), [lu,|[7" < oo fiir ein r € R, so konvergiert ), u,x" auf dem Ball
By (0;7) € V normal und der Konvergenzradius von H ist mindestens so groB wie der
von ), |lu, || X" O
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Ist V endlichdimensional mit Basis v;,7 € I, und giltu, = >, _; a;,v;, n € N, so ist
der Konvergenzradius von H offenbar das Minimum der Konvergenzradien der Potenz-
reihen ), a;, X" € K[X], i € I, und unabhingig von der gewihlten Norm auf V. <

Aufgaben

Aufgabe 1.2.1 Zu jedem R € R, gebe man eine Potenzreihe in R[X ] mit Konvergenz-
radius R an.

Aufgabe 1.2.2 Man berechne die Konvergenzradien folgender Potenzreihen aus R[X]:

OOX" 00 9 o) X" 002)1 o) 00 1 00 3Xn
> (s g 3 Y Y 3

n=0 n=0 n=1 n=1
in_'(x_l)ni)(ﬂz i ani(ﬁ)ﬁXnZn'X"i 1 (X—|—5)n
n=0 ' , n=0 3" ’ n=0 (n!)z, n=1 , n=0 ' 7 n=2 (lnn)” ’

Aufgabe 1.2.3 Seien P, Q € C[Z] Polynome # 0 vom Grade p bzw. ¢ und sei Q(n) #
0 fiirn € N, n > ny € N. Dann hat die Potenzreihe ) - —no (P(n)/Q(n))X" den Kon-
vergenzradius 1. Ist ¢ > p 4+ 2, so konvergiert die Reihe noch fiir alle x auf dem Rand
des Konvergenzkreises. Ist ¢ > p + 1, so konvergiert sie noch fiir x = —1.Istg < p,
so konvergiert die Potenzreihe in keinem Punkt auf dem Rand des Einheitskreises. (Vgl.
auch Beispiel 3.2.7.)

Aufgabe 1.2.4 Sei Y_a,X" € C[X] eine Potenzreihe.

a) > a,X"und)_ |a,|X" haben denselben Konvergenzradius. (Vgl. auch die allgemeine
Aussage in Lemma 1.2.28.)

b) Ist (b,) eine beschrinkte Folge in C mit liminf|b,| > 0, so haben ) a,X" und
> a,b, X" denselben Konvergenzradius.

Aufgabe 1.2.5 Die Konvergenzradien der Potenzreihen Y a, X", > b, X" € C[X] seien
R bzw R,. Dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a, b, X" sicher nicht kleiner
als R1R2.

Aufgabe 1.2.6

a) Die Reihe ) a, € C[X] konvergiere absolut. Dann konvergiert die Potenzreihe
> a, X" normal und insbesondere gleichmiBig auf dem abgeschlossenen Einheits-
kreis §(0; 1).

b) Seia,,n € N, eine monotone Nullfolge in R ;. Dann konvergiert Y a, X" gleichmi-
Big auf jeder Menge B(0; 1) —B(1;r), r > 0. (Vgl. Satz 1.2.12.)
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Aufgabe 1.2.7 Die Potenzreihe F = ) a,X" € C[X] habe einen Konvergenzradius
> rp. Zu jedem k € N und jedem r mit 0 < r < r, gibt es dann eine Konstante M (k;r)

mit .
)F(x) — Z a,x"
n=0

Insbesondere ist F(x) = Zﬁ:o a,x" + O(x**1) fiir x — 0.

< M(k;r)|x|Ft" firalle x e B(0;r).

Aufgabe 1.2.8 Die Koeffizienten a, der Potenzreihe ), a, X" € C[X] seien # 0 fiir
n > ng. Konvergiert die Folge |a,/a,+1|, n > ng, so ist der Grenzwert dieser Folge
der Konvergenzradius der Potenzreihe. Dies gilt auch dann, wenn die Folge |a,/a;,+1],
n > ny, (uneigentlich) gegen oo konvergiert.

Aufgabe 1.2.9 Der Konvergenzradius der Potenzreihe ), a, X" € C[X] ist

1

~ lim sup /lan|’

wo fir limsup {/|a,| = 0 die Formel als R = 1/0 = oo und bei unbeschrinkter Folge
((’/ |an|) als R = 1/00 = 0 zu lesen ist. (Formel von Hadamard — Man benutze das
Waurzelkriterium aus [14], Aufg. 3.6.4.)

Aufgabe 1.2.10 Sei F = ), a, X" eine konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten a,, €
R, und endlichem Konvergenzradius R € R’. Dann gilt

F(R-) = lim F(x) = > a,R" (€Ry).

0<x<R

Aufgabe 1.2.11 Seien ) _a, und ) _ b, konvergente Reihen reeller oder komplexer Zah-
len, fiir die das Cauchy-Produkt Y ¢,, ¢, = a,bo+---+aoh,,n € N, ebenfalls konvergent
ist. Dann gilt

oo oo

(L) (Th) =2

n=0 n=0 n=0

Als Beispiel zeige man

[e¢]

B 1"\ = 1 > 1)"
ln22_<z ) X::O Z(k+1)(n—k+1) Z Hust,

n=0

Z(—1)"-17" = 5(5(2) —1n?2)

n=1
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mit den harmonischen Zahlen H,, = ZZ:I 1/ k. (Man benutze den Abelschen Grenzwert-
satz fiir die Potenzreihen ) a, X", > b, X" und Y _ ¢, X" im Punkt 1. — Zwar konvergiert
die Reihe Y °° ((—=1)"(n + 1)™'/2 = (1 — v/2)¢(1/2), vgl. [14], Aufg. 3.6.11a), nicht
jedoch ihr Cauchy-Produkt mit sich selbst. Beweis! — Fiir eine Ergédnzung siehe [12], Be-
merkung (2) zu 12.C, Aufg. 1.)

Aufgabe 1.2.12 Man bestimme die Koeffizienten der Potenzreihen 1/(1+ X 4---+ X")
bzw. I/(1 = X + -4+ (—=1)"X") aus Z[X], n € N*. Welchen Konvergenzradius haben
diese Reihen?

Aufgabe 1.2.13 Fiir die Stirlingschen Zahlen 2. Art, vgl. Beispiel 1.2.24 (2), gilt

Sm+1,m) =Y (’Z)S(k,n —1), m,neN.

k=0

Aufgabe 1.2.14 Man beweise die folgenden Summenformeln in Z bzw. Z[X]:
. n . n
k(| =n2"", -k ] =0 (n>1),
(i) = penfy) o oo

. n\ pem N ok NX"TP—(n+ DX 4 X
g;n[k]m(k) = [n]n2" ", ;kX = =17 )

(Esist [n]l, =n-(m—1)---(n —m + 1), vgl. [14], Satz 1.6.4. — Fiir die ersten drei
Formeln berechne man die Ableitungen von (1 + X)" auf mehrfache Weise und bei der
letzten (1 + X +---+ X))

Aufgabe 1.2.15 Sei K ein Korper.

a) SeiG =(X—ay)---(X —ay) € K[X]mita,,...,a, € K,n € N*. Die logarithmi-
sche Ableitung von G ist dann G'/G = Z;’:l 1/(X — aj). (Als Beispiele berechne
man im Fall K = C die Summen Zj”;ll 1/(1 — é’é), wo (, eine primitive n-te Ein-
heitswurzel ist. — Ferner folgt fiir K = C: Liegen alle Nullstellen von G in der oberen
(oder in der unteren) Halbebene, so gilt dies auch fiir alle Nullstellen von G’. Daraus
gewinnt man folgende hiibsche Aussage: Die Nulistellen von G’ liegen immer in der
konvexen Hiille der Menge der Nullstellen von G. Im Fall, dass alle Nullstellen reell
sind, siehe auch die Bemerkung zu Satz 2.8.2.)

b) IstG = (1—a1X)--- (1 —a,X) =: )| _o(=1)/s; X/ mitay,...,a,50,....5, €K,
so gilt

G .
E:_Zl—a/ :_ZkarlX pri=ak 4+ dk,
j
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woraus man die Newtonschen Formeln

Pm+1+ Z(_l)kskpmjtlfk + (=D m + sy =0, meN,
k=1

(mit s; := 0 fiir j > n) bekommt. Insbesondere liefern die Newtonschen Formeln
rekursiv Darstellungen der Potenzsummen p;, = a’l‘ +- a/;, k € N, durch die soge-
nannten elementarsymmetrischen Funktionen sy, ..., s, deray,...,a, (esist py = n
und sp = 1). Ist Char K = 0 oder Char K > n, so gewinnt man umgekehrt die
Si,...,8, ausden py,..., p,. (Fiir Verallgemeinerungen siche Beispiel 2.2.12.)

Aufgabe 1.2.16 Das Cauchy-Produkt der Potenzreihen F = Y a,X"/n! und
G =) b, X"/n!aus K[X] ist die Reihe FG = )_ ¢, X" /n! mit

Ccp = Z (Z)akbn_k, n e N.

k=0

Insbesondere sind alle ¢, ganzzahlig, wenn alle a,, und b,, ganzzahlig sind. Istap = 1 und
sind die a, ganzzahlig, so hat 1/ F die Gestalt

1 X"
Fe Ay

mit ganzzahligen d,. (Ist (a,) eine Folge von Elementen in K oder allgemeiner in einer
kommutativen Q-Algebra S, so heift die Potenzreihe F = ) a,X"/n! € S[X] die
exponentielle erzeugende Funktion zu (a,).)

Aufgabe 1.2.17 Sei S ein kommutative Q-Algebra # 0. Die exponentielle erzeugende
Funktion e¥ := )" _y X"/n! zur konstanten Folge a, = 1, n € N, ist die Exponential-
reihe schlechthin. Im Folgenden sei F = ) a,X"/n! € S[X] beliebig.

a) Bei S = K ist der Konvergenzradius von e gleich oo.
b) Esist G:=eXF =) b,X"/nlmith, =Y} _(})ax.n € N, speziell iste¥e ™ = 1.
¢) Fiir eine beliebige Folge (a,) € SN gelten die binomischen Umkehrformeln

n

n ‘ n
b, = Z (k)ak und a, = Z(—l)"’k (k)bk’ neN.
k=0

k=0

(Man benutze F = e ¥ (e¥ F). — Die binomischen Umkehrformeln haben wir bereits
in [14], Beispiel 2.5.30 (1) verwendet.) Bemerkung Rechnen wir in der Potenzrei-
henalgebra S[X, Y] in zwei Unbestimmten X, Y, so ist dort die Familie X”'Y" /m!n!,
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(m,n) e N 2 summierbar, und es ist einerseits

Y = (T (o) =

(mm)eN2 T meN 7 neN

und andererseits

xXmyn" xXmyn" (X+Y)’<
Lot X ) s T =

(mm)eN2 T T keN m4n=k keN

Es gilt also das allgemeine Additionstheorem e¥+' = e¥e! fiir die Exponential-

reihen, woraus insbesondere e"¥ = (e¥)" fiiralle n € Z folgt. Vgl. auch Abschn. 1.4

Aufgabe 1.2.18 Sei S eine kommutative Q-Algebra. Die Umkehrreihe der Reihe eX —1 €
S[X] ist die sogenannte Logarithmusreihe

In(14 X): _Z(

neN

In S[X] gilt also ") = 1 + X und In(e¥) := In(1 + (e¥ — 1)) = X. (Aus der
Kettenregel ergibt sich 1 = (In(1 + X))'e"™+% = (In(1 + X))'(1 + X) und folglich
(ln(l—i-X))(nH) ((1+X) )(") (=1)"n!(1+X)™"!, n € N. Mit der Taylor-Formel
fiir formale Potenzreihen ergibt sich die Behauptung. Héufig heifit auch die Reihe

—In(1-X)= Y X""/(n+1),

neN

deren Ableitung die geometrische Reihe 1/(1 — X) ist, die Logarithmusreihe.)

Aufgabe 1.2.19 Sei F = > 32 ar X" € K[X]. Firm € N sei F,, := Y, axk"X* €
K[X]. Hat F keinen konstanten Term, d.h. ist F(0) = 0, so definieren wir F; :=
Yk apk* X* € K[X] fiir jedes s € K. Dannist Fy = F und F,, 1, = (F,)¢ firm,{ € N
bzw. F,, = (Fy), firalle s,¢ € K.

a) Die Reihen F), bzw. F haben alle denselben Konvergenzradius wie F'.

b) Esgilt F; = XF' = (XDx)(F)bzw. F' = X~'Fy, also F,, = (XDx)"(F),m € N,
F e K[X]. (XDx:K[X] — K[X] ist die sogenannte Euler-Derivation dz von
K[X] mit dg(X*) = kX* fiir alle k € N.?)

9 Fiir jeden (auch nicht kommutativen) Z-graduierten Ring A = Y.p., Ay ist dg: Y, ax >
Zk kay, eine Derivation, die Euler-Derivation von A.
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¢)

d)

e)

Man zeige (XDx)™ = Y, S(m,n)X" D} mit den Stirlingschen Zahlen zweiter Art
S(m,n), m,n € N, und folgere

Fy =Y Sm.n)X"F", FeK[X].

n=0

(Induktion iiber m oder direkt mit der Gleichung k™ = Z:’:O nlS(m,n) (ﬁ), k,meN,
vgl. Beispiel 1.2.24 (2). — Bemerkung Man rechnet hier in derjenigen K-Unteralge-
bra K(X, Dx) € EndxK[X] der K-Endomorphismenalgebra von K[X], die von
X — d.h. der Multiplikation ¥y mit X — und Dy erzeugt wird. Wegen [Dyx, X] =
DxX — XDy = 1 (= id) wird K(X, Dy) als K-Vektorraum von den Operatoren
XkDY, k,€ € N, erzeugt. Sie bilden sogar eine K-Basis, d. h. jeder Differenzialope-
rator § € K(X, Dy) hat eine Darstellung § =",y P¢ Dy mit eindeutig bestimmten
Polynomen Py, € K[X], £ € N, von denen fast alle verschwinden, und K (X, Dy) hat
die K-Algebradarstellung
(X, Dy;:[Dx, X] = 1),

vgl. [14], Beispiel 2.9.12. K(X, Dy) ist die sogenannte Weyl-Algebra iiber K (nach
H. Weyl (1885-1955)). Sie ist nullteilerfrei und einfach. Beweis!)

Fiir die Exponentialreihe F = e* mit dem Konvergenzradius oo und der Ableitung
F' = Ferhiltman Y, k" X/ k! =e* 3" S(m,n)X", also

- kmxk X - S n C
A =e Z (m,n)x", x € C;
k=0 n=0
fe's) m B fe's) (—l)kkm B 1 m )
2 F = eﬁm’ r; k' - E ;(_1) S(m’n)’

wobei B, = Y., S(m,n) die m-te Bellsche Zahl ist. (Die sogenannte Formel von
Dobiniski > 2 k" /k! = ef,, wird in Aufg. 2.2.16 auf etwas andere Weise noch
einmal hergeleitet. — Ubrigens zeigt man durch Induktion iiber m leicht, dass die m-
te Ableitung von G,, := e ¥ Y, k" X*/k! konstant gleich m! ist, G, also ein
normiertes Polynom vom Grad m. Auf diese Weise kann man die Theorie der Stir-
lingschen Zahlen begriinden, indem man G,, = Y, S(m,n)X" setzt. Insbesondere
erhilt man so die explizite Darstellung der S(m, n) am Ende von Beispiel 1.2.24 (3).)
Fiir die geometrische Reihe F = 1/(1 — X) ist F™ = n!/(1 — X)"*!. Daraus folgt

= 1 & X \"
F,(x) = kgk Xk = E;S(m,n)n!(m) . x] <1,

OOkm

Zz—k = 2iS(m,n)n!.
n=0

k=0
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Man berechne > 22, k3/3% und Y72, k*/4%. (Startet man mit der Reihe H :=
X/ —-—X) = 1/(1 — X) — 1, so ist Li; := H_; die modifizierte Logarith-
musreihe —In(1 — X) und H,, = F,, fir m € N¥*. Generell heifit die Reihe
Liy := H, = ,fozl k=X*, s € C, der s-Logarithmus, speziell Li, der (Eu-
lersche) Dilogarithmus. Alle diese Reihe haben wie die geometrische Reihe den
Konvergenzradius 1.) Man entwickle auch Summenformeln fiir die hheren endlichen
geometrischen Reihen Y ) _, k™x*. (Vgl. Aufg. 1.2.29 und fiir m = 1 bereits die
letzte Formel in Aufg. 1.2.14.)

Aufgabe 1.2.20 Sei A eine Q-Algebra. Dann ist die Abbildung exp: 1y — 1 4+ 1y, x
e =), nX"/n!der Menge ny der nilpotenten Elemente von A in die Menge 1 + 1y
der unipotenten Elemente von A bijektiv. Die Umkehrabbildungist 1 +y + In(1 4+ y) :=
Y en (D" /(n + 1), y € ny. Ist A kommutativ, so sind die Abbildungen exp und
x + In(1 4 (x — 1)) zueinander inverse Gruppenisomorphismen der additiven Gruppe 114
der nilpotenten Elemente von A und der multiplikativen Gruppe 1 + 14 der unipotenten
Elemente von A. (Vgl. [14], Aufg. 2.6.3.)

Aufgabe 1.2.21 Die Partialsummen Gy := Zﬁ:o X"/n! € Q[X], k € N, der Exponen-
tialreihe e¥ = Y"°2 ) XV /n! € Q[X] sind die sogenannten gestutzten Exponentialrei-
hen. (Fiir eine Diskussion dieser Polynome siehe Aufg. 2.6.8.)

a) Fir m,n,k € N bezeichne R(m,n;k) die Anzahl derjenigen Abbildungen einer
m-elementigen Menge in eine n-elementige Menge, deren Fasern alle hochstens k
Elemente enthalten. (R(m,n; 1) = [n],, =n(n—1)---(n —m + 1) ist also die abstei-
gende Faktorielle.) Man zeige

k
R(m,n+ 1;k) = Z (T)R(m—i,n;k)

i=0

und folgere firn,k € N

Xm
Z R(m,n;k)— = G}.
m!
meN
b) Fir m,n,k € N sei T(m,n;k) die Anzahl derjenigen Abbildungen einer m-
elementigen in eine n-elementige Menge, deren Fasern alle mindestens k Elemente
enthalten. (Es ist also 7' (m,n;1) = n!S(m,n) mit den Stirlingschen Zahlen 2. Art
S(m,n).) Man zeige

Xm

> Tn.nik)—— = (¥ — Ge)".
m!

meN

Im Fall k = 1 ergibt sich noch einmal die Darstellung der Stirlingschen Zahlen 2. Art
wie am Ende von Beispiel 1.2.24 (3).
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Aufgabe 1.2.22 Sei F = ),y a, X" € S[X], S kommutativer Ring. Dann ist

F n
l:F—X = Zb;‘:X" mit b:lt = Z(Z‘:l)nikak.
neN k=0

Aufgabe 1.2.23 Sei (a;) € KN eine Folge im Korper K.

a) Die Folge (ay) erfiille die Rekursionsgleichung a;, = dpax_» + diax_1, k > 2. Es
gelte Z2 —d\Z —dy = (Z —a)(Z — B), ., B € K. Dann ist (vgl. Beispiel 1.2.22)

= ﬁﬁ((aoﬁ —ay)ak + (—apx + ay)Br), falls a # B,

=

apa® + (a; — ap)ko* ! fallsa = B, k € N.

b) Seien ¢,r € K. Man bestimme alle Folgen (a;) € K, die die inhomogene Rekursi-
onsgleichung a; = qayx_; + r, k > 1, erfiillen.

Aufgabe 1.2.24 Sei K ein Korper und (7,7) € N x N*.

a) Die erzeugenden Funktionen ), _ @; 7' € K[T] der periodischen Folgen (a;) € KN
mit Periodenpaar (¢, r) (d. h. es gelte a; , = ay firallei > ¢, vgl. [14], Aufg. 1.7.38)
sind genau die rationalen Funktionen F/(1 — T") mit einem Polynom F € K|[T]
vom Grad < ¢ + r. Jedes solche Polynom F hat eine eindeutige Darstellung ' =
P-T"+ Q- (1 —T") mit Polynomen P, Q € K[T],Grad P < r, Grad Q < ¢, und
zwarist Q =ag+a T+ 4+a, T 'und P =a, +a, .\ T+ +a,, T}
mit der Vorperiode ay, ...,a,_ und der Periode a,,...,a,.,_1 der Folge (a;). Die
stationdren Folgen sind genau diejenigen mit einer erzeugenden Funktion der Form
F/(1-T), F € K[X].

b) Man bestimme aus der erzeugenden Funktion F/(1 — T"), F € K|[T], einer periodi-
schen Folge (a;) € K™ ihren Periodizititstyp (m, k) € N x N* (mit m 4+ k < Grad F
und k | r), vgl. loc.cit. (Man beachte, dass 1 — T, d € N*, genau dann ein Teiler
von 1 — T ist, wenn d ein Teiler von r ist.)

¢) Sein € N*. Man bestimme die Koeffizienten der Potenzreihe 1/(1 + T +--- + T").

Aufgabe 1.2.25 Sei S ein kommutativer Ring # O und F; € XS[X], i € I, eine Familie
von Potenzreihen mit v(F;) > 1 fiir alle i € [. Genau dann ist die Familie 1 + F;,
i € I, multiplizierbar, wenn die Familie F;, i € I, summierbar ist (jeweils bzgl. der
(X)-adischen Topologie).

Aufgabe 1.2.26 Sei m; € N*,i € I, eine Familie teilerfremder positiver natiirlicher
Zahlen.'” Sie erzeugt das numerische Monoid M := Y_,_, Nm; € N, und es gibt ein

10 Ansonsten betrachte man bei I # @ die Familie m; /d,i € I, wo d der ggT der m; ist.
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kleinstes f € N, den Fiihrer von M, mit f + N C M, vgl. [14], Aufg. 1.7.27 und
Aufg. 2.3.14b). Zu jedem n € N* sei die Anzahl «,, deri € [ mit m; = n endlich, d.h.
die Familie 7™ ,i € I, sei summierbar und damit die Familie 1 — 7" multiplizierbar mit

Fe=JJa-1")=[]a-1"" e Z[T]
iel neN*

als Produkt, vgl. Aufg. 1.2.25. Fiir k € N sei ¢ € N die Anzahl der Losungen v =
(vi) € NU yon Dy vim; = k. Ist S ein kommutativer Ring # 0, so ist ¢; der
Rang iiber S der k-ten homogenen Komponente S[X]; der Polynomalgebra S[X] :=
S[X;,i € I], wobei die Unbestimmten X; die Gewichte m;, i € I, haben, d.h. es
ist Grad X; = m; und Grad X" = Y, v;im;, v € N, vgl. [14], Abschnitt 2.9, und
Yien ok TF = X .y (Rangg S[X ) T*. Mit dy = Min (1,¢;), k € N, bezeichnen wir
die Indikatorfunktion von M € N, d.h.esistd; = 1 bei k € M und d; = 0 sonst, sowie
Yien @ TF = Q + T/ /(1 — T) mit einem Polynom Q € Z[T] vom Grad < f — 1,
vgl. auch Aufg. 1.2.24. Das Polynom Y, (1 — di))TF = —Q + (1 = T/)/(1 — T) ist
das Liickenpolynom ", .n_,; T*. Sein Wert an der Stelle 1 ist die Anzahl [N — M | der
sogenannten Liicken von M.

a) Esist ) ;o ¢k Tk = 1/F. Der Konvergenzradius von 1/ F ist 1 z. B. dann, wenn die
Folge (w,,) beschrinkt ist. (Der Konvergenzradius von F selbst ist dann ebenfalls 1,
wenn [ iiberdies unendlich ist. Man gebe ein Beispiel dafiir, dass die Potenzreihen
1/F und F den Konvergenzradius 0 haben.) Zerlegt man 1/F bei endlichem [ in
Partialbriiche, so erhilt man explizite Formeln fiir die ¢;. Man fiihre dies fiir / =
{1,2,3} und m; = 1, my = 2, my = 5 aus. Auf wie viele Weisen kann man einen
Betrag von 1 Euro mit 1-, 2- und 5-Cent-Miinzen begleichen?

b) Ist |[I| =t € N*, sogilt ¢ ~ k"' /(t — D![];.; m; fiir k — oo. (Vgl. Beispiel
1.2.21.)

iel

Aufgabe 1.2.27 Wir tibernehmen die Bezeichnungen der vorangegangenen Aufgabe und
diskutieren einige konkrete Beispiele dazu.

a) Seil = {1,2},m :=my,n := myund M = Nm + Nn. Dann ist ¢, = d fiir alle
k <mnundc¢,, =2 @ndd,, =1).Fir F = (1 —-T")(1-T") gilt
L 1-=7m T G Tm" G 1

F F T F Ti-r T F T1-7 1—rm

mit dem selbstreziproken Polynom
G o= (1ot T (Lo £ TP (1 oo+ T = ) /)
vom Grad (m — 1)(n — 1) mit G(1) = 1, wobei wir generell

[]=[T):=1+T+---+T"'€Z[T], ieN,
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b)

c)

setzen. Man folgere:
(1) Esist

x 1-7m" G
D diT" = A—Tm(A—Tm 1-T
keN

(2) Nach J. Sylvester (1814-1897) ist der Fiihrer von M gleich f = (m —1)(n —1).
(Vgl. hierzu auch [14], Aufg. 1.7.27.)

(3) Das Liickenpolynom von M ist H := (1 — G)/(1 — T). Die Anzahl der Liicken
von M istalso H(1) = G'(1) = (m—1)(n—1)/2 = f/2. (Fiir jedes numerische
Monoid M mit Fiihrer f ist die Anzahl der Liicken > f/2. Warum? Gilt hier die
Gleichheit, so spricht man von einem symmetrischen Monoid.)

(4) Esistcy = k DIV mn + diyvopmn- (Vgl. auch Aufg. 1.2.26b). — k DIV mn
ist der Quotient und K MOD mn der Rest bei der Division mit Rest von k£ durch
mn.)

Den Fall / = Nf = {1,...,m}, m; = i,i € I, haben wir bereits in [14],

Aufg. 3.7.16 erwihnt. Dann ist ¢ = p(k,m) auch die Anzahl der Partitionen von

k € N mit héchstens m Summanden. Das Polynom F = []_,(1 — T") lasst sich in

der Form

F=@1=1"[i1= (1 ~T1)"m]!
i=1

schreiben, wobei wir [m]! := [1] - [2] - - - [m] setzen.

Fiir die Familie i, i € N¥, aller positiven natiirlichen Zahlen ist ¢, die Anzahl der
Partitionen P (k) von k € N. Dies ist auch die Klassenzahl der Permutationsgruppe
©x, vgl. [14], Satz 2.5.14. Nach a) ist also ), .y P(k)T* = 1/F mit dem Produkt
F = []ien: (1 = TY). (Vgl. hierzu auch [14], Aufg. 3.7.16.) Man beweise die Glei-
chung

k-1
F=1+ Z(_I)U(T(3U2—U)/2 + T(3v2+v)/2) + (_l)kT(3k2—k)/2

v=1
+(=D)k Z Th—k)+(Gk*+k)/2 l—[(l —T9)
i=k j=k

durch Induktion fiir alle k € N*, wobei man beim Induktionsschluss die Gleichung

(_l)kT(Skz—k)/z + (_l)k Z Tk(i—k)+(3k2+k)/2 H(l _ Tj)
i=k j=k

— (_l)k(T(3k2—k)/2 + T(3k2+k)/2) + (_1)k+lT(3(k+1)2—(k+1))/2

00 i
T (=1)kH! Z T A D=k +1)+ G+ 1>+ (k+1)/2 l—[ (1-T%)
i=k+1 J=k+1
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p, =1, p,=5 p3=12, p,=22, p;=35,...,

Pppy = P 3k +1 = (k+ Dk +1)~1)/2

Abb. 1.6 Pentagonalzahlen py, k € N*

durch direktes Ausrechnen bestitigt. Man folgere die Formel von Euler

F=T1a=T) =1+ (1) (TOF02 4 7O80/2) = § Nk ORh/2,
ieN* keN* keZ

Durch Invertieren von F lisst sich also die Folge P(k), k € N, bequem rekursiv
berechnen (zumindest fiir nicht zu groBe k). Die Zahlen p; := (3k*> — k)/2, k €
N*, die in der obigen Formel vom Euler auftreten, heifien die Pentagonalzahlen, vgl.
Abb. 1.6. Deshalb heif3t diese Formel auch der Pentagonalzahlensatz.

Sei F = [[,en+(1 —X") =72 b, X". Die logarithmische Ableitung von F ist

l -1
Fo o L emx

neN* neN*

Dabei ist o (n) firn € N* die Summe der Teiler von n, vgl. [14], Aufg. 3.7.15b). Man
erhilt also die Rekursionsgleichung o (n) = —nb, — Zz;ll o(n—k)by,n € N*, fiir die
o (n). (Euler, dem wir diese Bemerkung verdanken, war von dem Ergebnis iiberrascht,
da die Koeffizienten b, bekannt (und sehr einfach) sind, wihrend die Folge der o (1),
n € N*, doch uniibersichtlich zu sein scheint.) — Wir erwidhnen noch die Formel

_ T2 2
1—70 _ F(T)

ieN* ieN* ieN* keN

wobei Q(k), k € N, die Anzahl der Partitionen von k mit paarweise verschiedenen
Summanden ist oder auch, die Familie 2i + 1, i € N, betrachtend, die Anzahl der
Partitionen von k mit ungeraden Summmanden, vgl. [14], Aufg. 3.7.17.

Aufgabe 1.2.28 Sei F = ) a; X* € K[X]. Die Potenzreihe H = Y (A¥a)oX*, vgl.
Beispiel 1.2.24 (2), habe den Konvergenzradius S > 0. Dann gilt: Fiir alle x € K mit
x| < S/(1 4+ 8) (= 1bei § = o0)ist F(x) = (1 —x)"'H(x/(1 — x)). Insbesondere
hat F einen Konvergenzradius > S/(1 4+ §). (Man kann Satz 1.2.16 verwenden.)
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Aufgabe 1.2.29 Seien F = Y a; X* € K[X] und H = Y (AFa)oX*, vgl. Beispiel
1.2.24 (2). Aus der Identitdt (1 — X)F = H(X/(l — X)) folgere man

1 X Xk
H=— F(——)= B |
I+ X <1+X) gak(l—kX)k“ awo
k k
Aka), = —1)kn , keN.
(A%a)o ;( ) ak(n) €

Hat F einen Konvergenzradius R > 0, so gilt H(x) = (1 + x)~'F(x/(1 + x)) fiir alle
x € Kmit |x| < R/(1 + R). Insbesondere hat H einen Konvergenzradius > R/(1 + R).

Aufgabe 1.2.30 Sei g € C*.Ista = (ay) eine Folge, so sei A,a definiert als die Folge

mit den Gliedern (A,a)y := ax4 — qay, k € N. Fiir die erzeugenden Funktionen FF =
> ar X und (A, F) := > (Asa) X* gilt dann

F =

F(0) XAF Z(A”F)(O)X" XA H (X/(1 - gX)
l—qX 1—gX gX)+t (1 —gX)k+1 1—gX

mit H, = Z;ozo(Afja)oX k. Die Folge a heifit eine geometrische Folge der Ordnung
< m mit dem Quotienten ¢, wenn A;”‘Ha = 0ist, m € N.! Dies ist genau dann der
Fall, wenn F eine rationale Funktion der Form F = H/(1 —¢X)”*! mit einem Polynom
H vom Grad < m ist. Dann ist

a =3 (A, (ﬁ)qk-" — Plg*

n=0

mit einem Polynom P vom Grad < m. Man entwickle auch eine Formel fiir die Elemente
der Summenfolge Ya = (Zﬁ %)a,,) rene Vel Beispiel 1.2.24 (3), speziell fiir den Fall
a = (a;) mit a; := k"q¢*, m € N.

Aufgabe 1.2.31 Sei F = > a; X* € C[X] und ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel,
neN* Firm =0,...,n—1 gilt (vgl. [14], Aufg. 3.5.8.)

1 n—1 [ee)
LY GTFGX) = Y X
v=0 k=0

Aufgabe 1.2.32 Sei G = ¢y + 1 X + -+ + ¢, X" € R[X] ein Polynom mit ¢y < 0 und
C1,...,¢y > 0. Ferner sei der ggT der Indizes i mit ¢; > 0 gleich 1.

' Die Folge ¢*, k € N, ist also geometrisch von 0-ter Ordnung.
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a) G hat genau eine positive Nullstelle «. (Es ist G'(«) # 0.)
b) Jede von « verschiedene Nullstelle von G in C hat einen Betrag, der groBer ist als «.
(Fiir eine Nullstelle 8 von G mit |8| < « gilt

—co=cifp+-tap =alpl+-Falfl" scat -+’ = —c,

woraus « = f folgt, vgl. [14], Aufg. 3.5.15 oder [12], 5.A, Aufg. 8.) Man folgere:
Jede reelle oder komplexe Nullstelle eines Polynoms F = ag + --- + a, X" € R[X],
fiir das ag > --- > a, > 0 gilt und fiir das der ggT der Indizes i € {1,...,n + 1}
mit a;_y # a; gleich 1 ist (a,4; := 0), hat einen Betrag > 1. (Man betrachte das
Polynom G := (X —1)F = —ay + Z?:ll(a,-,l —a;)X".) Allgemeiner sei a,,n € N,
eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit ¢y > 0. Dann hat die
Potenzreihe F = ),y a,X" einen Konvergenzradius > 1, und es ist F(x) # 0
fiir alle x € C mit |x| < 1. Ferner ldsst sich die durch F auf B¢ (0; 1) definierte
Funktion zu einer stetigen Funktion auf B¢ (0; 1) — {1} fortsetzen, die dort ebenfalls
nicht verschwindet, wenn fiir den Fall, dass lima, = 0 ist, der ggT der n € N* mit
an—1 # a, gleich 1 ist.

Aufgabe 1.2.33 Man beweise die Cauchyschen Ungleichungen fiir konvergente Potenz-
reihen mit Koeffizienten in Banach-Rdumen: Sei F = ), a,X" € V[X] eine konver-
gente Potenzreihe mit Koeffizienten im C-Banach-Raum V und Konvergenzradius R > 0,
fernersei 0 < r < R.Es gelte | Flls <M e R, S :=Sc(0;r) ={x e C | |x|=r}
Dannist ||a,| < M/r" fiir alle n € N. (Man schliefe wie beim Beweis von Satz 1.2.9.)

Aufgabe 1.2.34 Seient,T € R’. In der K-Banach-Algebra B, € K[X] =[],y KX”
ist die Kugel B|_,(0;T) = {F € B, | ||F||, < T} abgeschlossen bzgl. der Produkttopo-
logie von K[ X ], wobei jeder Faktor K X" die natiirliche Topologie triigt, und insbesondere
auch abgeschlossen bzgl. der (X)-adischen Topologie von K[X]. (Ganz allgemein gilt:
Fiir jede Familie (Z;,d;), i € I, metrischer Rdume mit dem Produkt Z = [[;.; Z; und
jedes p € [1,00] sind die abgeschlossenen Kugeln Edp (z:r),ze Z,r € EJ” auch ab-
geschlossen bzgl. der Produkttopologie von X . Man zeigt, dass ihre Komplemente offen
in X sind. d, ist dabei die p-Metrik auf X mit d,((y;). (z;))? = Y ;c; di(yi, zi)? fiir
p €[l,00l.)

1.3 Analytische Funktionen

Analytische Funktionen sind diejenigen K-wertigen Funktionen auf Teilmengen von K,
die lokal durch Potenzreihen beschrieben werden. Sie gehoren zu den wichtigsten Funk-
tionen der Analysis. In diesem Abschnitt sei D stets eine Teilmenge von K ohne isolierte
Punkte. Zu jedem Punkt x € D gibt es also eine Folge (x,),en in D mit x,, # x fiir alle
n € N und lim, x, = x. In der Regel sind die Definitionsbereiche D im Fall K = C
offen in C und im Fall K = R Intervalle in R mit mehr als einem Punkt. Wir definieren:
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Definition 1.3.1 Sei D C K (ohne isolierte Punkte). Eine Funktion f: D — K heif3it
analytisch im Punkta € D, wenn es eine Umgebung U von a in D gibt und eine konver-
gente Potenzreihe Y a; (X — a)* € K{X — a)) mit Entwicklungspunkt a, fiir die

f) = ax-a)l, xeU.
k=0

gilt. — f heif3it analytisch in D, wenn f in jedem Punkt von D analytisch ist.

Ist D € C, so heifien analytische Funktionen D — C komplex-analytisch; ist
D C R, so sprechen wir von reell-analytischen Funktionen (auch dann, wenn die sie
beschreibenden Potenzreihen Koeffizienten in C haben). Entscheidend ist immer der De-
finitionsbereich. Komplex-analytische Funktionen hei3en auch holomorphe Funktionen.

Sei f:D — K ina € D analytisch. Dann ist f nach Satz 1.2.6 in einer Umgebung
von a stetig. Ferner ist nach dem Identititssatz 1.2.13 die Potenzreihe Y ax (X — a)*, die
f in einer Umgebung von a beschreibt, eindeutig bestimmt. Sie heif3it die Potenzreihen-
entwicklung von f um a. Verschwindet f in keiner Umgebung von a identisch, so sind
nicht alle Koeffizienten a; gleich 0. Der kleinste Index k mit a; # 0, d. h. die Ordnung
der Potenzreihenentwicklung von F um a, heifit die Nullstellenordnung v(a) = v(a; f)
von f in a. Es gilt dann

() = (x —a)"“g(x),

wobei g: D — K eine in a analytische Funktion ist, die in @ nicht verschwindet, und es
gibt eine Umgebung U von a in D derart, dass [ in U — {a} keine Nullstelle besitzt.
Allgemeiner sagt man, f habe in a eine b-Stelle der Ordnung k, wenn f — b in a eine
Nullstelle der Ordnung k hat. Aus dem Entwicklungssatz 1.2.15 folgt:

Satz 1.3.2 Sei F = ), a,X" € K(X)) eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenz-
radius R > 0. Dann definiert F auf dem Konvergenzkreis B(0; R) C K eine analytische
Funktion F:B(0; R) — K, x = F(x) =), a,x", mit der Potenzreihenentwicklung

o0 oo }’l
bi(X —b)* mit b = DKk eN,
kgo k ( ). mi k Z(k)a €

n=k

um b € B(0; R), deren Konvergenzradius > R — |b| ist.

Ist in Satz 1.3.2 der Konvergenzradius R von F gleich oo, so definiert F' eine ana-
lytische Funktion auf ganz K. Ist K = C, so spricht man von einer ganzen (analy-
tischen) Funktion auf C. Ubrigens ist jede analytische Funktion C — C eine ganze
Funktion. Dies ergibt sich aus Satz 1.3.9. Eine analytische Funktion R — R ist nicht
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notwendigerweise ganz. Beispielsweise ist die Funktion x + 1/(1+ x?) analytisch auf R,
aber die Potenzreihendarstellung 1/(1+x2) = >, (—1)*x? hat Konvergenzradius 1. Der
Nenner hat schlielich die Nullstellen i vom Betrag 1. Daher kann der Konvergenzradi-
us der Potenzreihenentwicklung von f um 0 a priori nicht groBer als |i| = | —i| = 1 sein.
Im Komplexen wird der Charakter der Funktion £ also sehr viel deutlicher. Uberhaupt ist
die Theorie der reell-analytischen Funktionen in vielen Punkten wesentlich verschiedenen
von der der holomorphen Funktionen.

Ist f: D — K eine in a € D analytische Funktion mit der Potenzreihenentwicklung
F =% cya(X —a)¥, so bezeichnen wir den konstanten Term a; = F’(a) der formalen
Ableitung F' = Y, .+ kax (X — a)*~! auch mit f’(a) und nennen ihn die Ableitung
von f in a. Dies ist auch die Ableitung von f im Punkt @ im Sinne von Abschn. 2.1, vgl.
Satz 2.1.13. Nach Satz 1.3.2 ist f/(b) = F'(b) fiir alle b in einer Umgebung U € D von
a. Insbesondere ist f’ analytisch auf D, wenn f analytisch auf D ist.

Summe und Produkt sowie Quotienten mit nirgends verschwindendem Nenner von in
a € D analytischen Funktionen sind nach den Sétzen 1.2.14 bzw. 1.2.17 wieder in a
analytisch. Ferner ist nach dem Entwicklungssatz 1.2.15 eine im Punkt a € D analytische
Funktion bereits in einer ganzen Umgebung von a analytisch. Die Menge aller auf D
analytischen K-wertigen Funktionen ist also eine K-Unteralgebra

k(D) € Ck (D)

der K-Algebra Ck (D) der stetigen K-wertigen Funktionen auf D. Es ist Cg (D)* =
Cg (D) N Ck(D)*. Cx (D) umfasst die K-Algebra K[x] der Polynomfunktionen auf D.
Ferner liefert die Komposition analytischer Funktionen nach Satz 1.2.16 wieder eine ana-
lytische Funktion. Der Identititssatz 1.2.13 fiir Potenzreihen hat den folgenden wichtigen
Identitétssatz fiir analytische Funktionen zur Folge:

Satz 1.3.3 (Identitéitssatz fiir analytische Funktionen) Seien D € K eine zusammen-
héiingende Teilmenge von K und f,g: D — K analytische Funktionen auf D. f und g
stimmen bereits dann auf ganz D iiberein, wenn sie auf einer Teilmenge von D iiberein-
stimmen, die wenigstens einen Hdufungspunkt a € D besitzt.

Beweis Nach dem Identititssatz 1.2.13 stimmen die Potenzreihenentwicklungen von f
und g in a iberein. Es geniigt zu zeigen, das die Menge A € D der Punkte x € D,
in denen die Potenzreihenentwicklungen von f und g iibereinstimmen, offen und ab-
geschlossen in D ist. Nach dem Entwicklungssatz 1.2.15 ist sie offen. Sei nun x ein
Hiufungspunkt von A. Dann gibt es eine Folge (x,) in A mit x, # x und lim, x, = x.
Dann stimmen die Potenzreihenentwicklungen von f und g in jedem Punkt x,, tiberein.
Insbesondere ist also f(x,) = g(x,) fir alle n € N. Wiederum nach dem Identitétssatz
sind dann auch die Potenzreihenentwicklungen von f und g in x identisch, und A ist
folglich abgeschlossen. O
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Der Identititssatz gilt insbesondere fiir Gebiete in C. Dies sind die zusammenhéngen-
den offenen Mengen in C. Sie sind identisch mit den wegzusammenhingenden offenen
Mengen in C. Je zwei Punkte eines Gebietes D lassen sich sogar mit einem Streckenzug
innerhalb von D verbinden, vgl. hierzu [14], Proposition 4.3.10 und den Kommentar da-
zu. In R sind die einzigen zusammenhingenden Mengen die nichtleeren Intervalle. Fiir
sie gilt also der Identitétssatz 1.3.3.

Ist f: D — K eine analytische Funktion auf der zusammenhingenden Menge D C K,
so ist sie nach dem Identititssatz identisch O oder aber ihre Nullstellenmenge ist eine
diskrete (abgeschlossene) Teilmenge von D und insbesondere abzéhlbar. Im Gegensatz
zum Fall von Polynomfunktionen sind aber zwei analytische Funktionen D — K auf einer
zusammenhzngenden Menge D C K noch nicht notwendigerweise identisch, wenn sie
auf einer unendlichen Teilmenge von D iibereinstimmen. Beispielsweise ist — wie wir bald
sehen werden — die von der Nullfunktion verschiedene Sinusfunktion auf K analytisch, hat
aber die unendliche Nullstellenmenge Z.

Im Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra aus [14], 3.9.7 wird gezeigt, dass ei-
ne nicht konstante Polynomfunktion f, deren Betrag | f| im Punkt zo € C ein lokales
Minimum hat, dort notwendigerweise verschwindet. Dies gilt mit einem vollig analogen
Beweis auch fiir holomorphe Funktionen. Wir leiten dieses sogenannte Minimumprinzip
hier aus dem folgenden Satz durch Ubergang zum Kehrwert her:

Satz 1.3.4 (Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen) Der Betrag der komplex-
analytischen Funktion f: D — C auf der offenen Menge D C C habe im Punkt zy € D
ein lokales Maximum, d. h. es gebe eine Umgebung U von zy in D mit | f(z)| < | f(z0)|
fiir alle z € U. Dann ist f in einer Umgebung von zy konstant und konstant auf ganz D,
wenn D sogar ein Gebiet ist.

Beweis Sei f in keiner Umgebung von z, konstant. Dann ist ag := f(zo) # 0, f besitzt
um z, eine Potenzreihenentwicklung f(z) = a¢ + as(z — zp)® + --- mit s > 0 und
a; # 0. Sei xo € C mit xj = ag/ay. Fir z — zo := rxo,r € R klein genug, ist
f(z) = ag + apr® + r*T'g(r) mit der konvergenten Potenzreihendarstellung g(r) :=
3% o dstitnxy T von g und folglich

| f(2)] = laol(1 + %) = r* g (r)] = lao| +r*(laol = rlg(r)]) > laol = | f(z0)I,

falls tiberdies r|g(r)| < |ao| ist. Widerspruch! Der Zusatz ergibt sich aus dem Identitéts-
satz 1.3.3. (|

Bei dem vorstehenden Beweis haben wir die Tatsache benutzt, dass jede komplexe
Zahl # 0 fiir jedes n € N* eine n-te Wurzel besitzt, dass also die multiplikative Gruppe
C* divisibel ist. Dies haben wir in [14], Beispiel 3.5.6 mit Hilfe der Polarkoordinaten-
darstellung komplexer Zahlen bewiesen, die wir erst mit Satz 2.4.1 vollstindig begriinden
werden. Zu einem (etwas) einfacheren Beweis siche schon Satz 1.4.6.
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Satz 1.3.5 (Minimumprinzip fiir holomorphe Funktionen) Der Betrag der holomor-
phen Funktion f:D — C auf der offenen Menge D C C habe im Punkt zy € D ein
lokales Minimum, d. h. es gelte | f(z)| > | f(20)| fiir alle Punkte z in einer Umgebung von
zo. Dann ist f(zg) = 0, oder aber f ist in einer Umgebung von z konstant (und dann
konstant auf ganz D, wenn D sogar ein Gebiet ist).

Beweis Bei f(zo) # 0 ist der Kehrwert 1/ f in einer Umgebung von z, definiert und dort
nach Satz 1.2.17 analytisch. Nach Voraussetzung hat |1/ f| = 1/]| f| in z, ein lokales Ma-
ximum und ist deshalb nach dem Maximumprinzip 1.3.4 in einer geeigneten Umgebung
von zy konstant. O

Wie bereits bemerkt, impliziert das Minimumprinzip 1.3.5 den Fundamentalsatz der
Algebra. Weiter folgt:

Korollar 1.3.6 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und f: G — C eine stetige Funktion
auf der abgeschlossenen Hiille G von G, die auf G analytisch ist. Dann nimmt | f| das
Maximum auf dem Rand G — G von G an. Hat f in G keine Nullstelle, so nimmt | f | auch
das Minimum auf dem Rand G — G von G an.

Beweis Da G beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt ist, nimmt die stetige Funktion
| £| auf G Maximum und Minimum an, vgl. etwa Korollar 3.9.5 in [14]. Ist | | in zo € G
maximal, so ist f nach dem Maximumprinzip 1.3.4 auf G und dann auch auf G konstant.
Da G — G nicht leer ist, nimmt | f| in jedem Fall das Maximum auf G — G an. Analog
schlieft man mit dem Minimumprinzip 1.3.5 fiir das Minimum. O

Mit einem Kunstgriff von Carathéodory (1873-1950) gewinnt man aus Korollar 1.3.6
die folgende allgemeine Aussage:

Satz 1.3.7 (Satz von der Offenheit holomorpher Funktionen) Sei G ein Gebiet in C
und sei f:G — C eine nicht konstante holomorphe Funktion auf G. Dann ist f eine
offene Abbildung, d. h. das f-Bild einer jeden offenen Menge U C G ist offen in C.

Beweis Sei zp € U. Wir haben zu zeigen, dass f(U) eine Kreisscheibe um f(z() um-
fasst. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei f(zo) = 0. Es gibt eine Kreisscheibe
B(z0:¢) € U mite > Ound f(z) # Ofiiralle z € B(z¢; &) —{zo}. Sei § > 0 das Minimum
von | f| auf dem Rand S(z¢; &) der Kreisscheibe B(zy; €). Dann gehdren alle w € C mit
|w| < 8/2 zum f-Bild von B(zy; ¢). Fiir solch ein w ist ndmlich | f(z) — w| > §/2 auf
S(zo;¢), aber | f(zp) —w| = |w| < §/2. Nach Korollar 1.3.6 hat f — w eine Nullstelle in
B(zo; €), d.h. f selbst dort eine w-Stelle. O

Jede holomorphe Funktion G — C auf einem Gebiet G C C, deren Werte in einer
Teilmenge von C ohne innere Punkte liegen, ist wegen Satz 1.3.7 konstant. Der Umkehr-
satz 1.2.18 fiir Potenzreihen liefert sofort den folgenden wichtigen Satz:



62 1 Analytische Funktionen

Satz 1.3.8 (Umkehrsatz fiir analytische Funktionen) Sei f: D — K eine analytische
Funktion auf der Menge D C K (ohne isolierte Punkte).

(1) Ista € D und f'(a) # 0, so gibt es eine offene Umgebung U < D von a derart, dass
U’ := f(U) eine offene Ungebung von f(a) in D' := f(D) istund f|U:U — U’
ein Homéomorphismus, dessen Umkehrabbildung (f|U)~':U’ — U analytisch ist.
Ist a innerer Punkt von D bzgl. K, d. h. gibt es eine Umgebung von a in K, die ganz
in U liegt, so konnen U und U’ als offene Umgebungen von a bzw. f(a) in K gewdhlt
werden.

(2) Ist D offen in K und f injektiv mit f'(a) # O fiir alle a € D, so ist D' = f(D)
offen in K und die Umkehrfunktion f~': D' — D C K ist ebenfalls analytisch.

Man beachte, dass in der Situation von (2) im Fall K = R und einem nichtleeren
offenen Intervall D die Funktion f: D — R automatisch injektiv ist, vgl. Satz 2.3.20.
Dies gilt nicht, wenn D ein Gebiet in C ist, wie die Potenzfunktionen z > z", n > 2, auf
C* zeigen. In (2) ist die Bedingung f’ # 0 auf D auch notwendig fiir die Analytizitit
der Umkehrabbildung. Im Komplexen folgt allerdings aus der lokalen Injektivitit einer
analytischen Funktion D — C auf einer offenen Menge D C D das Nichtverschwinden
ihrer Ableitung auf D, vgl. Beispiel 2.2.10. Dies wiederum gilt nicht im Reellen, wie
das Beispiel der bijektiven analytischen Funktion x + x3 von R auf sich zeigt, deren
Umkehrfunktion x + /x im Nullpunkt nicht analytisch ist.

Wir beweisen noch zwei wichtige Aussagen iiber holomorphe Funktionen auf offenen
Teilmengen D von C. Diese ergeben sich recht einfach, wenn die von A. Cauchy und
B. Riemann entwickelte Methode der Kurvenintegrale benutzt werden kann, die wir erst
in Bd. 5 tiber die Analysis mehrerer Verdnderlicher zur Verfiigung haben. Die hier benutzte
Potenzreihenmethode wurde vor allem von K. Weierstras gepflegt.'?

Satz 1.3.9 Ist f: D — C eine holomorphe Funktion auf der offenen Menge D < C
und ist B(a;r) ein Kreis, der ganz in D liegt, so konvergiert die Potenzreihenentwicklung
von f um a auf diesem Kreis, d. h. ihr Konvergenzradius ist > r. Insbesondere wird
jede holomorphe Funktion C — C durch eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 und
Konvergenzradius oo beschrieben und ist somit eine ganze analytische Funktion.

Beweis Wir kdnnen a = 0 annehmen. Es geniigt, Folgendes zu zeigen: Konvergiert die
Potenzreihenentwicklung )" a, X" von f um 0 im Kreis B(0; p), 0 < p < oo, und liegt
der abgeschlossene Kreis B(0; p) ganz in D, so ist der Konvergenzradius dieser Reihe

12Vgl. Ullrich, P.: Wie man beim WeierstraBschen Aufbau der Funktionentheorie das Cauchy-
sche Integral vermeidet, Jber.d.Dt. Math.-Verein. 92, 89-110 (1990). Siehe auch Hurwitz, A.:
Vorlesungen iiber Allgemeine Funktionentheorie und Elliptische Funktionen. Berlin 32000, dort
insbesondere 1,3,§5.
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> p. Wir konnen ferner annehmen, dass fiir jeden Punkt » € D der Konvergenzradius
R(D) der Potenzreihenentwicklung von f in b endlich ist. Dann ist b +— R(b) nach dem
Entwicklungssatz 1.2.15 auf D stetig und positiv. Es gibt ein py > 0 mit R(b) > poy
fiir alle b aus der kompakten Menge B(0; p). Sei py iiberdies so klein gewihlt, dass die
Kreisscheibe B(0; p + pp) noch ganz in D liegt. Nach den Cauchyschen Ungleichungen
aus Satz 1.2.9 und dem Entwicklungssatz 1.2.15 ist

3 (3ot <

Jo

fiir alle b € B(0; p) und alle k € N, wobei M das Maximum von | f| auf B(0; p + po) ist.
Sei 0 < 0 < py. Bei festem m € N gilt fiir die in B(0; p) konvergente Potenzreihe

6= 3 (2) 2 (o
k=0 n=k
und ein beliebiges b € B(0; p) folglich die Abschitzung

|Gm(D)| = gak)g (Z)anb" k) < gak— <7 ,

k — o
Po PO

fiir ihren m-ten Koeffizienten
"ok [m o\"
> (%) (1 Jon = oel1+9)
k=0

also — wiederum nach Satz 1.2.9 —

Es folgt
M 1
lam| < — , meN,
1=2 (o+o)"
0
und damit die Konvergenz von ), a, X" in B(0; p + o). a

Satz 1.3.10 Sei D C C eine offene Menge in C. Dann ist die C-Algebra C¢ (D) abge-
schlossen in Cc (D) bzgl. der Topologie der kompakten Konvergenz, d. h. jede kompakt
konvergente Folge f,, n € N, komplex-analytischer Funktionen auf D hat eine auf D
komplex-analytische Grenzfunktion f = lim, f,.
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Beweis Da die Topologie der kompakten Konvergenz auf Cc (D) metrisierbar ist, geniigt
es die Behauptung iiber die Folgen (f;) zu beweisen. Sei a € D, B(a;:R) € D eine
kompakte Kreisscheibe in D mit R > Ound r € R%, r < R. Nach dem vorangegangenen
Satz 1.3.9 konvergieren die Potenzreihenentwicklungen F, = > ;2 au(X — a)k der
Funktionen f, fiir alle n € N auf B(a; R). Es gilt also f;(x) = F,(x) fiir alle n € N und
alle x € B(a; R). Sei ¢ > 0 vorgegeben und | f,,(x) — f,(x)| = |Fn(x) — F,(x)| < ¢
fiir m,n > ng auf E(xo; R). Nach den Cauchyschen Ungleichungen aus Satz 1.2.9 ist
dann |a,x — aux| < e/R* fiir alle k € N und alle m,n > ng. Insbesondere ist a,y,
n € N, fiir jedes k € N eine Cauchy-Folge und daher konvergent. Sei a; := lim,,_, ;-
Wir behaupten, dass f = lim f, die Potenzreihenentwicklung F := Y 7o jar(X — a)*
auf B(a; r) hat. Fiir |[x —a| < rund n > ng gilt ndmlich Y22, lax — anx |x — alk <
> 5o/ RSk = eR/(R —7r). O

Satz 1.3.10 hat kein Analogon im Reellen. Als extremes Gegenbeispiel erwdhnen wir
den WeierstraBschen Approximationssatz 1.1.12: Jede stetige Funktion [a,b] — K auf
einem kompakten Intervall [a,b] € R ist Grenzfunktion einer auf [a, b] gleichméBig
konvergenten Folge von Polynomfunktionen.

Sei F =3, za,X" € K{X} eine konvergente Laurent-Reihe mit Konvergenzradius
R > 0 und Polstellenordnung —v(F) € Z U {—oo}. Dann ist x + F(x) eine analytische
Funktion auf B(0; R) — {0}. Setzen wir noch F(0) := lim,_ F(x), so definiert F eine
stetige Funktion B(0; R) — K = K W {oo}."> Wir sagen, B(0; R) — K, x — F(x),
sei eine meromorphe Funktion auf B(0; R) mit Polstellenordnung —v(F) und Nullstel-
lenordnung v(F) in 0. Ist D C K wieder eine beliebige Menge ohne isolierte Punkte, so
heiBt eine Funktion f: D — K meromorph, wenn sie lokal durch die Werte konvergen-
ter Laurent-Reihen ), _; a,(X —a)" € K{X — a}, a € D, beschrieben wird. Dabei
heilt der Koeffizient Res(a; f) := a_; das Residuum von f in a. Wichtige meromorphe
Funktionen sind Quotienten f/g, wobei f, g: D — K holomorph sind und g auf keiner
offenen Teilmenge von D identisch verschwindet. Die Polstellenordnung —v(a; f/g) von
f/gina € D istdannv(a; g) —v(a; f).

Bemerkung 1.3.11 Sei V' = (V,|—||) ein K-Banach-Raum und V { X ) der K { X })-Mo-
dul der konvergenten Potenzreihen iiber V', vgl. Bemerkung 1.2.27. Wie im Fall V' = K
werden mit Hilfe solcher konvergenten Potenzreihen analytische Funktionen D — 1/
auf Teilmengen D C K (ohne isolierte Punkte) mit Werten in V' definiert. Im Fall K = C
spricht man wieder von holomorphen Funktionen. Dafiir gelten der zu Satz 1.3.3 analo-
ge Identititssatz, der Satz 1.3.9 liber den Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung
holomorpher komplexwertiger Funktionen und der Satz 1.3.10 iiber die Analytizitit der

13 Man beachte, dass hier R nicht der Raum R & {00} ist, sondern die zum Kreis S' homdomorphe
Ein-Punkt-Kompaktifizierung R & {oo}. In [14], Beispiel 4.4.22 haben wir den unendlich fernen
Punkt co mit w bezeichnet.
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Grenzfunktion lokal gleichméBig konvergenter Folgen holomorpher Funktionen, jeweils
mit ganz entsprechenden Beweisen.

Meromorphe Funktionen D — V := V & {oo} werden lokal durch konvergente
Laurent-Reihen ), _, u,(X —a)" € V{X}} mit Koeffizienten in V' beschrieben, deren
Nebenteil ), . un(X — a)" konvergent ist, @ € D. (Der Hauptteil >, _u,(X — a)"
hat also nur endlich viele Summanden # 0 mit dem Residuum u_; in @.) Thr Wert in
den Polstellen ist co, und sie sind dort auch noch stetig, wenn die Topologie auf V' in der
Weise definiert wird, dass sie auf V' die gegebene Topologie induziert und die Mengen
(V —By(0; R)) W {oo}, R € R, eine Umgebungsbasis von co € V bilden. Beweis!
Ist V endlichdimensional, so ist V die Ein-Punkt-Kompaktifizierung des lokal kompakten
Raums V. <&

Aufgaben

Aufgabe 1.3.1 Sein € N*. Man gebe die Potenzreihenentwicklung von 1/x" um einen
Punkt @ € C* bzw. allgemeiner von 1/(x — b)" um einen Punkt ¢ € C, a # b, an.
(Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung ldsst sich damit die Potenzreihenentwicklung einer
beliebigen rationalen Funktion F(x)/G(x), F,G € C[X], G # 0, um jeden Punkta € C
angeben, in dem der Nenner G nicht verschwindet.)

Aufgabe 1.3.2 Sei f: D — C eine analytische Funktion auf der Menge D < C ohne
isolierte Punkte.

a) Ist D C R ein Intervall (mit mehr als einem Punkt), so sind folgende Aussagen
dquivalent: (i) f ist reellwertig. (ii) Es gibt ein ¢ € D derart, dass die Potenzrei-
henentwicklung von f um a nur reelle Koeffizienten hat. (iii) f ist reellwertig auf
einer Teilmenge von D, die einen Haufungspunkt in D besitzt.

b) Ist D ein Gebiet in C und f reellwertig, so ist f konstant.

Aufgabe 1.3.3 Sei f: D — C eine analytische Funktion auf der Menge D < C ohne
isolierte Punkte.

a) Ist D ein Intervall in R (mit mehr als einem Punkt), so sind auch die Funktionen ) f
und J f sowie die konjugiert-komplexe Funktion f analytisch.
b) Ist D ein Gebiet in C und ist auch f analytisch auf D, so ist f konstant.

Aufgabe 1.3.4 Die Funktion f: D — K sei analytisch auf einer zu 0 punktsymmetri-
schen zusammenhingenden Menge D < K ohne isolierte Punkte (es ist also x € D
genau dann, wenn —x € D ist) mit 0 € D und der Potenzreihenentwicklung > a, X" in
0. Ferner sei (x,) eine Nullfolge in D mit x,, # O fiir allen € N.
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a) Folgende Bedingungen sind #dquivalent: (i) Es ist f(x,) = f(—x,) fir alle n € N.
(i) Es ist a, = O fiir alle ungeraden n € N. (iii) Die Funktion f ist gerade, d. h. es ist
f(x) = f(—x) firalle x € D.

b) Folgende Bedingungen sind dquivalent: (i) Es ist f(x,) = — f(—x,) fir allen € N.
(i) Es ist @, = O fiir alle geraden n € N. (iii) Die Funktion f ist ungerade, d.h. es
ist f(x) =—f(—x) firalle x € D.

Aufgabe 1.3.5 Sei D € C ein Gebietund £ :={x € C |x € D} ={x | x € D}.

a) Ist f: D — C analytisch, so ist die Funktion x ﬁ auf E analytisch. Man gebe
ihre Potenzreihenentwicklung um a € E mit Hilfe der Entwicklung von f um @ an.

b) Ist D = E und f auf R N D reellwertig oder allgemeiner auf einer Teilmenge von
R N D mit einem Haufungspunkt in D, so ist f(X) = f(x) fiir alle x € D. (Man
beachte R N D # @. Warum?) Insbesondere ist f(¥) = f(x) firallex € D = E,
wenn die Potenzreihenentwicklung von f um einen Punkt @ € R N D nur reelle

Koeffizienten hat.

Aufgabe 1.3.6 Sei f:[ — C eine analytische Funktion auf dem Intervall / € R mit
mehr als einem Punkt. Fiir a € I sei R(a) der Konvergenzradius der Potenzreihenent-
wicklung von f um a. Dannist G := |J,.; Bc(a; R(a)) € C ein Gebiet, und f ldsst
sich (eindeutig) zu einer holomorphen Funktion G — C fortsetzen. (Eine entsprechende
Aussage gilt nicht generell fiir Gebiete in C. Ist f: D — C holomorph auf dem Ge-
biet D < C, so gibt es im Allgemeinen keine holomorphe Funktion auf dem Gebiet
G = ,epBe(a: R(a)) € C, die auf D C G mit f tbereinstimmt. (Beispiel? Vgl.
etwa Aufg. 2.2.13.) Dieses Problem wird ausfiihrlicher in Bd. 7 diskutiert werden.)

Aufgabe 1.3.7 Sei f:C — C holomorph, d. h. eine ganze Funktion.

a) Existiert a := lim,_, f(z), so ist f konstant. Insbesondere ist f die Nullfunktion,
wenn lim,_, f(z) = 0 ist. (Es geniigt, den Spezialfall ¢ = 0 zu behandeln. Dieser
ergibt sich sofort aus dem Maximumprinzip 1.3.4: Ist ndmlich f nicht konstant, so
ist die Funktion R, — Ry mit r +— Max{| f(x)| | |x|] = r} monoton wachsend
(sogar streng monoton wachsend). — Man erhilt damit den folgenden eleganten Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra: Sei P = a, X" + --- + a1 X + ap, a, # 0,
n > 1, ein nichtkonstantes Polynom ohne Nullstelle in C. Dann ist der Kehrwert
f(x) := 1/P(x) analytisch auf C, und wegen f(x) ~ 1/a,x" fir x — oo ist
lim,_ o f(x) =0, also f = 0. Widerspruch!)

b) Fiireinn € N gelte | f(x)| = of|x|"™") fiir x — o0, d.h. lim,_, f(x)/x"*! = 0.
Dann ist f eine Polynomfunktion vom Grade < n. Im Fall n = 0 ergibt sich insbe-
sondere: Ist f beschrinkt, so ist f konstant (Satz von Liouville). (Sei > ;7 ax X k
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die Potenzreihenentwicklung von f in O und P := ) | _jax X k. Dann ist g(x) :=
(f(x) — P(x))/x"*! analytisch auf ganz C und lim,_,,, g(x) = 0 nach Voraus-
setzung, also g = 0 nach a). — Man beachte, dass nicht verwandt wird, dass die
Potenzreihenentwicklung von f in 0 den Konvergenzradius oo hat.)

Aufgabe 1.3.8 Sei f: D — C eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet D C C. Besitzt
N f in einem Punkt a € D ein lokales Extremum, so ist f* konstant.

Aufgabe 1.3.9 Sei F = ), _ a, X" eine konvergente Potenzreihe mit endlichem Kon-
vergenzradius R € R . Ferner sei a ein Punkt auf dem Kreis § := S(0; R) € C. Wir
sagen, F besitze im Punkt a eine analytische Fortsetzung, wenn es eine konvergente Po-
tenzreihe G = ),y b (X —a)” gibt mit G(x) = F(x) fiir alle x € U NB(0; R), wobei
U eine geeignete Umgebung von a in C ist. Man zeige: Es gibt wenigstens einen Punkt
auf S, in dem F keine analytische Fortsetzung besitzt. (Sei andernfalls R(a) > O fiir je-
den Punkt @ € S der Konvergenzradius der analytischen Fortsetzung. Dann ist auf dem
Gebiet G := B(0; R) U|J,.s B(a: R(a)) € C eine holomorphe Funktion f definiert, die
die komlex-analytische Funktion B(0; R) — C, x + F(x), fortsetzt. Da G einen Kreis
B(0; R + p) mit einem p > 0 umfasst, ist dies ein Widerspruch zu Satz 1.3.9.)

Aufgabe 1.3.10 Sei F = ), a,X" eine konvergente Potenzreihe mit nichtnegativen
reellen Koeffizienten @, € R, und endlichem Konvergenzradius R € R’. Dann besitzt
F keine analytische Fortsetzung im Punkt R. (Vgl. Aufg. 1.3.9. — Besédfle I in R eine
analytische Fortsetzung, so gibe es ein ¢ mit 0 < ¢ < R und ein n > ¢ derart, dass die
Potenzreihenentwicklung von F um R — ¢, also

o0 oo

Fey =3 (3 (’,j)ak(R — ) (x — (R o))"

n=0 k=n
fiir x := R — ¢ 4 n konvergiert, vgl. Satz 1.2.15, woraus

00 o k

Sa®R—et+nf =Y a() (")(R — o))
k=0 k=0 n=0 n

>
=0

(i (l;)ak(R — s)k_”n”) < o0

k=n

n

folgte, d.h. F konvergierte noch fiir R — ¢ + n > R. Widerspruch! — Man kann das
Ergebnis auch folgendermaRen ausdriicken: Die aus Y a; X* durch Entwickeln um einen
Punkt b € [0, R[ gewonnene Potenzreihe hat den Konvergenzradius R — b und keinen

grofieren.)
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Aufgabe 1.3.11 R € C(X)* sei eine rationale Funktion % 0 und R = F/G mit
Polynomen F,G € C[X]*. Ferner sei Grad R := Grad F — Grad G und LK(R) :=
LK(F)/LK(G) der Grad bzw. der Leitkoeffizient von R. Dann ist x +— R(x) =
F(x)/G(x) eine meromorphe Funktion auf C, und es gilt

Z v(a; R(x)) = Grad R.

acC

Bemerkung Wir erinnern an das asymptotische Verhalten
R(x) ~ LK(R)xS ™R = LK(R)(x 1)~ R fiir x — oo,

vgl. [14], Beispiel 3.8.14. Dies legt es nahe, R im Punkt co als eine meromorphe
Funktion mit Nullstellenordnung v(oco; R(x)) = — Grad R bzw. mit Polstellenordnung
—v(o00; R(x)) = Grad R zu betrachten. Dann bekommt die obige Formel die elegante

Gestalt

Zv(a; R(x)) =0,

acC
oder anders gesagt, die Anzahl der Nullstellen von R auf C ist gleich der Anzahl der
Polstellen von R auf C (jeweils mit Vielfachheiten gezihlt).

1.4 Exponentialfunktion - Kreis- und Hyperbelfunktionen

Die Exponentialreihe Y >, z"/n! konvergiert fiir alle z € C, ihr Konvergenzradius ist
also 0o. Dies folgt etwa aus dem Quotientenkriterium, da (fiir z # 0) die Quotienten

n+1

oo/

! ||

n+1

gegen 0 konvergieren. Auf jeder Kreisscheibe B(0; ) konvergiert sie normal und insbe-
sondere gleichmifig und absolut. Die Familie z"/n!, n € N, ist daher kompakt summier-
bar auf C, und E: C — C mit

o0

E(z) ;=Z%, zeC,

n=0 """

ist eine ganze (analytische) Funktion. Es ist E(0) = 1 und E(1) = ),y 1/n!. Fir
z € R ist natiirlich auch E(z) € R. Ferner gilt das folgende Additionstheorem:

Satz 1.4.1 (Additionstheorem fiir E(z)) Esist E(z + w) = E(z)E(w), z,w € C.
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Beweis Mit Hilfe von Satz 3.7.14 aus [14] tiber das Cauchy-Produkt erhélt man

n —
Zk wnk

k! (n—k)!

EQEw) =Y (

z 4+ w)"
neN k=0 neN n

Aus Satz 1.4.1 sowie Satz 3.10.4 in [14] folgt, dass E(x) = e* fiir alle x € R gilt,
wobei

gesetzt wurde. Wie wir in Satz 1.4.3 sehen werden, stimmt die so definierte Zahl e mit der
Eulerschen Zahl

o= tim (1+2)

aus Beispiel 3.3.8 (1) in [14] iiberein. Allgemein setzen wir daher
, z
expz :=¢" 1= E(z) = Z —

fiir alle z € C und nennen diese Funktion die Exponentialfunktion (auf C). Entspre-
chend definieren wir fiir eine beliebige positive reelle Zahl a die Exponentialfunktion
zur Basis a durch

a’ =& zeC.

Aus Satz 1.4.1 ergibt sich das Additionstheorem

a* =4%q%, z,weC,
Insbesondere ist a=* = 1/a” fiir alle z € C. Wir werden bald sehen, dass die hier
eingefiihrten Exponentialfunktionen mit den bereits frither auf C definierten Exponen-
tialfunktionen iibereinstimmen. Im Reellen wichst die Exponentialfunktion fiir x — oo
stirker als jede Polynomfunktion, vgl. auch [14], Aufg. 3.10.3.

Proposition 1.4.2 Sei f:R — R eine Polynomfunktion mit reellen Koeffizienten und
positivem Leitkoeffizienten. Dann gilt

eX

lim = 00
2 fx)

Beweis Sei Grad f = n € N. Dann ist lim,_,, x"*!/f(x) = oo. Es geniigt daher zu
zeigen, dass lim,_, o cr €°/x" ! = oo ist. Fiir x € R7 gilt aber

e’ 1 11 1 1 1

= 4y ee> ——— x.
e Y e R P T
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Satz 1.4.3 Die Folge (1 + %)n n € N* von Polynomfunktionen auf C konvergiert
kompakt, d. h. auf jeder Kreisscheibe B(0;r), r € RX, gleichmdfig, gegen die Expo-
nentialfunktion. Insbesondere ist

e’ = lim (1+%)n, zeC.

n—-oo

Beweis Es ist

Z\" " (n Zk_ " nm—1)---(n—(k—1))z*
(1+;) _Z(k)n_k_Z nen--n k!

k=0

I
—
—
|
S| =
—
A~
L
|
}\71
S
—_
—
N
T %

Zu e > 0 gibt es ein np € N mit ZZOZHOH rk/k! < /3. Firn > nopund z € C mit
|z| < r gilt dann

n ok o _ k
(3 -E 5= (-1 (-5 -5
D S (B PN T D
k=ng+1 k=ng+1

k

S (R R (B B i P

Da die Koeffizienten der noch abzuschitzenden Summe fiir n — oo gegen 0 konvergie-
ren, gibt es ein n| > n derart, dass fiir alle n > n; diese Summe dem Betrage nach < ¢/3

ist. Fiir diese n ist
k

(+2) -3 5 <e 0

Zur Berechnung von e’ schreiben wir z = x + iy, x, y € R. Dann ist

el = ex+1y = e¥el.

Fiir beliebige w € C ist aber

n 2k o 2k+1

o=y %w” - <k:0(_1)k (';k)!) + i<z(_1)k(2wk7+1)!).

n=0 """ k=0
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Abb. 1.7 Kosinus und Sinus
am Einheitskreis sint

t

0| cost /1
cos2t+sin?t =1

Dies gibt Anlass zur Definition der folgenden ganzen (analytischen) Funktionen

o f w2k S f w2k+l
=3 (-1 Cosinwi= Y (=) 2
cosw g( S ooy S /;0( S ek

auf C. Wie wir bald sehen werden, stimmen die so definierte Kosinusfunktion und Sinus-
funktion auf R mit den bekannten und schon verwendeten trigonometrische Funktionen
iiberein. Wir erhalten:

Satz 1.4.4 Fiirz =x +iy € C, x,y € R, gilt We* = e* cos y und Je* = e* sin y, also
e’ =e"(cosy +isiny).

Die Rechenregeln fiir Kosinus und Sinus erhélt man leicht, indem man den Zusammen-
hang mit der Exponentialfunktion ausniitzt:

Satz 1.4.5
(1) cosO=1,sin0=0.

Fiir alle z, w € C gilt:

(2) cos(—z) = cosz,sin(—z) = —sinz.
(3) e =cosz +isinz,e™ = cosz —isinz.
(4) cosz = (e +e7%)/2,sinz = (e —e ) /2i.
(5) cos(z + w) = cosz cosw — sin z sin w,
sin(z + w) = sinz cos w + cos z sin w.
(6) cos’z + sin’z = 1.
(7) |ez| — e.‘ﬂz.

Die Gleichungen in (3) und (4) heilen Eulersche Formeln; die Formeln in (5) sind die
Additionstheoreme fiir sin und cos. Da nach Beziehung (6) in Satz 1.4.5 fiir jedes € R
der Punkt (cos ¢, sint) € R? auf dem Einheitskreis {(x, y) € R? | x>+ y? = 1} liegt, vgl.
Abb. 1.7, heifien die trigonometrischen Funktionen auch Kreisfunktionen. Wie wir gleich
sehen werden, ist e* = e*(cos y +isin y), x = Nz, y = Iz, mit der wohlbekannten und
schon benutzten Polarkoordinatendarstellung von e” identisch.
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Beweis von Satz 1.4.5 Die Aussagen (1), (2) und (3) ergeben sich unmittelbar aus den
Definitionen, (4) folgt direkt aus (3), (6) folgt aus (1) und der ersten Formel in (5), indem
man dort w = —z setzt. (7) folgt aus (6) und e’ = e*(cos y + isin y). SchlieBlich
beweist man (5) mit (4) und dem Additionstheorem der Exponentialfunktion:

COS(Z + U)) — %(ei(erw) + efi(erw)) — %(eizeiw 4 efizefiw)

1
= 5((0052 +isinz)(cosw + isinw) + (cosz —isinz)(cos w — isin w))
= cOszcosw — sinz sin w.

Analog ergibt sich das Additionstheorem fiir den Sinus. |

Die Eigenschaften der e-Funktion und der trigonometrischen Funktionen sollen noch
etwas genauer beschrieben werden, womit sich insbesondere eine natiirliche Definitions-
moglichkeit fiir die Kreiszahl & ergibt. Zunichst zeigen wir:

Satz 1.4.6 Die Abbildung exp: C — C*, z +> exp z, ist ein surjektiver Homomorphismus
topologischer Gruppen. Insbesondere ist C* wie C eine divisible abelsche Gruppe, d. h.
Jjede komplexe Zahl # 0 besitzt fiir jedes n € N* eine n-te Wurzel.

Beweis Nach Satz 1.4.1 ist exp ein analytischer Gruppenhomomorphismus und damit
auch stetig. Wegen exp’(0) = 1 enthilt das Bild von exp nach Satz 1.3.8(1) eine Um-
gebung von exp(0) = 1.' Daher ist exp surjektiv auf Grund des folgenden einfachen
Lemmas 1.4.7. O

Lemma 1.4.7 Sei H C G eine Untergruppe der topologischen Gruppe G mit H # 0.
Dann ist H offen in G und insbesondere gleich G, wenn G zusammenhdngend ist.

Zum Beweis sei hy € H. Dann ist H = Unen hhy UH offen, also auch abgeschlossen
in G (als Komplement der Vereinigung der von H verschiedenen Linksnebenklassen von
H in G). Ist G zusammenhingend, so ist daher H = G. O
Wegen |e”| = e" (nach Satz 1.4.5(7)) ist e’ genau dann ein Element der Kreisgruppe
U = {z € C | |z|] = 1}, wenn z auf der imagindren Achse Ri liegt. exp induziert also
einen surjektiven analytischen Homomorphismus ¢: R — U mit t +— e’ = cost +
isint, und der Kern {z | e = 1} von exp ist eine abgeschlossene Untergruppe von

1 Fiir betragsmiBig kleine w € C liefert die Logarithmusreihe >, .ny (—1)"w"+!/(n + 1) explizit
ein exp-Urbild von 1 + w, vgl. Aufg. 1.2.18. — Man beachte, dass exp nach Satz 1.3.7 eine offene
Abbildung ist. Dort wird aber zum Beweis die Existenz von n-ten Wurzeln komplexer Zahlen be-
nutzt, was wir hier vermeiden wollen. Vgl. auch die Bemerkung im Anschluss an den Beweis von
Satz 1.3.4.
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Ri. Da es keine stetige bijektive Abbildung R — U gibt — sie wire notwendigerweise
ein Homdomorphismus, vgl. [14], Aufg. 3.9.3b) —, hat Kern exp nach Lemma 1.4.8 die
Gestalt Ziw mit einem eindeutig bestimmten w € R7.

Lemma 1.4.8 Jede abgeschlossene Untergruppe H # R der additiven Gruppe R =
(R, +) ist zyklisch und wird von einem eindeutig bestimmten Element w € R erzeugt:
H =Zo.

Beweis Man beweist dies wie den Satz iiber die Klassifikation der Untergruppen von
Z (der iibrigens ein Korollar des obigen Lemmas ist). Sei H < R eine Untergruppe
# 0, # R und @ das Infimum von H N R%. Es ist @ # 0, da andernfalls H beliebig
kleine positive Elemente enthielte und folglich dicht in R, also gleich R wire. Da H
abgeschlossen ist, ist o € H.Seinunh € Hundn € Z mitnw < h < (n + 1)w (also
n = [w]). Wiare nw < h,sowidre 0 < h —nw < w und h — nw € H. Widerspruch! O

Da die abgeschlossene Hiille einer beliebigen Untergruppe H < R wieder eine Un-
tergruppe von R ist, ergibt sich aus Lemma 1.4.8: H ist dicht in R oder zyklisch."> Wir
erwihnen folgende Anwendung: Fiir eine Abbildung f:R — X von R in eine beliebige
Menge X — man spricht auch von dem dynamischen System (X, /) — heifit « € R eine
Periode, wenn f(t + «) = f(¢) fiir alle # € R ist. Die Perioden von f bilden offen-
bar eine Untergruppe H von (R, +), die sogenannte Periodengruppe von f. Ist z.B.
H C R eine beliebige Untergruppe, so ist H die Periodengruppe der kanonischen Projek-
tion R — R/H . Die Abbildung f:R — X heif3it periodisch, wenn ihre Periodengruppe
H # 0ist. H ist abgeschlossen, wenn X ein Hausdorff-Raum und f stetig ist. Nach
Lemma 1.4.8 gilt also: Ist f:R — X eine periodische stetige Abbildung von R in einen
Hausdorff-Raum X, so ist [ konstant oder aber es gibt ein eindeutig bestimmtes » € R,
die sogenannte Grundperiode von f, derart, dass Zw die Periodengruppe von f ist.

Die Gleichung Kernexp = Ziw mit einem @ € R gibt Anlass zu folgender Definiti-
on:

Definition 1.4.9 Wir setzen 7 := /2.1
Nach dieser Definition gilt also:

Proposition 1.4.10 Der Kern des Exponentialhomomorphismus exp: C — C* ist Z2mi.
exp induziert einen Isomorphismus C /Z.2wi —> C* von topologischen Gruppen.

15 Dieser Satz besitzt eine wichtige Verallgemeinerung iiber die Struktur der Untergruppen der ad-
ditiven Gruppen endlichdimensionaler R-Vektorrdume mit ihrer natiirlichen Topologie. Vgl. dazu
Bd. 4.

16 Der Faktor 1/2 hat historische Griinde. 7 wurde von Euklid und Archimedes zunichst als Fliche
des Einheitskreises oder genauer als Quotient des Fldcheninhalts eines Kreises der euklidischen
Ebene und des Quadrats seines Radius eingefiihrt, vgl. [14], Beispiel 3.3.9.
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Dass der von exp induzierte stetige Gruppenisomorphismus C/Z2mxi —> C* auch ein
Homoomorphismus ist, folgt daraus, dass exp eine offene Abbildung ist. Der surjektive
Gruppenhomomorphismus ¢: R — U, ¢ +> e'’ mit Kern Z2x induziert den schon hiufig
benutzten Isomorphismus R /Z2x % U, [t] > e, topologischer Gruppen.

Die Funktionen cosz = %(eiz +e ) undsinz = %(eiz — e7%) sind periodisch mit
der Periode 27. Die Zahl e = cosx + isinz # 1 hat das Quadrat 1. Dies ergibt die
beriihmte Gleichung

" +1=0

und somit cosw = —1, sinw = 0. Dabei ist 7w die kleinste positive Nullstelle von sin.
(Warum?) Im offenen Intervall ]0, [ ist sin wegen sin¢ ~ ¢ fiir t — 0 positiv. Ferner ist
e'™/2 eine primitive vierte Einheitswurzel, also i oder —i. Da sin /2 > 0 ist, erhilt man
¢/2 = i. Wir notieren einige der Formeln, die sich mit Satz 1.4.5 ergeben, explizit.

Proposition 1.4.11

(1) Die Menge der (reellen und komplexen) Nullstellen von sin ist Zm, die von cos ist
% + Zm. Alle diese Nullstellen sind einfach.

(2) Esistcosm = —1, sin(r/2) = 1.

(3) Esistcos(z — (m/2)) = sinz, sin(z + (7/2)) = cosz fiiralle z € C.

(4) Esistcos(z + m) = —cosz, sin(z + w) = —sinz fiiralle z € C.

(5) Esistcos(z + 2m) = cosz, sin(z + 2w) = sin z fiir alle z € C.

In jeder der Gleichungen in (3), (4) und (5) ist w jeweils die kleinste positive reelle Zahl,
mit der sie fiir alle z gelten.

Die Einfachheit der Nullstellen in Proposition 1.4.11 (1) ergibt sich mit Hilfe der Ad-
ditionstheoreme daraus, dass 0 wegensinz = Y, _(—1)"z*""1/(2n + 1)! eine einfache
Nullstelle des Sinus ist. Aus den speziellen Werten von cos und sin ergeben sich mit den
Additionstheoremen auch die angegebenen Funktionalgleichungen. Dass 2 die kleinste
positive Periode sowohl von cos also auch von sin ist, d. h. dass Z2x die Periodengrup-
pe von cos und von sin ist, folgt daraus, dass jede Periode von cos eine von sin ist und
umgekehrt, und damit auch eine Periode von el

Wir fassen zusammen: Die Funktion ¢ +> e’ durchliuft auf dem halboffenen Intervall
[0, 27[ jeden Punkt des Einheitskreises U einmal und dabei zunichst die Punkte in der
oberen Halbebene. Fiir t = 27 wird der Weg im Punkt 1 € U geschlossen. Die Schnel-
ligkeit |(el’)’| = lie"| = 1 ist konstant gleich 1, also gibt ¢ auch die beim Durchlaufen
zuriickgelegte Weglidnge an, vgl. Satz 3.3.5. Insbesondere ist 2 der Umfang des Einheits-
kreises. Seit dem Altertum teilt man den Umfang des Einheitskreises in 360 gleiche Teile
und definiert ein Grad durch 1° := 27/360, also allgemein

a® :=2ra/360, o€R.
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Ferner ergibt sich, wie bereits erwihnt, die Polarkoordinatendarstellung
e’ = emz(cos Sz +1isinJz), z e C,

von e°. Dabei kann bei gegebenem w = e* das Argument Argw = Jz eindeutig im
Intervall [0, 277[ (oder in jedem anderen halboffenen Intervall der Lange 27) gewéhlt wer-
den. Wir werden den Verlauf der trigonometrischen Funktionen im Reellen noch einmal
in Abschn. 2.4 besprechen.

Bemerkung 1.4.12 Die Exponentialfunktion lésst sich fiir beliebige K-Banach-Algebren
definieren. Sei A4 solch eine Algebra. Dann ist die Exponentialabbildung

X n
. X
exp=exps ;4 —> A mit expx:= E —
n!
n=0

X €A,

auf A wohldefiniert. Fiir jedes r € R ist die Familie x"/n!,n € N, wegen [|x"/n!| <
|| x " /n! auf dem Ball B4(0; r) € A normal summierbar. Insbesondere ist exp, stetig. Wie
Satz 1.4.1 beweist man das folgende Additionstheorem: Sind x,y € A kommutierende
Elemente in A, so istexp(x+y) = (exp x)(exp y). Insbesondere ist exp(—x) = (expx)~!
und expx € A fiir jedes x € A. Ist A kommutativ, so ist exp: A — A* ein Gruppenho-
momorphismus. Wie Satz 1.4.3 beweist man auch, dass die Folge (1 + 7)", n € N*, auf
jedem Ball B4(0;7) € A, r € R, gleichmiBig gegen exp x konvergiert. Die Logarith-
musreihe aus Aufg. 1.2.18 liefert eine lokale Umkehrung

oo _1 n
14y In(l +y) :=Z’(1+)1y”+l
n=0

von exp in einer Umgebung von 1 € A. Daher enthilt das Bild von exp eine Umgebung
von 1 € A undistoffenin A*, wenn A kommutativ ist, vgl. Lemma 1.4.7. Im Allgemeinen
ist das Bild von exp aber nicht offen in A*. — Die Exponentialabbildung ist ein wesentli-
ches Hilfsmittel zum Studium von Banach-Algebren. Fiir erste Beispiele dazu verweisen
wir auf [13], §18, Aufg. 8 und die sich daran anschlieBenden Bemerkungen sowie auf Bd.
4 iiber Lineare Algebra II. &

Beispiel 1.4.13 (Superposition harmonischer Schwingungen) Wie schon der Beweis
fiir die Additionstheoreme von cos und sin in Satz 1.4.5(5) zeigt, ist es grundsitzlich
vorteilhaft, das Rechnen mit trigonometrischen Funktionen iiber die Eulerschen Formeln
1.4.5(3) und (4) auf das Rechnen mit der Exponentialfunktion zuriickzufiihren.

Die sogenannten harmonischen Schwingungen

t > acos(wt + ¢) oder ¢+ asin(wt + @)
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mit der Kreisfrequenz w € R, der Amplitude a € R und der Phasenverschiebung ¢ €
R etwa sind auf Grund der Additionstheoreme Linearkombinationen der Schwingungen
t — coswt und ¢t — sin wt, d.h. sie haben die Gestalt

bcoswt + ¢ sin wt

mit konstanten reellen Koeffizienten b, ¢. Lassen wir auch komplexe Koeffizienten zu, so
sind dies auf Grund der Eulerschen Formeln genau die komplexen Linearkombinationen
der beiden Exponentialfunktionen e’ und e/ = [ /el*’.

Produkt- und Summenbildung solcher Linearkombinationen fiihren wegen (e/’)" =
e fiir n € Z zu Funktionen der Gestalt

E Cn emwt

neZ

(wobei nur endlich viele der konstanten Koeffizienten ¢, € C ungleich 0 sind). Endliche
Summen und Produkte harmonischer Schwingungen mit der festen Kreisfrequenz w er-
geben also Linearkombinationen von harmonischen Schwingungen der Kreisfrequenzen
nw,n € N. Man nennt sie auch die trigonometrischen Polynome zur Kreisfrequenz w
(bzw. zur Frequenz w/2m). Allgemeiner ergibt sich auf diese Weise: Summen und Pro-
dukte endlich vieler harmonischer Schwingungen der Kreisfrequenzen w;, ..., w,, sind
Linearkombinationen von harmonischen Schwingungen. Die Kreisfrequenzen dieser Li-
nearkombinationen sind nyw; + « -+ + nywp, 1y, ..., ", € Z. Dies folgt aus

(e rtymn ... (elomtytm = gltmerttmmen)t  firalle ny, ..., n, € Z.

Sei m > 0, und die Kreisfrequenzen wy, ..., ®,, seien weiterhin positiv. Wir betrachten
noch einmal die Menge

F:=7Zw + -+ Zw, ={nw+ -+ nywy, | (n,...,0n,) €Z™}

aller sich daraus zusammensetzenden Kreisfrequenzen. F ist eine Untergruppe der addi-
tiven Gruppe von R. Zwei wesentlich verschiedene Fille sind zu unterscheiden:

(1) Die wy,...,w, sind kommensurabel, d.h. je zwei der wy, . .., ®,, unterscheiden sich
um einen rationalen Faktor. Dann gibt es ein v € R* und ki,....k, € N* mit
w; = kjw. Ersetzen wir noch @ durch dw, wobei d der grofite gemeinsame Teiler
der ky, ..., k,, ist, konnen wir {iberdies ggT(ky,...,k,) = 1 annehmen. Nach dem
Lemma von Bezout ist 1 = nik; + --- 4 ny,k,, mit ganzen Zahlen n;, d.h. ® =
Yoinjkjo =377 njo; gehortselbst zu F. Also ist F = Zw, und alle Elemente
von F sind ganzzahlige Vielfache der Grundkreisfrequenz .

(2) Die wy,...,w, sind nicht kommensurabel (in dem in (1) beschriebenen Sinn). Dann
ist F dicht in R, d. h. jede Kreisfrequenz w € R lésst sich mit Hilfe der Elemente aus
F beliebig genau approximieren. Dies ergibt sich sofort aus Lemma 1.4.8.
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Ubrigens iibertrigt sich das Lemma 1.4.8 mit Hilfe der (stetigen) Exponentialfunktion
R — R und ihrer (stetigen) Umkehrfunktion, des Logarithmus R} — R, sofort auf
(R, -): Eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe R ist dlcht in R% oder aber
zyklisch. Als Ilustration dazu noch zwei Beispiele:
Ausgehend von einem Grundton der Frequenz vy > 0 lisst sich allein mit Oktaven-
spriingen auf- oder abwirts (d. h. durch (eventuell mehrmaliges) Multiplizieren mit
2*1) und Quintenspriingen auf- oder abwiirts (d.h. durch (eventuell mehrmaliges)
Multiplizieren mit (3/2)*!) jeder Ton einer Frequenz > 0 beliebig genau approxi-
mieren.!”

Vorgegeben seien Zahnriader mit a bzw. b bzw. ¢ Zihnen (a, b, ¢ paarweise verschie-
den), von jedem Typ beliebig viele. Es gebe keine Darstellung a™b™ = ¢™*" mit von
0 verschiedenen ganzen Zahlen m, n. Dann lisst sich zu jedem Ubersetzungsverhilt-
nis d > 0 und jedem & > 0 mit den gegebenen Zahnriddern ein Getriebe konstruieren,
dessen Ubersetzungsverhiltnis gleich d bis auf einen Fehler < ¢ ist. Zu diesem Bei-
spiel siehe auch [14], Aufg. 2.3.12. &

Die Funktionen

2k+l

_l z —z\ _ — Z . 1 _ Z -
coshz := 2(6 +e )_Z(Zk)!’ sinhz : 2e e g(ﬂc—l—l)'

heiflen die Hyperbelfunktionen und werden als Kosinus hyperbolicus bzw. Sinus hy-
perbolicus bezeichnet. Es ist cosh z + sinhz = e” und coshz — sinhz = 77, also

cosh?z —sinh®z = 1.

Fiir ¢+ € R sind natiirlich auch cosh¢,sinh¢ € R, und der Punkt (cosht, sinht) liegt auf
der Einheitshyperbel {(x, y) € R? | x2—y? = 1} € R?, was den Namen ,,Hyperbelfunk-
tion* erklért, vgl. Abb. 1.8 rechts. Die Graphen der reellen Hyperbelfunktion sind links in
Abb. 1.8 dargestellt. Aus Satz 1.4.5 (4) ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen
den Kreisfunktionen und den Hyperbelfunktionen:

cosz = coshiz, sinz = —sinhiz = —isinhiz.
i

7 Darum ist es so schwierig, ein Klavier (harmonisch) zu stimmen. Der Quintenzirkel be-
ruht auf dem Kompromiss (3/2)"? ,=“ 27. Das Intervall (3/2)"? : 27 = 312/21% =
531.441/524.288 bezeichnet man als das pythagoreische Komma. Seine Kettenbruchentwicklung
ist [1,73,3,2,1,1,1,23,2,5] ~ [1,73] = 74/73 = 1,01369863, vgl. Beispiel 3.3.11 in [14].
Das pythagoreische Komma ist also wesentlich kleiner als ein Halbton (d.h. 2!/12 = 1,059... bei
temperierter Stimmung). Vgl. auch Aufg. 3.10.9b) in [14].
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A
y (cosh ¢, sinh t)
2
cosh x
sinh x 0 1 e
1
> X
-1 0 1 x2-y?=
-1

Abb. 1.8 Hyperbelfunktionen cosh und sinh

Die Funktionen Tangens, Kotangens, Tangens hyperbolicus, Kotangens hyperbolicus
definiert man als die Quotienten

cos zZ sinh z cosh z
cotz 1= , tanhz := , cothz :=

tanz = s - N .
Ccos zZ sin z coshz sinh z

Diese Funktionen sind als Quotienten ganzer Funktionen meromorph auf C. Da Zihler
und Nenner in keinem der vier Fille eine gemeinsame Nullstelle haben, sind die Pol-
stellen jeweils die Nullstellen der Nenner und die Nullstellenordnung der Nenner ist die
Polstellenordnung der meromorphen Funktionen. sin hat aber die einfachen Nullstellen
km,k € Z,und cos die einfachen Nullstellen (% +k)m, k € Z, vgl. Proposition 1.4.11 (1).
Die Nullstellen von sinh und cosh sind daher ki bzw. (% + k)ri, k € Z, und ebenfalls
alle einfach. Es ist

1 . . . . .
tanz = —tanhiz = —itanhiz, cotz =icothiz,
i

ferner ist tan 0 = 0, tan(—z) = —tanz, cot(—z) = —cotz,cotz = 1/tanz.
Beispiel 1.4.14 (Bernoullische Zahlen) Die ganze Funktion

n

es—1 _i z
z n=0(n+1)!

hat im Nullpunkt den Wert 1. Thr Kehrwert z/(e* — 1) ist daher meromorph, und seine
Polstellen sind die von 0 verschiedenen Nullstellen von e* — 1, also die Zahlen 2k i,
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k € Z*, vgl. Proposition 1.4.10. Da diese Nullstellen einfach sind, sind auch die Polstellen
von z/(e* — 1) einfach. Nach Satz 1.3.9 hat die Potenzreihenentwicklung

z oo
ez_lzzB”

n=0

n

| N

!

=

den Konvergenzradius 2. Die Zahlen B,, n € N, heilen die Bernoullischen Zahlen
(nach Jakob Bernoulli (1654—1705)).'® Aus der Identitit

(ZB,Z!Z")(;@?—:)!)E

n=0

ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

B, B, 1 By 1

Bo =1 d 2n e R A
e TR I ) TR TR TR P oY

=0, neN*

womit sich die B, leicht rekursiv berechnen lassen. Nach Multiplikation mit (n + 1)!
erhilt die Rekursionsgleichung die Form

! 1
Z("Z )Bk=0, n € N*,
k=0

die man mnemotechnisch auch in der Form (B + 1)"*! = B, |, n € N, schreibt, wobei
man in dem Ausdruck fiir das Binom (B + 1)"*! gemif der binomischen Formel die
Potenz B* jeweils durch By zu ersetzen hat. Es ist also

By=1, B, = ! By = ! B = ! Bg = ! By = >
0o— 1, 2_6’ 4 = 30’ 6_425 8§ — 305 10_665

_ 91 7 3617 43867 . 174611
277300 T T e T T 5100 T T 08 0 TR0 330

_ 854.513 _ 236.364.091 _ 8.553.103

22 — 138 5 24 — 2730 5 26 — 6 9

23.749.461.029 8.615.841.276.005
By =—————, B3 =
870 14.322

usw. Die Bernoullischen Zahlen By 1 mit ungeradem Index 2k + 1 > 3 verschwinden.
Zum Beweis betrachtet man die meromorphe Funktion

41l oz efPye? g

VA
B A o e
e —1 2 ell_eziz 2,

a

z

f@) =

+Z—
5=

IS

1

eZ

18 Es sei darauf hingewiesen, dass die Bernoullischen Zahlen gelegentlich mit anderen Vorzeichen
versehen und/oder anders nummeriert werden.
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mit der Potenzreihenentwicklung > b,z" um 0. Es ist B, = nlb, fir n # 1. Wegen
f(=z) = f(z) ist f eine gerade Funktion, und fiir k¥ € N verschwinden die Koeffizi-
enten by 1, vgl. Aufg. 1.3.4. — Ferner haben wir die folgende Potenzreihenentwicklung
gewonnen:

> (2z)*
zcothz = f(2z) = ; BMW.

Aus z cotz = iz cothiz erhilt man wegen i?" = (—1)"

o0
(22)* 22 zv 278 z8
ootz "X::O( ) B 345 945 4725
Mit , R
z —z Z _ Az z _2z
cothz—l—tanhZ:e +e —l—e ¢ :2e te = 2coth2z
ez —eZ ez + e~z eZz _ 672
ergibt sich
o0
B2n (ZZ)anl
tanhz = 2coth2z —cothz = » (2% —1
anh z coth2z — coth z ;( ) n an = 1)‘

und mit tan z = (tanhiz)/i schlieBlich

o0
3 B, (22) n=l 3 220 1777 62Z°
tanz = —1)rter — 1) =2 =z4+ =+ —
;( ) )n 1)' +3+15+315+2835
Die Gleichung
z 2z 2ze®  2z(e+ 1) 2z 5 z 2z
sinhz  e?—e? €2 —1 e —1 e —1 Ter—1 e2-—1

liefert noch

2n

(2n)!

und

LS,

sinh z
n=0

— = =) (=1)"2-2")By,
sinz  sinhiz go ) VB> (2
i+ z? L2 7z N 31z N 12728

6 360 15.120  604.800

2n

)!

Die Funktion cosec z := 1/ sinz bezeichnet man auch als den Kosecans (und secz :=
1/ cosz als den Secans, vgl. das folgende Beispiel).
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Mit den Bernoullischen Zahlen lassen sich im Anschluss an Euler leicht geschlossene
Ausdriicke fiir die Potenzsummen 17" +2" 4.--4+ k™ k,m € N, angeben. Es ist ndmlich

00 k m k (k+1)z _ (k+1)z _
z e 1 z e 1
Z(Z”M)%zz(ezyz e—1  e—-1 z
m=0 n=0 : n=0
o0
k+1)y/+zJ
- (iS55
iz i J:
N (iﬁ(k + 1)+ )z’"
.‘ _ . ' 9
o e A (m+1—j)!
und Koeffizientenvergleich liefert die Formel
k m4-1 m
Z ZB, (k+11) + /‘: 1 1Z(m—,i_1)Bj'(k+l)m+l_j’ k.m €N,
prd m+1-=7! m+ o\

die bereits von dem Rechenmeister Johannes Faulhaber (1580-1635) aus Ulm im Jahre
1631 angegeben (und von Jacob Bernoulli in der ,,Ars conjectandi* zitiert) wurde. Durch
Vergleich mit der am Ende von Beispiel 1.2.24 (3) angegebenen Formel fiir die Summe
Zﬁ:o n™ gewinnt man durch Betrachten der Koeffizienten bei k + 1 den folgenden Zu-
sammenhang zwischen den Bernoullischen Zahlen und den Stirlingschen Zahlen zweiter

Art: ,
(=1)"n
B, =
" }; n—+1

!
“S(m,n), m €N, <&

Beispiel 1.4.15 (Eulersche Zahlen) Die Potenzreihenentwicklung des Secans secz =
1/ cos z um den Nullpunkt setzt man in der Form

als exponentielle erzeugende Funktion der sogenannten Eulerschen Zahlen E,, n € N,

an.'” Wegen
2n

o0 . z
cosz = ;(—1) an)!

19 Auch die Eulerschen Zahlen werden gelegentlich mit anderen Vorzeichen versehen oder anders
nummeriert. Fiir eine kombinatorische Interpretation der Eulerschen Zahlen siehe Aufg. 2.2.31.
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sind cos z und damit auch 1/ cosz gerade Funktionen. Daher verschwinden die Euler-
schen Zahlen Ey; 1, k € N, mit ungeradem Index. Die mit geradem Index erfiillen die

Rekursion
n
2n
Ey=1, ;(—1)" (Zk)EZk =0, neN*

die sich aus cos z - sec z = 1 ergibt. Insbesondere sind die E, ganzzahlig (vgl. dazu auch
Aufg 1216) Es ist Eo = 1, Ez = 1, E4 = 5, E6 = 61, Eg = 1385, E]o = 50.521
usw.?’ Wegen cosh z = cosiz ist

1 o ZZn
= “'E, ——
cosh z ’;( ) B 2n)!

die Potenzreihenentwicklung von 1/ cosh z um 0. Aus den Gleichungen

[ 2 _ 2e'” B 2e7(e% — 1) B ( 2iz 2iz dize” ) 1
cos z - eiz + efiz - e2iz + 1 - e4iz -1 - eiz -1 e2iz -1 e4iz —1/iz
o0 m . —1
_ m m « (iz)™
_Z<2Bm—2 Bm—z<k))4 Bk) -
m=1 k=0
o) (_1)"+1 2n+1 M + 1 . Zzn
=25 +1(Z k 4B")(2)|
n=0 n k=0 n):

ergibt sich durch Koeffizientenvergleich die folgende Darstellung der Eulerschen Zahlen
E,,, mit Hilfe der Bernoullischen Zahlen:

2n+1
(1! m 41\,
Ey =5 k§=0: LB neN.

Zu einer Anwendung verweisen wir auf Beispiel 3.7.7. &

Aufgaben

Aufgabe 1.4.1 Man berechne e mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung von e” bis auf
einen Fehler < 10710, Mit derselben Genauigkeit berechne man cos 1 und sin 1.

Aufgabe 1.4.2 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen der Funktionen expz, sinz,
cos z, sinh z, cosh z um einen beliebigen Punkt a € C an.

20 Ubrigens sind alle E,, n € N, positiv, vgl. Aufg. 2.2.31 oder Beispiel 3.7.7.
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Aufgabe 1.4.3 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen von e” cos z; cos” z und sin” z,
n € N, jeweils um 0 an.

Aufgabe 1.4.4 Fiir die folgenden analytischen Funktionen gebe man jeweils die Potenz-
reihenentwicklung bis zur Ordnung 5 um den Nullpunkt an:

sinbz

sinz cosz.

sin z z°e
— - 5 ——. b.ceC™.
2+ cosz (ef—1) sincz

(Fiir die ersten beiden Funktionen siehe auch Aufg. 2.2.15.)
Aufgabe 1.4.5 Fiir x, y € C gilt
cos(x +1iy) = cosx cosh y —isinxsinhy, sin(x 41iy) = sinx cosh y + icos x sinh y.

Insbesondere sind damit fiir z = x + iy, x, y € R, Real- und Imaginérteil von cos z und
sin z beschrieben. Es folgt

|cos(x 41iy)|> = cos? x + sinh® y, | sin(x 4 iy)|> = sin® x + sinh® y.
Aufgabe 1.4.6 Fiir z, w € C gilt

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w,

sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w.
Aufgabe 1.4.7 Fiir z € C und n € Z gilt (cosh z 4 sinh z)" = coshnz + sinhnz.

Aufgabe 1.4.8 Fiir z, w € C gilt

tan z + tan w cotzcotw — 1
tan(z + w) = ——, cotz +w) = ——,
1 —tanz tan w cotz + cotw
tanh z + tanh w cothzcothw + 1
tanh(z + w) = ; coth(z + w) = —+
1 + tanh z tanh w cothz + cothw

falls jeweils beide Seiten der betrachteten Formeln definiert sind.
Aufgabe 1.4.9 Zu jedem (x, y) € R? mit x> — y? = 1 und x > 0 gibtes genau eint € R
mit x = cosh?, y = sinh¢. Die Abbildung R — H,, t + (cosht,sinht) ist also eine

bijektive Parametrisierung des Hyperbelbogens

Hy:={(x,y) eR* | x*—y* =1, x > 0}.
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Aufgabe 1.4.10 Fiir alle z € C gilt

e = (e?), sinz =sinz, cosz =cosz, sinhz =sinhz, coshz = coshz.
(Vgl. auch Aufg. 1.3.5b).)

Aufgabe 1.4.11 Fiir alle z € C ist |¢” — 1] < el?l =1 < |z|el*l. Wann gilt in diesen
Ungleichungen jeweils das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 1.4.12 Fiir alle x € R iste® — 1 > xe*/2.
Aufgabe 1.4.13 Fiir alle x € R ist 1 —cosx < x?/2.
Aufgabe 1.4.14 Seiz = x +iy € C mit x, y € R, x > 0. Dann gilt:

a) Esist [ — 1] < (|z]/x)(e* — 1). (Man kann diese Ungleichung aus Aufg. 1.4.12
und Aufg. 1.4.13 folgern. Wegen (|Z|/x)(ex — 1) < el — 1 verschiirft sie die erste
Abschitzung in Aufg. 1.4.11.)

b) Man folgere: Fiirer, B € R mite < Bist|e ™ —e #?| < (|z|/x)(e™* —e #¥). (Einen
anderen Beweis findet man in Aufg. 3.2.27.)

Aufgabe 1.4.15 Man berechne die Werte von Sinus, Kosinus und Tangens fiir 7/8 =
22,5°, /6 = 30°, /5 = 36°, /4 = 45°, w/3 = 60°, 3w /8 = 67,5°, 2xn/5 = 72°,
5m/12 = 75°. (Man beachte e*"?"/9 = cos(2mp/q) +isin(2wp/q), p.q € N*, ist eine
komplexe g-te Einheitswurzel. Welche Ordnung hat die Einheitswurzel " fiir m € Z?
Vgl. auch [14], Aufg. 3.5.28.)

Aufgabe 1.4.16 Man zeige fiir alle z € C:

(1) tan(m/4) = 1 = cot(x/4), cot(x/2) = 0.
(2) tan(z 4 (7/2)) = —cotz.
(3) tan(z + ) = tanz, cot(z 4+ ) = cot z.

Aufgabe 1.4.17 Die Funktionen sin: C — C und cos: C — C sind surjektiv. Jedes z € C
hat unendlich viele Urbilder. Man gebe alle z € C mit sinz = 2 an. (Vgl. hierzu auch die
Joukowski-Funktion in [14], Beispiel 3.5.9.)

Aufgabe 1.4.18 Man skizziere die Niveaumenge {z € C | |sinz| = ¢} firc = 1/2, 1,
3/2und 2.
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Differenziation

2.1 Differenzierbare Funktionen

Die Differenzialrechnung einer Veridnderlichen beschiftigt sich mit Funktionen einer reel-
len oder komplexen Verdnderlichen. Thr Definitionsbereich D ist also eine Teilmenge von
R oder C, wofiir wir wieder die gemeinsame Bezeichnung K verwenden. Als Wertebe-
reich lassen wir von Anfang an einen beliebigen K-Banach-Raum zu. Man beachte, dass
im Fall eines reellen Definitionsbereichs auch komplexe Banach-Rédume zugelassen sind,
da diese ja in natiirlicher Weise auch reelle Banach-Rdume sind. Ein wichtiger Fall ist
dabei, dass der Grundkorper K selbst der Wertebereich ist. Ferner ist jeder endlichdimen-
sionale K-Vektorraum V' ein Banach-Raum. Je zwei Normen auf V' mit endlichen Werten
sind dquivalent und definieren die natiirliche Topologie auf V', vgl. [14], Satz 4.4.12. Ist
v;, i € I, eine endliche Basis von V, so wird eine Funktion f: D — V durch die endlich
vielen Koordinatenfunktionen fj: D — K, i € I, mit f(x) = ) ,_, fi(x)v; gegeben.
Bei den Definitionsbereichen D beschridnken wir uns in der Regel im reellen Fall auf In-
tervalle in R und im komplexen Fall auf offene Mengen in C. Wichtig ist, dass jeder Punkt
von D ein Haufungspunkt von D ist.

Im komplexen Fall konnen wir hier nur die elementaren Aspekte der Differenzierbar-
keit beschreiben. Erst in spiteren Binden gehen wir auch ausfiihrlich auf die komplex-
differenzierbaren Funktionen ein. Dort wird sich auch die tiberraschende Tatsache erge-
ben, dass die komplex-differenzierbaren Funktionen mit den schon in Abschn. 1.3 behan-
delten komplex-analytischen (= holomorphen) Funktionen identisch sind. Sie bilden den
Gegenstand der Funktionentheorie (einer komplexen Veridnderlichen).

Sei also im Folgenden der Definitionsbereich D € K im Fall K = R ein Intervall
in R (mit mehr als einem Punkt) und im Fall K = C eine offene Menge in C sowie
V = (V,||—|) ein K-Banach-Raum. Wie bereits weiter oben sprechen wir auch bei Ab-
bildungen D — V' von Funktionen. Ferner schreiben wir fiir das skalare Produkt Ax,
A €K, x € V,auch xA.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 85
U. Storch, H. Wiebe, Analysis einer Verdnderlichen, Springer-Lehrbuch,
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Definition 2.1.1 Eine Funktion f: D — V heifit im Punkt ¢ € D differenzierbar, wenn
der Grenzwert

LS - @
xé\bt(?a} X —a

in V existiert. Existiert dieser Grenzwert, so hei3t er der Differenzialquotient oder die
Ableitung von f im Punkt a und wird mit

f'(a) oder j—f(a)
X

bezeichnet. — f ist differenzierbar in ganz D, wenn f in jedem Punkt von D differen-
zierbar ist. Die Funktion D — V, x + f'(x), heiit dann die Ableitung /' von f. Ist
D C R und interpretiert man x als Zeitvariable, so schreibt man héufig auch f (a) fir die
Ableitung f’(a) und nennt sie die Geschwindigkeit von f in a. Ihre Norm || f (a)|| heift
die Schnelligkeit von f ina.'

Die Funktion D — {a} — V mit

L S0 f@

X —d

heifit der Differenzenquotient von f im Punkt a. Er beschreibt die Werteéinderung
f(x) — f(a) relativ zur Argumentinderung x — a und heilit bei einer Zeitvariablen auch
die Durchschnittsgeschwindigkeit von f zwischen den Zeitpunkten a und x. Definitions-
gemil ist der Differentialquotient von f in a gleich dem Limes in a des Differenzen-
quotienten von f im Punkt a. Dies bedeutet, dass der Differenzenquotient sich zu einer
Funktion D — V fortsetzen lésst, die in a stetig ist und dort den Wert f’(a) hat. Dass
die Ableitung der Funktion f: D — C im Punkta € D existiert und gleich ¢ € V ist, ist
nach [14], Satz 3.8.2 dquivalent mit jeder der folgenden Bedingungen:

(i) Zujedeme > 0 gibtes ein § > 0 mit

[f0-r@

cH <e¢ firalle xe D —{a}, |[x—a| <6é.
X—a

(i) Zu jeder Umgebung W von ¢ gibt es eine Umgebung U von a mit

J(x) = f(a)

X —d

eW firalle xeUND, x#a.

! Man unterscheidet in den Bezeichnungen nicht immer deutlich zwischen der Geschwindigkeit und
ihrer Norm, der Schnelligkeit. Aus dem Zusammenhang sollte das Gemeinte deutlich werden. Im
Englischen hat man zur Unterscheidung die Vokabeln ,,velocity und ,,speed*.
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(iii) Fir jede Folge (x,) in D — {a} mitlim x,, = a ist

i SO = f@ _
m  ———— =

n—o00 X, —a

Die Differenzierbarkeit einer Funktion ist (wie die Stetigkeit) eine lokale Eigenschaft die-
ser Funktion. Die Ableitung von f in a ist, wenn sie existiert, durch die Werte von f in
einer (beliebig kleinen) Umgebung von @ in D bestimmt.

Bemerkung 2.1.2 Ist D € C = R? eine offene Menge und f:D — Vina € D
differenzierbar, so sagt man auch, f sei in ¢ komplex-differenzierbar, um diese Dif-
ferenzierbarkeit deutlich von der Differenzierbarkeit von f als Funktion zweier reeller
Variablen zu unterscheiden, die erst in Bd. 5 behandelt wird. Ist @ € D N R, so ist
fI(DNR):D NR — V in a natiirlich reell-differenzierbar mit derselben Ableitung
wie f ina. <

Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis v;, i € I,soist f: D — V in
a € D offenbar genau dann differenzierbar, wenn die Koordinatenfunktionen f;: D —
K,i € I, mit f(x) =Y, fi(x)v;, x € D, in a differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

fl@ =Y @
iel
Bei K = R und V' = C sowie der Standardbasis 1,1 von C sind die Koordinatenfunktio-

nen von f der Realteil i /" und der Imaginirteil I f von f.

Besonders wichtig ist die folgende Charakterisierung der Differenzierbarkeit in einem
Punkt.

Satz 2.1.3 Eine Funktion f: D — V istina € D genau dann differenzierbar, wenn f in
a linear approximierbar ist, d. h. wenn es ein ¢ € V und eine Funktion r: D — V gibt
mit:

(1) ristin a stetig, und es ist r(a) = 0.
(2) Fiirallex € Dist f(x) = f(a) + c(x —a) + r(x)(x —a).

Dann ist ¢ die Ableitung f'(a) von f in a.

Beweis Sei zunidchst f differenzierbar in a. Wir setzen ¢ := f’(a) und

S(x) = f(a)

—c, falls x # a,
r(x):= X —a

0, falls x = a.
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Abb. 2.1 £ als lineare Appro- Vv
ximation von f in a f(x)

f@) et h

Dann ist » im Punkt a stetig, und es gilt nach Konstruktion von r die in (2) angegebene
Darstellung von f.
Existieren umgekehrt r und ¢ mit den angegebenen Eigenschaften, so ist fiir x # a

f&x)—fla
—— —c =r(x),
X—a
woraus wegen Bedingung (1) die Behauptung folgt. O

Fiir eine in a € D differenzierbare Funktion f: D — V gilt also die Darstellung
f(x)= fl@)+ f'(@)(x—a)+o(x —a) fir x —>a

mit dem Landau-Symbol o. Die Funktion h:x +— f(a) + f’'(a)(x — a) heifit die li-
neare Approximation von f in a. Fiir x — a unterscheidet sie sich von f nur um
eine Funktion o(x — a), die definitionsgemél sogar noch nach Division durch x — a fiir
x — a gegen 0 konvergiert. Der Graph von 4 ist die Tangente an den Graphen von f
im Punkt (a, f(a)). Deren Steigung ist die Ableitung f’(a). Ist speziell f'(a) = 0, so
verhilt sich die Funktion f = f(a) + o(x — a) in einer Umgebung von a (fast) wie
die konstante Funktion f(a). Die Tangente ist horizontal. Der Punkt a heifit dann ein
stationidrer Punkt von f. Fiir den Verlauf von f sind die stationdren Punkte von f
von grofer Bedeutung.? Bei x € D, x # a, ist der Graph der affinen Funktion K — V/,
t > fla)+(f(x)—f(a))(t—a)/(x—a) die Sekante des Graphen von f durch die Punkte
(a, f(a) und (x, f(x)). Inre Steigung ist der Differenzenquotient ( f(x) — f(a))/(x —a).
Im Fall D C R liegt die Situation aus Abb. 2.1 vor. Die Idee der linearen Approximierbar-
keit fiihrt auch zum Differenzierbarkeitsbegriff bei mehreren Verinderlichen, vgl. Bd. 5.

Korollar 2.1.4 Ist f: D — C im Punkt a € D differenzierbar, so ist f in a auch stetig.
— Insbesondere ist | auf D stetig, wenn f dort differenzierbar ist.

Beweis Diese Behauptung ergibt sich (mit den Rechenregeln fiir stetige Funktionen) un-
mittelbar aus der Darstellung (2) von f in Satz 2.1.3. O

2 Die Natur ist bestrebt, stationire Punkte zu erreichen.
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Abb. 2.2 |x| ist in 0 nicht
differenzierbar, x|x| ist in O
nicht zweimal differenzierbar

Man beachte, dass die Stetigkeit von f in @ nur eine Darstellung f(x) = f(a) + s(x)
verlangt mit einer Funktion s: D — V, fiir die s — 0 bei x — a gilt.

Beispiel 2.1.5

(1) Konstante Funktionen sind differenzierbar mit Ableitung 0. Wie wir im néchsten
Paragraphen mit Hilfe des Mittelwertsatzes sehen werden, ist umgekehrt eine dif-
ferenzierbare Funktion auf einem Intervall in R oder einem Gebiet in C konstant,
wenn ihre Ableitung iiberall verschwindet.

(2) Die Identitit K — K, x + x, ist differenzierbar mit Ableitung 1.

(3) Die Betragsfunktion R — R, x + |x|, mit dem Graphen links in Abb. 2.2 ist auf
R im Punkt 0 nicht differenzierbar (wohl aber stetig). Fiir den Differenzenquotienten
|x]/x in O gilt ndmlich

x| 1, falls x > 0,
x —1, falls x < 0.

Es gibt sogar Funktionen f: R — R, die in jedem Punkt von R stetig aber in keinem
Punkt differenzierbar sind, vgl. Beispiel 2.1.11. Die komplexe Betragsfunktion C —
C, z + |z|, ist in keinem Punkt von C komplex-differenzierbar, vgl. Aufg. 2.1.2.

(4) Die Funktion R — R, x + x|x|, mit dem Graphen rechts in Abb. 2.2 ist iiberall
differenzierbar mit der Ableitung x — 2|x/|, die ihrerseits, wie schon in (3) bemerkt,
in O nicht differenzierbar ist. <&

Mit Hilfe der folgenden Rechenregeln erhélt man ausgehend von differenzierbaren
Funktionen wieder differenzierbare Funktionen. Zu ihrem Beweis benutzen wir Satz 2.1.3
(und die Rechenregeln fiir stetige Funktionen).

Satz 2.1.6 (Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen) Im Punkta € D seien die
Funktionen f: D — V und g: D — V differenzierbar. Ferner sei die Funktion h: D — K
ebenfalls in a differenzierbar. Dann gilt:

(1) Die Summe f + g ist differenzierbar in a, und es ist

(f +g) ()= f'(a)+¢g'(a)  (Summenregel).
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(2) Das Produkt hf ist differenzierbar in a, und es ist
(hf) (a) = I'(a) f(a) + h(a) f'(a) (Produktregel).

Insbesondere ist Af fiir jede Konstante . € K differenzierbar in a, und es ist
Af)(a) = Af"(a).
(3) Ist h(x) # O fiir alle x € D, so ist der Quotient f/h differenzierbar in a und es gilt

(1)@ _ h(@)f'(a) —h'(a) f(a)
h N h2(a)

(Quotientenregel).

Beweis Nach Satz 2.1.3 gibt es in a stetige Funktionen r,s: D — V und g: D — K mit
r(a) = s(a) = 0 und g(a) = 0 sowie mit

fx) = fa)+ f@)(x —a) + r(x)(x —a),
g(x) = gla) + g'(a)(x —a) + s(x)(x —a),
h(x) = h(a) + h'(a)(x —a) + q(x)(x — a)

fiir alle x € D. Dann folgt

(f+ ) =(f+8@+ (@) +g@)x—a)+ (r(x) + s(x))(x —a).

Da auch r 4+ s in a stetig ist und dort den Wert O hat, ergeben sich die Differenzierbarkeit
von f + g und die Gleichung in (1). Weiter erhilt man

(hf)(x) = h(x) f(x) = h(a) f(a) + (K'(a) f(a) + h(a) f"(@))(x — a)
+ (h(x)r (x) + q(x) f(x) = q(x)r () (x —a) + h'(a) (@) (x — a))(x — a).

Da auch die Funktion x — h(x)r(x)+q(x) f(x) —g(x)r(x)(x —a)+ 1 (a) f'(a)(x —a)
in a stetig ist und dort den Wert O hat, ergeben sich die Differenzierbarkeit von i f im
Punkte a und die Formel (2).

Die Quotientenregel (3) beweisen wir direkt durch Betrachten des Differenzenquotien-
ten. Wegen der bereits bewiesenen Produktregel geniigt es zu zeigen, dass der Kehrwert
1/h: D — K in a differenzierbar ist mit Ableitung (1/h)'(a) = —h'(a)/ h*(a). Es ist

aber
1 1

h(x) ~ hia) _ -1 . h(X) — h(a) x—a _ h/(a)
x—a  ha)h(x) X—a h2(a)’

|

Die Produktregel (2) ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Produktregel:

Satz 2.1.7 (Allgemeine Produktregel) Seien Vi,..., Vi und W K-Banach-Rdume so-
wie @: V) x -+ x Vi — W eine K-multilineare Abbildung (d. h. @ sei K-linear in jeder
der k Komponenten, wenn man die iibrigen festhdilt), die zudem stetig ist. Sind dann die
Funktionen f;:D — V; in a € D differenzierbar, i = 1,...,k, so ist die Funktion
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D(fi,.... fx):D > W, x> q)(fl(x), e Ji (x)), ebenfalls in a differenzierbar und es
gilt

D(fi,..., fi)a) = Z@(ﬁ(a),...,f/(a),...,fk(a)).

i=1

Beweis Fiir zwei k-Tupel (x1,...,x¢), (V1,..., k) € V1 x -+ x V} gilt offenbar die
,» Leleskopgleichung*

k
(p(xl,---,xk)_(p(J’l,---aYk) = Z¢(-xlﬂ-'-vxi717xi_yivyi+lv---syk)'
i=1

Bei x # a ergibt sich somit

P(Ai(x).... fi(¥) = P(fi@).. ... fi(a))

X —d

k
= Zq)(fl(x)"‘-vfi—l(x),W’fiﬂ(a)w-wfk(a))'
i=1

Es ist lim f;(x) = f;(a) und lim (f; (x) — fi(a))/(x —a) = f/(a) firx — a, x # a,
i =1,... k. Die Stetigkeit von @ liefert die Behauptung. O

Wir bemerken, dass jede K-multilineare Abbildung @: V| x --- x V; — W stetig ist,
wenn die Rdume V), ..., V} endlichdimensional sind. Dann liegt nimlich das Bild von @
in einem endlichdimensionalen Unterraum W’ von W und wir konnen W durch W' erset-
zen. Wihlen wir nun Basen in Vi, ..., V; und W, so werden die Komponentenfunktionen
von @ durch Polynomfunktionen in den Komponenten der Elemente von Vi,..., V} be-
schrieben. Da Polynomfunktionen stetig sind, ergibt sich die Stetigkeit von &. Der Fall
k = 1 von Satz 2.1.7 liefert die folgende einfache, aber hiufig benutzte Rechenregel:

Korollar 2.1.8 Ist L:V — W eine stetige lineare Abbildung von K-Banach-Rdumen
und ist f: D — V im Punkt a € D differenzierbar, so ist auch L o f:D — W ina
differenzierbar und es gilt (L o ) (a) = L(f'(a)).

Ferner liefert die allgemeine Produktregel die Potenzregel: Ist die Funktion f: D — C
ina € D C K differenzierbar, so auch die Potenz f* fiir jedes k € N* und es gilt

(fY(a) = kf*"(a) f'(a).

Dabei kann man C durch eine beliebige kommutative K-Banach-Algebra ersetzen. Falls
1/f definiert ist (d.h. die Werte von f Einheiten sind), gilt die Quotientenregel und als
Folgerung die Potenzregel fiir alle k € Z, Insbesondere ist (x¥) = kx¥~!. Allgemei-
ner ergibt sich, dass Polynomfunktionen iiberall differenzierbar sind. Die Ableitung von
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f(x) == agx* + - +ax +apist f'(x) = kagx*' 4+ --- + a,. Beim Ableiten ei-
ner nichtkonstanten Polynomfunktion verringert sich der Grad also genau um 1. Mit der
Quotientenregel folgt, dass rationale Funktionen in ihrem ganzen Definitionsbereich dif-
ferenzierbar sind.

Einsetzen differenzierbarer Funktionen in differenzierbare Funktionen liefert wieder
differenzierbare Funktionen.

Satz 2.1.9 (Kettenregel) Seien D, D' C K Intervalle in R bzw. offene Mengen in C und
V ein K-Banach-Raum. Ist dann f: D — K mit f(D) € D’ differenzierbar in a € D
und g: D' — V differenzierbar in f(a), so ist auch die Kompositiongo f: D — Vina
differenzierbar und es gilt

(go f)(a)=¢g(f@)f ().
Dieselbe Aussage gilt im Fall D C R, D’ C C und einem C-Banach-Raum V sowie

Funktionen f: D — C mit f(D) C D' und g: D' — V, die in a € D reell-differenzier-
bar bzw. in f(a) € D' komplex-differenzierbar sind.

Beweis Nach Satz 2.1.3 gibt es Funktionen 7: D — K und s: D’ — V, die in a bzw.
f(a) stetig sind, mit 7 (a) = O und s( f(a)) = 0 sowie mit

f(x) = f@)+ f'(@)(x —a) +r(x)(x —a) firx € D bzw.

g =g(f@)+ &' (f@)(y— f@) +s)(y - fla)) firyeD".
Mit y := f(x) ergibt sich

g(f(0) = g(f(@) + &' (f(@)f"(@)(x —a) + 1(x)(x —a).

1(x) :=g'(f(@)r(x)+s(f(x))(f"(a) +r(x)).Dat: D — V im Punkte a stetig ist mit
t(a) = 0, folgt die Behauptung wiederum nach Satz 2.1.3. |

Als letzte wichtige Differenzierbarkeitsregel beweisen wir hier:

Satz 2.1.10 (Ableitung der Umkehrfunktion) Es seien D und D' Intervalle in R oder
offene Mengen in C. Ferner sei f:D — D’ eine stetige bijektive Funktion mit der Um-
kehrfunktion f~': D' — D, die ebenfalls stetig sei. Im Punkt a € D sei f differenzierbar;
und es sei f'(a) # 0. Dann ist f~' im Punkt b := f(a) differenzierbar, und es ist

1 1
(SO = (f@) = = -
(/@) fr@  fr(fd)
Beweis Sei (y,) eine Folge in D’ — {b} mit limy, = b. Die Folge (x,) mit x, :=
f~"(y,) in D — {a} konvergiert dann wegen der Stetigkeit von f~! gegen f~!(b) = a.

Es folgt: B »
n—oo yn—b T Do JGaw)—fl@) T f(a) :

Xp—a




2.1 Differenzierbare Funktionen 93

Es sei bemerkt, dass in der Situation von Satz 2.1.10 die Stetigkeit von f ! aus der von
f folgt. Im Fall reeller Intervalle haben wir dies bereits in [14], Satz 3.8.31 bewiesen. Fiir
den komplex-analytischen Fall siche Satz 1.3.8 (2). Ferner ist die Voraussetzung f'(a) #
0 notwendig fiir die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion f~! im Punkt b = f(a),
dennaus f~'o f = idp und der Differenzierbarkeit von f ina bzw.von f~'inb = f(a)
folgt nach der Kettenregel (') (f(a)) - f'(a) = 1. Beispielsweise ist die Funktion
X > x> von R auf R bijektiv und differenzierbar, die Umkehrfunktion x +— /X ist aber
im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Beispiel 2.1.11 Wir geben im Anschluss an T. Takagi (1875-1960) ein Beispiel einer
stetigen Funktion R — R, die an keiner Stelle differenzierbar ist. Das erste solche Beispiel
stammt von K. Weierstral3, vgl. Aufg. 2.1.15.

Sei i:R — R, x — Min (x — [x], [x] + 1 —x), der Abstand zur néchsten ganzen Zahl.
Dann ist die Funktion f:R — R mit

fx) = Z h(2kx)’ x € R,

2k
k=0

stetig, da die angegebene Reihe nach dem WeierstraBschen M -Test gleichmifBig konver-
giert und 4 stetig ist. In keinem Punkt a € R ist f jedoch differenzierbar.

Beweis Seia € Runda = zy + (0,212 ...), mit zy € Z eine Dualentwicklung von a.
Fiirn > 1 entstehe daraus a,, indem diese Entwicklung nach der n-ten Stelle abgebrochen
wird, also a,, := zo + (0,225 ...2,),. Ferner sei b, := a, +27". Dann gilta, <a < b,
und b, — a, = 27". Fiir k > n sind 2¥a, und 2%b, ganze Zahlen, somit ist #(2¥a,) =
h(2¥b,) = 0. Bei k < n hingt o, := (h(2*b,) — h(2Xa,))/2F" nicht von n ab, und
zwar ist 0 = 1 im Fall zz; = Ound 0y = —1 im Fall z;,; = 1. Wére f nun in a
differenzierbar, so existierte nach Aufg. 2.1.8 der Grenzwert

— & k _ k n—1 00
lim L) = /@) 3 h@b) —hZan) _ Yo=Y o
k=0 k=0

o by —a, e ok
Dies ist wegen |0y | = 1 ein Widerspruch. |
Es gilt sogar:
Satz 2.1.12 Die Menge der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] C
R, die an keiner Stelle a € [0, 1] differenzierbar sind, ist dicht in der R-Banach-Al-

gebra Cr([0,1]) aller reellwertigen stetigen Funktionen auf [0, 1] (versehen mit der
Tschebyschew-Norm).
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Beweis Fiir N,q € N* sei Fy, die in Cgr([0, 1]) offene Menge der f* € Cgr ([0, 1]) mit

)f(pH) f(g))>ﬁ, P=0.1,....q—1.

Dann ist Fy := P Fy, dicht in Cr([0, 1]). Um dies einzusehen, betrachten wir ein
g € X und wihlen ¢ > 0. Dazu gibt es ein § > 0 mit |g(x) — g(¥)| < &/3 fiir alle
x,y € [0, 1] mit |x — y| <4, da g gleichméBig stetig ist, sowie ein g € N* mit 1/g < §
und N/q < /3. Die Zahlen a, € R seien rekursiv so gewihlt, dass |a,1 —a,| = /3
und |g(p/q) —a,| < e/3ist, p =0,...,q. Dazu setzt man etwa

a, —¢/3.falls g((p + 1)/q) < ap.

ap = 0 ) a =
0:=¢800). aps a,+¢/3.falls g((p + 1)/q) = ap.

Sei f die stetige, stiickweise lineare Funktion, deren Graph der Streckenzug ist, der die
Punkte (p/q.a,) verbindet. Nach Konstruktion ist f € Fy, € Fy. Ferner gilt die Ab-
schitzung || f — gllec < &. Fiirx € [0, 1] mit p/q < x < (p + 1)/q ist ndmlich

) = g0l = 1f 0 =l +[g(2) —a| + e g (2)[ = S + 5 + % =
q q 3 3 3
Nach dem Baireschen Dichtesatz, vgl. Aufg. 3.8.31 oder Satz 4.5.18 in [14], ist auch
F := (\y-, Fy dicht in Cr([0, 1]). Eine Funktion f € F ist aber in keinem Punkt
a € [0,1] differenzierbar. Zu N € N* gibt es wegen f € Fy ndamlich py,gy € N mit
1/g <$und N/qg <¢/3,0 < py < gy, sowie

1 1 N
p—N<t<pN+ und )f(pN—i_ ) f(p—N))>—
qn an 4qN qn

Aus der Differenzierbarkeit von f in a folgte aber | f(y) — f(x)| < C|y — x| fiir alle
x,y €[0,1] mit x <a <y, wobei C eine von a abhingende Konstante ist. <o

Im Folgenden ist D wieder eine offene Menge in C oder ein Intervall in R. Wie be-
reits bemerkt, liefert die formale Ableitung der Potenzreihendarstellung einer analytischen
Funktion auf D bereits die Ableitung im Sinn von Definition 2.1.1. Genauer gilt:

Satz 2.1.13 Ist
F:= Za,,(X —a)' eK[X —d]
n=0
eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € K und Konvergenzradius R, so hat auch die
Potenzreihe

o0
= na,(X —a)""".

n=1
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die aus F durch gliedweises Differenzieren gewonnen wird, den Konvergenzradius R und
es gilt: Bei R > 0 ist die durch F im Konvergenzkreis B(a; R) dargestelite Funktion
dort differenzierbar, und ihre Ableitung wird durch F' beschrieben. — Insbesondere sind
analytische Funktionen differenzierbar, und ihre Ableitungen sind wieder analytisch.

Beweis Zunichst zeigen wir, dass bei R > 0 die durch F beschriebene Funktion im
Entwicklungspunkt a differenzierbar ist mit Ableitung a,. Es ist F(a) = a, und daher
F(x) = F(a)+a;(x—a)+r(x)(x—a) mit der in a stetigen (sogar analytischen) Funktion
r(x):=>",a,(x —a)""!, die im Punkt a verschwindet. Folglich ist a; = F’(a) nach
Satz 2.1.3 die Ableitung von F(x) im Punkt @ im Sinn von Definition 2.1.1.

Sei nun b € B(a; R) beliebig. Dann lésst sich F(x) nach Satz 1.2.15 um den Punkt b
in eine konvergente Potenzreihe Y 7, b,(X — b)" entwickeln mit

by =Y na,(b—a)"".
n=1

Nach dem schon Bewiesenen existiert dann F’(b), und es ist F'(b) = b;. — Es bleibt noch
zu zeigen, dass der Konvergenzradius von F/ nicht groBer als R sein kann. Konvergierte
aber F fiir ein xo mit |xo—a| > R absolut, so wire Y .~ n|a,||xo—a|" eine konvergente
Majorante zur Reihe Y a,(xo — a)" im Widerspruch dazu, dass R der Konvergenzradius
von F ist. |

Satz 2.1.13 gilt (mit demselben Beweis) fiir Potenzreihen mit Koeffizienten in einem
K-Banach-Raum vollig analog. Er zeigt auch, dass bis auf den konstanten Term ay =
f(a) die Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktion f um a unmittelbar aus der
Potenzreihenentwicklung der Ableitung f’ um a gewonnen werden kann. Benutzen wir
noch die Korollare 2.3.5 bzw. 2.3.6, dass sich zwei differenzierbare Funktionen auf einem
Intervall in R oder einem Gebiet in C, deren Ableitungen tibereinstimmen, nur um eine
Konstante unterscheiden konnen, so erhalten wir:

Korollar 2.1.14 Sei V ein K-Banach-Raum. Die Ableitung f' der differenzierbaren
Funktion f: D — V sei analytisch. Dann ist auch f analytisch. Ist

o0
f1x) =) un(x —a)’
n=0
die Potenzreihenentwicklung von f'im Punkt a, so ist

X _a)n+l

@) = fl@)+ Y —(
;n+1

die Potenzreihenentwicklung von f im Punkt a.



96 2 Differenziation

Beweis Die Ableitung der Potenzreihe f(a)+ Y u, (X —a)" ' /(n+1)ist Y a,(X —a)".
Daher haben beide Potenzreihen nach Satz 2.1.13 denselben Konvergenzradius. Die durch
f(a) + Y u,(X —a)"*'/(n + 1) in einer Umgebung von a dargestellte Funktion g ist
analytisch, und ihre Ableitung stimmt wiederum nach Satz 2.1.13 in einer Umgebung von
a mit der von f iiberein. Somit unterscheiden sich f und g nach Korollar 2.3.6 in einer
Umgebung von a nur um eine Konstante, die wegen g(a) = f(a) gleich 0 ist. O

Bemerkung 2.1.15 Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel erwéhnt, ist in Umkehrung
von Satz 2.1.13 jede komplex-differenzierbare Funktion f:D — C auf einer offenen
Menge D C C bereits analytisch. Wir werden dieses Ergebnis, das den wesentlichen
Unterschied zwischen der reellen und komplexen Theorie begriindet, in Bd. 5 beweisen.
Insbesondere gilt danach der Identititssatz 1.3.3 fiir komplex-differenzierbare Funktionen
in folgender Form: Zwei komplex-differenzierbare Funktionen auf einem Gebiet G < C,
die auf einer Teilmenge von G mit einem Hdaufungspunkt in G iibereinstimmen, sind iden-
tisch. Fiir reell-differenzierbare Funktionen gibt es keine analoge Aussage, wie etwa die
Funktion x|x| auf R zeigt, die auf R, mit x> und auf R_ mit —x? iibereinstimmt; siche
dazu auch Beispiel 2.2.18. <&

Jede meromorphe Funktion f:D — V ist auBerhalb ihrer Polstellenmenge analy-
tisch und insbesondere differenzierbar. Hat f um a € D die Laurent-Reihenentwicklung
f(xX) =, czun(x —a)",sogilt f(x) =",z nu,(x —a)"! fiir alle x # a in einer
Umgebung von a. Da )", ., nu,(X —a)"~" nach Satz 2.1.13 ebenfalls eine konvergente
Laurent-Reihe ist, ist auch f” meromorph. Ist f(a) = 0 oder f(a) = oo, d.h.ista € D
eine Nullstelle oder eine Polstelle von f, so ist die Nullstellenordnung von f’ in a um 1
geringer bzw. die Polstellenordnung von f” um 1 groBer als die von f in a. Man beachte,
dass das Residuum Res(a; f) der Ableitung f’ von f in jedem Punkta € D verschwin-
det. Ist u € V — {0}, so ist die meromorphe Funktion K — V, x +> u/(x — a), nicht die
Ableitung einer meromorphen Funktion auf K.

Die Ableitung einer analytischen Funktion ist nach Satz 2.1.13 wieder analytisch und
daher ebenfalls differenzierbar. Dies fiihrt in natiirlicher Weise zum Begriff der hoheren
Ableitungen. Im Folgenden sei wieder D C K im Fall K = R ein Intervall und im Fall
K = C eine offene Menge in C sowie V' ein K-Banach-Raum.

Definition 2.1.16 Sei f: D — V differenzierbar. Ist die Ableitung f’: D — V eben-
falls differenzierbar, so heit f zweimal differenzierbar und " := (f’') die zweite
Ableitung von f. In dieser Weise fortfahrend, definiert man rekursiv fiir n € N* die n-
malige Differenzierbarkeit und die n-te Ableitung einer Funktion f: D — V: Genau
dannist f n-mal differenzierbar, wenn f (n —1)-mal differenzierbar ist und die (n —1)-te
Ableitung =1 von f nochmals differenzierbar ist. Die n-te Ableitung von f ist dann
f™ = (f0=Dy. Man setzt schlieBlich f© := f.3 Ist f n-mal differenzierbar und ist

3 Die n-te Ableitung £ wird hiufig auch mit d” f/dx” oder dhnlich bezeichnet.
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die n-te Ableitung £ von f noch stetig, so heift f n-mal stetig differenzierbar. — Die
zweite Ableitung heif3t, insbesondere im Falle einer Zeitvariablen, auch die Beschleuni-
gung.

Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen D — V bezeichnen wir
mit
Cy(D) =C"(D).

C%(D) ist der Raum C(D) der stetigen (V -wertigen) Funktionen auf D. Existieren alle
Ableitungen f M n e N, so heiBt f unendlich oft differenzierbar. Die Menge der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen D — V bezeichnen wir mit

C(D) = C°(D).

Offenbar sind die Mengen C" (D), n € N = Nuw{oo}, K-Untervektorrdume von C(D). Es
gilt (f +g)™ = f® 4+ g0 fiir £, ¢ € C"(D). Nach Satz 2.1.13 umfassen sie den Raum
C?(D) der V-wertigen analytischen Funktionen auf D. Es ist C*(D) = ), C"(D).

Sind f: D — V und h: D — K n-mal differenzierbar, so ist auch Af: D — V n-mal
differenzierbar, und es gilt die Leibniz-Regel

(hf)™ = Z (Z)h(")f(”‘k).

k=0

Ihr einfacher Beweis durch Induktion iiber n erfolgt ganz analog zum Beweis des binomi-
schen Lehrsatzes. Analog zum Polynomialsatz gilt die allgemeine Leibniz-Regel, deren
Beweis wir ebenfalls dem Leser iiberlassen, vgl. Aufg. 2.1.17:

Proposition 2.1.17 (Allgemeine Leibniz-Regel) Seien Vi,...,V, und W K-Banach-
Rdume sowie @: V) x -+ x Vy — W eine stetige K-multilineare Abbildung. Sind dann
die Funktionen f;: D — V; n-mal differenzierbar in D, i = 1,...,k, so ist die Funktion
D(f1,..., fr): D — W ebenfalls in D n-mal differenzierbar und es gilt

m=(my.....,m;)eNK
|m|=my+-mp=n

Aus der Leibniz-Regel folgt, dass die Mengen Cy (D) fiir alle n € N K-Unteralgebren
von Ck (D) sind. Dabei kann man K durch eine beliebige K-Banach-Algebra ersetzen.

Nach Bemerkung 2.1.15 ist der Differenzierbarkeitsgrad nur fiir (reell-)differenzierbare
Funktionen auf Intervallen D C R von Bedeutung. Die Inklusionen in der Kette

C?R(D) ) Cﬁ«([) ) CHZQ(]) >...D C]T(?(I) ) Cﬁ([),
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sind alle echt. So gehort fiir n € N die Funktion |x|x" zu Cf (R), aber nicht zu Cy FHR).
Fiir die echte Inklusion CR’(D) D Cg (D) siehe Beispiel 2.2.18.

Sei wieder allgemein D ein Intervall in R oder eine offene Menge in C sowie V' ein
K-Banach-Raum. Durch wiederholtes Anwenden von Satz 2.1.13 erhilt man:

Korollar 2.1.18 Ist f(x) = > o u,,(x — a)™ die Potenzreihenentwicklung der analy-
tischen Funktion f: D — V im Punkt a € D, so ist fiir jedes n € N

M) = Z[m]nmx—a)’" B

m=n

die Potenzreihenentwicklung der n-ten Ableitung von f im Punkt a € D. Alle diese Po-
tenzreihen haben denselben Konvergenzradius. Insbesondere ist

_ @

m!

m , meN,
Die letzte Aussage in Korollar 2.1.18 bezeichnet man auch als Taylor-Formel fiir
analytische Funktionen, vgl. Satz 2.8.4.

Aufgaben

Aufgabe 2.1.1 Wo sind die Funktionen |x| + |x — 1| 4+ [x — 2| bzw. |[x —a| - |x — b|,
a,b € R, von R in R differenzierbar?

Aufgabe 2.1.2 Wo sind die auf C definierten komplex-wertigen Funktionen z, zZz, |z|,
z|z| (komplex-)differenzierbar?

Aufgabe 2.1.3 Ist die Funktion f: R, — R mit f(x) = x2/(J/x — /%) fiir x # 0 und
f(0) = 0 im Nullpunkt differenzierbar?

Aufgabe 2.1.4 Sei U C K eine Umgebung von 0 € K und 4: U — K beschrinkt.

a) Die Funktion x > xh(x) ist stetig in 0.

b) Die Funktion x + x2h(x) ist differenzierbar in 0.

¢) Ist & in O stetig, so ist die Funktion x + x/(x) differenzierbar in 0.

d) Ist g ebenfalls in einer Umgebung von O definiert und differenzierbar in 0 und gilt
£(0) = g’(0) = 0, so ist auch die Funktion x + g(x)h(x) differenzierbar in 0.

Aufgabe 2.1.5 Seir € R} = {r € R | r > 0}, und V ein K-Banach-Raum. Die
Ableitung einer geraden (bzw. einer ungeraden) differenzierbaren Funktion Bk (0;7) —
V ist ungerade (bzw. gerade).
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Aufgabe 2.1.6 Sei V ein K-Banach-Raum und U € K eine Umgebung von a € K. Die
Funktion f:U — V sei in a differenzierbar. Dann gilt:

fla+h) — f(a) fla+h?) — f(a)

I1—>1(},11;760 h =@ h—}é.n;;éo h =90
. fla+h)—fla-h _ . oxfl@)—af(x) /
h»lé,n/l#o 2h =@, x~}(111.£l7éu X—a = fl@a)-af@,
) lén;#o fla+ch) ; Jla—dh) =(c+d)f'(a), c,d €K belicbige Konstanten.

Aufgabe 2.1.7 Sei U C K eine Umgebung von ¢ € K. Die Funktionen f, g:U — K
seien in a differenzierbar. Es gelte f(a) = g(a) = 0 und g'(a) # 0. Dann gibt es eine
Umgebung von a, in der g nicht verschwindet, und der Grenzwert lim, ., 24 f(x)/g(x)
existiert und ist gleich f'(a)/g’(a).

Aufgabe 2.1.8 Sei V ein R-Banach-Raum. Die Funktion f: 1 — V sei im Punkt a des
Intervalls / C R differenzierbar. (a,) und (b,) seien Folgen in I mita, < a < b, und
a, < by, fiir alle n sowie lima, = a = limb,,. Dann gilt

A G f(an)
im L2n) = J24n)

n—o00 b —

= f'(a).

(Im Allgemeinen kann man auf die Bedingung, dass a zwischen a, und b, liegt, nicht
verzichten. Ist f jedoch differenzierbar in einer Umgebung von a mit einer in a stetigen
Ableitung, so geniigt es, wenn (a,) und (b,) gegen a konvergieren und a, # b, ist, wie
aus dem Mittelwertsatz 2.3.4. folgt.)

Aufgabe 2.1.9 Sei D C K. Die Funktionen fi,..., f,: D — C seien im Punkte a € D
differenzierbar. Dann gilt:

a) Das Produkt f --- f, ist ebenfalls in a differenzierbar, und es ist

(fi f) (@) = Z(fl fict i fivr -+ fu)(@).

b) Sind fi(a),..., f,(a) ungleich O (bzw. sind fi,..., f, in ganz D differenzierbar und
dort tiberall # 0), so gilt

(i h)'(@ _ f/(@) B@ (g SRy

= +-+ = +---+

(f1++- f)(@) fi(a) Ja(@) f “Jn h Jn
Bemerkung Ist f differenzierbar und iiberall von 0 verschieden, so heifit f’/f die lo-
garithmische Ableitung von f. Die logarithmische Ableitung eines Produktes ist somit
die Summe der logarithmischen Ableitungen der Faktoren.
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Aufgabe 2.1.10 Man berechne die Ableitungen ( f ~')’(h) der Umkehrfunktionen f~! zu
den folgenden (bijektiven) Polynomfunktionen f: R — R an den angegebenen Stellen b:

XHx+1,b=3 xX*+2x+4,b=1, x*-3x>4+6x+3,b=T7;
X+ x> +2x—4,b=0.

Aufgabe 2.1.11 Seien f, g: U — K Funktionen in einer Umgebung U von 0 € K.

a) Essei f(x)g(x) = x furalle x € U sowie f(0) = g(0) = 0. Man begriinde, dass f
und g in 0 nicht beide differenzierbar sind.

b) f sei in 0 differenzierbar mit f(0) = f’(0) = 0, und es sei g( f (x)) = x fiir alle
x € U. Man begriinde, dass g dann in 0 nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 2.1.12 Sei V ein K-Banach-Raum. Ist f: D — V ina € D differenzierbar, so
ist f in a Lipschitz-stetig.

Aufgabe 2.1.13 Sei 0 € D C K und V ein K-Banach-Raum. Die Funktion f: D — C
sei in O differenzierbar. Ferner sei x;, i € I, eine summierbare Familie in D.

a) Ist £(0) =0,soist f(x;),i € I, normal summierbar in V.
b) Ist V eine kommutative K-Banach-Algebra und ist f(0) = 1, soist f(x;),i € I,
multiplizierbar in V.

Aufgabe 2.1.14 Seien A eine K-Banach-Algebraund f,g: D — A ina € D differen-
zierbare Funktionen.

a) Die Produktabbildung fg: D — A, x — f(x)g(x), ist ebenfalls differenzierbar in a

mit (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
b) Ist g(D) € A%, sosind g~' f und fg~! in a differenzierbar mit

(g ) (@) =g (@) (f"(@)-g@eg () f(a)),
(fg ) (@) = (f'(@) - fl@g (@)g'(@)g " (a).
(Bei b) geniigt es, den Fall f = 1 zu betrachten.)

Aufgabe 2.1.15 Im Anschluss an K. Weierstraf3 zeige man: Die Funktion f: R — R mit

o0

: k
fy =Y IO R

2k
k=0

ist stetig, aber in keinem Punkt ¢ € R differenzierbar. (Vgl. Beispiel 2.1.11. — Fiir die
Zahlen m,, € Z mita, :=m,/2-6" <a < (m, +1)/2-6" =: b,,n € N, gilt (wegen
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der einfachen Ungleichung |sin y —sinx| < |y — x| fiir alle x, y € R, siehe etwa Aufg.
2.3.74d))

Sf(by) — f(an)

b, —a,
n—1 . .
sin(6X b, ) — sin(6Fa,) C(my,+ D muw
=[2.6" 2.3 (sin — 1 2% jp 2 ‘
‘ /;:0 o + (sin 5 sin )

_7.[(3;1_1) >3"‘4—7T n—00
2

n—1
32-3"—7123":2-3” .
k=0

Nun verwende man Aufg. 2.1.8. — Die Konstanten 6 und 2 kann man offenbar variieren.
An der Stelle von 6 sollte aber stets eine positive gerade Zahl stehen.)

Aufgabe 2.1.16 Man zeige, dass fiir n € N die Funktion x > [x|x" in C(RR), nicht
aber in C?’R“(]R) liegt.

Aufgabe 2.1.17 Man beweise Proposition 2.1.17.

Aufgabe 2.1.18 Seien f, g: D — C n-mal differenzierbar. Dann gilt

fe = 31 (k) (00,

k=0

In dieser Formel kann man C durch eine beliebige K-Banach-Algebra ersetzen.

Aufgabe 2.1.19 Es seien f, g: K — K Polynomfunktionen vom Grad < n. Dann ist die
Polynomfunktion Y 7 _,(—1)* f®) g~k eine Konstante.

Aufgabe 2.1.20 Seien D, D’ € K und V ein K-Banach-Raum. Sind f: D — K mit
f(D) € D’und g: D" — V n-mal differenzierbar (bzw. n-mal stetig differenzierbar), so
gilt Entsprechendes auch fiir die Komposition g o f: D — V. Man gebe die ersten vier
Ableitungen von g o f explizit an.

Aufgabe 2.1.21 In der Situation von Satz 2.1.10 sei f n-mal differenzierbar (bzw. n-mal
stetig differenzierbar). Dann gilt dies auch fiir die Umkehrfunktion f~'. Man gebe bei
n > 4 die ersten vier Ableitungen von f~! explizit an.

Aufgabe 2.1.22 Sei f: D — V analytisch. Genau dann hat f im Punkt ¢ € D die
Nullstellenordnung v € N, wenn f©@(a) =--- = f0D(a) = 0und £ (a) # 0 ist.
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Aufgabe 2.1.23 Seien K ein Korper der Charakteristik 0, F, G € K[X] Polynome # 0
mit Grad F' < Grad G. Das Polynom G sei normiert und zerfalle {iber K in Linearfaktoren
G=X—-a)" (X —a)" mita; # o firi # j undn; € N*. Es sei

F aiqg ag Ain,
— = + + cee - .
G X-a) X-u) (X —apm

+ Ayl + (075 + + Qrp,
X —a) (X —a)? (X —ay)r

die Partialbruchzerlegung von F/G mit o, € K, vgl. [14], Satz 2.10.26. Ferner sei G; :=
G/(X —a)",i=1,...,r.

a) oy ist der Koeffizient von (X — a;)" ¥ in der Potenzreihendarstellung von F/G; mit
Entwicklungspunkt «; . Es folgt

1 F \@i—h)

Ui = m(G—l) ().
Fiir k = n; hat man insbesondere o;,, = F(o;)/G;(a;) = (n;)'F(e;)/ G ().

b) Die Koeffizienten o;i,i = 1,...,r, k = 1,...,n;, in der Partialbruchzerlegung von
F/ G lassen sich folgendermalen bestimmen: Man entwickelt F und G; um a; bis zur
Ordnung n; — 1 (etwa mit dem Horner-Schema aus [14], Beispiel 2.9.20):

F o= byt bi(X = i)+t by (X = o)™ oo
G,‘ = C()+C1(X—Ol,‘)+"'+cni71(X—Ol,')m_l + .-

Dann ergeben sich die oy, , . . ., &) rekursiv durch
k
by 1
Qip, = —, ®jpi—k—1 = —\brg1 — E ®ipi—jCht1-j )» k<n;—1.
Co Co =0

2.2 Beispiele

Wir behandeln die Differenziation einiger wichtiger spezieller Funktionen. Es handelt sich
dabei im Wesentlichen um analytische Funktionen. Ferner gewinnen wir mit Hilfe der
Taylor-Formel fiir analytische Funktionen aus Korollar 2.1.18 weitere Potenzreihenent-
wicklungen. In vielen Fillen spielen dabei nur die formalen Aspekte des Differenzierens
eine Rolle. Ausgangspunkt ist der folgende Satz.
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Satz 2.2.1 Die Exponentialfunktion z +— e = expz auf C ist iiberall differenzierbar
und stimmt mit ihrer Ableitung iiberein:

expz =expz, zeC.

Beweis Nach Abschn. 1.4 ist
X _n

. z
expz = ¢’ :Z—', z e C.
— n!

Die Exponentialfunktion ist also analytisch und besitzt nach Satz 2.1.13 die Ableitung

00 n— © 5
, z z
exp z = E n = E — =expz. O
n! n!
n=1 n=0

Mit der Exponentialfunktion stimmen natiirlichen auch alle ihre konstanten Vielfachen
jeweils mit ihren Ableitungen iiberein. Davon gilt die folgende Umkehrung:

1

Satz 2.2.2 Ist D ein Intervall in R (mit mehr als einem Punkt) oder ein Gebiet in C
und ist : D — C differenzierbar mit f' = f, so ist f(x) = Ae*, x € D, mit einer
Konstanten A € C.

Beweis Die Funktion g: D — C mit g(x) = f(x)e™, x € D, hatdie Ableitung g'(x) =
f'(x)e™ — f(x)e™* =0, x € D.Da D zusammenhingend ist, ist also g = A konstant,
vgl. die Korollare 2.3.5 und 2.3.6. O

Unterstellt man fiir eine differenzierbare Funktion f: K — K mit f = f’ihre Analyti-
zitit, so ergibt sich £ (a) = f(a) fiiralle n € N und alle a € K. Mit der Taylor-Formel
2.1.18 erhilt man sofort die Potenzreihenentwicklung f(x) = f(a) }_,(x—a)"/n!.Solch
ein Potenzreihenansatz wird auch zur Losung vieler anderer Differenzialgleichungen be-
nutzt.

Satz 2.2.3 Die trigonometrischen Funktionen cos z und sin z auf C sind iiberall differen-
zierbar. Fiir ihre Ableitungen gilt

cos’z =—sinz, sin'z =cosz, zeC.

Beweis Mit den Potenzreihenentwicklungen von cos und sin gemédf Abschn. 1.4 ergibt
sich nach Satz 2.1.13
k—1 00 2k+1

o 2,
o _1\k z — _ _1\k z
Co”_;( D2k e g( ATy

= —sinz,

sz 2k

VN - Nk _ - Nk 2
s1nz—§( 1) (2k+1)(2k+1)! —kZ:O( 1) 20! = cosz. |
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Die Formeln in Satz 2.2.3 gewinnt man auch direkt aus den Darstellungen

1 . . 1 . .
cosz = —(e¥ +e™), sinz=—("—e"
S e ) S =)

und Satz 2.2.1. Fiir die Hyperbelfunktionen erhilt man dazu analog
1 1 . , )
cosh’z = E(ez +e %) = E(e‘ —e7) =sinhz,
I . I . .
sinh’ z = E(e‘ —e %) = E(e‘ +e77) =coshz.

Mit der Quotientenregel ergibt sich fiir die Ableitung der Tangensfunktion

, sinz\’ coszcosz+sinzsinz 1 2
tanz=( )= 5 =——=I1+tan"z
cos z cos* z cos? z
und fiir die Ableitung des Kotangens
, cosz\/ —sinzsinz —coszcosz 1 5
cotZ:(_ ): — =——5—=—(1 +cot"z).
sin z sin” z sin” z

Diese Ableitungen sind also meromorph mit Polstellen der Ordnung 2 in den Polstellen
(k+ %)]l’, k € 7Z, von tan bzw. den Polstellen k7, k € Z, von cot. Fiir die entsprechenden
Hyperbelfunktionen gilt

, sinhz\’/  cosh?z —sinh? z 1 2
tanhz-( h )— 5 = 5 =1 —tanh” z,
cosh z cosh” z cosh” z
, coshzy\/  sinh?z — cosh® z 1 2
cothz—(,h)— — =———>— =1—coth”z.
sinh z sinh” z sinh” z

Die reelle Exponentialfunktion x +— e*, x € R, besitzt nach [14], Abschnitt 3.10 den
natiirlichen Logarithmus x +— Inx, x € R, als Umkehrfunktion. Diese Logarithmus-
funktion ldsst sich in naheliegender Weise ins Komplexe ausdehnen: Aus Kernexp =
Z2mi, vgl. Proposition 1.4.10, folgt zunéchst, dass die Exponentialfunktion auf dem Strei-
fen

E={zeC|—nmn<3z<m}

injektiv ist. Das Bild dieses Streifens ist wegen e¥ 7 = e¥el? = e*(cosy + isiny)
offenbar die ldngs der negativen reellen Achse geschlitzte Ebene

D:=C-R_={zeC*|—7m <Argz <m}.

Wir nennen wie bisher die Umkehrfunktion D — E der auf E beschrinkten Exponen-
tialfunktion exp: E — D die Logarithmusfunktion schlechthin oder den natiirlichen
Logarithmus und bezeichnen sie mit

InnD — E.
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Es ist also
Inz =In|z| +iArgz,

wobei hier das Argument Argz der komplexen Zahl z € D in |—m, [ zu wihlen ist.
Nach dem Umkehrsatz 1.3.8 (2) ist In z eine analytische (und insbesondere eine stetige)
Funktion auf der geschlitzten Ebene C — R_. Die Rechenregel 2.1.10 fiir die Ableitung
einer Umkehrfunktion ergibt, dass In wie exp differenzierbar ist mit der Ableitung

1 1 1
=—, zeC—-R_.

1 / = = —
e exp'(Inz) exp(lnz) =z

Ferner erhilt man nach Satz 2.1.10 aus der Potenzreihenentwicklung von 1/z die Potenz-
reihenentwicklung von In z. Fiir den Entwicklungspunkt a = 1 etwa ist

Ll

fiir alle z mit |z — 1| < 1 und folglich wegenIn1 = 0

oo

ln
Z ) — |z -1 < 1.

:0

Beide Reihen haben den Konvergenzradius 1. Wir fassen zusammen, wobei wirz—1 = w
setzen:

Satz 2.2.4 Die Logarithmusfunktion In auf der geschlitzten Ebene C — R _ ist analytisch
mit der Ableitung In’ z = 1/z. Fiir |{w| < 1 wird In(1 + w) durch die Logarithmusreihe
dargestellt:

(14w = Y e
n=0 n+

Es gelten also fiir die Exponentialreihe ¥ = exp X = > 7 X" /n! € Q[X] und die
Logarithmusreihe In(1 + X) = > 77 (=1)"X"/(n + 1) € Q[X] die Potenzreihenidenti-
titen

exp(ln(l + X)) =14+X und In(expX)=1In (1 + (exp X — 1)) =X
die bereits in Aufg. 1.2.20 hergeleitet wurden.
Aus dem Additionstheorem exp(z; + z2) = (exp z1)(exp z») der Exponentialfunktion

folgt die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion: Es ist

In(zyz;) =Inz; +1nz,
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fiir alle die zy,z, € C — R_, die die Bedingung | Argz, + Argz;| < m erfiillen (falls
Argzy, Argz; € |—m, [ gewihlt sind). Wie schon mehrfach erwihnt, gilt diese Funktio-
nalgleichung nicht allgemein: Beispielsweise ist

21n (e3”i/4) =3mi/2, aber In ((e3”i/4)2) =In (e_”i/z) = —mi/2.

Satz 2.2.4 liefert
< n+1

w
ln(l—w):—z . Jw] < 1.
el

Mit der obigen Funktionalgleichung erhilt man daraus die Darstellung

1+ w 1 S 2n+1

5 In— zi(ln(l—l—w) In(1 —w)) :}; . Jw| <1,
etwa
143
In2 =1In = 0,69314718055. ...

oo
%: Zo 2n+1) 32n+1

Nach Aufg. 2.4.3d) ist 5 In ((1 + w)/(1 —w)) = Artanhw.

Beispiel 2.2.5 Die Reihe —In(1—w) = > "> | w"/n konvergiert nach Satz 1.2.12 gleich-
miBig auf jeder Menge B(0;1) — B(1;¢), ¢ > 0. Da der Logarithmus stetig ist, gilt
insbesondere die Gleichung
& n
w
—In(1 —w) = —
n(1 — w) ; -

sogar fiir alle w € C mit l[w| < 1, w # 1. Schreiben wir ein w mit |[w| = 1, w # 1, in
der Form w = e = cost + isinf mit¢ € 10, 27|, so erhalten wir einerseits

In(1 — ) i e i cosnt ,isinnt
—In(l1-¢)=) — = +i .
n=1 n=1 n

n=1

Andererseits gilt

=7

. . " Sl—m s l—T r—m . B A
1—e! =14t = (e’ltT -|-eltT)e1tT = 2cos 3 el 2 = 2sm§e‘t2 . also

T —t
2

—In(1 — ’”)——1n(251n2)+1

nach Definition der Logarithmusfunktion. Durch Vergleich ergibt sich:
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Satz 2.2.6 Fiirallet €0, 2x] ist

> cosnt > sinnt n—t
Z =—In 251n Z —

n=1 n=1

Beide Reihen konvergieren gleichmdifig auf jedem Intervall |e,2m — e[, 0 < & < 7.

Die Reihen in Satz 2.2.6 sind spezielle Fourier-Reihen. Zu Verallgemeinerungen siehe
Beispiel 3.7.7. Fiir t = m liefert die erste Reihe und fiir t = 7 /2 die zweite Reihe die
Summenformeln Y 72, (—=1)""1/n = In2 bzw. Y} o2 ((=1)"/(2n + 1) = n/4, die wir
bereits in Beispiel 1.2.11 auf dieselbe Weise gewonnen haben. &

Mit dem Logarithmus definieren wir die Exponentialfunktionen*

a’ :=exp(zlna)
fiir beliebige Basen a € C — R_. Thre Ableitungen sind
(@) =Ina-exp(zlna) = (Ina)a’.
Seia € R*,d.h.a e R,a < 0.Dannista = —|a| = e™“** und wir definieren
Ina :=1In|a| + i
als den natiirlichen Logarithmus von a sowie
a® :=exp(zlna) = exp (z(In|a| +in)), zeC.

Dann gilt ebenfalls (a%)’ = (Ina)a®.’
Ferner lésst sich jetzt fiir ein beliebiges & € C auf der geschlitzten Ebene C — R_ die
Potenzfunktion®
z% :=exp(alnz)

definieren. Diese Funktionen sind als Kompositionen analytischer Funktionen analytisch
und stimmen fiir z € R% und o € R mit den bereits definierten reellen Potenzfunktionen

iiberein. Es ist
ZotJrﬂ — Zozzﬂ

4 Es handelt sich um die sogenannten Hauptzweige dieser Funktionen, vgl. Bemerkung 2.2.9.
>Wegen a = e™4I=I7 fiir @ < 0 hitten wir a® auch durch exp (z (Inla| — iﬂ)) erkldaren konnen.
Solche Willkiir ldsst sich grundsitzlich nicht vermeiden, siehe auch die Bemerkung 2.2.9 weiter
unten.

6 Es handelt sich wieder um die Hauptzweige dieser Funktionen, vgl. Bemerkung 2.2.9.



108 2 Differenziation

fiir alle z € C — R_ und alle o, B € C. Die Ableitung von z* ist nach der Kettenregel
2.1.9 (und nach Satz 2.2.1 bzw. Satz 2.2.4) gleich

(z*) = (exp(a lnz))/ = %z =z

Die Potenzregel fiir Exponenten n € N iibertrdgt sich also auf beliebige Exponenten
a € C. Nach der Taylor-Formel 2.1.18 lautet die Potenzreihenentwicklung von z¢ um 1

[Oé]n

NQ
I
M 8

-

3
Il
=

odermitw =z —1
o0
o
1 ¢ = .
arwr =3 ()

Fir o € N ist das einfach der binomische Lehrsatz. Man nennt diese Reihen daher auch
Binomialreihen. Fiir « ¢ N ist der Konvergenzradius dieser Reihen genau gleich 1,
denn fiir w # 0 ist ("H) "“/(‘;‘)w” = (¢ —n)w/(n + 1), und diese Folge konvergiert
fiir n — oo gegen —w. Wir fassen zusammen:

Satz 2.2.7 Die Potenzfunktion z — z% auf C —R_, o € C, ist analytisch mit der Ablei-
tung az®~'. Fiir |w| < 1 wird (1 + w)® durch die Binomialreihe dargestellt:

(1 +w)* = Z (Z)w”.

n=0

Beispiel 2.2.8
(1) Als Spezialfille von Satz 2.2.7 notieren wir die Reihen

T s D e e =y 1>"( )( ).

T o= n— -@n=3) D (2n
I+w 1+Z( D 12n 2 4-(n—2)" ng ( )(4)’

die fiir |[w| < 1 konvergieren. Die erste konvergiert noch fiir w = 1, die zweite fiir
w = =£1. (Man benutze im ersten Fall das Leibniz-Kriterium 3.6.8 aus [14] und im
zweiten Fall Aufg. 1.2.10 und beachte auch die allgemeine Aussage im Anschluss
an den Beweis von Satz 2.2.17.) Nach dem Abelschen Grenzwertsatz 1.2.10 kon-
vergiert insbesondere die Potenzreihe von /1 + w um 0 auf [ — 1, 1] gleichmiBig

7 Dass der Konvergenzradius > 1 ist, folgt bereits aus der allgemeinen Abschiitzung in Satz 1.2.16.
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. PO

””” P0+P1

T P0+P1+P2
————————————————— Py+P+P,+P;

-2 —11 0 1 V2

Abb.2.3 Konvergenz der Reihe " P, (x) mit P, := (*/?)(x? — 1)" gegen |x|

2

gegen /1 + w. Es folgt, dass die Reihe von Polynomen Y02 o Pu(x) mit Py(x) :=
(122)()(2 — )" fir x € R, |x| < +/2, gleichmiBig gegen /1 + (x2—1) = |x|
konvergiert, vgl. Abb. 2.3. Eine solche Polynomreihe wird beim Beweis des Appro-
ximationssatzes 1.1.16 von Stone-Weierstral benutzt, vgl. Lemma 1.1.17 und auch
Aufg. 1.1.18. Man beachte, dass sie keine Potenzreihe ist; schlieBlich ist |x| im Null-
punkt nicht analytisch.®

Wir erwihnen ferner die fiir |w| < 1 giiltige Darstellung

R = B [(ORE NS

Die Reihenentwicklung

1 MY ey e[ Em =1

n=0

m e N*, |w| <1,

haben wir schon in [14], Aufg. 3.7.1 auf kombinatorischem Wege erhalten. Man
kann sie auch durch (m — 1)-faches formales Differenzieren der geometrischen Reihe
1/(1 +w) = Yo o(—1)"w" gewinnen, vgl. Beispiel 1.2.3. — Aus (1 — w?)™ =
14+ w)™ - (1 —w)™™ folgere man firm € N*undn € N

(l)n(n+n_1 ) Z( 1),<n+’ln+n11 1)(}1_;—’__”11_1)‘

8 Man kann den Abelschen Grenzwertsatz vermeiden: Sei dazu ¢,,, m € N, eine Nullfolge in R .
Dann konvergiert die Reihe /x? + ¢2,, m € N, gleichmiBig (auf R) gegen |x|, und bei 0 < & < 1

konvergiert Y0 (/%) (x? + 2 —1)" fiir |x| < /2(1 — £2),d.h. |x? + 2~ 1| < 1—¢, gleichmiBig
gegen +/x2 + &2,
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(3) Firo,f € Cund |w| < 1ist

oo

3 (“:ﬂ)w" =(1+w P =1 +wd+wf =3 (:)w 3 (f)w

n=0 n=0 n=0

woraus nach Ausmultiplizieren die sogenannte Vandermondesche Identit:it

(=205 ) e

folgt, die fiir o, B € N bereits in [14], Aufg. 1.6.9a) behandelt wurde und daraus mit
dem Identititssatz fiir Polynome allgemein folgt. &

Bemerkung 2.2.9 Bei der Definition der Logarithmusfunktion liegt eine gewisse Will-
kiir in der Wahl des Definitionsbereiches D. Der von uns definierte Hauptzweig ist nicht
fiir die negative reelle Achse definiert. Wihlt man den Logarithmus als Umkehrfunkti-
on zur Beschrinkung der Exponentialfunktion auf den Streifen £ := {w € C | 0 <
Jw < 27}, so erhilt man als Definitionsbereich die an der R -Achse geschlitzte Ebene
D':=C—-R, ={z€C*|0< Argz < 27}. Dann stimmen die beiden Logarithmus-
funktionen in der oberen Halbebene H := {z € C | Jz > 0} iiberein, wihrend sie sich in
der unteren Halbebene H := {z € C | 3z < 0} um den Summanden 27 unterschei-
den. Analoge Mehrdeutigkeiten ergeben sich fiir die Potenzfunktionen. Wir verstehen
unter der Logarithmusfunktion bzw. unter den Potenzfunktionen stets die oben definierten
Hauptzweige, falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Dies gilt insbesondere
auch fiir die Wurzelfunktionen %/z = zVm m e N*, die wir bereits in [14], Beispiel
3.5.6 eingefiihrt haben. Wenn wir den Logarithmus In kommentarlos fiir negative reelle
Zahlen benutzen, so ist (wie oben bereits eingefiihrt) Inx = In|x| 4+ 71, x € R*. Dann
ist In auf C* definiert, aber in den Punkten x € R* nicht stetig. Ist D € C* ein Gebiet,
so nennt man jede analytische Funktion Log: D — C mit exp(Logz) = z, z € D, einen
Logarithmus auf D. Die Analytizitit von Log folgt dabei schon aus der Stetigkeit. So
liefert fiir b € R die Umkehrung von exp: E;, := {z € C | b < Jz < b + 27} =
C — Ry (cosh + isinb) einen Logarithmus auf der am Strahl R (cosb + isinb) ge-
schlitzten Ebene C — R (cosh + isinb). <

Beispiel 2.2.10 (Wurzeln aus Potenzreihen und lokale Struktur holomorpher Funk-
tionen) Seien F = ), a,X" € K[X] eine Potenzreihe mit ¢y = F(0) = Ound & € K.
Fiir die Koeffizienten b, der Potenzreihe (1 + F)* =, (%) F" = Y, b, X" gilt dann
die Rekursion

n+1

1
bos1 =g l; (@ + Dk — (n + D)aghy1 4, neN,
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mit der Anfangsbedingung by = 1, die sich durch Koeffizientenvergleich aus
a(l+ F)*F = ((1+ F)*)'(1+ F)

ergibt und mit deren Hilfe die b,, n € N, bequem berechnet werden konnen. Ist F' kon-
vergent, so ist auch (1 + F)“ eine konvergente Potenzreihe.

Sei m € N*. Dann ist die Reihe G := (1 + F)'/" eine m-te Wurzel aus 1 4+ F, d.h.
es gilt G = 1+ F. Sie ist die einzige m-te Wurzel aus 1 + F mit konstantem Term 1.
Ist nimlich H eine weitere solche Wurzel, so gilt 0 = G™ — H™ = (G — H)(G" ' +
-+ H™ ), und der Faktor Z;"z , G"~J H/~! ist eine Potenzreihe mit konstantem Term
m # 0.

Eine Potenzreihe aus K[ X mit konstantem Term ay # 0 besitzt also ebenso viele m-te
Wurzeln, wie ag m-te Wurzeln in K besitzt.° Dies sind bei K = C stets m Wurzeln. Bei
K = R und ungeradem m ist es genau eine, bei K = R und geradem m sind es keine oder
zwel, je nachdem ob a negativ oder positiv ist.

Die gerade beschriebene Moglichkeit, aus Potenzreihen Wurzeln zu ziehen, gestattet
es, die lokale Struktur holomorpher Funktionen vollstindig zu beschreiben. Sei dazu f
eine holomorphe Funktion in einer offenen Umgebung des Nullpunktes in C mit der Po-
tenzreihenentwicklung

f(2) = ap+ a2 + ap 2+ = ag+ Mg + @z + ) = a0+ (22(2)
ap # 0,k > 1, wobei g eine k-te Wurzel aus a; + ay1z + - - ist. Die Funktion f ist al-
so in einer Umgebung von 0 die Komposition der analytischen Funktionen h: z +— zg(z)
und z +> ag + z*. Da h nach Satz 1.2.4 eine offene Umgebung von 0 in C bijektiv auf
eine offene Umgebung von 0 derart abbildet, dass die Umkehrfunktion 4~! ebenfalls ana-
lytisch ist, haben f und die Potenzfunktion z* (wo k die Ordnung der f(0)-Stelle von f
in 0 ist) in einer Umgebung von 0 dasselbe Abbildungsverhalten. Insbesondere ergeben
sich noch einmal der Satz 1.3.7 iiber die Offenheit nichtkonstanter holomorpher Funk-
tionen (wenn wir dies fiir die komplexen Potenzfunktionen zk k e N*, voraussetzen).
Ferner erhilt man die folgende, bereits im Zusammenhang mit dem Umkehrsatz 1.3.8 (2)
erwihnte Aussage: Genau dann ist f in einer Umgebung von 0 injektiv, wenn f'(0) # 0
ist. Wir iiberlassen es dem Leser, in dhnlicher Weise reell-analytische Abbildungen lokal
zu klassifizieren. <&

Beispiel 2.2.11 (Logarithmische Ableitung) Sei f: D — C im Punkt a € D diffe-
renzierbar mit f(a) ¢ R_. Dann ist g := In f in einer Umgebung von a definiert und
im Punkt a differenzierbar mit g’(¢) = f’(a)/f(a). Man nennt daher f’/f fiir eine
beliebige differenzierbare Funktion f: D — C* die logarithmische Ableitung von f
(auch dann, wenn In f nicht definiert ist). Dies motiviert die bereits eingefiihrte generelle

9 Man kann hier K durch einen beliebigen Korper der Charakteristik 0 ersetzen.
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Bezeichnung ,logarithmische Ableitung* fiir das Element (6/)/f, wobei §: S — S eine
Derivation eines kommutativen Rings S ist und f € S*. Diese logarithmische Ablei-
tung ist ein Gruppenhomomorphismus (S*,:) — (S, +). Vgl. auch die Bemerkung vor
Beispiel 1.2.3 und Aufg. 2.1.9. &

Beispiel 2.2.12 (Elementarsymmetrische Funktionen — Newtonsche Formeln) Sei
a;, i € I, eine summierbare Familie komplexer Zahlen. Dann ist auch die Familie a,z,
i € I, summierbar fiir z € C und folglich 1 + @;z, i € I, multiplizierbar nach [14], Satz
3.7.17. Ferner ist nach [14], Aufg. 3.7.6 (und dem groen Umordnungssatz 3.7.11 dort)

f@ =[]0 +az =3 82"
n=0

iel
wobei die Koeffizienten

Spi=Spaiel)y:= > a" neN,
He€,(I)

die sogenannten elementarsymmetrischen Funktionen indena;,i € I, sind (Vietascher
Waurzelsatz). Wir erinnern dabei an die Definition a” = T[], a; fiir eine endliche
Teilmenge H < [ und setzen &, (/) fiir die Menge der n-elementigen Teilmengen
von I. Insbesondere ist f:C — C eine ganze Funktion mit f(0) = Sy = 1 und
f(0) =8, =), a;. Istdie Menge [y deri € I mita; # 0 endlich und |Iy| = m, so
ist Sy = [l;e, @i # 0,8, = 0fiirn > mund f die Polynomfunktion [];; (1 + a;2)
vom Grad m.

Fiir jedes @ € C* hat die Funktion f die Nullstellenordnung v(a), wobei v(a) die
Anzahl der Indizes i € I mita = —1/a; ist. Daraus folgt, dass f und damit die elemen-
tarsymmetrischen Funktionen S, die Familie a;,i € I, im Wesentlichen bestimmen. Um
dies zu prézisieren, nennen wir zwei summierbare Familien a;, 7 € I, und bj, jelJ,
im Wesentlichen gleich, wenn fiir jedes ¢ # 0 die Anzahl der Indizes i € [ mita; = ¢
und die Anzahl der Indizes j € J mit b; = c iibereinstimmen. Dann gilt also: Zwei
summierbare Familien a;,i € I,und b;, j € J, sind genau dann im Wesentlichen gleich,
wenn ihre elementarsymmetrischen Funktionen S, (a;,i € I)und S,(b;,j € J),n € N,
jeweils iibereinstimmen.

Fiir (absolut) kleine z € C ist nach Satz 2.2.4 (und dem grolen Umordnungssatz 3.7.11
aus [14])

—In f(z) = _Zln(l +a;z) = Z (Z (_nl)na;'z”)

iel iel n=1

o0
(="
> e
n=1 n
wobei die P,, n € N*, die sogenannten Potenzsummen

P,=Py(a.icl)=) al

iel
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indena;,i € I, sind. Fiir die logarithmische Ableitung f'/f von f folgt mit Satz 2.1.13

f'e) _
o - (In f(2)) Z( D" Pz,

Nach Multiplikation mit f(z) ergeben sich durch Koeffizientenvergleich die folgenden
Newtonschen Formeln:

(1 DSur = (=" Pugi + ) (1" SpPryik. meN.
k=1

Sie gestatten es, die S,, n € N*, und die P,, n € N*, wechselseitig auseinander zu
berechnen. Genauer liefern die Sy,..., S, die Py,..., P, und umgekehrt. Insbesondere
erhilt man:

Lemma 2.2.13 Fiir zwei summierbare Familien a;, i € I, und b;, j € J, komplexer
Zahlen sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die beiden Familien sind im Wesentlichen gleich.

(i') Die ganzen Funktionen [];;(1 + a;z) und [ ;. ,;(1 + b;z) stimmen iiberein.
(ii) Fiirallen € N gilt S, (a;,i € I) = S,(b;j,j € J).

(iii) Fiir allen € N* gilt P,(a;,i € I) = P,(b;,j € J).

Die Implikation (iii) = (i) ist selbst fiir endliche Familien nicht ganz selbstverstind-
lich. Vgl. dazu auch Aufg. 1.2.15b).

Wir illustrieren die Newtonschen Formeln an einem Beispiel: Dazu betrachten wir die
Eulersche Produktdarstellung aus Beispiel 1.1.10:

. ()" sinx 5 x?
o= Syl (o)

Sie zeigt, dass die elementarsymmetrischen Funktionen in den 1/ k2, k € N*, die Werte
S, = m2"/(2n + 1)! haben, n € N. Daraus ergeben sich mit den Newtonschen Formeln
der Reihe nach die Potenzsummen

P=Y o
k=1
Py =¢(2) = S =n?/6,

Py =((4) =28+ S P, =x*/90,
Py ={(6) =383 — Sp Py + S, P, = n°/945

= {(2n), undzwar
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usw. Die Werte P, = {(2n) lassen sich aber auch leicht explizit mit den Bernoullischen
Zahlen angeben. Dazu betrachten wir direkt die logarithmische Ableitung von g(x) =
(sin x)/x. Sie ist unter Verwendung von Beispiel 1.4.14 einerseits gleich

()__ _ 2n 2n 2n1
) " x (xcotx 1)—2( (2 )‘ .

Andererseits erhilt man aus der Eulerschen Produktdarstellung von g(x)

g'(x) > —2x > - 2 e
=Y e = L ()

g(x)

Also ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

_ n=12n B 2n—1
t(2n) = (-1) n )'2 . <

Beispiel 2.2.14 (Hypergeometrische Reihen) Fiir a,b,c € C mit —c ¢ N definiert
man die hypergeometrische Reihe durch

e i (@) (b)k Jk
Flabicz: Z( HEEE Z(c)k(l)k
B a(a-i—1)---(a+k—1)b(b+1)---(b+k—1)zk
_g cc+ 1) (c+k—1) k!
_ o, ab_a@+ b +1)
=1+ c g 2¢(c+ 1) g

((a)y = a(a+1)---(a+k—1) istdas Pochhammer-Symbol.) Offenbar ist F(a, b;c;z) =
F(b,a;c;z). Bei —a € N oder —b € N handelt es sich um ein Polynom vom Grad
—a bzw. —b (bzw. Min (—a,—b), falls —a und —b beide in N liegen). Andernfalls
ist F(a,b;c;z) eine konvergente Potenzreihe Zakzk mit dem Konvergenzradius 1.
Dies folgt aus dem Quotientenkriterium, fiir z # 0 und k — oo hat man nidmlich
laks 125 JarzF| = |(a + k) (b + k)z [(k + 1)(c + k)| — |z|. Es gilt

Fla. b c: © g k) z¥
d (a,b,C,Z):Za (@+kb---(b+k)z :@F(a—klb—l—lc—i—lz)
Cc

dz = c(c+k) k!
d’F(a,b;c;z)  a(a+ Dbb+1)
= F 2 2; 2;2).
dz? clc+1) @+2,b+2%c+22)

Durch Einsetzen dieser Reihen und Vergleich der Koeffizienten von z¥ bestiitigt man
direkt, dass F = F(a, b; c; z) Losung der sogenannten hypergeometrischen Differenzi-

algleichung
2

d*F dF
z(l—z)ﬁ—l—(c—(a—i-b—i-l)z)d—z—abF:O
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ist. Thr Studium fiihrt also zu diesen Reihen. Weiterhin gibt es zahlreiche (u. a. von Gauf3
gefundene) Rekursionsformeln, die F(a, b; c; z) in Verbindung bringen mit weiteren hy-
pergeometrischen Reihen, fiir die einer oder mehrere der Parameter a, b, ¢ um die Sum-
manden #1 (oder £2) veridndert sind. Auch sie werden leicht durch Koeffizientenver-
gleich bei den zugehorigen Reihen bewiesen. Wir erwihnen hier exemplarisch (vgl. auch
Aufg. 2.2.26)

(b—a)F(a,b;c;z)+aF(a+1,b;c;z) —bF(a,b+ 1;c;z) =0,
c(c+ 1)F(a,b;c;z) —c(c+ 1)F(a,b;c+ 1;z) —abzF(a+ 1,b+ 1;¢ + 2;z) = 0.

Fira = 1und b = ¢ ¢ —N beliebig ist die hypergeometrische Reihe die geometrische
Reihe

F(l,¢c;c;z) = sz =
k_

Auch andere Funktionen lassen sich durch hypergeometrische Reihen darstellen. Bei-
spielsweise gilt (vgl. auch Aufg. 2.2.25)

1 Sy %
1-z)y“= = X = F(a,cic;z), aeC,
(1—z) /;o k
oo Zk
In(1—z)=— Z? = —zF(1,1;2;2).
k=1

Das (normierte) n-te Tschebyschew-Polynom erster Art 7, ldsst sich ebenfalls als eine
hypergeometrische Reihe schreiben:

T,(z) =

11
— F(n,—n; 3 5(1 —z)), neN.,

Um dies einzusehen, pruft man, dass die Polynome F(n,—n;1 / 2;(1 — z)/2) die Rekur-
sion TO =1, Tl = z, Tn+2 = 22T,,+1 — T der Polynome T = 2"7IT, erfiillen.
Dazu verwendet man die folgende Relation, die man leicht durch Koeffizientenvergleich
bestitigt:

F<n+2,—n—2;%;z) :2(1—22)F<n+1,—n—1;%;z)—F<n,—n;%;z>.

Die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen

b b,
rFo(bi. ... beicr, ... ciz) = Z ((Ciii ECS));: Z,

wobeir,s € Nund by,...,b,,cy,...,c; € C,aber —cy,...,—cs ¢ N sei, generalisieren
die hypergeometrischen Reihen. Es ist F(a,b;c;z) =,F(a,b;c;z). Beis <r — 1 sind
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die Potenzreihen , F; Polynome oder divergent, bei s > r ist der Konvergenzradius oo,
bei s = r — 1 ist , F,_; ein Polynom oder hat den Konvergenzradius 1. All dies erkennt
man mit dem Quotientenkriterium. Das Konvergenzverhalten von , F,_; auf dem Rand
des Einheitskreises wird in Beispiel 2.2.16 beschrieben. &

Beispiel 2.2.15 (Konfluente hypergeometrische Reihen) Die konfluenten hypergeo-
metrischen oder Kummerschen Reihen

@z _ | a. a+D) L
E:@»k'_ t T eyt U

D(a;c;z) == 1Fi(a;c;z) =
mit a,c € C, —c ¢ N, sind weitere Spezialfille der verallgemeinerten hypergeometri-
schen Reihen. Bei —a € N handelt es sich um ein Polynom vom Grad—a, bei —a ¢ N ist
®(a; c; z) eine fiir alle z € C konvergente Potenzreihe. Differenzieren liefert fiir v € N

Loen) st DS Dot v i),

dz¥ k=0€--(c+k+v—1)k!_(c)

Durch Koeffizientenvergleich bestitigt man, dass @ := @(a; c; z) Losung der sogenann-
ten Kummerschen Differenzialgleichung

d*o

do
Zﬁ‘i‘(c—Z)d—Z—a@—o

ist. Ebenso beweist man die folgenden Rekursionsgleichungen:

ada+ Lic+ L;z)+ (c—a)®P(a;c + 1;z) —cP(a;c;z) =0,
a®(a+1;¢;z) —(2a—c + z)®(a;c;z) + (a—c)P(a — 1;¢;z) = 0.

Bei a = ¢ erhilt man einfach @(c¢;c¢;z) = e°. <&
Beispiel 2.2.16 Sind —by,...,—b,,—c1,....,—c,—1 ¢ N, so gilt fiir die Koeffizienten
ay der verallgemeinerten hypergeometrischen Reihe , F,_1(by,...,bs;c1, ..., ¢r—1;2) =
> agzt

Ar+1 (b1 +k)---(by + k)

s
= =1-—>=+0(1/k%,
o @R eatharn kO
firk — oo,s := (c;+---+¢—1+1)— (b1 +-- -+ b,), vgl. das Ende von Beispiel 2.2.14.
Das Konvergenzverhalten dieser Potenzreihe auf dem Rand des Einheitskreises wird da-
her durch den folgenden Satz beschrieben, der fiir Spezialfille auf Gaufl und Weierstrafl
zuriickgeht und Satz 1.2.12 verallgemeinert.
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Satz 2.2.17 Sei ay, k € N, eine Folge in C mit ay # 0 fiir geniigend grofie k und

a s

ﬂ = 1 - 7 + dka

A k
wobei s € C eine feste Zahl ist und ), |di| < oo. Ferner sei F die Potenzreihe
37 axzk. Dann gilt:

(1) Der Konvergenzradius von F ist 1.
(2) Bei 1 < Ns konvergiert F im abgeschlossenen Einheitskreis B(0; 1) absolut und
gleichmdfig.
(3) Bei 0 <WMs <1 konvergiert F auf jeder Menge B(0;1)—B(1;r), r > 0, gleich-
mdfig und divergiert fiir z = 1.
(4) Bei Ns < 0 konvergiert F fiir kein z mit |z| = 1.
Beweis Wegen limy .o |ay 125+ /arz¥| = |z| fir z # 0 ist der Konvergenzradius
von F nach dem Quotientenkriterium gleich 1. Mit der Logarithmusreihe In(1 — x) =
— >, x"/n ergibt sich
A1 s
=—=+r

1
nak k

fiir geniigend groBe k, wobei ), |ri| ebenfalls endlich ist. Es folgt fiir geniigend groBe
kound k > kg

k k
_ Ay+1 1 Ay+1
A1 = dk, W - Ak, €Xp n P
v

v=ko " v=ko
k k()*l s k 1
:akoexp(z ry + Z ;)exp(—szg).
v=Kko v=1 v=1

Man erhilt: Bei fs < 0 ist (ax) keine Nullfolge und F fiir kein z mit |z| = 1 konvergent;
bei Ns = 0 konvergieren (|ak |) und bei s = 0 sogar (a;) gegen eine von 0 verschiedene
Zahl; bei 0 < Ns ist (ai) eine Nullfolge.

Sei zundchst 1 < NRs. Wegen der Ungleichung H;, = Zle 1/v > Ink (vgl. etwa [14],
Beispiel 3.3.8(2)) ist | exp(—sHy)| < exp(—(Ns)Ink) = 1/k™. Da ", 1/k™ konver-
giert, konvergiert in diesem Fall ), a; absolut und F folglich absolut und gleichmiBig
auf B(0; 1).

Sei jetzt 0 < Ms < 1. Wegen 1 < R(s + 1) und

A1 [Ak  Akyl (1 1 ) _ 1_S-i-l

k s+ 1 )_1 s+ 1
k+1/ k= a k+1 k B

dp——p T d
+< Tl kLD K T
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mit ), |dx| < oo konvergiert nach dem bereits Bewiesenen die Reihe ), ay/k absolut.
Aus

sdy aj
lags1 —ar| = | — % +dkak‘ < s] )7) + |di| |ak|

und der Beschriinktheit der a;, k € N, folgt die Konvergenz von ), |ax+1 — ax|. Fiir
r > 0und |z| <1, |z — 1] > r ergibt sich mit Abelscher Summation fiir kg < m < n
(ganz analog wie beim Beweis von Satz 1.2.12) zu vorgegebenem ¢ > 0

)Zakz )_‘Z( zj)(ak—ak+1)+<izj)an

k=m j=m j=m

z
<Z‘ )|ak_ak+l|+

n+l __

] = e,

falls ',l;lm lay — ar41| < re/4und |a,| < re/4 ist. Also konvergiert F auf B(0; 1) —
B(1;r) gleichmiBig.

Um die Divergenz fiir z = 1 zu gewinnen, vergleichen wir ), a; mit der nach [14],
Aufg. 3.6.11¢) divergenten Reihe > 7o, 1/k*.10 Es ist

RN oy E I
( k Zon k" k

n=

mit ), |ex| < oo und folglich fiir grofie k

‘Wr;(li‘—kjl)s=<1_%+dk)<l+%+ek)=1+fks
1 1 Sk

aks  ak+ 17 agak + 1y

mit ), | fc| < oo. Fiir geniigend groBes ko und k > k gilt apk® = ak; ]_[J ko(l + fi).
Also konvergiert die Folge (a;k*) gegen einen von 0 verschiedenen Wert. Daher ist auch
>k |1 ark® — 1/aj41(k + 1)*| endlich. Wire nun ), a; konvergent, so nach dem Kri-
terium von Dubois-Reymond, vgl. Aufg. 3.6.16 in [14], auch ), ax/axk® = >, 1/k’,
was, wie schon erwihnt, nicht der Fall ist. Widerspruch! O

Fiir die Binomialreihe

By:=(1+2)=)_ (Z‘)/‘ = F(-a,1;1;-2)

k=0

10 Auf diese Weise lieBe sich Satz 2.2.17 vollstindig auf das Studium der Potenzreihen der Form
352, 2K/ k* zuriickfiihren.
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e—1/x e—1/x2

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Abb. 2.4 Beispiele platter Funktionen

ergibt sich beispielsweise: Bei 0 < Ro konvergiert die Reihe B, absolut und gleichmdflig
auf B(0;1); bei —1 < Ra < 0 konvergiert die Reihe B, gleichmdifiig auf jeder Menge
B(0;1) =B(=1;7), r > 0, und divergiert fiir z = —1; bei Ra < —1 divergiert sie fiir alle
z mit |z| = 1. <&

Beispiel 2.2.18 (Platte Funktionen) Sei f: D — C eine analytische Funktion auf ei-
nem Intervall D € R oder einem Gebiet D C C. Verschwinden sdmtliche Ableitungen
f™(a) von f in einem Punkt a € D, so ist nach der Taylor-Formel aus Korollar 2.1.18
die Funktion f in einer Umgebung von a die Nullfunktion und damit nach dem Identi-
tatssatz 1.3.3 identisch O auf ganz D. Ein analoges Resultat gilt nicht fiir Funktionen auf
einem Intervall / C R, die beliebig oft differenzierbar sind.!! Man nennt eine unendlich
oft differenzierbare Funktion f: I — C platt in einem Punkt a € I, wenn ™ (a) = 0
ist fiir alle n € N. Es gibt nun Funktionen, die in einem Punkt platt sind, aber in keiner
Umgebung dieses Punktes identisch verschwinden. Solche Funktionen konnen daher nicht
analytisch sein. Ein Beispiel ist etwa die links in Abb. 2.4 dargestellte Funktion f: R — R
mit
e /X falls x > 0,

Xx) =
F) 0, falls x < 0.

Diese Funktion ist unendlich oft differenzierbar und im Nullpunkt platt. Es geniigt zu
zeigen, dass f|R in O platt ist. Fiir x > 0 gilt aber /™ (x) = h,(1/x)exp(—1/x) mit
einer (normierten) Polynomfunktion 4, vom Grad 2n, wie man sofort durch Induktion
tiber n bestitigt. Wegen lim,_,o 2(1/x)exp(—1/x) = 0 fiir jede Polynomfunktion &
(vgl. Satz 1.4.2) folgt die Behauptung.

Ein dhnliches Beispiel ist die ebenfalls in 0 platte Funktion g: R — R mit g(x) := e~/ x*
fiir x # O und g(0) := 0, vgl. Abb. 2.4 und Aufg. 2.2.23 a). Die analytische Fortsetzung
e~1/2* yon g|R* nach C* ist wegen e1/)* = ¢1/%* }, € R, in keiner Umgebung von
0 beschrinkt. Schon dies verhindert, dass g dort in eine Potenzreihe entwickelt werden
kann. Man sieht daran erneut, wie erhellend der Ubergang zum Komplexen sein kann.
Die Funktion C* — C, z + e/ 22, ldsst sich nicht nach 0 meromorph fortsetzen.
Thre ,Laurent-Entwicklung* e~/ 2 = > o(=1)"z72"/n! hat dort einen unendlichen
Hauptteil. <&

' Fiir komplex-differenzierbare Funktionen stellt sich dieses Problem nach Bemerkung 2.1.15 nicht.
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Abb. 2.5 Maogliche Trajekto-
rie einer C*°-Funktion f f@e

0 f®)
Aufgaben

Aufgabe 2.2.1 Man zeige, dass es eine C*°-Funktion f: [a, ] — R? mit der Trajektorie
aus Abb. 2.5 gibt. Es gibt keine C-Funktion [a, b] — R? mit dieser Trajektorie.

Aufgabe 2.2.2 Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen (wobei die De-
finitionsbereiche jeweils geeignet zu wihlen sind).

cosecx = 1/sinx, secx = 1/cosx, 1/+/cos(sinx),
V1+evIn(x 4 cos’(1/x%)), (sinx)/ Vi4+e?, (I+sin2x)/e’, x®, (Y)Y,

\/1 + \/1 + -+ 1+ x (n Wurzelzeichen, n € N¥).

Aufgabe 2.2.3

a) Fiir welche @ € C mit R > 0 ist die Funktion R, — C mit x +— x® fiir x > 0 und
0 > 0 im Nullpunkt differenzierbar? (Man betrachte auch die Fortsetzung C —R* —
Cmitx > x%firx e C—R_und 0+ 0.)

b) Die Funktionen f, g: R — R mit f(x) := x?sin(1/x) bzw. g(x) := x?sin(1/x?) fiir
x # O0und f(0) = g(0) = 0 sind auf ganz R differenzierbar, aber " und g’ sind in 0
nicht stetig; g’ hat dort sogar die Schwankung oo.

¢) Fiir n € N* ist die Funktion f,:R — R mit f,(x) = x*'sin(1/x) fiir x # 0 und
Jf»(0) = 0 n-mal differenzierbar, aber nicht n-mal stetig differenzierbar.

Aufgabe 2.2.4 Man berechne In z fiir folgende z € C: 1,2 + 3i, —1 — 1, (5 —7i)/10.

Aufgabe 2.2.5 Man berechne i, (i')i, (2 + 3i)!/3, (=1 + 2i)'*'. (Bemerkung Aus i’ =
e "/2 ergibt sich mit dem folgenden Satz von Gelfond-Schneider, dass e /2 und auch
i2 = e™ = 23,140692... transzendente Zahlen sind: Seien o, 3 € C algebraische
Zahlen mit a ¢ {0, 1} und B ¢ Q. Dann ist of transzendent. (Dabei ist es gleichgiiltig,
welcher der Logarithmen In« + 2kmi, k € 7Z, zur Definition von af benutzt wird. «
darf sogar gleich 1 sein, wenn man fiir In 1 einen der Werte 2k i, k € Z — {0}, wihlt. —
Uber 7¢ = 22,459157. .. oder me sowie w + e weiBl man dazu nichts. Wenigstens eine
der Zahlen we und 7 /e bzw. eine der Zahlen 7w + e und & — e ist natiirlich transzendent,
da e (oder da ) transzendent ist, vgl. etwa [12], Bemerkung zu 16.A, Aufg. 4 bzw. den
Anhang in [7].)
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Aufgabe 2.2.6 Firz,w € C—R_unda € Cist (zw)* = z%w®, falls | Arg z + Argw| <
7 ist (wobei natiirlich Arg z und Arg w ebenfalls in |-z, 7 [ zu wihlen sind). (In der For-
mel (z¢)f = z% z € C —R_, o, B € C, ist die linke Seite nicht immer definiert, und
selbst wenn beide Seiten definiert sind, ist die Formel im Allgemeinen falsch. Beispiels-
weise ist ((—1 4 i)?)! # (=1 4+ 1)?)

Aufgabe 2.2.7
a) Fira € R} undn € N* ist

., = (Ina)f S (Ina)k
ﬁzz i =Z A +0(1/n™Yy fir n— oo undjedes m e N.
k=0 ) k=0 )

Sind ay,...,a, € R beliebig (p € N*), so ist

(YOt
p

lim

n
P
= ai-+d,.
n—oo ) ! P

(Man logarithmiere beide Seiten der Gleichung.)
b) Firz € Cundn € N* mit |z] < n gilt

(1 + %)" = exp (n In(1+ g)) = e’ exp (— i (;Z_i)_k? ) nik)
k=1

Z<1 22+<1+Z)Z3 <1+z+22)z4+o<1))
=e(l— — —+-)=—-(-+=-+=)= —)),

2n 3 8/n? 4 6 48/ n? n*
wobei die letzte Gleichung fiir n — oo bei beschrinktem z gilt. Man bestimme auch
das nichste Glied dieser Entwicklung.

Aufgabe 2.2.8 Fiira € C—R_istlim,_on(/a—1) = Ina = lim, o 3n(Y/a—a™").

Aufgabe 2.2.9 Fiira € C — R_ seien die Folgen (c) und (dy) rekursiv definiert durch

2d;_
co=a+al dy=(@—a")/2, o =v2+ec1, di="" keN
Ck

also d;, = d, ]_[f:I(Z/ck), k € N. Dann gilt ey, > 0 und ¢ = ay mita, = ¥a +
Va1, k € N. Ferner gilt dy = by mit b, := n(a — Va=1)/2, k € N, und die
Folge (dy) konvergiert gegen Ina. Fiir a € R’ ist (dj) eine monotone Folge. (Zu einer
Konvergenzverbesserung siehe Aufg. 3.9.4.)Im Falla = iistcy = 0,dp = iund ¢, =

\/2 + V2 + -+ 4+ /2 (mit k Wurzelzeichen), k € N*. Also ist

i = 2
— =hi=i| ] =.
2 Eck
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Dies ist die Vietasche Produktdarstellung fiir 7, die wir bereits in [14], Beispiel 3.3.9
gewonnen haben. (Man beachte die Verschiebung des Index n von ¢, um 1 gegeniiber
[14].) Damit wird bestitigt, dass die iiber die trigonometrischen Funktionen definierte
Zahl i, vgl. Definition 1.4.9, mit der Flache des Einheitskreises identisch ist.

Aufgabe 2.2.10 Fiir x € ]0, 1] ist

X = (1—x)
Y S 4+) ——=——Inxln(l-x). (N.Abel)
n? n? 6
n=1 n=1
Die Funktion Liy(x) := Y, x"/n? auf B¢ (0; 1) ist der Eulersche Dilogarithmus. Vgl.
auch Aufg. 1.2.19¢e) und 2.2.21.

Aufgabe 2.2.11 Man bestimme die Potenzreihenentwicklungen folgender Funktionen um
0, indem man zunéchst die Potenzreihenentwicklungen der Ableitungen betrachtet:

Incosx, Incoshux, ln((sinx)/x), ln((sinhx)/x), ln((tanx)/x),

In ((tanhx)/x), In?(1 + x) ( = ZZ(—I)"Hn_lx"/n; dies gilt auch fiir x = 1).
n=2

Aufgabe 2.2.12 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen von tan® x (und tanh® x) um 0
an mit Hilfe der Formeln tan’ x = 1 + tan? x = 1/ cos? x (bzw. tanh’ x = 1 —tanh® x =
1/ cosh? x).

Aufgabe 2.2.13 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen von z +— z% o € C, und
z +> Inz um einen beliebigen Punkt @ € C — R_ an und bestitige die Aussage in Satz
1.3.9 iiber den Konvergenzradius dieser Entwicklungen. Ferner iiberlege man, fiir welche
z € C die gefundenen Potenzreihenentwicklungen jeweils die Funktion darstellen. (Man
achte auf den Fall fa < 0.)

Aufgabe 2.2.14 Man bestimme die Potenzreihenentwicklungen der folgenden analyti-
schen Funktionen um den Nullpunkt bis zur Ordnung 5:

VIi+In(l+x), JO+x)/0-x), ~T+tanx, (14 x)"*
Jcosx, sinx/~/cosx.

Aufgabe 2.2.15 Sei F = Y a,X" = Y ¢, X"/n! € K[X] mit ¢, := nla, eine Po-
tenzreihe mit ¢y = ¢y = 0. Dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe ) b, X" =
> d,X"/n! von el mindestens so gro wie der von F, und die b, und d, erfiillen die
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Rekursionen

n

bo=1, (1 + Dbyy1 = ) (1 —k + Dayrsrbi bzw.
k=0

" n
dO =1, dn+1 = Z (k)cnkJrldk

k=0

fiir n € N. (Man beachte die Identitit (e) = F’ef und Aufg. 1.2.16.)

Aufgabe 2.2.16 Esist exp(eX — 1) = Y_ 8,X"/n!, wo die B, die Bellschen Zahlen aus
[14], Aufg. 1.6.14 sind, die durch By = 1, 1 = D s (})Br. n € N, gegeben sind.
Man folgere noch einmal Dobifiskis Formel g, = e™! Y 72, k" /k! aus Aufg. 1.2.194),
indem man in }_, €"%/n! = exp(e¥) = e - exp(e* — 1) die Reihenentwicklung von e"*
einsetzt und umordnet.

Aufgabe 2.2.17

a) Sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen. Das Produkt [ (1 +a,) konvergiert genau dann,
wenn die Reihe Y In(1 + a,) konvergiert.

b) Sei a;, i € I, eine Familie komplexer Zahlen. Genau dann ist die Familie 1 + a;,
i € I, multiplizierbar, wenn die Familie In(1 + a;), i € I, summierbar ist.

Aufgabe 2.2.18 Sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen, fiir die Y o2 |a,|* < oo ist. Ge-
nau dann konvergiert das Produkt [’ /(1 + a,), wenn die Reihe ) .7, a, konvergiert.
(Fiir groBe n ist In(1 4+ a,) = a, + bnag mit einer beschrinkten Folge (b,,). — Zur Voraus-
setzung Y, |a,|* < oo vgl. auch [14], Aufg. 3.6.23.)

Aufgabe 2.2.19 Man bestimme ¢(8)/7% und £(10)/7'° € Q. (Vgl. Beispiel 2.2.12.)

Aufgabe 2.2.20 Seien a;, i € I, eine summierbare Familie komplexer Zahlen und / =
I’ @ [" eine Zerlegung der Indexmenge /. S,, S, und §,/, n € N, seien die elementar-
symmetrischen Funktionen der Familien a;, i € I bzw. a;,i € I' bzw. a;,i € I”. Dann
gilt

n
Se=>_ SiSI 4.
k=0
Man formuliere explizit den Fall |I”] = 1.

Aufgabe 2.2.21 Seig € C, |g| < 1. Die geometrische Folge ¢¥, k € N, hat die Po-
tenzsummen P, = 1/(1 —¢"), n € N*, und die elementarsymmetrischen Funktionen
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S, =q¢®/(1—¢q)---(1—g¢"),n € N.Esistalso

(121)2”
1 +¢2) = 1
[0+ =2 ==

keN neN

fiir alle z € C, vgl. Beispiel 2.2.12 und auch die folgende Aufg. 2.2.22. Fiir |z| < 1 gilt

1 7 z™
Fq(Z) :l_[(l Z(l_q)(l_qn) und ll’qu(Z): Z m

— ko
keN q Z) neN meN*
Man folgere
. z" .
;Lml (I1—g)InFy(z) = > — =Lia2), Jz[<1.
gel-1.1] neN*

Aufgabe 2.2.22 Sei m € N und ¢ € C. Die elementarsymmetrischen Funktionen der
endlichen Folge 1,¢, ...,q™" der Linge m haben die Gestalt

nt
Si=qD Y plin. g =¢GN g). Ci=m—-n. 0<n<m,
k=0

mit Polynomen G e Z|T] vom Grade n{ = n(m — n), die normiert und selbstreziprok
sind. Thre Koeffizienten haben die folgende kombinatorische Bedeutung: p(k;n, £) ist die
Anzahl der n-elementigen Teilmengen {ig, ..., i,_1},0 < iy <--- <i,_; <m—1,derm-
elementigen Menge {0, ..., m — 1} mit Summe Zv i, = (g) + k und auch die Anzahl der
Folgen0 < Ag <--- < A,_; < {derLingen mitA, € Nund ) A, = k. Zum Beweis
ersetze man (ig,...,i,_1) durch (Ao, A1,..., A1) = (o, i1 — 1,...,0h1 — (m — 1)).
p(kin,£) ist somit die Anzahl der Partitionen 1"12"2 .. "¢, (vy,...,v)) € NY von
k=vi-14+---4v-€mitv; +---+ v, < n positiven natiirlichen Zahlen < £. Es
handelt sich also um diejenigen Partitionen von k, deren Young-Tableaus in das Rechteck
aus n -£ quadratischen Kistchen mit n Zeilen und £ Spalten passen. (Zu diesen Sprechwei-
sen siehe auch [14], Beispiel 2.5.13. Es ist p(n,m) = )_,., p(n:m,{), wobei die Zahlen
p(n,m) die erzeugenden Funktionen ), .y p(n,m)T" =71/(1 —T)---(1—=T"™) haben,
m,n € N, vgl. Aufg. 1.2.27b). — Fiir eine Interpretation der Zahlen p(k;n, £) selbst siche
auch die Beschreibung der Grassmann-Mannigfaltigkeiten in Bd. 3 bzw. bereits in [13],
§7, Aufg. 10.) Es ist

m—1 m
[Ta+d*2 =3 ¢D 6"
k=0

n=0
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Die Polynome

nt
G =3 pkin.OT*
k=0

sind von Gauf} im Zusammenhang mit seiner Theorie der Kreisteilung eingehend studiert

worden und heilen GauBsche Polynome. Fiir die primitive m-te Einheitswurzel ¢, ist
m ) (1—¢kT) = 1— T und folglich GY™(¢,,) = 0 bei 0 < n < m. Ferner gilt G =

G, d.h. es ist plk;n,f) = p(k;£,n). Die G erfiillen die Rekursionsgleichungen

Gt =gl 4 g™ = G+ TG
(Man setze G,Lm] := 0, falls » < 0 oder n > m.) Sie haben die expliziten Darstellungen

(=77 A=T""" (1-7)---A-1"

lm] —
G = (1=T)---(1=Tm) _(I_T)...(l_Tn)(l_T)...(l_Tmfn)’

die an die Binomialkoeffizienten erinnern. Es ist GI" (1) = (™). Benutzt man (im An-
schluss an R. Stanley) die Abkiirzungen (k) := 1 + T + --- + T¥~! ¢ Z[T] und
m)!:=(1)-(2)---(m) € Z[T], so erhilt man

|

" (n)!(m — n)! n -

Man zeige
m—1

l—[ — TkX ZG[n+m I]Xn

(G5 := 1). (Vgl. auch [8], Teil 2, § 63, Aufg. 30, wo das Polynom G} mit ["] be-
zeichnet wird. Generell sei bemerkt, dass die Symbole (k), (n)! und (':) in der Literatur
gelegentlich andere (wenn auch verwandte) rationale Funktionen bezeichnen.)

Aufgabe 2.2.23

a) Fir jedes o > 0 ist die Funktion f: R — R mit f(x) = exp(—1/|x|%) fiir x # 0 und
f(0) = 0 unendlich oft differenzierbar und platt in 0.

b) Die Funktion f:R — R mit f(x) = e'/*/(1 4+ e'/*)? fiir x # O und f(0) = 0 ist
unendlich oft differenzierbar und platt in 0.

Aufgabe 2.2.24 Die Funktionen f und g seien in einer Umgebung des Nullpunkts 0 € R
definiert und unendlich oft differenzierbar. f sei platt in 0. Dann ist auch fg platt in 0. Ist
tiberdies g(0) = 0, so sind die Kompositionen f o g und g o f (in einer Umgebung von
0 € R definiert und) platt in 0.
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Aufgabe 2.2.25 Man bestitige die folgenden Gleichungen:

o~ 2 I 1+z
kz 2% + 1 ( Eln = Artanh z, vgl. Aufg. 2.4.3),

, i 1)k 2K+
zF(1/2,1;3/2;—z7) = -
= 2k +1
i 32k — 1) A
= 4..-(2k) 2k + 1

zF(1/2,1;3/2;2%)

(= arctan z, vgl. Abschn. 2.4),

zF(1/2,1/2:3/2;2%) (= arcsin z, vgl. Abschn. 2.4).

Aufgabe 2.2.26 Man zeige folgende Rekursionsformeln fiir hypergeometrische Reihen:

cla—b)F(a,b;c;z) —a(c —b)F(a+ 1,b;¢c + 1;2)
+b(c—a)F(a,b+1;c+1;2z) =0,
clc+DF(a,b;c;z) —clc+1)F(a,b+1;c+1;2)
+a(c—b)zFa+ 1,b+1;c+2;2) =0,
c(c—a—>bz)F(a,b;c;z)—c(c —a)F(a—1,b;c;2)
+abz(1—z)Fla+1,b+1;¢c+1;z) = 0.

Aufgabe 2.2.27 Seien —cy,...,—c,—1 ¢ N und F die verallgemeinerte hypergeometri-
sche Reihe , F,_1(by,...,by;c1,...,cr—1;2), vgl. Beispiel 2.2.14. Fiir v € N zeige man

d'F — (bl)v"'(br)v
dzV (Cl)v"'(cr l)vr

Z SR U G R S M

ek (e kU (e (era)y V!

Fooi(bi+v,....b, +vici+v,...,cro1 +1:2),

mit F = r1Fr(by+ v, b+ v, ep v, 0, L F 05 2).
Aufgabe 2.2.28 Man beweise die folgenden Formeln fiira,c,z € C, —c ¢ N:

blim F(a,b;c;z/b) = ®(a;c; z), blim F(b,b;1/2; —zz/4b2) =cosz,

hlim F(b,b;3/2;—z%/4b*) = (sinz)/z.

Aufgabe 2.2.29
a) Die Funktionen e*” auf C,« € C, sind linear unabhingig iiber C. Man folgere mit dem
Identitdtssatz 1.3.3: Seien oy, ..., 0, ay,...,a, € C, wobei die oy, ..., o, paarweise

verschieden seien. Verschwindet die Funktion 22:1 ape®* auf einer Teilmenge von
C, die einen Hiaufungspunkt in C hat, soista; = --- =a, = 0.
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Abb.2.6 Wesentlich verschiedene Farbungen eines 7-Ecks mit 4 weifien und 3 schwarzen Sektoren

b) Die Funktionen z* auf C — R_, & € C, sind linear unabhingig iiber C. Man folgere:

Seien o1, ..., 0, ay,...,a, € C, wobei die «, ..., a, paarweise verschieden seien.
Verschwindet die Funktion Z;z 1 apz% auf einer Teilmenge von C — R_, die einen
Haufungspunktin C — R_ hat,soista; =--- =a, = 0.

Aufgabe 2.2.30 Fiirn € N* sei ¢, die Anzahl der Klammerungen, mit denen sich in einer
Menge mit Verkniipfung ein Produkt mit » Faktoren xy, ..., x, (in dieser Reihenfolge)
berechnen ldsst, also ¢; = 1,¢; = 1,¢3 = 2,¢4 = 5,...'2 Fiir die erzeugende Funktion
F=3%, X" eR[X] gilt F = F2+ X, woraus F = (1 — +/1 —4X) /2 und

1{2n—-2 2n —2)! 1 2n —1 N
Ch = — = = s }’leN,
n\n—1 m—Dn! 2n—1\n-1

folgt. (Vgl. Beispiel 2.2.10.)

Bemerkungen Die Folge c,, n € N*, heif3t die Folge der Catalanschen Zahlen. Sie tritt
bei kombinatorischen Problemen hiufiger auf. Wir erwéhnen einige weitere Beispiele:

(1) Die Anzahl der Vorzeichentupel (g, &5, ..., €1, 62,) € {E£1}>" mit leil g =0
und Zf-;l g > 0 firalle k < 2nistc,y1,n € N. (Fir m € N ist die Anzahl b,,
der Vorzeichentupel (g1, ..., &,) mit Zle g > 0 fiir alle k < m gleich (2:), falls
m = 2n gerade ist, und gleich %(2’1”), falls m = 2n — 1 ungerade ist. Offenbar erfiillen
ndmlich die b,, die Rekursion b,,, | = 2b,,—d,,, mitd,, := ¢,y bei geradem m = 2n
und d,, := 0 sonst.)

(2) Ein konvexes ebenes n-Eck (n > 3) lésst sich auf genau c¢,_; Weisen mit Hilfe von
Diagonalen, die sich im Innern des n-Ecks nicht schneiden, in Dreiecke zerlegen. (In
dieser Weise traten die Catalanschen Zahlen erstmals bei Euler auf.)

(3) Es gibt ¢, wesentlich verschiedene Firbungen'? der 2n — 1 Sektoren eines regelmii-
Bigen (2n — 1)-Ecks mit 2 Farben, wobei die erste Farbe fiir n und die zweite fiir
n — 1 Sektoren benutzt wird, n € N*. (Die Moglichkeiten bei n = 4 zeigt Abb. 2.6.
— Generell ist fiir teilerfremde natiirliche Zahlen k, m mit 0 < k < m der nach [14],

12 Bei vielen Autoren bezeichnet der Index n der Catalanschen Zahl ¢, die Anzahl der im Produkt
auftretenden Verkniipfungen statt die Anzahl der Faktoren. Dann verringert sich dieser Index um 1.
13 Wesentlich verschieden® bedeutet, dass zwei Farbungen identifiziert werden, die durch Drehung
des (2n — 1)-Ecks auseinander hervorgehen.
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Aufg. 1.7.18 ganzzahlige Quotient ('l:’) /m die Anzahl der wesentlich verschiedenen
Farbungen der m Sektoren eines regelmifigen m-Ecks mit zwei Farben, wobei die
eine Farbe fiir k und die andere fiir m —k Sektoren benutzt wird. Dies folgt direkt dar-
aus, dass die natiirliche Operation der zyklischen Gruppe Z,, der Ordnung m vermoge
Drehungen auf der Menge dieser Farbungen offenbar frei ist, vgl. [14], Abschnitt 2.4
und Beispiel 2.5.30(1).)

Aufgabe 2.2.31 Eine Permutation o € &, heif3it alternierend bzw. umgekehrt alternie-
rend, wenn (1) > 0(2) < 6(3) > --- bzw. wenn o (1) < 0(2) > 0(3) < --- gilt."* Die
Anzahl der alternierenden Permutationen stimmt mit der Anzahl der umgekehrt alternie-
renden Permutationen in &,, iiberein. Wir bezeichnen diese Anzahl mit a,,. Die a,, erfiillen
die Rekursion ap = a; = 1 und

n
n
2ap41 = E (v)avan—v, n>1.

v=0
(Man fixiere fiir eine alternierende oder umgekehrt alternierende Permutation o € &,
die Stelle vy + 1 mit o(vo + 1) = 1 und die Menge {o(1),...,0(vo)} € {2,...,n 4+ 1}.)
Fiir die exponentielle erzeugende Funktion G = Y, @, X"/n! gilt 2G’ = 1 + G? (vgl.
Aufg. 1.3.2), G(0) = 1 und damit G = sec X + tan X. Mit den Eulerschen Zahlen E,
und den Bernoullischen Zahlen B, |, vgl. die Beispiele 1.4.15 und 1.4.14, erhilt man

4 = E,, falls n gerade,
! (=1)"T2m+1(2n+1 — 1) B, .1 /(n + 1), falls n ungerade.

Insbesondere sind die Zahlen E, und (=1)"Byg,11y, m € N, positiv. (Gelegentlich
werden auch die hier definierten Zahlen a,,,n € N, als Eulersche Zahlen bezeichnet.)

Aufgabe 2.2.32 Die komplexwertige Funktion f sei auf dem Strahl a + ]Riei‘p (p e R
und a € C fest) der komplexen Zahlenebene fiir geniigend kleine r € R’ definiert. Es
gebe ein v € R mit f(z) = (z — a)’g(z) fiir alle z = a + re' mit geniigend kleinem
r € R%. Uberdies existiere der Grenzwert g(a) := lim,_4+ g(a + re'¥) und sei von 0
verschieden. Dann ist in natiirlicher Weise ein Logarithmus

Log f(z) = Log (r"ei‘pg(z)) =vinr 4+ip + Logg(z)

fiir geniigend kleine r € R’ definiert, wobei Log ganz rechts in der Gleichungskette ein
Logarithmus auf einer Umgebung von g(a) # 0 ist. Man zeige
Log f(a+re¥) Log f(a+re?)
= m ———.

v=lim ——— =" 1
r—0+ Inr r—0+ Inr

14 Solche Permutationen heifien auch Zick-Zack-Permutationen.
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Insbesondere gilt: Ist f(z) in einer Umgebung von a € C analytisch, aber in keiner
Umgebung von a identisch 0, so ist fiir jedes ¢ € R die Nullstellenordnung v von f in a
gleich ‘

- Log f(a + re'%)

li
r—0+ Inr

2.3 Der Mittelwertsatz

Die Ableitung einer Funktion benutzt fiir jeden Punkt nur die Werte dieser Funktion in
einer (beliebig kleinen) Umgebung dieses Punktes. Trotzdem erlaubt sie in vielen Fillen
globale Aussagen iiber diese Funktion. In der Theorie der Differenzialgleichungen spielt
dieser Gesichtspunkt eine entscheidende Rolle. Hier beschreiben wir den fiir die gesamte
Analysis fundamentalen Mittelwertsatz und seine unmittelbaren Folgerumgen.

Im vorliegenden Abschnitt betrachten wir im Wesentlichen nur differenzierbare Funktio-
nen auf Intervallen / in R. Zunichst ist auch der Wertebereich reell.

Definition 2.3.1 Seien f:/ — R eine reellwertige Funktion auf dem Intervall / € R
und ¢ € . Dann hat f im Punkt ¢ ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum),
wenn es eine Umgebung U von ¢ in [ gibt mit f(x) < f(c) (bzw. f(x) > f(c)) fir
alle x € U. In beiden Fillen sagen wir, f habe in ¢ ein lokales Extremum. Das lokale
Maximum (bzw. Minimum) in ¢ heift isoliert, wenn f(x) < f(c) (bzw. f(x) > f(c))
firalle x € U, x # c, ist.

Der Begriff des lokalen Extremums sollte nicht mit dem des globalen Extremums ver-
wechselt werden. Natiirlich ist jedes globale Extremum auch ein lokales Extremum. Die
Funktion mit dem in Abb. 2.7 dargestellten Graphen beispielsweise hat in ¢; und c¢3 lokale
(sogar isolierte) Maxima und in a, ¢,, b (isolierte) lokale Minima. Die globalen Extrema
werden an den Stellen ¢; bzw. b angenommen. — Fiir differenzierbare Funktionen hat man
ein einfaches notwendiges Kriterium fiir ein lokales Extremum im Inneren eines Intervalls:

Satz 2.3.2 Es sei ¢ € I ein Punkt im Inneren des Intervalls I C R (d. h. ¢ sei kein
Randpunkt von I ). Die Funktion f:I — R besitze in ¢ ein lokales Extremum und sei in
¢ differenzierbar. Dann gilt f'(c) = 0.

Abb. 2.7 Funktion mit lokalen
Maxima in ¢y, ¢3 und lokalen
Minima in a, b, ¢,
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Abb. 2.8 Situation des Satzes ~ f’(c) =0= f/(c’)
von Rolle f
fa) f(b)

N
©oe N S

Beweis Wir beschrianken uns auf den Fall, dass f in ¢ ein lokales Maximum hat. Dann
gibt es eine Umgebung U C I von ¢ mit f(x) < f(c) fiir alle x € U. Der Differen-
zenquotient (f(x) — f(c))/(x —c¢) ist fir x € U,x > c, kleiner oder gleich 0 und fiir
x € U,x < c, groBer oder gleich 0. Daher ist

=S _

I =S©

11_) und 11_)
2 x—c 26 x—c
Alsoist f'(c) <Ound f'(c¢) >0,d.h. f'(c) =0. O

Eine wichtige Folgerung aus Satz 2.3.2 ist der folgende Satz, der nach M. Rolle (1652—
1719) benannt ist:

Satz 2.3.3 (Satz von Rolle) Die stetige Funktion f:[a,b] — R auf dem kompakten
Intervall [a,b] € R, a < b, sei differenzierbar im offenen Intervall |a, b[. Ist f(a) =
f(b), so gibt es ein ¢ € la,b[mit f'(c) = 0.

Beweis Die Funktion f nimmt ihr globales Maximum und ihr globales Minimum in [a, b]
an. Werden beide jeweils in einem Randpunkt ¢ bzw. b angenommen, so ist f wegen
f(a) = f(b) konstant und damit f’(x) = O fiir alle x € |a, b[. Andernfalls wird wenigs-
tens einer der beiden globalen Extremwerte in einem ¢ € ]a, b[ angenommen. Nach Satz
2.3.2istdann f'(c) = 0. O

Aus dem Satz von Rolle ergibt sich sofort:

Satz 2.3.4 (Mittelwertsatz) Die stetige Funktion f:[a,b] — R, a < b, sei differenzier-
bar im offenen Intervall |a, b[. Dann gibt es ein ¢ € la, b[ mit

_f) - fa)

d:
b—a

= f'(c).

Beweis Wir fiihren die Behauptung durch Scherung auf den Spezialfall des Satzes von
Rolle zuriick, vgl. Abb. 2.9 und Abb. 2.8. Die Sekante 4: x > dx + e durch (@, f(a)) und
(b, f(b)) hat den Differenzenquotienten d als konstante Ableitung, und g := f —h:[a, b]
— R erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle mit g(a) = g(b) = 0. Es gibt
daher ein ¢ € Ja,b[ mit g'(c) = f'(c) — W' (c) = 0, alsomit f'(c) = h'(c) =d. |
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Abb. 2.9 Situation des Mittel- f(b)
wertsatzes

f(a)

a c c’ b

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist die folgende Aussage: Ist die
Funktion f: 1 — R differenzierbar und sind x, y € I, so gilt

f) = fO)+ fox—y)
mit einem Punkt ¢ € 7, der bei x # y echt zwischen x und y liegt. Es folgt:

Korollar 2.3.5 Essei f:1 — V eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall I C R
mit Werten in dem endlichdimensionalen R-Vektorraum V (versehen mit der natiirlichen
Topologie). Genau dann ist | konstant, wenn f' = 0 auf D ist.

Beweis Ist f konstant, so ist natiirlich /' = 0. Sei umgekehrt /' = 0. Ist v;, j €
J, eine (endliche) Basis von V, so ist f(x) = > jes Jj(x)v; mit den differenzierbaren
Koeffizientenfunktionen f;: I — R. Esist /' =} ., f/v;,also f/ = Ofiiralle j € J.

Nach der Vorbemerkung sind daher alle f; und damit auch f konstant. O

Die vorstehende Aussage iibertridgt sich sofort auf komplex-differenzierbare Funktio-
nen:

Korollar 2.3.6 Sei f: D — V eine differenzierbare Funktion auf dem Gebiet D C C
mit Werten in dem endlichdimensionalen C-Vektorraum V. Genau dann ist f konstant,
wenn ' = 0 auf D ist.

Beweis Sei f’ = 0 auf ganz D. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes vy € V die Faser
fY(vy) offen in D ist. Sei dazua € f~'(vy) und B¢ (a;r) € D fiir ein r > 0. Ist dann
x € Bg(a;r) beliebig, so ist die Funktion /:[0,1] — V mit h(t) = f(a + t(x — a))
differenzierbar mit Ableitung 4'(t) = (x —a) f'(a + t(x — a)) = 0. Daher ist 4 nach
Korollar 2.3.5 konstant und f(x) = h(l) = h(0) = f(a) = vy, also Bc(a;r) <
S (wo). O

Nach den vorstehenden Korollaren unterscheiden sich zwei differenzierbare Funktio-
nen auf einem Intervall in R oder einem Gebiet in C mit Werten in einem endlichdimen-
sionalen R- bzw. C-Vektorraum V nur um eine additive Konstante, wenn ihre Ableitungen
iibereinstimmen. In dieser Aussage kann man V' durch einen beliebigen K-Banach-Raum
ersetzen. Dies ergibt sich aus der folgenden allgemeinen Version des Mittelwertsatzes:
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Satz 2.3.7 (Mittelwertsatz fiir Funktionen mit Werten in einem Banach-Raum) Sei
V = (V,||—|) ein R-Banach-Raum und f:[a,b] — V, a < b, eine stetige Funktion auf
dem kompakten Intervall [a,b], die im offenen Intervall la, b| differenzierbar ist. Dann
gibt es ein ¢ € |a, b mit
[LOZT@) <@l anmi 173~ @) =176 ~a).
Beweis Sei w := (f(b) — f(a))/(b —a) € V. Nach dem folgenden Lemma von Hahn-
Banach gibt es eine Linearform L:V — R mit L(w) = |w| und |[L(v)|| < |v]
fiir alle v € V. Dann ist L wegen |L(v) — L(v)|| = |[L(v — V)| < |lv = V| fiir
v,v' € V stetigund L o f:[a,b] — R nach Korollar 2.1.8 stetig und differenzierbar
in ]a, b[ mit Ableitung L o f’. Nach dem Mittelwertsatz 2.3.4 gibt es nun ein ¢ € ]a, b|
mit L(f'(c)) = (L(f(a)) = L(f(6))/(b —a) = L(w) = [w]. Folglich ist [[w] =
L(f'(e)) = [L(f N = £ @)l O

Das folgende bereits angekiindigte Lemma von Hahn-Banach (nach H. Hahn (1879—
1934) und S. Banach (1892-1945)) ist ein Korollar eines allgemeinen Trennungslemmas,
auf das erst in Band 4 eingegangen und das dort ganz dhnlich bewiesen wird.

Lemma 2.3.8 (Lemma von Hahn-Banach) Scien V ein normierter R-Vektorraum, des-
sen Norm ||—|| nur endliche Werte annimmt, und w € V. Dann gibt es eine Linearform
L:V — R mit L(w) = ||w|| und |L(v)| < ||v|| fiir allev € V.

Beweis Istw = 0, so wihlen wir fiir L die Nullform. Sei also w # 0. Indem wir w durch
w/||w| ersetzen, konnen wir ||w| = 1 annehmen. Sei L: V — R eine Linearform der
gewlinschten Art. Dann ist U := Kern L eine Hyperebene in V' und die affine Hyperebene
L~'(1) = w + U ist disjunkt zur offenen Einheitskugel B := By (0; 1). Fiir u € U gilt
ndmlich |w + u|| > |[L(w + u)| = |L(w)| = ||lw|| = 1. Ist umgekehrt U < V eine
Hyperebene mit (w + U) N B = @, so wird durch L(aw + u) = a,a € R,u € U,
eine solche Linearform definiert. Wir haben also eine Hyperebene U dieser Art zu finden.
(Die affine Hyperebene w 4 U heifit dann eine Stiitzhyperebene durch w an B.) Zu-
nichst bemerken wir, dass B eine offene und konvexe Teilmenge von V ist. Sind ndmlich
u,v € Bundr,s € Ry mitr +s = 1,soist ||ru + sv|| < rlu| +s|jv|| <r+s=1.

Wir betrachten als Erstes den Fall Dimg V' = 2 und suchen dann ein v € V* :=
V — {0} derart, dass w + Ruv eine Stiitzgerade durch w an B,d.h. (w + Rv) N B =0
ist. Nehmen wir an, dass fiir jedes v € V> die Gerade w + Rv den Ball B trifft. Da B
konvex ist, trifft dann fiir jedes v € V' genau einer der beiden offenen Strahlen w + R v
und w — R v den Ball B. Es giltalso V> = V* W V> mit

Vii={veV*|(wxRIv)NB #0d}

Da Vj = —V>*und V* = —Vj beide wie B offen und iiberdies beide # @ sind, wider-
spricht dies dem Zusammenhang von V>, vgl. Abb. 2.10. Insbesondere ist damit der Fall
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Abb. 2.10 Zur Existenz einer
Stiitzgeraden an By (0; 1) in w
bei Dimg V =2

V' = C mit dem komplexen Betrag als Norm erledigt. In diesem Fall lésst sich allerdings
direkt ein v € C angeben mit (w + Rv) N B = @, ndmlich v = iw.

Sei nun V' beliebig und Dimg V' > 2. Offenbar ist die Menge ‘U der Unterrdume
U C Vmit(w+ U) N B = 0 bzgl. der Inklusion induktiv geordnet. (Man beachte
0 € U.) Nach dem Zornschen Lemma 1.4.15 aus [14] enthilt U ein maximales Element
U,"> Wir zeigen, dass U eine Hyperebene ist. Wegen w + Uy = w + U und da B offen
ist, ist Uy abgeschlossen in V. Wir betrachten den Faktorraum V'/ Uy mit der induzierten
Norm ||v + Up|| = d(v,Uy) = d(0,v + Up) (wobei d die von ||—|| induzierte Metrik
auf V ist) und der kanonischen Projektion 7r: V' — V/Uj. Es ist ||w + Uyl = 1 wegen
|lwl| = 1und (w + Up) N B = @. Wire U, keine Hyperebene, so enthielte '/ U, einen
Unterraum V' der Dimension 2 mit w 4+ Uy € V’. Nach dem bereits Bewiesenen giibe es
in V'’ einen Unterraum U’ der Dimension 1 mit ((w + Uy) + U’) N By(0;1) = @. Dann
ist 771(U") € U echt groBer als Uy. Widerspruch! |

Das Lemma von Hahn-Banach gilt ganz analog auch fiir komplexe normierte Vektor-
rdume V. Man fiihrt dies auf den reellen Fall zuriick. Im Allgemeinen kann man kein
¢ € la, b] finden derart, dass in der Ungleichung des allgemeinen Mittelwertsatzes 2.3.7
das Gleichheitszeichen gilt. Beispielsweise hat man fiir :[0,27] — C mit f(x) := e™
einerseits f(27) — f(0) = 1 — 1 = 0 und andererseits | f'(x)| = |ie"| = 1 fiir al-
le x € [0,2x]. Ferner notieren wir die bereits erwihnten Folgerungen des allgemeinen
Mittelwertsatzes 2.3.7:

Korollar 2.3.9 Sei V ein R- bzw. C-Banach-Raum und f: D — V eine differenzierbare
Funktion auf dem Intervall D C R bzw. dem Gebiet D C C mit Werten in V. Genau dann
ist [ konstant, wenn f' = 0 auf D ist. Zwei differenzierbare Funktionen D — V mit der
gleichen Ableitung unterscheiden sich nur um eine Konstante aus V.

Eine weitere Konsequenz von Satz 2.3.7 ist:

Korollar 2.3.10 Sei V ein C-Banach-Raum, f: D — V eine differenzierbare Funktion
auf der offenen Menge D C C und a,b € D. Liegt die Verbindungsstrecke [a, b] von a
und b ganz in D, so gibt es auf ihr einen Punkt ¢ mit || f(b) — f(@)|| < | f'(©)| |b —al.

15 Man beachte, dass die Existenz von Uy trivial ist, wenn V endlichdimensional ist. Man wihlt
dann fiir U, einfach einen Unterraum maximaler Dimension in U.
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Beweis Man wendet den Mittelwertsatz 2.3.7 auf t > f(a + (b —a)),t € [0, 1], an. O
Aus dem Mittelwertsatz 2.3.7 bzw. dem Korollar 2.3.10 ergibt sich:

Satz 2.3.11 Sei V ein R- bzw. C-Banach-Raum. Die Funktin f: D — V sei auf dem
Intervall D C R bzw. dem konvexen Gebiet D C C differenzierbar mit || f'(t)|| < L fiir
allet € D und ein L € R . Dann gilt fiir alle x,y € D

/) = f)l = Lly — x|,

d. h. f ist auf D Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L.

Aus Satz 2.3.11 zusammen mit der Beschréinktheit stetiger Funktionen auf kompak-
ten Intervallen folgt, vgl. [14], Korollar 3.9.4, dass stetig differenzierbare Funktionen auf
kompakten Intervallen D C R Lipschitz-stetig sind. Ferner ist Satz 2.3.11 hiufig die be-
quemste Methode zur expliziten Bestimmung einer Lipschitz-Konstanten. Insbesondere
ist die differenzierbare Funktion f: D — D auf dem Intervall D € R oder dem konve-
xen Gebiet D C C stark kontrahierend mit dem Kontraktionsfaktor L, wenn | f'| auf D
durch L < 1 beschrinkt ist.

Beispiel 2.3.12 (Riemannsche Summen) Sei V' ein R-Banach-Raum und f:[a,b] —
V eine Funktion auf dem kompakten reellen Intervall [a,b] € R, a < b. AuBerdem sei

a =1t <t <--- <t, = b eine sogenannte Unterteilung des Intervalls [a, b]. Das
Maximum der Lingen t; ;| — ¢; der Teilintervalle [t;,¢;,41],i = 0,...,m — 1, heifit die
Feinheit der Unterteilung. Sind dann t; € [t;,¢,41],i = 0,...,m — 1, beliebig, so nennt
man

m—1

> f@) i — 1)

i=0
eine Riemannsche Summe von f zur Unterteilung (¢, . . ., ,) von [a, b]. Offenbar sind
die Normen aller dieser Summen < || f'|[(b — a), wobei || f|| = || fllja,r) die Tscheby-

schew-Norm von f ist, und insbesondere beschrinkt, wenn f beschrinkt ist, speziell,
wenn f stetig ist.

Seinun F:[a,b] — V eine sogenannte Stammfunktion von f, d. h. eine differenzier-
bare Funktion, deren Ableitung F’ = f ist. Nach dem Mittelwertsatz 2.3.7, angewandt
auf die Funktionen t + F(t) — f(7;)(t — ¢t;) im Intervall [t;,¢; 1], i = 1,...,m — 1, ist
dann

| F(o) - Fla) - S -1 =]  (F) — P — St —1) H
i=0 i=0

m—1
<D I = fE i —1),
i=0
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wobei 0; € [t;,141] weitere Zwischenpunkte sind. Insbesondere konvergieren die Rie-
mannschen Summen von f zu einer Folge von Unterteilungen, deren Feinheiten gegen 0
konvergieren, gegen F(b) — F(a), falls f = F' stetig ist (da dann f sogar gleichméBig
stetig ist, vgl. [14], Satz 4.4.20). Der Fehlerterm Zl'."z_ol | f(o;) — f(z)|(tiy1 — ;) ldsst
sich genauer abschitzen, wenn iiber f mehr bekannt ist. Ist z. B. f selbst differenzierbar,
so ist wiederum nach dem Mittelwertsatz || f(0;) — f(z)|l < If (el loi — w] <
I/ N1 — ) < |lf'|le, wobei p; eine Stelle zwischen o; und 7; ist und ferner
e = Max(t;4; — 1,0 < i < m) die Feinheit der Zerlegung (,...,t,) bezeichnet.
Insbesondere gilt bei diesen Voraussetzungen

m—1
|Fo) = F@ =Y @ - 1)
i=0

| <1l ® — a)e.

Wir kommen auf die Riemannschen Summen noch einmal im Zusammenhang mit der
Diskussion des Riemann-Integrals in Abschn. 3.2 zuriick. &

Eine leichte Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes 2.3.4 ist:

Satz 2.3.13 (Zweiter Mittelwertsatz) Die stetigen Funktionen f, g:[a,b] — R auf dem
kompakten Intervall [a,b] € R, a < b, seien im offenen Intervall \a, b| differenzierbar.
Es gelte g'(x) # 0 fiir alle x € |a,b[. Dann ist g(a) # g(b) (nach dem Satz 2.3.3 von
Rolle), und es gibt ein ¢ € |a, b mit

) = fla) _ f'(o)
gb)y—g@ g)’

Beweis Die Funktion h: [a,b] — Rmith := f—Ag,A:= (f(b)—f(a))/(g(b)—g(a)),
erfiillt wegen h(a) = h(b) die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Daher gibt es ein
¢ €la,b[mit0 = h'(c) = f'(c) — Ag'(c), woraus die Behauptung folgt. O

Man beachte, dass der Spezialfall g = id von Satz 2.3.13 der gewohnliche Mittelwert-
satz 2.3.4 ist. Analog zu Satz 2.3.7 gilt folgende partielle Verallgemeinerung von Satz
2.3.13:

Satz 2.3.14 Sei V ein R-Banach-Raum. Die stetigen Funktionen f:[a,b] — V und
g:la,b] — R auf dem kompakten Intervall [a,b] C R, a < b, seien im offenen Intervall
la, b| differenzierbar. Es gelte g’'(x) # O fiir alle x € |a,b[. Dann gibt es ein ¢ € |a, b|
mit

/) = f@ll _ [LF @)l
lg(b) —g(@)] ~ lg'(c)]
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Beweis Gemidl dem Lemma von Hahn-Banach wihlen wir eine Linearform L: V — R
mit L(f(b) — f(a)) = || f(®) — f(a)| und |L(v)| < ||v]| fir alle v € V, wenden
den zweiten Mittelwertsatz auf die Funktionen L o f, g:[a,b] — R an und erhalten ein
¢ € la, b[ mit

/@) = f@l _ LF?) = L(f(@) _ (Lo f)(e) _ L(f(c)

g(b) —gla) g(b) —g(a) g'(c) g
woraus wegen |L(f'(c))| < || f'(¢)| die Behauptung folgt. O

Als Anwendung von Satz 2.3.13 beweisen wir eine der sogenannten Regeln von de
I’Hopital.

Satz 2.3.15 (Regel von de I’Hopital fiir 0/0) Seien V ein R-Banach-Raum, I C R ein
Intervall und a € I. Die stetigen Funktionen f:1 — V und g: I — R seien differenzier-
barin I —{a}. Es gelte f(a) =0, g(a) = 0 und g'(x) # O fiir alle x € I —{a}. Existiert
dann der Grenzwert

"(x X
wo 1= %13}1 f/( ) €V, so existiert auch der Grenzwert )1{13}1 &
x#a g'(x) x#a 8(x)

und beide Grenzwerte sind gleich.

Beweis Wir wenden den 2. Mittelwertsatz 2.3.14 auf die Funktionen f — gwo: 1 — V
und g: I — R an. Zujedem x € I — {a} gibtes ein ¢ € I — {a} zwischen x und a mit

H J(x) = g(x)wo H _ H S (x) — g(x)wo — (f(a) — gla)wo) H < ‘ f'(c) = g'(c)wy H

g(x) g(x) —g(a) g'(c)
Ist (x,) eine Folge in I —{a} mit lim x,, = a, so konvergiert die Folge (c,) entsprechender
Werte ¢, zwischen x,, und a gegen a und es folgt lim, . || f'(¢c,)/g (cn) — wo| = O.
Daraus ergibt sich die Behauptung lim,, . || f(x,)/g(x,) — wol|| = 0. O

Fiir weitere Regeln von de 1I’Hopital, die analoge Aussagen iiber das Verhalten von f/g
im Unendlichen machen, verweisen wir auf Aufg. 2.3.16 und Satz 2.3.22. Im Ubrigen sei
bemerkt, dass de 1’Hopital (1661-1704) die obige Regel zwar als Erster in seinem Buch
»Analyse des infiniments petits“ (1696) verdffentlicht hat, diese aber auf Johann Bernoulli
(1667-1748) zuriickgeht, der sie dem Marquis de 1’Hopital als dessen Lehrer mitgeteilt
hatte.

Beispiel 2.3.16 Mit Hilfe der Regel 2.3.15 erhélt man
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Dieses Ergebnis gewinnt man auch aus der Potenzreihenentwicklung

3

x—sinx 1 X x° I
x—3—x3<x—(x—§+§—+ )) 5—54‘—

Dabei darf x sogar in C variieren. — Sind in 14.A.11 die Funktionen f und g in a diffe-
renzierbar mit g’(a) # 0, so folgt direkt (vgl. Aufg. 2.1.7)

tim 23 = jig L =@ (f(x) — fla) /8(x) —g(a)) _f'@
i;g g(x) YC;Z g(x) - g(a) x4 X —da X —a g/(a) :

Beispiel 2.3.17 (Charakterisierung der hoheren Differenzierbarkeit — Asymptotische
Entwicklungen) Die Funktion f:/ — V, V R-Banach-Raum, sei auf dem Intervall
I C R in einer Umgebung des Punktes a € I (n — 1)-mal differenzierbar, und die n-te
Ableitung von f existiere noch in a. Es sei f(a) = f'(a) = --- = f"™(a) = 0. Dann
gilt f = o((x — a)") fiir x — a. Durch mehrfaches Anwenden von Satz 2.3.14 erhilt
man ndmlich fiir x = xo € I, x # a,

H fGo) | H f'(x) H H SO0 G
(xo —a)" n(x;—ay='— n!(x—1 —a)l’
wobei x; jeweils echt zwischen x;_; und a liegt,i = 1,...,n — 1. Die Behauptung folgt

nun aus limy_,, 4 F" V(x)/(x—a) = f™(a) = 0. Sind in der angegebenen Situation
die Werte von f(a), ..., f"™(a) € V beliebig, so erhiilt man die Darstellung

fx) = Z b0 (x—a)* +o((x—a)") fir x—a,

k!
k=0

indem man die obige Uberlegung auf die Funktion f(x) — Y }_, f ®(a)(x — a)*/k!
anwendet. Unter etwas stidrkeren Voraussetzungen ldsst sich das Restglied o((x — a)")
genauer abschitzen, vgl. die Taylor-Formel 2.8.4. Die bewiesene Formel erlaubt es, die n-
malige Differenzierbarkeit einer Funktion f: 1 — V im Punkte a € I zu definieren, ohne
die (n —1)-malige Differenzierbarkeit von f in einer ganzen Umgebung von a zu fordern.
Man konnte sagen, f sei n-mal differenzierbar in a, wenn es eine Polynomfunktion 7;,
vom Grad < n mit f = T, + O((x - a)”) fiir x — a gibt. Allerdings folgt dann aus
der n-maligen Differenzierbarkeit von f, n > 1, nicht notwendigerweise die (n — 1)-ma-
lige Differenzierbarkeit von f’, auch wenn f’ auf ganz I existiert. Beispiel! Wir wollen
daher (unter Beibehaltung der urspriinglichen Sprechweise) f in a n-mal differenzierbar
nennen, wenn f in einer Umgebung von a tiberall (n — 1)-mal differenzierbar ist und
wenn f "~V zusitzlich noch in a differenzierbar ist.

Generell heilt fiir eine Funktion f: D — V auf einer Menge D C K, die den Punkt a
als Haufungspunkt hat, eine Polynomfunktion 7,,; € V[X] vom Grad < n eine asympto-
tische Entwicklung von f in a der Ordnung n, wenn f(x) = T, (x) + o((x — a)”)



138 2 Differenziation

fiir x — a gilt. Offenbar ist 7,4, durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. Eine
(nicht notwendig konvergente) Potenzreihe 7 = > 32 ux (X — a)f € V[X — a] heiBt
eine asymptotische Entwicklung von f in a schlechthin, wenn fiir jedes n € N
die gestutzte Reihe 7,1 = Y ;_,ux(X — a)* eine asymptotische Entwicklung von
f in a der Ordnung n ist. Ist D unbeschrinkt, so heiBen 7, = Y j_,ux/X*
bzw. T = Y 7o, ui/X* eine asymptotische Entwicklung der Ordnung n bzw. ei-
ne asymptotische Entwicklung schlechthin von f im Unendlichen, wenn das Polynom
T,11(1/X) bzw. die Potenzreihe T (1/X) asymptotische Entwicklungen von f(1/x)
in 0 sind. Die zuletzt genannten Sprechweisen sind damit insbesondere fiir Folgen
cn, 1 € N, erkldrt, wofiir wir schon hdufiger Beispiele angegeben haben. Als An-
wendung der obigen Uberlegungen erhilt man ein hinreichendes Kriterium fiir lokale
Extrema.

Satz 2.3.18 Sein € N*. Die Funktion f:1 — R sei im Punkt a des Intervalls I C R
n-mal differenzierbar mit f'(a) = --- = f"V(a) = 0 und f"(a) # 0. Ist n gerade
und £ (a) < 0 (bzw. f™(a) > 0), so hat f in a ein isoliertes lokales Maximum (bzw.
isoliertes lokales Minimum). Ist n ungerade und a ein innerer Punkt von 1, so hat f in a
sicher kein lokales Extremum.

Beweis Dies folgtaus f(x) = f(a) + (x —a)"(f ™ (a)/n! + o(1)) fiir x — a. O

Um zu entscheiden, ob f an einer Stelle @ mit f’(a) = 0 tatsichlich ein lokales Ma-
ximum oder Minimum besitzt, ist es hdufig vorteilhaft, anstelle von Satz 2.3.18 einfache
Monotonieiiberlegungen zu benutzen, beispielsweise mit Hilfe des Vorzeichens von f’ in
einer Umgebung von a unter Verwendung des folgenden Satzes 2.3.19. &

Der Mittelwertsatz liefert einfache Kriterien fiir die Monotonie differenzierbarer Funktio-
nen / — R auf einem Intervall / C R:

Satz 2.3.19 Essei f:1 — R eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall I C R.

(1) Genau dann ist f monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn ' > 0 (bzw.
f'<0)auf I ist.

(2) Genau dann ist f streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), wenn
f'= 0 (bzw. f' < 0) ist auf I und wenn die Menge der Nullstellen von f’ total
unzusammenhdingend ist, d. h. kein Intervall 1’ C I mit mehr als einem Punkt exis-
tiert, auf dem f' verschwindet. — Insbesondere ist f streng monoton wachsend (bzw.
streng monoton fallend), wenn f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) ist fiir alle x € I mit
hochstens abzdhlbar vielen Ausnahmen.

Beweis Wir beschrianken uns auf den Fall monoton wachsender Funktionen. Sei zunédchst
f monoton wachsend. Seiena € I und x € I —{a} beliebig. Wegen f(x)— f(a) > 0 bei
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x—a > 0und f(x)— f(a) <0bei x —a < 0 erfiillt der zugehorige Differenzenquotient
die Ungleichung
f@) = f@ _
xX—a
Dann gilt f'(a) > 0 auch fiir den Grenzwert f’(a).— Sei umgekehrt f” > 0. Fiirx,y € [
mit x < y gilt dann nach dem Mittelwertsatz 2.3.4 f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) > 0 mit
einem ¢ € |x, y|[.

Sei nun f streng monoton wachsend. Dann ist nach dem schon Bewiesenen f’ > 0.
Wiire f/ = 0 auf einem Intervall I’ C I, so wiire f dort nach Korollar 2.3.5 konstant,
was der strengen Monotonie von f widerspriche.

SchlieBlich sei f/ > 0 und f’ auf keinem Intervall I’ C [ identisch 0. Dann ist f
natiirlich wieder monoton wachsend. Wire f(x) = f(y) fiir x < y, so wire f auf dem
Intervall [x, y] konstant und deshalb f’ dort 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. — Der
Zusatz folgt daraus, dass die Ableitung f” iiberall > 0 bzw. {iberall < 0 ist, wenn dies bis
auf abzidhlbar viele Ausnahmen gilt, etwa wegen Satz 2.3.21 weiter unten. O

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Ableitung einer streng monotonen
Funktion Nullstellen besitzen kann, wie das triviale Beispiel der Funktion x +— x3 auf R
zeigt. Es gibt sogar streng monotone Funktionen / — R, deren Ableitung an {iberabzihl-
bar vielen Stellen verschwindet. Sei z. B. g: [0, 1] — R, eine C*°-Funktion, deren Null-
stellenmenge das (iiberabzidhlbare) Cantorsche Diskontinuum C aus [14], Aufg. 3.4.18)
ist, vgl. Satz 3.2.12. Jede Stammfunktion [0, 1] — R zu g, wie sie nach Satz 3.1.6 exis-
tiert, ist dann eine solche Funktion.

Satz 2.3.20 Fiir eine differenzierbare Funktion f:1 — R auf dem Intervall I < R mit
mehr als einem Punkt sind folgende Aussagen dquivalent:

() f istinjektiv, und die Umkehrabbildung f~': f(I) — I ist ebenfalls differenzierbar.
(ii) Esist f'(x) # O fiir alle x € 1.

Beweis Nach [14], Lemma 3.8.29 ist die stetige Funktion f genau dann injektiv, wenn
sie streng monoton ist. In diesem Fall ist das Bild f(/) nach dem Umkehrsatz 3.8.31 in
[14] wieder ein Intervall und die Umkehrabbildung f~' ebenfalls stetig. — Aus (i) folgt
nun (ii) nach der Bemerkung im Anschluss an den Beweis des Umkehrsatzes 2.1.10. Ist
umgekehrt (ii) erfiillt, so ist f nach dem Satz von Rolle injektiv und wir kdnnen den
Umkehrsatz 2.1.10 anwenden. O

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist nicht immer stetig, vgl. Aufg.2.2.3b).
G. Darboux (1842-1917) bemerkte jedoch:

Satz 2.3.21 Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f:1 — R geniigt dem Zwi-
schenwertsatz.



140 2 Differenziation

Beweis Seien a,b € I,a < b, und ¢ ein Wert zwischen f’(a) und f'(b). Es geniigt zu
zeigen, dass die Ableitung der Funktion g: x + f(x) — cx eine Nullstelle im Intervall
[a, b] hat. Wir konnen annehmen, dass g'(¢) = f'(a)—c < Ound g’(b) = f'(b)—c > 0
ist. Wire aber g’(x) # 0 fiir alle x € [a, b], so wire g|[a, b] nach Satz 2.3.20 umkehrbar
und daher nach [14], Lemma 3.8.29 streng monoton. Dann wire g’(x) > 0 oder g’(x) <0
jeweils fiir alle x € [a, b]. Widerspruch! O

Zu einem alternativen Beweis von Satz 2.3.21 siehe [12], 14.A, Aufg. 17. — Schlielich
beweisen wir noch die Regel von de I’Hopital fiir Grenzwerte vom Typ oo/ oo, die nicht
ganz so einfach ist wie die schon behandelte Regel fiir Grenzwerte vom Typ 0/0.

Satz 2.3.22 (Regel von de I’Hoépital fiir co/o0) Sei I C R ein Intervall und a € I. Die
Funktionen f:1—{a} — R und g: I —{a} — R seien differenzierbar, und es sei g(x) # 0
und g'(x) # 0 fiir alle x € I — {a}. Ferner sei lim,_,, f(x) = lim,_, g(x) = oo.
Existiert dann der Grenzwert

/
ligl f/ (x) ,  so gilt dies auch fiir den Grenzwert liLn &
e 8'(x) e gx)

und beide Grenzwerte sind gleich.

Beweis Es geniigt den Fall zu behandeln, dass a rechtsseitiger Randpunkt von 7 ist. In
einem Intervall Ja’, a[, a’ < a, hat g’ nach 2.3.21 immer dasselbe Vorzeichen, das we-
gen lim,_,, g(x) = oo notwendigerweise +1 ist. Daher ist g in diesem Intervall streng
monoton wachsend. Wir konnen ferner annehmen, dass g dort positiv ist.

Sei C :=lim,_,, f'(x)/g'(x).Zu vorgegebeneme > 0 gibtesein§ > Omit§ < a—a’
und |(f'(x)/g'(x)) — C| < e fira —§ < x < a. Fir diese x gilt dann (C — ¢)g’(x) <
f'(x) < (C + &)g’(x). Setzt man x, := a — §, so erhilt man daraus mit Aufg. 2.3.8:

(C —e)(g(x) — g(xp)) = f(x) — f(x0) < (C +¢)(g(x) — g(x0)).

gxo) _ f(x) _ flxo) <C+s—(C+s)g(x0)

Coem @900 T s 20

Wegen lim,_,, g(xo)/g(x) = lim,_, f(x0)/g(x) = 0 bekommt man so die Abschétzun-
gen C —2¢ < f(x)/g(x) < C + 2¢fiiralle x mita —§’ < x < a, wobei §' < § geeignet
gewihlt ist. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Die Aussage von Satz 2.3.22 gilt analog auch fiir den Grenziibergang x — oo bzw.
X — —oo. Man fiihrt dies auf Satz 2.3.22 zuriick, indem man die Funktionen f(1/x) und
g(1/x) im Punkt @ = 0 betrachtet, vgl. auch Aufg. 2.3.16.
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Aufgaben

Aufgabe 2.3.1 Sei V' ein R- bzw. C-Banach-Raum und f: D — V eine n-mal differen-
zierbare Funktion auf einem Intervall D C R bzw. einem Gebiet D C C. Genau dann ist
f eine Polynomfunktion vom Grade < n, wenn f = 0 auf D ist. Zwei n-mal differen-
zierbare Funktionen D — V mit gleicher n-ter Ableitung unterscheiden sich nur um eine
Polynomfunktion vom Grade < 7.

Aufgabe 2.3.2 Sei V ein R-Banach-Raum. Die Funktion f: 1 — V sei im Punkt a des
Intervalls / € R Holder-stetig mit dem Exponenten o > 1, d.h. es gebe ein L € R
mit || f(x) — f(x')]| < L|x — x’|* fiir x, x in einer geeigneten Umgebung von a. Dann
ist f in a differenzierbar mit f'(a) = 0. Ist f in jedem Punkt von / Holder-stetig mit
dem Exponenten o > 1, so ist f konstant. Analoge Aussagen gelten fiir Funktionen auf
Gebieten in C mit Werten in C-Banach-Raumen.

Aufgabe 2.3.3 Die Funktion f:/ — R auf dem Intervall / sei differenzierbar. Fiir alle
x € I sei f/(x) # 1. Dann besitzt f hochstens einen Fixpunkt.

Aufgabe 2.3.4 Sei a € R. Die Funktion f:[a,oco] — R sei differenzierbar, und der
Grenzwert lim,_,, f'(x) existiere.

a) Der Grenzwert lim, .o (f(x + 1) — f(x)) existiert und ist gleich lim, o, f’(x).
b) Ist f beschrinkt, so ist lim, o, f'(x) = 0.

Aufgabe 2.3.5 Die Funktion f:[0, 1] — R sei differenzierbar mit f(0) = 0, f(1) = %
Dann gibt es ein xo € ]0, I[ mit f"(xo) = xo. (Man betrachte die Hilfsfunktion g: [0, 1] —
R mit g(x) := f(x) — 3x%)

Aufgabe 2.3.6 Die Funktionen f, g: [a,b] — R seien stetig und in ]a, b[ differenzierbar,
und es sei f(a) = f(b) = 0. Fiir eine geeignete Stelle ¢ € ]a, b[ gilt dann f'(c) =
g'(c) f(c). (Man betrachte die Hilfsfunktion x - f(x)e ¢™).)

Aufgabe 2.3.7 Die folgenden Aufgaben sind Beispiele fiir das Gewinnen von Unglei-
chungen durch Betrachten von Ableitungen.

a) Esgiltnx"'(y —x) < y" —x" < ny" !(y —x) fiiralle x,y € Rmit 0 < x < y und
allen e N, n > 2.

b) Firallex e Rmit0 < x gilt1/(x +1) <In(1 + (1/x)) < 1/x.

c) Firallex e Rgilt1 +x <e* < xe® + 1.
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d) Firalle x,y € R gilt | siny —sin x| < |y — x/|. Insbesondere ist | sin x| < |x| fiir alle
x e R.

e) Firallex,y e Rmit0 < x < y gilt (1 — (x/y))y <e ™.

f) Seien a,b,r,s € RY und r + s = 1. Dann gilt a"b* < ra + sb. (Die Funktion
Ry > R, ¢t s+ rt —1t", hatim Punkt# = 1 ihr globales Minimum 0. — Vgl. auch
Beipiel 2.5.6. Fiir einen elementaren Beweis siehe [14], Lemma 3.10.7.)

g) Seienx,y € R, x < y. Fiirc € R} — {1} gilt

(L+ ) /(1 + ") < (T4 /(1 + ).

Man folgere (a*+'4+-b*+1) /(a* +b*) < (a’T'+b"*T1)/(a? +b”) fiira,b € R ,a # b.
(Fiirx = 0, —3, —1ist (@*™' +b**1)/(a* 4 b*) das arithmetische, geometrische bzw.
harmonische Mittel von a, b. Auch das Mittel fiir x = 1 wurde bereits in der Antike
betrachtet.)

h) Fir ¢ > 1 ist die Funktion 71:R — R, h(0) := /c, h(x) := (%(1 + c"))l/x,
x # 0, (auch im Nullpunkt) analytisch und streng monoton wachsend mit 4 (—o0) :=
limy oo h(x) = 1, h(00) := limj_, o, A(x) = c. Man folgere: Fira,b € R*,a < b,
ist f:R — RX mit f(0) = Vab und f(x) = (%(ax + bx))l/x, x # 0, analytisch
und streng monoton wachsend mit f(—oo0) = Min (a, b), f(c0) = Max (a, b). Ins-
besondere ist v/ab < f(x) < %(a + b) fiir alle x € ]0, 1[. (Zu dieser Aufgabe siche
auch [12], 14.A, Aufg. 7 und den dortigen Kommentar.)

Aufgabe 2.3.8 Die stetigen Funktionen f, g:[a,b] — R seien auf dem kompakten In-
tervall [a,b] € R, a < b, stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Es sei f(a) < g(a) und
f'(x) < g'(x) fiiralle x € ]a, b[. Dann st f(b) < g(b). Gibt es zusitzlich ein x¢ € ]a, b[
mit f'(xo) < g’(xo), so ist sogar f(b) < g(b).

Aufgabe 2.3.9 Die Funktion f,:RX — R mit f,(x) := (1 4+ (1/x))""" ist fir
p > 1/2 streng monoton fallend und fiir p < 0 streng monoton wachsend, und es
ist limy_,o f,(x) = e fiir alle p € R. (Man betrachte die Funktion In f,(1/x) und
benutze Aufg. 2.3.8.)

Aufgabe 2.3.10 Man zeige folgende Ungleichungen:

a) (14+x)*>1+axfirallex > —1,x # 0, > 1. (Man betrachte (1 +x)* — 1 —ax.)
b) (1 —x?)/2x1In(1/x) > 1 fiir alle x mit 0 < x < 1. (Man betrachte (1 — x?)/2x —

In(1/x).)

Aufgabe 2.3.11 Die Funktion f:[a,b] — R sei differenzierbar. Es sei f(a) = 0, und
fiir alle x € [a, b] gelte f'(x) < Af(x) mit einem festen A € R . Dann ist f(x) < O fiir
alle x € [a, b]. (Man betrachte die Funktion f(x)e™**.)

Aufgabe 2.3.12 Die Funktion f:[a,b] — R sei differenzierbar, und es gelte | f”|
Al f| auf [a,b] mit einem festen A € R,. Fiir jedes xo € [a,b] gilt dann | f(x)|

IA TA
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| f(x0)|e***0l. Insbesondere ist f = 0, wenn f eine Nullstelle in [a, b] hat. (Lemma
von Gronwall (nach H. Gronwall (1877-1932)) — Man kann annehmen, dass xo = a =
0 ist und wendet dann Aufg. 2.3.11 mit der Funktion f? — f2(0)e*** auf [0, b] an. —
Mit demselben Beweis ergibt sich || f(x)| < ||.f(xo)|le** ! fiir x € [a,b], wenn die
Werte von f in einem R-Hilbert-Raum liegen und || /|| < A|| f|| ist. Fiir Funktionen mit
Werten in einem beliebigen R-Banach-Raum siehe Aufg. 3.2.15. Ist f’ = Af, so gilt
f(x) = f(xo)e*0) vgl. Satz 2.2.2.)

Aufgabe 2.3.13 Man bestimme die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von de
I’Hopital:

X —sinx . sinx —xcosx . COS2X —cCcosX _ sin?(2x)
im——; lim—————  lim———————— —
x—>0x(1—cosx)” x>0 sin® x x—>0  (sinx) x—0 1 —cosx
. sin? x Loet—e ™ —2x et —x—1 . sin2x
lim ; lim ————;  lim _— im =
x—>0xe* —x x>0 x —sinx x—=0 (1 —cosx) x—Z cos?x
. 1 1 . 1 1 . coshx —1 . sin x
lim (— — —); lim (— — ); lim ————  lim —————;
x—>0\sinx  x x—0\sinx tanx x—0 cosx — 1 x>0 In(1 + x?)
x>
x%—1 . X —4/a i x¥—x
im ,aeR; lm——,a>0; lim——.
x—>1 Inx xoa o /x —a x>11—x+1Inx

xX>a

(Wenn moglich, rechne man auch mit Potenzreihenentwicklungen, vgl. Beispiel 2.3.16.)

Aufgabe 2.3.14 Die Funktion f:/ — R sei zweimal differenzierbar. Man zeige fiir
ac€l:

S)—f@) g _ _
lim T —S@) lf”(a), lim F@tM —2f@) + fla—h) _ ().
x—a X —a 2 h—0 hZ
lim SR — )=- /@
x=a\ f(x) = fla) (x—a)f'(a) 2(f"(a))*

(Bei dem zweiten Grenzwert sei a kein Randpunkt von /; bei dem dritten Grenzwert sei
zusitzlich vorausgesetzt, dass f/(a) # O und f” in a stetig ist.)

Aufgabe 2.3.15 Sei V' ein R-Banach-Raum und f:U — V eine in einer Umgebung
U C R des Nullpunkts (n + 1)-mal differenzierbare Funktion mit f(0) = 0, n € N.
Dann ist die Funktion g: U — V mit g(x) := f(x)/x, x # 0, und g(0) := f'(0)
dort n-mal stetig differenzierbar mit g®(0) = F*+Y0)/(k + 1),k = 0,...,n. (Man
benutze Beispiel 2.3.17. — Die Stetigkeit von g beweise man durch Induktion iiber 7.)
Ist f analytisch im Nullpunkt, so auch g.

Aufgabe 2.3.16 (Regel von de I’Hopital fiir x — oo) Sei V' ein R-Banach-Raum und
b € R. Die Funktionen f:[b,00[ — V und g:[b, oo[ — R seien differenzierbar, und es
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sei g'(x) # O fiir alle x € [b, oo. Ferner gelte lim,_, f(x) = 0 und lim,_ g(x) = 0.
Existiert dann lim,_,, f’'(x)/g’(x), so auch lim,_ ., f(x)/g(x) und beide Grenzwer-
te sind gleich. Im Fall ¥ = R beweise man die Regel auch, wenn lim,_,, f(x) =
lim, o g(x) = oo ist. (Man betrachte f(1/x) und g(1/x) fir x — 0+. — Auf die
Voraussetzung iiber g’ kann nicht ohne Weiteres verzichtet werden: Im Beispiel f(x) :=
X +sinx cosx und g(x) := f(x)exp(sinx) ist limy_,o, f(x) = lim,_,,, g(x) = co und
limy oo f/(x)/g'(x) = 0, limy_ o f(x)/g(x) existiert aber nicht.)

Aufgabe 2.3.17 Man berechne die folgenden Grenzwerte:

lim x*Inx, lim (Inx)/x% o >0 (vgl [14], Aufg.3.10.4); lim x7;
X—>00 X

x—0+ —0+
xInx
lim x/*: lim (sin x)™%;  lim (x —v(x—a)(x— b)), a,beR; lim ;
X—00 x—7/2 X—00 x—o00 x2 —1

1
lim (¢ — 1)*;  lim (Inx)In(1 —x); lim xIn(1 + —):
x—0+ x—1— X—>00 X

1 1 2 i
lim x2<ln (1 + —) — —); lim m
X—>00 X X x—00 2Xx 4 cosx
Aufgabe 2.3.18 Seia € R. Die Funktion f:[a, co[ — R sei differenzierbar, und es gelte
lim, o f/(x) = 0sowie lim,_, (f(x)—xf’(x)) = 0. Dann ist auch lim,_, o, f(x) = 0.
(Man betrachte g(x) := f(x)/x und beweise der Reihe nach

lim x2g’(x) =0, lim g(x) =0, lim f(x) = lim g(x)/(1/x) =0,
X—>00 X—>00 X—>0Q0 X—>00
wobei zum Schluss Aufg. 2.3.16 anwendbar ist.)

Aufgabe 2.3.19 Seien / C R ein Intervall, xo € I und V ein R-Banach-Raum. Die
Funktion f:7 — V sei stetig und in I — {x} differenzierbar. AuBerdem existiere der
Grenzwert vy = limy_,y, vy, /' (X). Dann ist f auch in x, differenzierbar mit v, als
Ableitung. (Man betrachte die Hilfsfunktion f(x) — f(x¢) — vo(x — Xxo).)

Aufgabe 2.3.20 Sei V' ein R-Banach-Raum. Die Funktion f:[ —a,a] — V,a > 0,
sei differenzierbar, und f sei gerade (d.h. es sei f(x) = f(—x) fiir alle x). Dann ist
f(0) = 0. Ist " in 0 noch differenzierbar, so gibt es eine differenzierbare Funktion
g:[0. Va] — V mit f(x) = g(x?) fiir alle x € [ — a,a]. (Man wende Aufg. 2.3.19 auf
g(t) :== f(V1),t €0, a], an.) Ist f analytisch in 0, so gilt dies auch fiir g.

Aufgabe 2.3.21 Seien I C R ein Intervall und a € I. Die Funktion f: 1 — R heifit im
Punkte ¢ monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls es eine Umgebung U von a
in [ gibt, so dass (x — a)( fx)—f (a)) fiir alle x € U nichtnegativ (bzw. nichtpositiv)
ist. Sie heif3t streng monoton in ¢, wenn dieser Ausdruck positiv bzw. negativ ist fiir alle
xeU,x #a.
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a) f ist genau dann in / monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn f in jedem
Punkt von / monoton wachsend (bzw. monoton fallend) ist. (Ist f in jedem Punkt von
I monoton wachsend, so betrachte man zu gegebenen Punkten a, b € I mita < b das
Supremum der x € [a,b] mit f(a) < f(x).)

b) Ist f in a differenzierbar und monoton wachsend (bzw. fallend), so ist f'(a) > 0
(bzw. f'(a) <0).

c) Ist f in a differenzierbar und f'(a) > 0 (bzw. f'(a) < 0), so ist f in a streng
monoton wachsend (bzw. fallend).

Aufgabe 2.3.22 Die Funktion f:[a,b] — R sei auf dem kompakten Intervall [a, b] C
R, a < b, differenzierbar. Die Ableitung f’ besitze in [a, b] genau die endlich vielen
Nullstellen a;,...,a, mita < a; < a, < --- < a, < b. Ferner sei ap := a und
dyy] 1= b.

a) Das globale Maximum und das globale Minimum von f in [a, b] werden jeweils in

einem der Punkte ay, ..., a,; angenommen.
b) f hat genau dann ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum) in a;,
i = 1,....r, wenn f(a;) > Max(f(a;i_1). f(ai+1)) (bzw. wenn f(a;) <

in (f(aj-1). f(@is1))) ist.

Aufgabe 2.3.23 Fiir x,...,x, € R, undjedes N € Nmit0 < N <n gilt

. ) n\ xit X\ N
(m)&rnxwm <SSy = ) 'W'HMNE(N)( n )

1<ij<-<iy<n

Jeder Koeffizient des Polynoms F = []}_,(1 + x;T) ist also hochstens so groB wie der
entsprechende Koeffizient von (1 + aT)", a := (x| + --- + x,)/n, und mindestens so
groB wie der entsprechende Koeffizient von (1 + gT)", g := (x;---x,)"/". Dabei gilt in
der rechten Ungleichung das Gleichheitszeichen bei N > 2 nur dann, wenn x| = -+ =
x, ist. (Die linke Ungleichung folgt direkt aus der Ungleichung vom arithmetischen und
geometrischen Mittel. Beim Induktionsschluss von n — 1 auf n fiir die rechte Ungleichung
liefert die Induktionsvoraussetzung im Fall n, N > 2 zunichst die Ungleichung

ZX < n—1 (S—x,,)Nfl_i_ n—1 (s—xn)N
et =Sy )G N n—1/"
wobei s 1= x| + - -+ + x, gesetzt wurde. (Man kann librigens s = 1 oder auch s — x, =

X1 + -+ 4+ x,_1 = 1 annehmen.) Als Funktion von x,, hat die rechte Seite (bei festem s)
aber auf dem Intervall [0, s] an der Stelle s/n ihr globales Maximum (1’\’1) (s/m)N)

Aufgabe 2.3.24 Sei V ein C-Banach-Raum, D ein Intervall in R oder eine offene Menge
in C und f: D — V eine differenzierbare Funktion. Fiir die Punkte a,b € D, a # b,
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liege die Verbindungstrecke [, b] ganz in D. Dann gibt es zu jedem v € V ein ¢ € [a, b]

mit
[LOZTD o) <) ol

(Man betrachte die Funktion f(x) — f(a) — (x —a)v auf D.)

Aufgabe 2.3.25 Sei a € R. Die durch xo = a, x, 41 = a™, rekursiv definierte Folge
(x,) konvergiert genau dann, wenn 1/e° < a < e'/® ist. (Aufgabe von Euler. — Man
unterscheide die Fillea > 1 unda < 1.) Ist x = limx,, so gilt a* = x oder Ina =
(Inx)/x. Folglich ist x = g(Ina), wo g:] — oo, 1/e] — ]0, e] die Umkehrfunktion zur
Funktion x > (In x)/x von ]0, e] auf | — oo, 1/e] ist. Insbesondere hingt x auf [1/e¢,e!/¢[
analytisch von a ab. Wie lauten die ersten vier Glieder der Potenzreihenentwicklung von
x um ay = 1? Ferner ist dort die Konvergenz von x,, gegen x gleichmifig (Satz von Dini,
Aufg. 1.1.14. — Fiir die Funktion (In x)/x vgl. auch [14], Aufg. 1.7.33.)

Aufgabe 2.3.26
a) Die von Riemann angegebene Funktion f:R — R mit

0, falls x ¢ Q,

Sfx) =
1/b, falls x = a/b, a,b € Z, b >0, ggT(a,b) =1,

hat in jedem Punkt x € Q ein isoliertes lokales Maximum und ist in keinem Punkt
differenzierbar (vgl. auch [14], Aufg. 3.8.15).

b) Eine beliebige Funktion R — R hat stets nur abzihlbar viele isolierte lokale Extrema.

¢) Man konstruiere zu jeder abzihlbaren Teilmenge A C R eine stetige Funktion R — R,
die genau in den Punkten x € A ein isoliertes lokales Extremum hat. (Verzichtet man
auf die Stetigkeit, so ist dies ganz leicht: Sei a;, i € I, mit / € N und a; # q;
fir i # j eine Abzihlung der Elemente von A. Dann hat die Funktion R — R mit
x> 0,fallsx ¢ A,und x — 1/(i + 1), falls x = a; € A, genau in den Punkten aus
A ein isoliertes lokales Extremum.)

Aufgabe 2.3.27 Man zeige mit Beispiel 2.3.12:

a) Fiirallex € R, x > 1, gilt: lim,, ..o Yy 1/k = Inx. (Vgl. [14], Aufg. 3.3.27.)
b) Fiir alle « € C mit Ra > 0 ist

. 1 . 1
At 2K =

(Diese Formel gilt sogar fiir Ra > —1, vgl. Beispiel 3.4.2.)
¢) Esist

! " kn 2 4 I i 1 T
m — sin — = — un m m —_— = —.
m—00 m — T m—oco £ m?2 + k2 4

(Beim zweiten Grenzwert benutze man arctan’(x) = 1/(1 + x2), vgl. Abschn. 2.4.)
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2.4 Kreisfunktionen und ihre Umkehrfunktionen

Dieser Abschnitt soll den Leser ndher vertraut machen mit den trigonometrischen Funktio-
nen. Dazu diskutieren wir zunéchst ihren Funktionsverlauf im Reellen etwas ausfiihrlicher
und verwenden dabei die Ergebnisse von Proposition 1.4.11. /2 ist die kleinste positive
Nullstelle von cos und 7 die kleinste positive Nullstelle von sin. Da sin im Intervall |0, 7|
positiv ist, ist cos wegen cos’ x = —sin x nach Satz 2.3.19 im Intervall [0, 7] streng mo-
noton fallend von 1 = cos 0 nach —1 = cos 7 und sin wegen sin’ x = cos x = cos(—x)
im Intervall [ — %n, %n] streng monoton wachsend von —1 = sin(—%n) nach 1 = sin %n.
Aus cos 0 = 1 und der einfachen Abschitzung
22 2+ 26 28

0052:1—2—!4—4—!_54_5_4_..,

2 2 6 2
S (e (O R R

erhidlt man fiir = die grobe Abschitzung 0 < 7 < 4. Wir haben bereits im Anschluss an
Proposition 1.4.11 bzw. in Aufg. 2.2.9 bemerkt, dass 27 der Umfang des Einheitskreises
in der euklidischen Ebene ist und 7 seine Flache. Wir erinnern daran, dass 27 die kleinste
positive Periode von cos und sin ist. Fiir Sinus und Kosinus ergeben sich die bekannten
und in Abb. 2.11 dargestellten Verldufe ihrer Graphen.

Die stetige Funktion sin: [ — /2, 7/2] — [ — 1, 1] ist bijektiv und streng monoton
wachsend. Thre Umkehrung heifit Arkussinus

arcsin:[— 1,1] - [—n/2,7/2].

Der Arkussinus ist im abgeschlossenen Intervall [ — 1, 1] ebenfalls stetig und streng mo-
noton wachsend, vgl. [14], Satz 3.8.31; im offenen Intervall ]| — 1, 1] ist er nach Satz 2.1.10
differenzierbar. Dort gilt

arcsin’ x = 1/ cos(arcsin x) = 1/4/1 —sin(arcsinx) = 1/+/1 — x2.

Diese Ableitung ist gemil Beispiel 2.2.8 (1) analytisch mit der Potenzreihenentwicklung

oo

1-3--2n—1
1/VI—x2=(1—=x%"7 = Z#w.
. .o n

n=0

Abb. 2.11 Graphen von Sinus und Kosinus
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Nach Korollar 2.1.14 ist daher auch arcsin analytisch in | — 1, 1] und besitzt dort wegen
arcsin 0 = 0 die Potenzreihenentwicklung

> 1-3---Q2n—1) x>t
arcsinx = Z . , x|l < 1.
S 242 2+

Da die Arkussinusreihe keine negativen Koeffizienten hat, gilt fiir ihre Partialsummen
sy (x), n € N, an der Stelle x € ]0, 1] die Abschitzung s,(x) < arcsinx < arcsinl =
/2. Bei festem n folgt s,(1) = lim,_;s,(x) < m/2 wegen der Stetigkeit der Poly-
nomfunktionen s,. Als Reihe mit positiven Gliedern und beschrinkten Partialsummen
konvergiert daher die Arkussinusreihe auch noch fiir x = 1 und zwar gegen arcsin 1 =
/2, wie Satz 1.2.10 zeigt, vgl. auch Aufg. 1.2.10. Dies sieht man auch elementar (also
ohne Benutzung des Abelschen Grenzwertsatzes) ein: Ist namlich y €e R mitx < y < 1,
so gibt es wegen arcsinx < arcsiny = lim,_ $,(¥) ein ny € N mit arcsinx <
$,(¥y) < s,(1) < mw/2 fir n > ny. Lidsst man nun x gegen 1 gehen, so sieht man
lim, o 8, (1) = 7/2. Daher konvergiert die Arcussinusreihe auch in —1 gegen —m/2,
insgesamt also fiir alle x € [ — 1, 1], es ist

b = (2n 1
— =arcsinl = Z —_—.
2 —\n 4"(2n + 1)

Die Umkehrung der streng monoton fallenden, bijektiven Funktion cos: [0, 7] — [— 1, 1]
hei3t Arkuskosinus
arccos: [—1, 1] — [0, 7].

Er spielt fiir die Winkelberechnung in der euklidischen Geometrie eine fundamentale Rol-
le, vgl. Bd. 4. Es ist

T .
arccos x = — — arcsinx
2
und somit gilt arccos’ x = —1/+/1 — x? sowie

2n+1

o0
T 1- (2n—1) X
= — e[—1,1].
arccos x > "Z xe| ]

42n 1

Die Graphen von Arkussinus und Arkuskosinus sind in Abb. 2.12 dargestellt.

Die Tangensfunktion tan: | — /2, 7 /2[ — R ist auf dem Intervall |- /2, 7 /2[ wegen
tan’x = 1/cos’>x = 1+ tan’> x > 0 streng monoton wachsend. Sie ist sogar bijektiv
wegen

. sin x . . sin x
hm tanx = lim = 00, lim tanx = lim
x—>3— x—%—COSX x—>—3+ x—>—5+ COS X

= —0OQ.
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E """"""""" ‘ 7-[
ércsin X
x
‘X 2
-1 0 1
arccos x
b
-z 4 X
2 -1 0 1
Abb. 2.12 Arkussinus und Arkuskosinus
34 —tan x
1 _—
e ® X
-1 0 T 2
-3 ———Ccot x
Abb. 2.13 Tangens und Kotangens
Die Funktion cot: ]0, 7[ — R ist wegen cotx = —tan (x —(m/ 2)) streng monoton fallend

und bijektiv. Ausschnittsweise zeigt Abb. 2.13 die Graphen von Tangens und Kotangens.
Die Umkehrfunktion von tan: |—m /2, 7 /2] — R ist der Arkustangens

arctan: R = |—x/2,7/2], vgl. Abb. 2.14.
Er ist differenzierbar mit der Ableitung
arctan’ x = 1 /(1 + tan*(arctanx)) = 1/(1 + x?).

Da diese Ableitung analytisch ist, ist auch arctan analytisch. Aus der Potenzreihenent-
wicklung 1/(1 4+ x2) = >_°% ,(—1)"x?" im Intervall ]—1, 1[ und aus arctan 0 = 0 erhalten
wir nach Korollar 2.1.14

o0

(_1)n 2n+1
arctanx:E ——x" x| < L
":02n+1
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Abb. 2.14 Arkustangens und
Arkuskotangens

arctan x

T e, arccot x
-5 -3 -1 1 3 3

Die Leibniz-Reihe ), (—1)"/(2n + 1) konvergiert. Nach dem Abelschen Grenzwertsatz
gilt daher diese Gleichung auch noch fiir x = +1. Dies ergibt die schon bekannte Formel

b4 = (=1
T —arctan1 = .
g T X::O M1

Die Umkehrfunktion von cot: J0, w[ —> R ist der Arkuskotangens arccot: R —> 0, |,
vgl. Abb. 2.14. Es ist

n

00
—1
_Z ( ) x2n+1’ |X| <1.
— 2n+1

T
arccotx = 5 —arctanx =

|

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy in der rechten Halbebene, d. h. mit x = 9z > 0, hat
das Argument Argz € ]—%71, %]T[ die Darstellung

Argz = arctan(y/x), also z = /x2+ yz(cos(arctan(y/x)) + isin(arctan(y/x))).

Die Arkusfunktionen im Komplexen und die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktio-
nen, das sind die sogenannten Areafunktionen, werden in den Aufgaben 2.4.1 bis 2.4.4
besprochen. Dabei ergibt sich auch der enge Zusammenhang von Area- und Arkusfunk-
tionen, der auf der Verwandtschaft von Kreis- und Hyperbelfunktionen beruht.

Wir erwihnen hier noch eine Anwendung der Exponentialfunktion bzw. ihrer Umkehr-
funktionen, die die Beschreibung ebener Wege betrifft. Eine stetige Abbildung f: 1 — C
auf einem Intervall / € R nennen wir einfach einen ebenen Weg. Ebene Wege, die nicht
durch den Nullpunkt gehen, besitzen die folgende Darstellung:

Satz 2.4.1 (Polarkoordinatendarstellung ebener Wege) Sei f:[a,b] — C*, a < b,
ein ebener Weg, der nicht durch den Nullpunkt geht, und f(a) = e* mit einem zy € C.
Dann gibt es genau einen ebenen Weg log f:[a,b] — C mit (log f)(a) = zo und [ =
expolog f, d.h. mit f(t) = e°¢/© fiir alle t € [a,b). — Genau dann ist log f n-mal
stetig differenzierbar, n € N U {00}, bzw. analytisch, wenn Entsprechendes fiir f gilt. Die
Funktion log f heifit (der durch die Bedingung log f(a) = zy bestimmte) Logarithmus
von f.
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Beweis Wir bezeichnen die gesuchte Funktion log f mit g. Zum Beweis ihrer Eindeutig-
keit sei / eine weitere Funktion der gewiinschten Art. Dannistes™ =e¢/e" = f/f =1
auf ganz [a, b] und folglich g(¢) — h(t) € Z2xifiiralle ¢ € [a, b]. Da g — h stetig ist und
g(a) —h(a) =0, folgt g — h = 0 auf ganz [a, b].

Wir beweisen nun die Existenz von g. Liegt das Bild von f ganz in der geschlitzten
Ebene C —R_, soist g:t —> In f(t) —In f(a) + z, eine Funktion der gewiinschten Art.
Im allgemeinen Fall unterteilen wir das Intervall [a, b] durch Teilpunkte #y, 71, . . ., 1, mit
a =1t <--<t, = bso,dass das f-Bild eines jeden der m Teilintervalle [z;,¢; 1]
ganz in einer durch einen Strahl vom Nullpunkt aus geschlitzten Ebene D; liegt. Dies
ist sicherlich moglich.'® Die gesuchte Funktion g definieren wir sukzessive, indem wir
fir j = 0,...,m — 1 einen Logarithmus L;: D; — C mit eli®) = z wibhlen, vgl. das
Ende von Bemerkung 2.2.9, und g auf [1;,7;41] durch 7 — L; (f(t)) — L; (f(1;)) + g(t})
festlegen, wobei g(ty) durch die Anfangsbedingung g(t)) = g(a) = zo und g(¢;) fiir
J > 0 durch den Wert im Endpunkt des vorangehenden Intervalls [¢;_, #;] gegeben wird.
— Da die Exponentialfunktion und die Logarithmen L; komplex-analytisch sind, folgt der
Zusatz iiber die Differenzierbarkeitsgrade von f und g. O

Mit u := NRlog f und v := Jlog f hat die Funktion f:[a,b] — C* in Satz 2.4.1 die
Gestalt
f(t) = 8/ = 1O+ = 1O (cosv(r) + isinv(r)).

Dann ist 7(¢) := |f(¢)] = e*® und u(¢) = Inr(t). Setzen wir noch ¢(¢) := v(t), so
konnen wir Satz 2.4.1 auch folgendermafBen formulieren:

Korollar 2.4.2 Sei f:[a,b] — C* ein ebener Weg, der nicht durch den Nullpunkt geht,
und dessen Anfangspunkt f(a) eine Darstellung f(a) = ro(cos go+isin@g) mitro € R,
@o € R, hat. Dann gibt es eindeutig bestimmte Wege r:[a,b] — R’ und ¢:[a,b] — R
mit r(a) = ro, (a) = @y und

f@) =r(t)(cosp(t) +ising(t)) = r(t)e*".
r und ¢ haben denselben Differenzierbarkeitsgrad wie f.

Die Aussagen 2.4.1 und 2.4.2 gelten analog fiir Wege f: 1 — C* auf beliebigen (auch
nicht beschrdnkten) Intervallen I C R. Dabei wird die Eindeutigkeit einer stetigen Lif-
tung log f: I — C von f mit f = expolog f durch die Vorgabe eines Anfangswerts
log f(a) mit e°¢ /@ = f(a) fiir nur einen Punkt @ € I erzwungen. Zum Beweis schop-
fe man / mit kompakten Intervallen I, = [ag,bi], k € N, aus, die alle den Punkt a
enthalten, und wende dann Satz 2.4.1 bzw. Korollar 2.4.2 jeweils auf die I; an. Stetige

10Tst etwa | f(¢)| > & > O fiir alle ¢ € [a,b] und ist | f(¢) — f(s)| < e fiir alle 5,7 € [a, b] mit
[t —s| <& (f istnach [14], Satz 3.9.12 gleichmiBig stetig), so brauchen to, .. ., t,, nur so gewihlt
zu werden, dass [t; 1 — ;| < §ist, j =0,...,m— 1.
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te2mit, zeR ele2nit teR
/I
\ ‘

Archimedische Spirale Bernoullische Spirale

Abb. 2.15 Spiralen

Liftungen log fi: I — C von fi = f|I; mit log fi(a) := log f(a) setzen sich zu
einer stetigen Liftung log f von f zusammen. Ist f differenzierbar, so ist die Ableitung
von log f die logarithmische Ableitung f/f' von f; denn aus f = e'°¢/ folgt mit der
Kettenregel f' = (log f)e°¢/ = (log f) f.

In Bd. 5 wird Satz 2.4.1 in folgender Weise wesentlich verallgemeinert: Zu jeder ste-
tigen Funktion f: X — C* auf einem einfach zusammenhdngenden topologischen Raum
X und Punktena € X, zo € C mit f(a) = e gibt es einen eindeutig bestimmten stetigen
Logarithmus log f: X — C mit

log f(a) =z und €°¢/® = f(x) fiirallex € X.

Man interpretiere diesen Logarithmus log f von f nicht als Komposition logo f von
f mit einer geeignet gewihlten Logarithmusfunktion log. Zum Beispiel ist 2Inz ein
Logarithmus der Quadratfunktion z +> z? auf der geschlitzten Ebene C — R_. Die
Komposition der Quadratfunktion mit einer Logarithmusfunktion hat auf C — R_ jedoch
keinen Sinn (denn das Bild der Quadratfunktion auf C — R_ ist die punktierte Ebene C*,
auf der kein Logarithmus der Identitit existiert). In diesem Band werden wir aber schon
mehrere Beispiele fiir Logarithmen von Funktionen kennenlernen.

Die Polarkoordinatendarstellung in Korollar 2.4.2 definiert iibrigens auch dann einen
ebenen Weg, wenn die Werte von r in R, aber nicht notwendig in R liegen. Wechselt
dabei r das Vorzeichen, so hat r notwendigerweise auch den Wert 0 (wegen der Stetigkeit
von r) und der zugehorige Weg f geht durch den Nullpunkt.

Beispiel 2.4.3 (Spiralen) Die Wege f: 1 — C* mit einer Polarkoordinatendarstellung
t > r(t)(cos(wt + @o) + isin(wt + @p)) = r(t)el@ %) » e R* und gy € R
konstant, heifen Spiralen (um 0), vgl. Abb. 2.15. Die Spiralen f:R’ — C* der Form
f(t) = ate®*%) mit @ > 0 heiBen Archimedische Spiralen, die Spiralen f:R — C*
der Form f(t) = ael'el@+90) = e¥+P o := b +iw, B :=Ina + ipy,a,b € R,a > 0,
heiflen logarithmische oder Bernoullische Spiralen, gelegentlich auch Exponentialspi-
ralen. &
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Abb. 2.16 Ellipse ip
b r(cos ¢ +1sin @)
r

-&a 0
2

Beispiel 2.4.4 (Ellipsen) Wir betrachten eine Ellipse, deren grof3e Halbachse die Linge
a hat und auf der reellen Achse liegt und deren kleine Halbachse die Lidnge b < a hat. Der
Ursprung sei derjenige Brennpunkt, fiir den der niichstgelegene Scheitel auf der positiven
reellen Achse liegt, vgl. Abb. 2.16.

Danniste = /1 — (b2/a?),0 < ¢ < 1, die Exzentrizitit der Ellipse und b> = a?(1—&?).
Sei p := a(1 — &%) = b*/a. Ein Punkt auf der Ellipse mit den Polarkoordinaten r und ¢
erfiillt die Gleichung
(ea +rcosp)?  rlsing
a? a’(l1—¢g2)
was mit (r — p+er cos @) (r + p—er cos ¢) = 0 dquivalent ist. Wegen r + p —er cos ¢ =
r(l —ecos@) + p > 0 ergibt sich die Polarkoordinatendarstellung

p

P O< <27
1+ ecosg =9 d

r=r(p)= =<
der Ellipse. In astronomischem Zusammenhang ist ¢ die wahre Anomalie des Planeten
auf seiner Ellipsenbahn, vgl. [14], Abb. 3.24. Bei ¢ = 0 ergibt sich der Kreis um 0 mit

Radius p = a = b. Fiir Hyperbel und Parabel siche Aufg. 2.4.18. &

Beispiel 2.4.5 (Windungszahlen) Der Weg f:[a,b] — C* heifit geschlossen, wenn
f(a) = f(b) ist. Ist dann log f:[a,b] — C ein Logarithmus von f, so ist e!°¢/)@ =
fa) = f(b) = e°2® ynd folglich log f(b)—log f(a) = 2ki mit einer ganzen Zahl
k, die offenbar nicht von der Wahl von log f abhingt. Sie heifit die Windungs- oder Um-
laufszahl von f bzgl. 0. Man bezeichnet sie mit W( f; 0). Ist g: [a, b] — C* ein weiterer
geschlossener Weg mit dem Logarithmus log g, so ist log f + log g ein Logarithmus des
Produktweges fg. Es folgt

W(fg:0) = W(f;0) + W(g:0).

Daz.B.|f|und 1/|f]als Wege in R’ die Windungszahl 0 haben, haben insbesondere f
und f/|f]| dieselbe Windungszahl bzgl. 0, und die Trajektorie von f/| f| liegt iiberdies
auf dem Einheitskreises. Musterbeispiel eines solchen Weges ist fiir m € Z der m-mal
durchlaufene Einheitskreis [0, 1] — C*, t > > = cos2mmt + isin 2w mt, dessen
Windungszahl m ist. Die Windungszahl k eines geschlossenen Weges bzgl. 0 in C* gibt
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)T (G
S ' (2 f;

W(f:0)=0 W(f:0)=1 W(f;0)=-2

Abb. 2.17 Windungszahlen

Abb. 2.18 Beispiel eines ge-

q@.,\

also generell an, wie oft sich der Weg f um den Nullpunkt windet. Ist zo € C ein belie-
biger Punkt, der nicht zum Bild des geschlossenen Weges f: [a, b] — C gehort, so heif3t
entsprechend

W(f:zo) := W(f —20:0)

die Windungs- oder Umlaufszahl von f bzgl. zy. Die Windungszahlen der Wege in
Abb. 2.17 bzgl. 0 sind 0,1 bzw. —2. Welche Windungszahlen hat der Weg in Abb. 2.18
bzgl. der eingezeichneten Punkte? Windungszahlen ebener geschlossener Wege spielen
eine fundamentale Rolle beim Studium der Topologie ebener Gebiete. Siehe dazu auch
Beispiel 3.2.20 und Bd. 5, wo weitere Methoden zur Bestimmung von Windungszahlen
besprochen werden. Hier begniige sich der Leser mit der Intuition. &

Beispiel 2.4.6 Der Weg y: [0,27] — C*, ¢ + e, durchliuft bis auf den Anfangspunkt
y(0) = 1 und den Endpunkt y(27) = 1, die zusammenfallen, jeden Punkt der Peripherie
U = {z € C | |z| = 1} des Einheitskreises genau einmal. Da seine Schnelligkeit |y (¢)| =
lie'| = 1 konstant gleich 1 ist, ist ¢ zu gegebenem Parameter ¢ € [0, 2] auch die Linge
des Kreisbogens, der bis dahin durchlaufen wurde, vgl. Satz 3.3.5. Hier geben wir einen
expliziten Beweis dieser Aussage und sogar ein wenig mehr.

Proposition 2.4.7 Sei 0 < ¢ < 2. Ferner sei ¢ mit 0 < ¢ < ;w vorgegeben. Zu jeder

Unterteilung 0 = ¢y < @1 < -++ < @, = @ des Intervalls [0, ] mit @1 — @ < ¢ fiir
k=0,...,n—1sei

n—1
Li=L(@o @, .gn) i= Y [e¥hs — |
k=0
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Abb. 2.19 Approximation
eines Kreisbogens durch einen /

Polygonzug

<
)

die Liinge des Polygonzugs [e'%°, . .., e'%"] mit den Eckpunkten 1 = &% el¢1 . el =
e, vgl. Abb. 2.19. Dann gelten die Abschiitzungen
O S (0 - L(@Os(plv- . -s(pﬂ) E 82@/24

Insbesondere konvergiert L gegen ¢ fiir e — 0.

Beweis Fiir 0 <t < mist|e! — 1| = [e"/?] - [¢!/2 — e7¥/2| = 25sin 17. Mit Aufg. 2.3.8
folgt aus sin't = cost < 1 fiir ¢+ > 0 der Reihe nach sinz < ¢, 1 — cost < 12/2,

t —sint < ¢3/6,"7somit 0 < ¢t — 2sin lt = 2(11‘ —sin lt) < t3/24. Es ergibt sich

n—1
I = k1 _ itk | — | el — 1] = Y2 Phtl — Pk nd
Z \e | Z |e |e | Z sin 2 un
k=0 k=0
n—1 n—1
Oht+1— Pk (k1 — @)’
0< ( — ) =2 7) <y 2 A
> (@1 — i) — 2sin 7 > 2 =52 Z((Pkﬂ k)
k=0 k=0
also0<gp—L < &2 ¢ /24, wie behauptet. O

Der Parameter ¢ ldsst sich auch als das Doppelte des Inhalts der von den Radien
[0, el . 0 <t < g, iiberstrichenen Fliiche deuten. Dies kann man folgendermafen prézi-
sieren: In der Situation von Proposition 2.4.7 gelten fiir die Summe

n—1 1
F=Flgo.gr....90) = ) = singe1 — i)
k=0
der Flicheninhalte der Dreiecke mit den Ecken 0, e'%,e%+1, k = 0,...,n — 1, die Ab-

schitzungen )
0=<¢/2—F(po.¢1.....01) < & ¢/12.

17 So fortfahrend (Induktion iiber n) gewinnt man auf einfache Weise fiirallen € N und allet € R,
die folgenden Ungleichungen fiir die gestutzten Potenzreihenentwicklungen von Kosinus und Sinus:
2n 2n+1 2n

[ ) (=D, 0",
; (2V)' S eost < Z (211)'t2 ' Z (v + 1)' (< sind <Z “ (2v + 1)|t2 .
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Insbesondere konvergiert F mit ¢ — 0 gegen ¢/2. (Vgl. auch Aufg. 3.3.3a).) Es ist ja

n—1

0< (¢k+1 — ¢k lsm((p — )) lnil: (e —@)® _ &9
2 k+1 — Pk 22 6 T

Fiir ¢ = 27 erhalten wir wieder die schon bekannten Resultate: Der Umfang des Kreises
mit dem Radius 1 ist 25, und sein Fldcheninhalt ist . Dies haben wir bereits in [14], Bei-
spiel 3.3.9 mit elementargeometrischen Mitteln diskutiert. Man gebe die hier gewonnenen
Abschitzungen der Fehler w — f,, fiir die in [14], Beispiel 3.3.9 definierten Approxima-
tionen f, von r an. Man versuche auch, in dhnlicher Weise die Fehler F,, — 7 fiir die dort
angegebenen Approximationen F), abzuschétzen. Siehe auch Aufg. 3.9.4. <

Aufgaben

Aufgabe 2.4.1 (Areasinus hyperbolicus)

a) Die Funktion sinh: R — R ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion heifit Areasinus hyper-
bolicus und wird mit Arsinh bezeichnet.

b) Arsinh ist differenzierbar, und es gilt Arsinh’ x = 1/4/1 + x2.

¢) Arsinh ist analytisch, und es gilt

3---2n—1) x¥+!

oo
1
Arsinh x = —ln ’
rsinhx = ) (~1) 2-4--2n  2n+1

|x] < 1.

d) Es ist Arsinhx = In(x + +/x2 + 1). Die rechte Seite dieser Gleichung ist auf der
doppelt geschlitzten Ebene C—{ri | r € R, |r| > 1} definiert und dort analytisch. Man
nennt auch diese Funktion den Areasinus hyperbolicus. Es ist sinh(Arsinh x) = x fiir
alle x aus dem angegebenen Gebiet und Arsinh(sinh x) = x fiir alle x aus dem Streifen
{x € C | |Sx| < m/2}, der das Bild von Arsinh ist.

Aufgabe 2.4.2 (Areakosinus hyperbolicus)

a) Die Funktion cosh: R — [1, oo[ ist bijektiv, ihre Umkehrfunktion heifit Areakosinus
hyperbolicus und wird mit Arcosh bezeichnet.

b) Arcosh ist auf |1, oo[ differenzierbar, und es gilt dort Arcosh’ x = 1/+/x2 — 1.

¢) Arcosh ist analytisch in |1, ool.

d) Es ist Arcoshx = In(x + +/x2 — 1). Die rechte Seite dieser Gleichung ist auf der
geschlitzten Ebene C — {x € R | x < 1} definiert und dort analytisch, falls v/x2 — 1

Is v/x — I/x + 1 interpretiert wird und fiir die Wurzeln jeweils die Hauptwerte ge-

wihlt werden. Man nennt auch diese Funktion den Areakosinus hyperbolicus. Es ist
cosh(Arcosh x) = x fiir alle x aus dem angegebenen Gebiet und Arcosh(cosh x) = x
fiir alle x € C aus dem Halbstreifen {x € C | 9ix > 0, |3x| < «}, der das Bild von
Arcosh ist.
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Aufgabe 2.4.3 (Areatangens hyperbolicus)

a)

b)
¢)

d)

Die Funktion tanh: R — ]—1, 1[ ist bijektiv, ihre Umkehrfunktion heif3t Areatangens
hyperbolicus und wird mit Artanh bezeichnet.

Artanh ist differenzierbar, und es gilt Artanh’ x = 1/(1 — x?).

Artanh ist analytisch, und fiir |x| < 1 gilt

o 2n+1

X
Artanh x = Z .
= 2n + 1

Es ist
1+ x

1—x'
Die rechte Seite ist auf der doppelt geschlitzten Ebene C — {x € R | |x| > 1} definiert
und dort analytisch. Man nennt auch diese Funktion den Areatangens hyperbolicus.

1
Artanh x = 3 In

Aufgabe 2.4.4 (Zusammenhang zwischen Arkus- und Areafunktionen)

a)

b)

)

Es ist

arcsinz = —i Arsinhiz = —iln(iz + V1 — z2),

. . i 1+iz
arctanz = —i Artanhiz = ——In

1—iz’

Dies gilt zunichst fiir die reellen z, fiir die die linken Seiten definiert sind. Man benutzt
diese Gleichungen, um die Arkusfunktionen auch im Komplexen zu definieren. Der
Definitionsbereich von arcsin ist also C —{r € R | [r| > 1} und der Definitionsbereich
von arctan ist C—{ri | r € R, |r| > 1}. Die Bildmenge ist in beiden Fillen der Streifen
{zeC||Nz| <m/2}.

Es ist

arccosz = —iln (Z +iv1—2z?) = % — arcsin z.

Dies gilt zundchst auf dem Intervall |—1,1[ € R. Die rechten Seiten sind aber fiir
alle z aus C — {r € R | |r| > 1} definiert. Man benutzt diese Gleichung, um den
Arkuskosinus auch fiir diese z zu definieren.

Der Durchschnitt der Definitionsbereiche von arccos und Arcosh ist der offene Bereich
C — R (der kein Gebiet ist). Man zeige arccosz = —iArcoshz fiir Iz > 0 und
arccos z = i Arcosh z fiir 3z < 0.

Aufgabe 2.4.5

a)

b)

Es ist arctan z + arctanw = arctan((z + w)/(1 — Zw)) fiir alle z, w, fiir die beide
Seiten definiert sind und fiir die | arctan z 4+ ) arctan w| < x/2 gilt. (Man wende tan
auf beide Seiten an.)

Es ist arctan z + arctan ((1 —z)/(1 + z)) = /4 fiir alle z € C, die in Abb. 2.20 im
geschummerten Bereich liegen; im nicht geschummerten Bereich ist der Wert —377/4,
wobei der Rand der Bereiche jeweils auszuschlieBen ist. (Man betrachte etwa die Ab-
leitung der linken Seite.)
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Abb. 2.20 Giiltigkeitsbereich i
von arctan z + arctan((1 —
2)/(1+z2) =n/4 .
-1 0
-

c¢) Es gelten die Formeln /4 = arctan(1/2) + arctan(1/3), 37w /4 = arctan2 + arctan 3
und 77 /4 = 4 arctan(1/5) — arctan(1,/239). (Mit der letzten Formel und der Arkustan-
gensreihe ldsst sich 7 sehr schnell berechnen.) Allgemeiner als die erste Formel gilt
arctan(1/Fy;) = arctan(1/Fy41) + arctan(1/Fy ;) fiir alle k € N*, wo Fy = 0,
Fi=1,F=1...,F, =F,» 4+ F,_1,... die Folge der Fibonacci-Zahlen ist. (Man
benutze F2 = F,_F,1 + (—1)"*1.) Man folgere

Aufgabe 2.4.6 Fiir alle z € C — Ri gilt arctan z + arctan(1/z) = (Sign Rz)x /2.

Aufgabe 2.4.7 Fiir |x| < 1 gilt

2n

(arctan x)? = Z( D" I(Z 1).xn .

(Man bestimme zunéchst die Potenzreihenentwicklung der Ableitung der linken Seite.)

Man zeige, dass die Gleichung auch noch fiir x = 1 gilt.

Aufgabe 2.4.8 Man zeige fiir |x| < 1 (oder sogar fiir [x| < 1)

(o]

2.4...2
(arcsin x)* = Z 3 n 2
~3.5.

2n+2

5--2n+1) n+1

(Fiir f(x) := (arcsinx)? gilt (1 — x2) f” = 2 + xf’, woraus sich fiir die Koeffizienten
der Entwicklung f = Y ay,,,x?"*? die Rekursion (21 + 2)(2n + V)as,s» = 4n’ay,
ergibt.) Man folgere beispielsweise

> 1 o\ 36+2 V3 (2 -
n s n
Z(n+1)(2n+1)< ) und Z( )

Aufgabe 2.4.9 Fiir¢ € R und |x| < 1 gilt

o0 oo . .

cosnt sinnt . xsint
Z x"=—In+v1—2xcost + x2, Z x" = arcsin =
n=l i N v/1—2xcost +x

(Man entwickle —In(1 — e*x) um 0. — Vgl. auch das Ende von Beispiel 1.2.24 (1) und
Satz 2.2.6.)

N
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Abb. 2.21 Sichtweite auf der

S(h)
Erdoberfliche T k

T(h) “ R=6371229 m

Aufgabe 2.4.10 Es gilt arcsin x = arctan(x/+/1 — x2) auf dem gesamten Definitionsbe-
reich von arcsin mit Ausnahme der Stellen x = 41. (Den Arkuskosinus berechnet man
mit arccos x = %n—arcsin X = %n —arctan(x/~/1 — x2). Diese Formeln sind niitzlich, da
in manchen Computersprachen nur Arkustangens als Grundfunktion fiir Arkusfunktionen
zur Verfiigung steht.)

Aufgabe 2.4.11 Man beweise die folgenden Summenformeln:

o xh o 1. 1+x
Z = —arctanx + —In . lxl < 1;
dn+1 2 4 1-—x

n=0

o0
x4n+l

1
m = E(coshx +cosx), xeC.
n=0
Aufgabe 2.4.12 Man gebe die Glieder bis zur Ordnung 5 an in der Potenzreihenentwick-
lung der Funktion f(x) = exp(—x arccot x) um 0. (Fiir den Kalkiil siche Aufg. 2.2.15.)

Aufgabe 2.4.13 Die Funktion f:R; — R mit f(x) := arccos (1/(1 + xz)) ist im
Nullpunkt noch analytisch (obwohl arccos im Punkt 1 nicht analytisch ist). (Man zeige:
f7 ist in O analytisch.) Man gebe die Potenzreihenentwicklung von f um 0 an, berechne
explizit die Glieder bis zur Ordnung 7 und zeige, dass der Konvergenzradius gleich 1 ist.

Aufgabe 2.4.14 S(h) und T (h) seien die Sichtweiten auf dem Meer bei einer Augenhohe
h > 0, in der Luftlinie bzw. auf der Erdoberfliche gerechnet, vgl. Abb. 2.21. Fiir & > 0 gilt
dann S(h) = v/2Rhs(h/R)und T'(h) = ~/2Rh t(h/R) mit Funktionen s = s(z) = 1 +
z/4—22/32423/128—+---undt = t(z) = 1—52/12+432%/160—17723/896 +—- - -,
die in einer Umgebung von 0 noch analytisch sind. (Zur Bestimmung von ¢ setze man
h/R = x? und wende die vorstehende Aufgabe an.) Die Konvergenzradien der Entwick-
lungen von von s und ¢ um O sind 2 bzw. 1; man zeige, dass bei Ersetzen von s und ¢
durch die Potenzreihenentwicklung der Ordnung 1 der Fehler bei S und 7 fiir 4 < 10km
jeweils < Im ist. Fiir die Differenz U := S — T gilt U(h)/R = 2+/2(h/R)**u(h/R),
wobei die Funktion u = u(z) = 1 — 9z/20 + 69z2/224 F --- in 0 noch analytisch ist.
— Die einfache Niherung S ~ T ~ +/2Rh liefert R ~ S?/2h. Schitzt man an einer
Meereskiiste bei einer Augenhohe von 7 = 2m die Sichtweite S zu ~ 5km, so erhilt
man fiir den Erdradius die gute Niherung R ~ 6,25 - 10° km. Die einfache Niherung
U ~ 2v/2h? /3R liefert h ~ §~/9U2R, bei U = 0.5miist also & ~ 121.5m.
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Abb. 2.22 Situation von Aufg. 2.4.15 (links) und Aufg. 2.4.16 (rechts)

Abb. 2.23 Streuung eines
Lichtstrahls an einem Wasser-
tropfen

Aufgabe 2.4.15 Ein Seitenkanal der Breite @ miinde rechtwinklig in den Hauptkanal der
Breite b gemif der Skizze in Abb. 2.22 links. Man zeige, dass Baumstimme (vernach-
lassigbarer Dicke) hochstens die Lange (a*/® + b2/ 3)3/ > haben, wenn sie ohne Verkanten
um die Ecke floBbar sind. (Man skizziere die Menge der Punkte (a, ) € R? mit |a|*/? +
|b|*/*> = 1 — man nennt sie eine Astroide, vgl. auch Aufg. 3.3.9 — und vergleiche die-
se mit den Einheitssphiren in [14], Abb. 4.3. — Man betrachte auch den Fall, dass die
Einmiindung nicht rechtwinklig ist.)

Aufgabe 2.4.16 Ein Beobachter schaut aus der Augenhohe a auf ein senkrecht auf dem
Boden stehendes Objekt der Hohe » mit 0 < b < a, vgl. Abb 2.22 rechts. In welchem
senkrechten Abstand x von dem Objekt ist der Blickwinkel ¢, unter dem der Beobachter
das Objekt sieht, am grofiten?

Aufgabe 2.4.17 Ein Lichtstrahl werde in einem Wassertropfchen mit kreisformigem
Querschnitt gemill der Skizze in Abb. 2.23 gestreut. Der Brechungsindex von Luft zu
Wasser sei n(> 1), d. h. fiir Einfallswinkel o und Ausfallswinkel g gilt sin o/ sin 8 = n.
Man bestimme den Einfallswinkel ¢ im Intervall [0, 7 /2], fiir den der Winkel ¢ = ¢(«),
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r(cos ¢ +ising) r(cos @ +ising)

Abb. 2.24 Hyperbelast und Parabel in Polarkoordinaten

den der gestreute mit dem einfallenden Lichtstrahl bildet, maximal wird. Bein = 4/3 ist
¢ ~ 42°. Dies ist die Hohe eines Regenbogens, wenn die Sonne am Horizont steht. Man
betrachte auch den Fall, dass der Strahl im Wassertropfen zweimal oder dreimal reflektiert
wird. (Zu dieser Aufgabe siehe auch [12], 14.B, Aufg. 10.)

Aufgabe 2.4.18
a) Die Polarkoordinatendarstellung eines Hyperbelastes mit R als Achse und 0 als Brenn-
punkt, vgl. die linke Figur in Abb. 2.24, ist

p

—_— < —1/e),
Tp— l¢| < arccos(—1/¢)

r=rlp) =

falls der Scheitelpunkt in R liegt. Dabei ist £ := /1 + (b2/a?) > 1 die Exzentrizi-
tit der Hyperbel mit den ,,Achsenlidngen® a, b und p := a(e*—1).

b) Die Polarkoordinatendarstellung einer Parabel mit R als Achse und 0 als Brennpunkt,
vgl. die rechte Figur in Abb. 2.24, ist

P

77 < b
1 +cosg ol <=

r=r(p)=

falls der Scheitelpunkt in R liegt. Dabei ist p das Doppelte des Abstands von Brenn-
punkt und Scheitelpunkt.

2.5 Konvexe und konkave Funktionen

Wihrend die erste Ableitung einer reellwertigen differenzierbaren Funktion ihr Mono-
tonieverhalten bestimmt, lidsst sich mit der zweiten Ableitung das Kriimmungsverhalten
ihres Graphen beschreiben. In diesem Abschnitt sind die betrachteten Funktionen in der
Regel reellwertig.
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Zunichst erinnern wir an den Begriff einer konvexen Menge in einem R-Vektorraum
V.Mit [x,y] = {rx+sy | rns e Rpy,r+s =1} = {x+t(y —x) | t € [0,1]},
x,y €V, bezeichnet man die (Verbindungs-)Strecke von x nach y. Sie ist identisch mit
der Strecke [y, x]. Ist z € [x, y], so sagt man auch z liege zwischen x und y. Ist x;,i € I,
eine Familie von Elementen aus V', so heifit jede Linearkombination der Form

I
Zaixia (@)ier €RY, Zai =1

iel iel
eine konvexe (Linear-)Kombination der x;, i € /. Die Strecke [x, y] enthilt also genau
die konvexen Kombinationen der Punkte x;, i € I. Eine Teilmenge A € V von V heifit
konvex, wenn sie mit je zwei Punkten x, y auch ihre Verbindungsstrecke [x, y] umfasst.
Der Durchschnitt beliebiger konvexer Teilmengen von V ist wieder konvex. Insbesondere
umfasst jede Teilmenge A C V eine kleinste konvexe Menge A (ndmlich den Durchschnitt
aller A umfassenden konvexen Teilmengen von V). A heiBt die konvexe Hiille von A.

Lemma 2.5.1 Sei V ein R-Vektorraumund A C V.

(1) A ist genau dann konvex, wenn A mit jeder Familie x;, i € I, auch alle konvexen
Linearkombinationen dieser Familie enthdilt.

(2) Die konvexe Hiille A von A ist die Menge der konvexen Linearkombinationen der
Elemente von A.

Beweis (1) Enthilt die Menge A alle konvexen Kombinationen ihrer Elemente, so ist 4
natiirlich konvex. Sei umgekehrt A konvex, n € N und xy,...,x, € 4 sowie (a;) € R,
mita; + --- + a, = 1. Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass dann a;x; + - -+ + a,x,
ebenfalls in A liegt. Fiir n < 2 ist dies nach Voraussetzung richtig. Beim Schluss von
n > 2 auf n 4+ 1 konnen wir nach Induktionsvoraussetzung annehmen, dass 0 < @, < 1
ist. Dann setzen wir a; := a; /(1 —a,4+1),1 = 1,...,n. Esfolgta] +---+a;, = 1 und
nach Induktionsvoraussetzung ist @} x; + -+ + a,,x, € X. Der Fall n = 2 liefert nun

!/ I
arxy + -+ apXy + app1Xp1 = (1 —app) (@ x) + -+ a,x,) + apy1xp41 € A.

(2) Nach (1) geniigt es zu zeigen, dass die Menge der konvexen Linearkombinationen der
Elemente von A konvex ist. Seien er 4 axX, er 1 byx konvexe Linearkombinationen
und r,s € Ry mitr + s = 1. Dann ist

r Zaxx + s Z byx = Z(rax + sby)x
xeA xX€A xeA

wegen Y (ra, + sby) = r) .a.+sY . b, =r +s = 1 cbenfalls eine konvexe
Kombination der Elemente x € A. O

Die konvexe Hiille einer endlichen Menge {xo, ..., X, } € V ist also die Menge der
Punkte agxg + -+ + aux, mit ag,...,a,, > 0und ay + --- + a,, = 1. Solch eine
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konvexe Menge heifit ein (konvexes) Polytop. Sind die xo, . . ., x,, linear unabhingig, so
spricht man von einem m-dimensionalen Simplex. Die konvexe Hiille der Standardbasis
e, ..., e, des R"*!ist das sogenannte n-dimensionale Standardsimplex A,. A_; ist das
leere Simplex, Ay ist ein Punkt, A; eine Strecke, A, ein Dreieck, A; ein Tetraeder usw.

Fiir den endlichdimensionalen Fall erwidhnen wir folgende wichtige Verschidrfung von
Lemma 2.5.1, die auf C. Carathéodory zuriickgeht: Ist A eine Teilmenge des n-dimensi-
onalen R-Vektorraums V, n € N, so ist die Menge aller konvexen Linearkombinationen

von (n + 1)-Tupeln (xo, . .., x,) € A"*! bereits die konvexe Hiille A von A. Es ist also A
das Bild der Abbildung
A, x ATy, ((@o, ... an), (Xo. ..., Xy)) —> @oXo + +*+ + anXy,

vgl. [14], Aufg. 4.4.4.

Seinun f: 1 — R eine reellwertige Funktion auf einem Intervall / C R. Dann heifit

(=T ={(xy) el xR|y= f(x)}

der Epigraph von f und

I (f)=T;={(x.y) el xR|y= f(x)}

der Subgraph von 1, vgl. Abb. 2.25. Der Durchschnitt ' ( /) NI~ (f) ist also der Graph
I'(f)von f.

Definition 2.5.2 Eine Funktion f:/ — R aufeinem Intervall / C R heiBt konvex, wenn
der Epigraph Tt ( f) von f eine konvexe Teilmenge von R xR ist. Sie heit konkav, wenn
der Subgraph I'~( f) von f eine konvexe Teilmenge von R x R ist, vgl. Abb. 2.26.

Offenbar ist die Funktion f:1 — R bereits dann konvex (bzw. konkav), wenn zu je
zwei Punkten a,b € I, a # b, die Verbindungsstrecke von (a, f(a)) und (b, f(b)) im
Epigraphen (bzw. Subgraphen) von f liegt, d.h. wenn fiir die Gleichung h = h,p:t —
f(a) + ((f(b) — f(a))/(b - a))(z‘ — a) der Sekante von f durch die Punkte (a, f(a)),
(b, f(b)) € Iy gilt: f(x) < hap(x) (bzw. f(x) = hap(x)) fiir alle x € [a,b]. Gilt
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a b a b
konvexe Funktion konkave Funktion

Abb. 2.26 konvexe und konkave Funktion

dabei das Gleichheitszeichen jeweils nur in den Endpunkten des Intervalls [a, b], so heif3t
f streng konvex (bzw. streng konkav). Genau dann ist f konvex (bzw. streng konvex),
wenn — f konkav (bzw. streng konkav) ist. Diese einfache Bemerkung erlaubt es in der
Regel, den konkaven Fall unmittelbar auf den konvexen Fall zuriickzufiihren. Die Be-
zeichnung h,; fiir die Sekantengleichung werden wir in diesem Abschnitt beibehalten
und nicht immer wieder ausdriicklich erklédren.

Konvexe bzw. konkave Funktionen fiihren oft zu bedeutenden Ungleichungen. Aus
Lemma 2.5.1 (1) folgt zunichst:

Satz 2.5.3 (Jensensche Ungleichung) Sei f: 1 — R eine konvexe (bzw. konkave) Funk-
tion auf dem Intervall I C R. Fiir beliebige Punkte a,,...,a, € I undt,,...,t, € R,
mitty + -+ t, = 1 gilt dann

f(llal +-- -+ tnan) =< tlf(al) + -+ tnf(an)
(bzw.  f(tiay + -+~ + tyay) > ty f(ar) + -+ + t, f(@n)).

Ist f streng konvex (bzw. streng konkav) und sind die t; alle von 0 verschieden, so gilt in
diesen Ungleichungen das Gleichheitszeichen nur dann, wenn alle a; iibereinstimmen.

Der Zusatz iiber streng konvexe (bzw. konkave) Funktionen wird nach dem Muster des
Beweises von Lemma 2.5.1 durch Induktion iiber n bewiesen. Im Fall differenzierbarer
Funktionen hat man das folgende bequeme Kriterium fiir Konvexitit bzw. Konkavitit:

Satz2.5.4 Sei f:1 — R eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall I C R. Genau
dann ist f konvex (bzw. konkav), wenn die Ableitung f' auf I monoton steigend (bzw.
monoton fallend) ist. — Die strenge Konvexitiit bzw. strenge Konkavitiit von f ist dabei
dquivalent zur jeweiligen strengen Monotonie von f.

Aus Satz 2.5.4 und Satz 2.3.19 folgt sofort:

Korollar 2.5.5 Sei f:1 — R eine zweimal differenzierbare Funktion auf dem Intervall
I C R. Genau dann ist f konvex (bzw. konkav), wenn f” > 0 (bzw. f” < 0) auf I ist.
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h(b)=f(b)

h(x) h
h(a)=f(a)

f(x) !

a X b

Abb. 2.27 TIllustration zum Beweis von Satz 2.5.4

— Genau dann ist f streng konvex (bzw. streng konkav), wenn " > 0 (bzw. f” < 0) auf
I ist und die Nullstellenmenge von " kein Intervall mit mehr als einem Punkt enthdilt.

Beweis von Satz 2.5.4 Es geniigt, den konvexen Fall zu betrachten. Sei also f zunichst
konvex. Ferner seien a,b € I, a < b. Fiir beliebiges x € |a, b[ gilt dann wegen f(x) <
hap(x) =: h(x), vgl. Abb. 2.27,

f) = fla) _hx)—hla) _hb)—hl@) 1) —hx) _ fb)—fx)

X—a xX—a b—a b—x b—x
Daraus folgt
f'(a) = lim S (x) = f(a) < h(b) — h(a) < lim Sb) = f(x) _ o).
x>a X —a b—a );?;? b—x

Bei strikter Konvexitit ist f(x) < h(x) fiir x € Ja, b[. Die obigen Ungleichungen sind
dann sogar echt. Fiir ein festes ¢ € |a, b[ und beliebige x € Ja, c[ bzw. beliebige y € |c, b[
gilt daher

f&) = fla) _ flo) = fla) _ flo=fO) _f)=f®)

xX—a c—a c—b y—>b
Es folgt
fay < SO S@ SO 10)
c—a c—b

Sei umgekehrt /" monoton wachsend. Ferner seien a,b € I, a < b. Nach dem Mittel-
wertsatz gibt es dann ein ¢ € |a, b[ mit
f(b) = f(a)
"¢)= ——>=1,.
flo === =,
Die Ableitung der Funktion 4, — f* verschwindet also im Punkt c. Da 4/, , konstant und
f/ monoton wachsend ist, ist diese Ableitung in [a, ¢] stets > 0 und in [c, b] stets < 0.
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Abb.2.28 Wendepunkt von f

mit Wendetangente %
f(a)

Nach Satz 2.3.19 ist daher h,, — f in [a, c] monoton wachsend und in [c, 5] monoton
fallend. Da h,;, — f in a und in b verschwindet, folgt (h,5, — f)(x) > 0 in ganz [a, b].
Dies liefert die Behauptung.

Ist f” sogar streng monoton wachsend, so ist (h,, — f) in [a, c[ tiberall positiv und
in ]c, b] tiberall negativ. Wieder nach Satz 2.3.19 ist h,, — f in [a, c] streng monoton
wachsend und in [c, b] streng monoton fallend, woraus die Ungleichung (4,5, — f)(x) > 0

in ganz |a, b[ folgt. O
Beispiel 2.5.6 Die Exponentialfunktion x + e* auf R ist wegen (e*)” = ¢* > 0 nach
Satz 2.5.5 streng konvex. Mit der Jensenschen Ungleichung 2.5.3 folgt: Sind 74, ...,¢,
positive reelle Zahlen mit #; + --- + 7, = 1, so gilt fiir beliebige x;,...,x, € R

(exl)fl e (exn)fn — efl-’fl+"'+fn-’fn 5 tlexl 44 tnexn’

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x; = --- = X, ist. Da sich jedes
y € RZ eindeutig in der Form y = e* schreiben lésst, erhdlt man fiir beliebige positive
reelle Zahlen yy, . .., y, und beliebige positive reelle Zahlen't,, ..., t, mitt;+---+t, = 1
die allgemeine Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel

)’il y,t{’ =< tlyl + “‘+tnyna

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn y; = --- = Yy, ist. Der Spezialfall
t; = --- = t, = 1/n liefert noch einmal die gewohnliche Ungleichung
_l’_ cee + n
n Vi Vn < u
n
vom arithmetischen und geometrischen Mittel. <&

Beispiel 2.5.7 (Wendepunkte) Seien f:/ — R eine Funktion und a ein Punkt des
Intervalls /. Dann heifit @ ein Wendepunkt von f, wenn a ein innerer Punkt von [ ist
und ein § > O existiert derart, dass f auf [a — §, a] konvex und auf [a,a + §] konkav
ist oder umgekehrt. Ist f in dem Wendepunkt a differenzierbar, so heifit die Tangente
x + f(a)+ f'(a)(x —a) an den Graphen von f in (a, f(a)) Wendetangente von f in
a, vgl. Abb. 2.28.
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Ist a ein innerer Punkt von / und ist f in einer Umgebung von a differenzierbar und
im Punkt a zweimal differenzierbar, so ist f”(a) = 0 eine notwendige Bedingung fiir das
Vorliegen eines Wendepunktes von f in a, da f’ im Wendepunkt a nach Satz 2.5.4 ein
lokales Extremum hat. Ein hinreichendes Kriterium fiir einen Wendepunkt ergibt sich aus
Korollar 2.5.5:

Satz 2.5.8 Seien f:1 — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion und a ein innerer
Punkt des Intervalls 1. Ferner sei n ungerade und > 3. Ist dann "~V in a differenzierbar
und gilt

[P@ == f"Ya)=0, ") #0,

so besitzt f in a einen Wendepunkt.

Beweis Nach Beispiel 2.3.17 ist

f(x) = /") (x—a)"?+o((x —a)"?) fir x—a;
(n—2)!
also wechselt f” in a das Vorzeichen. o<

Beispiel 2.5.9 (Kurvendiskussion) Uber den Verlauf differenzierbarer R-wertiger
Funktionen f:I — R auf einem Intervall / C R verschafft man sich in der Re-
gel einen guten Uberblick, wenn man wie folgt vorgeht. (Beispiele finden sich u.a. in
Aufg. 2.5.1a).)

(1) Man bestimmt die Nullstellen der Funktion f.

(2) Man betrachtet das Verhalten der Funktion f in den Randpunkten von I, wozu gege-
benenfalls auch oo bzw. —oco gehdren, falls I nicht beschrinkt ist. Hiufig ldsst sich
eine (einfache) Asymptote g angeben fiir das Verhalten in einem Randpunkta von /.
Dies ist eine Funktion g, fiir die es eine Umgebung U von a in [ gibt derart, dass g
in U definiert ist und lim,_, ( f(x) — g(x)) = 0 gilt, wobei man bestrebt ist, g mog-
lichst einfach zu wihlen. (Genauer spricht man hier von einer additiven Asymptote.
Fiir eine multiplikative Asymptote g gilt definitionsgemif lim,_,, f(x)/g(x) = 1,
wobei noch g(x) # 0 fiir x € U vorauszusetzen ist.)

(3) Man untersucht das Wachstumsverhalten von f und insbesondere die lokalen Extre-
ma bzw. allgemeiner die stationdren Punkte, d. h. die Punkte, in denen f’ verschwin-
det.

(4) Man bestimmt Teilintervalle von 7, in denen f konvex bzw. konkav ist, und
insbesondere die Wendepunkte von f. Hierfiir ist das Vorzeichen der zweiten Ab-
leitung f” von f entscheidend. In den Wendepunkten bestimmt man jeweils die
Wendetangenten. &
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a c d b

Abb.2.29 Wahl der Vergleichspunkte beim Goldenen Schnitt

Beispiel 2.5.10 (Verfahren des Goldenen Schnitts) Besitzt die streng konvexe Funkti-
on f:[a,b] — R im Punkt x( € [a, b] ein lokales Minimum, so ist dies sogar ein globales
Minimum von f und f in [a, x| streng monoton fallend und in [xy, ] streng monoton
wachsend, vgl. Aufg. 2.5.11. Zur Approximation der Extremstelle x, benutzt man héu-
fig das folgende Verfahren, das dem Intervallhalbierungsverfahren zur Bestimmung einer
Nullstelle d@hnlich ist.

Wir betrachten allgemeiner eine Funktion f:[a,b] — R, die nicht notwendig konvex
sein muss, aber in x( € [a, b] ein (globales) Minimum besitzt mit der Eigenschaft, dass f
in [a, x¢] streng monoton fallend und in [xo, b] streng monoton wachsend ist. Sind dann
¢,d € la,b[ zwei Punkte mit ¢ < d, so gilt offenbar:

(D) Ist f(c) < f(d),soistxg € [a,d]. 2)Ist f(c) > f(d),soist xy € [c, b].

Wihlt man also ¢ und d := a + b — ¢ nahe der Intervallmitte (a¢ 4+ b)/2, so hat sich die
Linge d —a = b—c des Intervalls, das die gesuchte Stelle x, enthilt, nahezu halbiert. Dies
erfordert aber bei jedem Schritt die Bestimmung zweier neuer Werte von f. Man versucht
daher, beim nichsten Schritt (mit den Intervallgrenzen a’, b’ und den Vergleichspunkten
¢’,d’) den Punkt ¢ € |a,d[im Fall (1) bzw. den Punkt d € ]c, b[ im Fall (2) wieder als
einen der Vergleichspunkte zu benutzen, vgl. Abb. 2.29. Soll dann eine dhnliche Situation
vorliegen wie zuvor, muss

d—a c¢c—a b—d
b—a d—-a d-a
gelten. Dies ergibt bei [a, b] = [0, 1] fiir d die Zahl
5—-1 5+1
§i=b—-1=0d"= «/—2 = f2+ —1=0,6180339887498948...

mit 6% 4+ 8 = 1 (wobei ® = § + 1 = §~! die Zahl des Goldenen Schnitts mit &> — ® = 1
ist) und allgemein die Teilpunkte

c=8a+ (1-8b, d=(1-238)a+ db.

Insbesondere erhilt man folgenden Algorithmus zur Approximation von xy: Man setzt
ap=a, by=>b, co=b-8b—-a), dy=a+b—co, g = flco), ho= f(do):
A1 = Ap, byyy = dy, dny1 = oy Cugt = Apy1 + byt — dygrs

gnr1 = f(Cny1)s hny1 = g, falls g, < hy; bzw.

An1 = Cny byt = by, Cpp1 = dy, dyp1t = ng1 + bugt — Cpy,
Zni1 = hy, hyy1 = f(dyy1) sonst.



2.5 Konvexe und konkave Funktionen 169

Dann definiert [a,, b,], n € N, eine Intervallschachtelung fiir die Stelle xy mit b, — a,, =
(by — ap)é". Die Berechnung zweier neuer Funktionswerte reduziert die Intervalllinge
also auf das §2-fache, 62 = 1 —§ =~ 0,3820, statt auf die Hilfte wie beim naiven Vorgehen.

Beim Implementieren ist zu beachten, dass § als irrationale Zahl nicht direkt einge-
geben werden kann. Wihlt man als Approximation fiir § den Quotienten F,,/F,, .| der
beiden Fibonacci-Zahlen F,, und F,,; (vgl. [14], Aufg. 3.3.13), so ist im angegebenen
Algorithmus

Frit1-n(bo —
b —a, = mrinBo—a0)

Fm+1

Fin—n(bo — ao)

Fm+l
fiir alle n < m — 2 (Induktion) und damit b, » — a,,_» = 2(bg — ag)/Fu+1- Will man
diesen Algorithmus bis zur Bestimmung von a,, und b,, ausfiihren (wofiir n + 1 Funkti-
onswerte von f berechnet werden miissen, falls n > 0 ist), so wihlt man m = n + 2 und
ersetzt § durch F,,1,/F, 3. Dann liegt xo im Intervall [a,, b,] der Linge

2(bo — ap)

: ~ (by — ag)8"2(5 — 2/5) = (by — ag)8" - 1,0557 . . .,
n+3

was wenig schlechter ist als der obige Wert (by — ag)é”.

Beispielsweise soll die Geschwindigkeit eines Autos bestimmt werden, fiir die der
Treibstoffverbrauch am geringsten ist.!® Der vorgegebene Geschwindigkeitsbereich er-
strecke sich von 50 bis 150 km/h, und fiir die gesuchte Geschwindigkeit sei ein Intervall
der Linge < 5km/h zugelassen. Dann ist n so zu wihlen, dass F,;3 > 200/5 = 40
ist. Wegen Fg = 34 und F;y = 55 ergibt sich n = 7 als minimaler Wert. Nach dem
Messen des Treibstoffverbrauchs fiir ¢ = (150 — % - 100) km/h ~ 88,2km/h und
dy = (200 — ¢p) km/h = 111,8km/h hat man noch 6 weitere Messungen auszufiih-
ren und erhilt dann die optimale Geschwindigkeit in einem Intervall [a7, b;] der Lange
(200/55) km/h & 3,64 km/h. <&

Aufgaben

Aufgabe 2.5.1
a) Man diskutiere die folgenden reellen Funktionen im Sinne von Beispiel 2.5.9, wobei
man zunéchst einen natiirlichen Definitionsbereich zu bestimmen hat:

1 x  3x—4 x?-2x—-15 ax—l—b'
I+x27 14x2 x42 (x =52~ x’
—1
;C—_H; Jx+1)2=Jx =% (x—c)(d —x)" aufe,d], ¢ < d;

e_"z; e_l/"z; x%ebx: nxe_”"2; (x? —1)e™; 1/(x5(e”/x—l));

2
xx; xl/x; xl/x X

;o x"(Inx)™, (sinax)/x; e sinx; e cos x.

Dabei seien a, b € R* und n, m € Z Konstanten.

18 Wir nehmen an, dass der Verbrauch eine konvexe Funktion der Geschwindigkeit ist.
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b) Fiira,b € RY ist die Funktion f(x) := (a* + b*)V/* auf R’} streng monoton fallend
und streng konvex.

¢) Man skizziere die Graphen der Funktionen 2x, 3x, 2*, 3* in ein und dasselbe Koordi-
natensystem. (Insbesondere achte man auf den Verlauf in der Nihe von xo = 1.)

Aufgabe 2.5.2 Man beweise folgende Ungleichungen.
a) Fir p,g > 1mitl/p+1/g = 1undalle x,y > 0 gilt

1 1
ln(i + Z) >—Inx+ —1Iny, xl/pyl/q < ad + Z
p 9 p q P 9
(In ist konkav! Man vgl. auch Beispiel 2.5.6.)

b) Fiir positive Zahlen x, y, a, b zeige man (durch Betrachten der Funktion x In x):

X y X+y
xIn—4+yln=>(x+y)ln .
g Py = Enhos

¢) Fir0<r < %71 giltt < %71 sint.

Aufgabe 2.5.3 Fiir positive Zahlen x, ..., x,, die nicht alle gleich sind, und m € R,

m > 1, gilt
XX faf
n n '

Aufgabe 2.5.4 Die Funktion f:[0,h] — R sei konvex mit f(0) = 0. Dann ist die
Funktion x — f(x)/x auf]0, b] monoton wachsend.

Aufgabe 2.5.5 (Logarithmische Konvexitit)

a) Sei f:1 — R eine Funktion auf dem Intervall / mit Werten in R . Ist In f* konvex,
so auch f. (Ist In f konvex, so heiit f logarithmisch konvex.)

b) Fiira,b € RY ist die Funktion f(x) := (a* +bY)l/x auf R (streng) monoton fallend
und (streng) logarithmisch konvex.

Aufgabe 2.5.6

a) Jede nach oben beschriinkte konvexe Funktion f:[a,co[ — R ist monoton fallend,
jede nach unten beschriinkte konkave Funktion f: [a, oo[ — R ist monoton wachsend.

b) Die Funktion f:R — R sei konvex (bzw. konkav), aber nicht konstant. Dann ist f
nicht nach oben (bzw. nicht nach unten) beschrinkt.

Aufgabe 2.5.7 Jede konvexe oder konkave Funktion auf einem offenen Intervall ist stetig,
vgl. Abb. 2.30.
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Abb. 2.30 Stetigkeit konvexer
Funktionen

Aufgabe 2.5.8 Jede differenzierbare konvexe oder konkave Funktion ist stetig differen-
zierbar.

Aufgabe 2.5.9 Sei f:I — R eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall /. Fiir
a € I bezeichne t,: I — R die Funktion der Tangente an den Graphen von f im Punkte
(a, f(a)). Es ist also #,(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Genau dann ist f konvex (bzw.
konkav), wenn fiiralle a € [ gilt?, < f,d.h.#7,(x) < f(x) firalle x € I (bzw. f <t,,
d.h. f(x) < t,(x) fiir alle x € ). Genau dann ist f strikt konvex (bzw. strikt konkav),
wenn dabei das Gleichheitszeichen jeweils nur fiir x = a gilt. (Im konvexen und konkaven
Fall sind die Tangenten also Stiitzgeraden an den Graphen von f, vgl. Abb. 2.31 und die
folgende Aufgabe.)

Aufgabe 2.5.10 Sei f: I — R eine konvexe Funktion auf dem Intervall I = ]c,d[ C R.

a) Fir jedes a € I sind die Beschrankungen f|]c,a] und f|[a,d] in a differenzierbar.
Wir bezeichnen die beiden Ableitungen in a mit f'(a—) bzw. f’(a+) und nennen sie
die linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung von f in a.

b) Fira,b € l,a <b,gilt f'(a—) < f'(a+) < f'(b—) < f'(b+). Die Funktion f ist
in allen Punkten von I mit hochstens abzihlbar vielen Ausnahmen differenzierbar.

c¢) Eine lineare Funktion 4:x — B + ax, o, B € R, definiert eine Stiitzgerade an den
Graphen einer Funktion g: / — R im Punkt (a, g(a)) € I'(g), wenn h(a) = g(a)
ist und der Graph von g ganz oberhalb oder ganz unterhalb des Graphen von / liegt,
vgl. Abb. 2.32. Man zeige fiir die konvexe Funktion f: Die Stiitzgeraden fiir f in
(a. f(a)), a € I, werden genau durch die Funktionen /,: x + f(a) + a(x — a) mit
f(a—) < a < f'(a+) definiert.

d) Man formuliere entsprechende Aussagen fiir konkave Funktionen / — R.

konvex t)
(a.f(@)
(a,f()

t konkav
a

Abb. 2.31 Stiitzgeraden an I'(f)
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Abb. 2.32 Stiitzgeraden im f f
Punkt (a,
unkt (a, £(a)) .
he fla-) <a< f'(a+)

/
(a,f(@) ~hfla-

Aufgabe 2.5.11 Eine konvexe Funktion f:/ — R auf dem offenen Intervall I besitzt
kein isoliertes lokales Maximum und hochstens ein isoliertes lokales Minimum. Existiert
ein lokales Minimum, so ist es bereits ein globales Minimum von f. Man formuliere eine
entsprechende Aussage fiir konkave Funktionen.

Aufgabe 2.5.12 Sei V ein normierter R-Vektorraum, dessen Norm nur endliche Werte
annimmt (so dass die Skalarmultiplikation R x V' — V stetig ist).

a) Sei B eine konvexe Teilmenge von V und A C B abgeschlossen in B. Genau dann
ist A konvex, wenn A mit je zwei Punkten x, y auch den Mittelpunkt %(x + y) der
Strecke [x, y] enthilt. (Erfiillt A die Mittelpunktsbedingung, so liegen mit x, y alle
Punkte rx + (1 —r)y mitr = k/2",0 <k <2",v e N,in A.)

b) Ist f:1 — R eine stetige Funktion auf dem Intervall / C R, so ist f genau dann
konvex (bzw. konkav), wenn fiir alle a, b € I gilt:

f@+b)/2) = (f@+ f)/2 (bzw. f((a+b)/2)=(f(a)+ f(]))/2).

Sind diese Ungleichungen bei a # b stets echt, so ist f streng konvex (bzw. streng
konkav). (Beispielsweise folgt so die strenge Konvexitit der Exponentialfunktion e*
bereits aus der Ungleichung vcd < %(c + d) fir c,d € RX, ¢ # d. Dieselbe
Idee liegt dem Beweis der allgemeinen Ungleichung vom arithmetischen und geome-
trischen Mittel in [14], Lemma 3.10.7 zu Grunde. — Wir erwihnen ferner den folgen-
den Satz von Jensen: Ist f:1 — R auf dem offenen Intervall I lokal nach oben
(bzw. lokal nach unten) beschrdnkt und gilt f(%(a + b)) < %(f(a) + f(b)) (bzw.
f(%(a + b)) > %(f(a) + f(b)))ﬁir alle a,b € 1, so ist f stetig und damit konvex
(bzw. konkav). Hierzu und zu weiteren Kommentaren siehe [12], 14.C, Aufg. 13 und
die sich daran anschlieenden Bemerkungen.)

Aufgabe 2.5.13 Der Sicherheitsabstand zweier Autos sei eine monoton wachsende und
streng konvexe differenzierbare Funktion f(v) ihrer gemeinsamen Geschwindigkeit v mit

£(0) > 0.

a) Die Verkehrsdichte, d. h. die Anzahl der Autos in einer Kolonne mit der Geschwindig-
keit v, die einen bestimmten Stralenabschnitt in der Zeiteinheit passieren, ist D(v) :=
v/ f(v). Sie ist stets beschrénkt.
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Abb.2.33 Geschwindigkeit v i f
mit maximaler Verkehrsdichte
S o)

b) Entweder ist D(v) streng monoton wachsend oder aber es gibt genau eine Geschwin-
digkeit vy, fiir die D(v) maximal ist. Im letzteren Fall ist vy durch die Gleichung
f'(vo) = f(vo)/vo = 1/D(vy) charakterisiert, vgl. Abb. 2.33. Er tritt sicher dann
ein, wenn f’ unbeschrinkt ist.

¢) Bei einer Bremsverzogerung b, einer Geschwindigkeit v und der Reaktionszeit ¢, ist
der Bremsweg vt, + v2/2b. Rechnet man als Sicherheitsabstand den Ruheabstand a,
vermehrt um das g-fache des Bremsweges, so ergibt sich f(v) = a + ¢ (vt, +v?/2b).
Dann wird D(v) maximal fiir vo = /2ab/q mit D(vo) = 1/(y/2aq/b + qt,).
(Realistisch sind etwa folgende Werte: b = 6m/ sec’, a = 10m, 1, = 1 sec, q =
0,3...0,5(7). Bei g = 1, womit man — zumindest im Stadtverkehr — verniinftigerweise
rechnen sollte, ist vy = 3,64/120km/h ~ 40 km/h; bei @ = 6 m (kiirzere Fahrzeuge)
und ¢ = 1 ist vy = 21,64/2km/h &~ 30km/h.) Fiir f(v) := a coshbv mit positiven
Konstanten a, b ist vy durch die Gleichung bvy = coth by, bestimmt, also vy = xo/b,
wo xo = 1,199678 ... die positive Losung von x = coth x ist, vgl. Aufg. 2.6.2b).

2.6 Das Newton-Verfahren

Ein besonders schnelles Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen reellwertiger diffe-
renzierbarer Funktionen auf Intervallen in R ist das sogenannte Newton-Verfahren. Im
folgenden Satz beschrinken wir uns auf eine von vier typischen Situationen, bei denen
das Newton-Verfahren anwendbar ist, vgl. die Bemerkungen im Anschluss an den Be-
weis.

Satz 2.6.1 (Newton-Verfahren) Die Funktion f:[a,b] — R sei differenzierbar und
konvex mit f(a) <0 < f(b). Ferner sei xg € [a,b] und f(xo) > 0. Dann wird durch

)
I

rekursiv eine monoton fallende Folge in [a, b] definiert, die gegen die einzige Nullstelle c

von f in [a, b] konvergiert, vgl. Abb. 2.34. Dabei gelten folgende Fehlerabschditzungen:

Xn+l = Xn €N,

(1) Ist f'(a) > 0, so gilt

~
~

(xn)
(a)’

(Xn

7o) neN,

0<x,—c=

=

~
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Abb. 2.34 Konstruktion
der Folge (x,) des Newton-

Verfahrens (Xn, f(xn))

(xn+1 ,f(xn+l))

L_f/'xn+2 Xn+l Xn b

(2) Ist f zweimal differenzierbar und ist f'(a) > 0, so gilt

I/ I/l
= (xn—l - xn)2 S o

0=%=C= 5 =2/

(xp_1 —¢)*, neN*

Falls die Tschebyschew-Norm || f"|| = || /" |lja.5) = Sup {f”(x) | x € [a,b]} < o0
ist, herrscht also quadratische Konvergenz.

Beweis Nach dem Zwischenwertsatz hat f eine Nullstelle ¢ in ]a, b[, und nach dem Mit-
telwertsatz 2.3.4 existiert eine Stelle d € Ja,c[ mit f'(d) = (f(c) — f(a))/(c —a) =
—f(a)/(c —a) > 0. Da f’ wegen der Konvexitit von f monoton wichst, ist somit
f'(x) = s := f'(d) > 0 fiir alle x € [d, b]. Es folgt, dass f in [d, b] streng monoton
wachsend ist. Insbesondere kann f dort auBer ¢ keine weitere Nullstelle besitzen. Hétte
fin [a, d] eine weitere Nullstelle ¢’, so lieferten die vorstehenden Uberlegungen mit ¢’
statt ¢ einen Widerspruch zur Existenz der weiteren Nullstelle ¢ > ¢’. Insbesondere ist
f(x) > 0firx > cund f(x) <0 fiirx <c.

Durch Induktion iiber n zeigen wir nun ¢ < x,4; < x, fiir alle n € N, wobei der
Induktionsanfang n = 0 gleich mitbehandelt wird. Nach Definition ist x,,;; die Nullstelle
der Tangente x — f(x,)+ f’(x,)(x —Xx,) an den Graphen von f im Punkte (x,,, f (xn)),
und nach Induktionsvoraussetzung iiber x,, bzw. nach Wahl von x; ist ¢ < x,, und somit
f(x,) = 0und f'(x,) > s. Zunichst folgt

£n)
T =

Xn+1 = Xp —

Da die Tangente an I'y im Punkt (xn, f (x,,)) wegen der Konvexitit von f unterhalb von
I’y verlduft (vgl. Aufg. 2.5.9), ist ferner f(x,11) > 0, also x,4; > c. Die beschrinkte
monoton fallende Folge (x,) ist konvergent mit einem Grenzwert ¢ > ¢. Da f’ monoton
wachsend ist, ist auch die Folge ( f’(x,)) monoton fallend und daher konvergent mit einem
Grenzwert > s > 0. Nun folgt aus x,,; = x, — f(x,)/f'(x,) durch Ubergang zu den
Limiten ¢ =7 — f(¢)/lim f'(x,), woraus sich f(¢) = 0, also ¢ = ¢ ergibt.'

19 Ubrigens ist lim f'(x,) = f'(c), da f’ stetig ist, vgl. Aufg. 2.5.8.
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Abb. 2.35 Situationen, in denen das Newton-Verfahren anwendbar ist

Die erste Fehlerabschitzung erhilt man aus dem Mittelwertsatz wegen

f(xn) = fxn) = fle) = flen)(xy —c) = fle)(xp —¢) = fl(a)(x, —¢)

mit einem ¢, € [c, x,]. Zum Beweis der zweiten Fehlerabschitzung verwenden wir die
Taylor-Formel 2.8.4. Danach gibt es ein 71, € [x,, x,_1] mit

f(-xn) = f(-xnfl) + f/(-xnfl)(-xn - -xnfl) + f//(nn)(xn - x"71)2/2
= f" (1) (xn — xn—l)z/za

da f(x,_1) + f'(x,_1)(x, — x,_1) nach Definition der Folge (x,) gleich 0 ist. Setzt man
dieses Ergebnis in der Fehlerabschitzung (1) ein, so erhélt man (2). O

AuBer in der in Satz 2.6.1 beschriebenen Situation:
(1) f istkonvex mit f(a) <0 < f(b), und fiir den Startwert x¢ gilt f(x¢) > 0;
gilt eine dazu analoge Aussage in folgenden Situationen, vgl. Abb. 2.35:

(2) f istkonvex mit f(a) > 0 > f(b), und fiir den Startwert x¢ gilt f(x¢) > 0;
(3) f istkonkav mit f(a) > 0> f(b), und fiir den Startwert x, gilt f(x¢) < 0;
(4) f istkonkav mit f(a) <0 < f(b), und fiir den Startwert x gilt f(xo) < 0.

Man fiihrt (3) auf (1) und (4) auf (2) zuriick, indem man — f statt f betrachtet; in der
Situation (2) schlieBlich ergibt sich die Aussage, indem man am Mittelpunkt des Intervalls
[a, b] spiegelt, d.h. statt f die Funktion f (%(a +b)— x) auf [a, b] betrachtet.

Ist f zweimal in [a, b] differenzierbar, hat die zweite Ableitung f” dort keine Null-
stelle und ist f(a) f(b) < 0, so liegt eine der vier angegebenen Situationen vor. Den
Startwert xo hat man dann so zu wihlen, dass f(xg) f”(xo) > 0 ist. Ist also f” in einer
Umgebung der gesuchten Nullstelle ¢ von f ungleich 0, so ldsst sich ¢ stets mit dem
Newton-Verfahren bestimmen, falls der Startwert x, geniigend nahe an ¢ gewihlt wird.
Liegt dabei x( noch nicht auf der richtigen Seite von c, so gilt dies jedoch fiir x;, wie der
Leser unmittelbar bestitigt. Ferner sei noch bemerkt, dass sich das Newton-Verfahren oh-
ne Konvexititsbedingungen stets in einer hinreichend kleinen Umgebung der gesuchten
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Abb. 2.36 Situationen, in denen das Newton-Verfahren nicht anwendbar ist

Nullstelle ¢ zu deren Bestimmung verwenden lisst, wenn dort die Ableitung f’ von f
nirgends verschwindet und f” existiert und beschrénkt ist. Es ist ndmlich ¢ Fixpunkt der
Funktion g: x > x — f(x)/f"(x). Wegen g'(x) = f(x)f”(x)/(f’(x))z, also g’(¢) = 0,
gibtes ein L < 1 und ein Intervall J = [¢ —6,¢ 4+ 6], § > 0, mit |g'(x)] < L fiir alle
x € J.Dann wird J von g in sich abgebildet, da

lg(x) —c| =]g(x) =gl = [g'M]]|x —c| < Llx —¢|

ist. Ferner ist g kontrahierend, so dass die Newton-Folge x,,1; = g(x,),n € N, nach dem
Banachschen Fixpunktsatz, vgl. [14], Satz 3.8.20, gegen einen Fixpunkt von g konvergiert.
Diese Argumentation gilt analog auch im Komplexen (etwa) fiir einen Kreis B(c; §) um
eine Nullstelle ¢ € C von f und zeigt, dass das Newton-Verfahren auch fiir komplex-dif-
ferenzierbare (d. h. komplex-analytische) Funktionen benutzt werden kann. Zu weiteren
Verallgemeinerungen des Newton-Verfahrens, insbesondere auf Abbildungen mehrerer
Verinderlicher, verweisen wir auf Bd. 5 (iiber Analysis mehrerer Veridnderlicher).

Man geht zur Bestimmung einer Nullstelle ¢ von f héufig so vor, dass man sich ¢

zunichst mit einer naiven Methode, etwa der Intervallhalbierungsmethode oder der Re-
gula falsi (vgl. [14], Beispiel 3.8.26 und Aufg. 2.6.12 zum vorliegenden Abschnitt), grob
nihert und dann die Approximation mit dem Newton-Verfahren fortsetzt. Da man jeden
Wert in der Nihe von x, als neuen Startwert auffassen kann, spielen Rundungsfehler im
Allgemeinen beim Newton-Verfahren keine entscheidende Rolle. Man sagt, das Verfah-
ren sei selbstkorrigierend. Natiirlich gibt es Situationen, in denen die Newton-Folge (x,,)
nicht definiert ist oder nicht konvergiert, wie die Beispiele in Abb. 2.36 zeigen.
Beispiel 2.6.2 Wendet man das Newton-Verfahren auf die Funktion f:x + x* —a mit
einer natiirlichen Zahl k > 2 und a > 0 an, so erhilt man das Verfahren des Babylo-
nischen Wurzelziehens aus Beispiel 3.3.7 in [14]. Die Funktion f ist ndmlich konvex
wegen f”(x) = k(k —1)x¥=2 > 0,und es ist £(0) = —a < 0, f(b) > O fiir hinreichend
groBe b. Mit einem beliebigen Startwert x, > 0 wird dann die Newton-Folge durch

S(xn) -x,]f —a 1 a
Xp+1 = Xy — f/(xn) = Xp — kx571 = Z((k - l)xn + ?)
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gegeben. Es liegt die Situation von Satz 2.6.1 vor, wobei jedenfalls x; groBer-gleich der
Nullstelle £/a von f ist. Die Fehlerabschitzung (1) ergibt fiir n > 1

0<x,—¥a<xrk-a)/k(¥a) ",
und die Fehlerabschitzung (2) liefert fiirn > 2

0 <x, — Va < (k—Dx{ (5,1 — %) [2(Va) . o

Aufgaben

Aufgabe 2.6.1 Ein Leser mit Programmierkenntnissen schreibe ein Computer-Programm,
das die Nullstelle einer Funktion mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmt. Die Werte
der Funktion bzw. ihrer Ableitung sollen jeweils durch ein Unterprogramm berechnet
werden. Das Ende der Rechnung bestimme man zu vorgegebenem ¢ > 0 durch die
Bedingung | x4+ — x,| < & oder besser durch die relative Bedingung |x,,+1 — x,,| < &|x,].

Aufgabe 2.6.2

a) Man untersuche das Konvexititsverhalten der Funktionen x> —3x + 1, x2 —2x — 5
und e* + x — 2 auf R sowie der Funktionen In x — (x — 2)? auf R’ und x — tan x auf
1@k — 1) /2,(2k + 1)x/2[, k = 1,2,3... Dann berechne man ihre Nullstellen mit
Hilfe des Newton-Verfahrens.

b) Man bestimme mit dem Newton-Verfahren die Nullstellen x = x () der Funktionen
t + cotht — at auf R bzw. t + cot? — at auf ]0, 7| fiir einige exemplarische
Werte von o € R bzw. o € R, insbesondere fiir @ = 1. Die beiden Funktionen o
x(cr) sind auf R% bzw. R analytisch und besitzen fiir grofe « jeweils Darstellungen
der Form f(1/+/a) mit konvergenten Potenzreihen f. Im zweiten Fall besitzt die
Funktion x () fiir kleine o (d.h. fiir @ — —o0) eine Darstellung x () = g(1/«)
mit einer konvergenten Potenzreihe g. Man bestimme diese drei Potenzreihen bis zur
Ordnung 5 einschlieBlich. Wie verhilt sich x () im ersten Fall fiir « — 0+?

Aufgabe 2.6.3 Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 2.6.1. Man
beweise fiir n € N* die Fehlerabschitzung

0<x,—c= 7”fﬁ||[c'x”"] (Xp1 —0)?
— n n— ’

= 21 (xp1)

die die Abschitzung in Satz 2.6.1(2) verbessert. (Die Taylor-Formel liefert ein & in

[C,Xn,ﬂ mit 0 = f(C) = f(xnfl) + f/(xnfl)(c - -xnfl) + %f//(‘g)(c - xn71)2~)
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Aufgabe 2.6.4 Sei a € RZ. Den natiirlichen Logarithmus Ina berechne man mit Hil-
fe des Newton-Verfahrens als Nullstelle der konvexen Funktion x +— e* — a mit dem
Startwert xo = 0. Fiir n > 2 gelten die Fehlerabschitzungen

a—1

1
0<ux,—1Ina < (xXp —xp_1)?, 0<x,—Ina < E(xn_l—lna)z.

2a

(Fiir die zweite Abschidtzung benutze man Aufg. 2.6.3.)

Aufgabe 2.6.5 Der jihrliche Zinssatz einer Bank betrage p > 0. Bei einem Kredit vom
Betrag K > 0 sei die jahrliche Riickzahlung R = rK,, r > 0.

a) Nach m Jahren, m € N, betragen die Schulden noch KO((I +p)"(p—r)+ r)/p.

b) Sei m € N* mit mr > 1. Die Funktion f:x — (1 + x)"(x — r) + r auf [—1, oo[
besitzt genau zwei Nullstellen, ndmlich 0 und py mit 0 < py < r. Ferner gibt es
Stellen x; > Ound x; > —1 mit x, < x; < pg derart, dass f in [—1, x;] monoton fallt
und in [x;, co[ monoton steigt sowie in [—1, x;] konkav und in [x;, oo[ konvex ist.

¢) Man verwende das Newton-Verfahren mit dem Startwert xo = r, um den Zinssatz pg
bis auf einen Fehler < 10~° zu berechnen, wenn der Kredit K, = 15.000 bei einer
jédhrlichen Rate R = 2000 nach genau 10 Jahren getilgt ist.

d) Man behandle das vorstehende Kreditproblem unter der Voraussetzung, dass Verzin-
sung und Tilgung kontinuierlich erfolgen. Die Schuldenfunktion K(¢) erfiillt dann die
(lineare) Differenzialgleichung K = pK —R = pK —rK, mit der Anfangsbedingung
K(0) = Kj und der leicht zu findenden Losung K(¢) = K (el” (p—r)+ r)/p. Ferner
betrachte man die Fille, dass die Tilgung (im diskreten Fall) erst nach my > 1 Jahren
bzw. (im kontinuierlichen Fall) erst zum Zeitpunkt 7y > 0 beginnt.

Aufgabe 2.6.6 Sei p € ]0, %[. Die Funktion f:R% — R mit f(x) := (1 + (1/x))x+p
hat genau eine lokale Extremstelle x,, und zwar nimmt sie dort ihr globales Minimum
an. Die Funktion p +— x, ist eine bijektive streng monoton wachsende und beliebig oft
differenzierbare Funktion |0, %[ —> 10, oo[. Dazu betrachte man die Umkehrfunktion
p = g(xp) = x,(x, + 1) 1In (1 + (1/x,)) — x,. Ferner zeige man, dass g streng konkav
ist, und berechne x, mit dem Newton-Verfahren bis auf einen Fehler < 107° als Nullstelle
vong(x)—pfirp=005-k,k=1,...,9.

Aufgabe 2.6.7 Fiirn € N* sei g,: R — R die Funktion

2 n
x x
gn(X)=1+x+—+-+—,
2 n
die durch Stutzen der Potenzreihenentwicklung von 1 + In(1 — x) um O gewonnen wird.
Esist g, (x) = (x" —1)/(x — 1).
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a) Sei n ungerade. Dann ist die Funktion g, streng monoton wachsend und besitzt genau
eine Nullstelle x,. Dafiir gilt -2 < x, < —1 und x,, < x,,4, bei n > 5. (Es ist dann
namlich g,(—(n+2)/(n+1)) > 0, also x, < —(n+2)/(n + 1), woraus g, 42(x,) =
x! T (1/(n 4+ 1) + x,/(n 4 2)) < 0 folgt.) Die Folge (x2,,+1) konvergiert also. Man
zeige: limxy, 41 = —1. (Esist 0 < gop11(x) < 1/2 fiir alle x € ]xp41, —1[ und
alle m > 1. Wire x5,,11 < —(1 + ¢) fiir alle m mit einem & > 0, so wire nach dem
Mittelwertsatz g, (xzmH + (¢/ 2)) unbeschrinkt.)

b) Bei geradem n besitzt g, genau eine lokale Extremstelle, und zwar im Punkt x =
—1. Dabei handelt es sich um ein globales Minimum; g, besitzt bei geradem n keine
Nullstelle.

c) Bei geradem n ist g, konvex.

d) Beiungerademn > 3 gibtes ein w, mit —1 < w, < 0, so dass g, in ]—o0, w,] konkav
und in [w,, co[ konvex ist.

e) Fiirn = 3,5,7, 9 berechne man Xx,, aus Teil a) (bzw. w,, aus Teil d)) mit dem Newton-
Verfahren bis auf einen Fehler < 107°.

Aufgabe 2.6.8 Fiirn € N* sei g,: R — R die gestutzte Exponentialreihe

2 X"

gn(x) = 1+1'+§+ +—

a) Bei geradem n hat g, keine Nullstelle. (Man diskutiere die Funktion g, (x)e™ oder
beachte einfach, dass g/, = g,—; in jeder Nullstelle negativ wire.)

b) Beiungerademn ist g, streng monoton wachsend und besitzt genau eine Nullstelle x,,.
Esist —n < x, < —1 und x,,1» < Xx,,. AuBerdem ist lim x,,,.; = —o0. (Man beachte
lim, o gn(x) = €*.)

c) Bei geradem n ist g, konvex.

d) Beiungerademn > 3ist g, in |—o00, x,,_;] konkav und in [x,_,, co[ konvex.

e) Man berechne die x, aus Teil b) mit dem Newton-Verfahren (Startwert z. B. gleich
—n) bis auf einen Fehler < 107 fiirn = 3,5,7,9.

Aufgabe 2.6.9 Seix € R, 0 < o < 1, fest. Fiir jedes n € N sei g,: R — R die Funktion

2 x"

gn(x) =1+ '+—+ +——ae

1!

a) Fiir jedes n hat g, genau eine positive Nullstelle x,. (In jeder positiven Nullstelle von
gy ist die Ableitung g, = g,—1 = g, — X" /n! negativ. Dabei sei g_; := —ae*.) Es ist
X, < Xpo1undlimx, = oco.

b) Bei geradem n hat g, keine negative Nullstelle. (Man schlieBe im Intervall ]—oo, 0]
wie bei Aufg. 2.6.8 a).) Fiir jedes ungerade 7 ist g,, in |—00, 0] streng monoton steigend
und besitzt genau eine negative Nullstelle y,. Esist y,1, < y, und lim y;,, 4| = —o0.
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Abb. 2.37 Kombination von
Regula falsi und Newton-
Verfahren

Abb. 2.38 Vereinfachtes
Newton-Verfahren

c) Bei ungeradem n besitzt g, genau ein lokales Extremum, und zwar in x,_;. Dabei
handelt es sich um das globale Maximum von g,,.

d) Bei geradem n > 2 besitzt g, genau zwei lokale Extrema, und zwar ein lokales Mini-
mum in y,_; und ein lokales Maximum in x,,_;.

e) Bei ungeradem n > 3 ist g, in |]—o0, ¥,_,] konkav, in [y,_s, x,_»] konvex und in
[x,—2, 00| konkav. Fiir gerades n > 2 ist g, in |—00, x,,_,] konvex und in [x,_,, o[
konkav.

f) Man berechne mit dem Newton-Verfahren die Werte x,, aus Teil a) und bei ungeradem
n die Werte y, aus Teil b) fir 0 <» < 9und « = 0,01; 0,05; 0,1; 0,5.

Aufgabe 2.6.10 In jeder der im Anschluss an den Beweis von Satz 2.6.1 besprochenen
Situationen (1) bis (4) liefert die Folge (c, ), die gemif3 der Regula falsi aus Beispiel 3.8.26
in [14] konstruiert wird, zusammen mit der Newton-Folge (x,,) eine Intervallschachtelung
fiir die Nullstelle ¢ von f. Dabei wihle man den Startwert x, des Newton-Verfahrens
als einen der Randpunkte des Ausgangsintervalls fiir die Regula falsi, vgl. Abb. 2.37. (Um
sichere Abschitzungen fiir die Nullstellen zu bekommen, kombiniert man gern die Regula
falsi mit dem Newton-Verfahren.)

Aufgabe 2.6.11 (Vereinfachtes Newton-Verfahren) In jeder der Situationen (1) bis (4),
die im Anschluss an den Beweis von Satz 2.6.1 beschrieben wurden, konvergiert auch die
rekursiv definierte Folge (y,) mit yo = xound y, 1 = y,— f(¥»)/f’(yo) monoton gegen
die Nullstelle ¢ von f in [a, D], vgl. Abb. 2.38. (Dabei ist die Konvergenz im Allgemeinen
nur linear. Der Vorteil dieses sogenannten vereinfachten Newton-Verfahrens ist, dass
die Ableitung von f nur an der Stelle yy = x( berechnet zu werden braucht.)

Aufgabe 2.6.12 (Unkonditionierte Regula falsi) Sei f : [¢,b] — R eine zweimal
differenzierbare Funktion mit f(a) f(b) < 0. f’ habe keine Nullstelle in [a, b], und f”
sei dort beschriankt. Ferner sei ¢ die (einzige) Nullstelle von f in Ja, b[. Das Newton-
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Verfahren wihlt zu einer Approximation xo € [a, b] der Nullstelle ¢ die Nullstelle der
Tangente an den Graphen von f in (xo, f(x¢)) als Verbesserung. Hier sei dhnlich wie bei
der Regula falsi die Nullstelle x;, der Sekante durch zwei verschiedene Punkte (x¢, f(xo))
und (xy, f(x1)) des Graphen als Verbesserung gewihlt, x¢, x; € [a, b]. Die Vorzeichen
der beiden Werte f(x() und f(x;) brauchen nicht verschieden zu sein.?’ Dann gilt x, =

(x0.f(x1) = x1 f(x0))/(f(x1) = f(x0)) und (bei xo, x; # ¢)

 JE/ =0 = )/ Go=e) (o S©
F(x1) — f(xo) : ’ 2/7(§)

mit einem § € [a,b]. (Man benutze z.B. den Zweiten Mittelwertsatz 2.3.13 und die
Taylor-Formel 2.8.4 fiir n = 2.) Es ist also |x; — ¢| < Clx; — ¢||xo — ¢| mit einer Kon-
stanten C. Ist somit § := Max (|x1 —c|,|xo — c|) klein genug und insbesondere C§ < 1,
d.h. liegen die Anfangswerte x(, x; nahe genug an der gesuchten Nullstelle ¢, so ist die
Rekursion
Xpi1 = -xnflf(-xn) - xnf(-xnfl)’ n> 1,
SCen) = f(xn—1) -

wohldefiniert (Man stoppt, wenn f(x,) = 0 ist.) und liefert eine Folge (x,),eN in [a, b]
mit

Xy —

(x1—¢c)(xg—c)

1
v, —c| < CPomlghmn « c71e®™ | neN, &:=(C8VY,

die gegen die Nullstelle ¢ konvergiert. (Induktion iiber n. Die F,, sind die durch Fy = F; =
lundF,,, = F, 1 +F,, n € N, definierten Fibonacci-Zahlen.) Man spricht auch hier von
® = (1 + +/5)/2 als der Konvergenzordnung, obschon die Bedingung hierfiir nicht ganz
erfiillt ist. Man verfolge die Vorzeichen der Fehler x, — ¢ bei dieser unkonditionierten
Regula falsi in Abhéngigkeit von der Lage der Ausgangsndherungen xo, x; etwa in den
im Anschluss an den Beweis von Satz 2.6.1 angegebenen Fillen (1) bis (4).

2.7 Differenzieren von Funktionenfolgen

Sei I € R ein Intervall und V ein R-Banach-Raum. Eine (punktweise) konvergente Folge
differenzierbarer Funktionen f,: I — V, n € N, hat im Allgemeinen nicht wieder eine
differenzierbare Grenzfunktion. Diese braucht nicht einmal stetig zu sein. Liegt gleich-
miBige Konvergenz vor, so ist die Grenzfunktion nach Satz 1.1.4 zwar stetig, aber in der
Regel nicht differenzierbar. Selbst wenn die Grenzfunktion differenzierbar ist, besteht im
Allgemeinen noch kein Zusammenhang zwischen der Ableitung der Grenzfunktion und
der Folge f/:1 — V,n € N, der Ableitungen. So hat die wegen |(sinn’x)/n| < 1/n
auf R gleichmiBig gegen die Nullfunktion konvergierende Funktionenfolge (sinn’x)/n,
Zx,n > 1, als Folge der Ableitungen, die beispielsweise nicht in
0 (ja sogar in keinem Punkt von R) konvergiert. Es gilt aber:

n > 1, die Folge n cosn

20 Daher spricht man von der unkonditionierten Regula falsi.
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Satz 2.7.1 Sei V ein R- bzw. C-Banach-Raum und D C R ein Intervall in R bzw. ein
Gebiet in C. Die Folge f,: D — V, n € N, differenzierbarer Funktionen und der fest
gewdhlte Punkt xo € D mogen folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Folge f,(x0), n € N, konvergiert.
(2) Die Folge f,, n € N, der Ableitungen konvergiert lokal gleichmdfsig auf D.

Dann konvergiert die Folge f,, n € N, ebenfalls lokal gleichmdfig auf D, und die Grenz-
Sfunktion f =1im,_ . f,: D — V ist differenzierbar mit Ableitung f' = lim,_« f,.

Beweis Wir konnen zum Beweis annehmen, dass D beschriankt und konvex ist und dass
die Folge f,, n € N, auf D gleichmiflig konvergiert. Im reellen Fall ist das klar. Im
komplexen Fall ergibt sich dies aus folgender Uberlegung: Sei x € D beliebig. Dann
existieren endliche Folgen xo,...,x, € D und ry,...,r, € R} derart, dass §(x,-; ri) C
D,i =0,...,m,istund B(x;;7r;) N B(Xj11:7i41) # @,i = 0,...m — 1, sowie x €
B(xp; ) gilt.

Sei also D konvex und beschrinkt, und f,, n € N, auf D gleichmiBig konvergent.
Indem wir zur Folge ( fn — fn(xo)) ibergehen, konnen wir aulerdem annehmen, dass
Ju(xo) = Oist fiiralle n € N. Ferner sei L € R so gewihlt, dass |x — y| < L ist fiir alle
x,y € D. Wir zeigen zunichst, dass die Folge ( f,) gleichmiBig auf D konvergiert. Sei
dazu ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt ein ng € N mit || ;| — f,/|lp < ¢/L fiir alle n,m > n.
Dann gilt fiir ein beliebiges x € D und diese n, m nach dem allgemeinen Mittelwertsatz
2.3.7

1/a(x) = fn GO = 10 = f) (¥) = (o = Su) o) | = IS = ) (@1 x = xo
<TL=¢
L
wobei ¢ ein Punkt auf der Strecke [x, x] ist. Nach dem Cauchy-Kriterium folgt die gleich-

miBige Konvergenz von ( f,) gegen eine Grenzfunktion f.
Sei jetzt a € D beliebig. Dann gibt es stetige Funktionen r,, auf D mit r,(a) = 0 und

Ja(x¥) = ful@) + f(@)(x —a) + ru(x)(x —a).

Die r,(x) = (fu(x) — fu(a))/(x —a) — f,(a), x # a, konvergieren auf D — {a} gleich-
miBig gegen eine Funktion r. Nach dem Mittelwertsatz gilt namlich fiir ein vorgegebenes
e>0

7 () = rn | = (S = L) @N + L1,/ (@) = fp(@)]| < e
falls n, m hinreichend groB sind. Dabei ist ¢ ein Punkt auf der Strecke [a, x]. Nach Satz
1.1.4ist auch 7 := lim,_,, 1, stetig mit 7 (a) = 0, und es gilt

J() = f@) + (lim f/(@))(x —a)+rx)(x—a),

d.h. f istin a differenzierbar mit der Ableitung f'(a) = lim f, (a). |
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Als Spezialfall erhdlt man aus Satz 2.7.1 noch einmal die Aussage 2.1.13 iiber das
gliedweise Differenzieren einer konvergenten Potenzreihe, da die Reihen ) a,(x — a)"
und )" na,(x —a)"~! denselben Konvergenzradius haben und eine Potenzreihe in ihrem
Konvergenzkreis lokal gleichm@Big konvergiert.

Wir erinnern daran, dass komplex-differenzierbare Funktionen komplex-analytisch
sind, vgl. Bd. 5. In diesem Fall gilt der folgende Satz, der — wie die Beispiele am Anfang
dieses Abschnitts zeigen — kein Analogon im Reellen hat:

Satz 2.7.2 Sei V ein C-Banach-Raum und D C C eine offene Menge in C. Konvergiert
die Folge f,: D — V, n € N, holomorpher Funktionen lokal gleichmdpig auf D, so gilt
dies auch fiir die Folge f,, n € N, der Ableitungen. Die Grenzfunktion f = lim f, ist
ebenfalls komplex-analytisch, und es gilt f' = lim f,.

Beweis Dass f holomorph ist, wissen wir bereits aus Satz 1.3.10, vgl. auch Bemerkung
1.3.11. Die Gleichung lim f, = f’ folgt dann aus Satz 2.7.1. Wir haben also nur zu
zeigen, dass die Folge ( f;) lokal gleichmiBig konvergiert.

Sei xo € D, B(xo; R) € D eine kompakte Kreisscheibe in D mit R > 0und 0 < r <
R. Nach Satz 1.3.9 (und Bemerkung 1.3.11) konvergieren die Potenzreihenentwicklungen
() = 3 an (x — x0)* auf B(xo: R). Sei & > 0 vorgegeben und || f,,(x) — f(x)|| < &
fiir m,n > ngy auf E(xo; R). Die Cauchyschen Ungleichungen 1.2.9 liefern dann die
Abschitzungen ||@u; — anx| < &/RF. Fiir m,n > ng und |x — xo| < r folgt wegen
Yioktt =1/t =12 1] < 1,

_ ke ,_ &R
I/ (x) = £/ (O = Zk”amk — anll [x — xo[ " < Z ﬁrk b= (R——r)2
k>0 k>0
Dies ergibt die gleichmiBige Konvergenz von ( f;) auf B(xo; 7). O

Beispiel 2.7.3 Wir betrachten als Beispiel zu Satz 2.7.1 die Reihe

o0
cosnt
D
n=1

die auf dem Intervall [0, 27] wegen |[(cosnt)/n*|[jp2n) = 1/n* gleichmiBig konver-
giert und deshalb eine stetige Summe [ hat, die wir bestimmen wollen. Die gliedweise
differenzierte Reihe — ) - | (sinnt)/n konvergiert nach Satz 2.2.6 in jedem Intervall
[6,27 —¢], 0 < ¢ < 7, gleichmiBig gegen %(l — ). GemiB Satz 2.7.1 ist f daher im
offenen Intervall ]0, 25| differenzierbar mit der Ableitung f”(¢) = %(l — ). Dadies auch
die Ableitung von i(l — )2 ist, gibt es eine Konstante ¢ mit f(¢) = i(t — )% + ¢ fiir alle
t €10, 2x([. Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Gleichung auch noch in den Randpunkten O
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und 27 des Intervalls. Man erhilt

I

|

+
o

Nk

I
=
2

I

o

<1 T
— = £(0
;M f0) =7
und daraus durch Addition
72 A 2 7 c
2 _ = —_— = _— = — -,
cty ;(2;1)2 2;;12 s T2

also ¢ = —m%/12 und somit

2

cosnt 1 b4
2
E =—-(t—mn)"——, te€][0,2m].
! n? 4( ) 12 [ ]

Setzt man in dieser Formel 1 = 0, so bekommt man die Eulersche Formel

& 2

1
(@)= ="

n=1

die wir auch schon als Folgerung aus der Produktdarstellung des Sinus in Beispiel 1.1.10
erhalten haben. Zu Verallgemeinerungen sieche Aufg. 2.7.3 b) oder Beispiel 3.7.7. <

Die Sitze 2.7.1 und 2.7.2 lassen sich natiirlich auf summierbare Familien von Funktio-
nen iibertragen:

Satz 2.7.4 Sei V ein R- bzw. C-Banach-Raum und D C R ein Intervall in R bzw. ein
Gebiet in C. Die Familie f;: D — V, i € I, differenzierbarer Funktionen und der Punkt
Xo € D mogen folgende Voraussetzungen erfiillen:

(1) Die Summe )", f;(xo) existiert auf D.
(2) Die Familie f/, i € I, der Ableitungen ist lokal gleichmdifsig summierbar auf D.

Dann ist die Familie f;, i € I, ebenfalls lokal gleichmdifSig summierbar, und die Summe
f =", fi ist differenzierbar mit Ableitung f' =% ., fi.

Satz 2.7.5 Sei V ein C-Banach-Raum und D C C eine offene Menge in C. Die Familie
fi: D — V holomorpher Funktionen sei lokal gleichmdifig summierbar. Dann ist auch
die Familie f/, i € I, der Ableitungen lokal gleichmdf3ig summierbar auf D, und es gilt

PR

iel iel
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Beispiel 2.7.6 (WeierstraBsche g-Funktionen) Sei I' := {a + bi | a,b € Z} das
sogenannte Standardgitter in C. Auf dem Gebiet G := C — " C C sind die Familien
z > (z —w)™", w € T, holomorpher Funktionen bei n € N, n > 3, lokal gleichmiBig
summierbar (vgl. Aufg. 1.2.6). Fiir n > 3 sei

F,(z) : —Z(z o = ! —+G,u(z) mit G,(z):= Y % *:=T—{0}.

bl
—w n
wel’ wel™* )

Nach Satz 2.7.4 und wegen ((z —w) ") = —n(z —w)~"*D ist dann F, auf G komplex-

analytisch mit Ableitung F, = —nF,;;, n > 3. Da ferner
1 1
GZ(Z) = Z ((Z w)z E)
wel™*

fiir z = 0 die Summe 0 hat, gilt fiir die ebenfalls holomorphe Funktion

1 1 1 1
©(z) == F(z) := 2 + u;* (m - ﬁ) =a + Ga(2)

auf G — wiederum nach Satz 2.7.4 — analog o' = F; = —2F3.
Jedes w € T ist trivialerweise eine Periode der Funktionen F,, n > 3: Dies gilt auch
noch — was nicht ganz selbstverstiandlich ist — fiir die Funktion g:

@z +w) =p(z) firalleze Gundw eI

Beweis Es geniigt, die Behauptung fiir die w € I" mit w/2 ¢ T" zu zeigen. Sei w solch
ein Gitterpunkt. Wegen

d
E(KJ(Z +w) — p(2)) = =2(F(z + w) — F3(2)) =

ist p(z + w) — e(z) nach Korollar 2.3.6 auf G konstant. Fiir zy := —w/2 € G ist aber
(20 + w) = 9(z0) = o+ w/2) — p(—w/2) =0,
da g trivialerweise eine gerade Funktion ist: p(z) = gp(—z) fiiralle z € G. O

Zwischen der Funktion g = F, und ihrer Ableitung g’ = —2F; besteht ein einfacher
algebraischer Zusammenhang: In einer Umgebung von 0 ist

1
@(Z)Zz—z-i—Gz(Z) —+chz =—+clz +czz + .
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da G,(z) eine gerade analytische Funktion ist, die im Nullpunkt verschwindet. Insbeson-
dere ist © in 0 und damit in allen Gitterpunkten aus I' meromorph mit Polstellenordnung
2 und F,, n > 3, in allen Punkten w € T meromorph mit Polstellenordnung n. Der
Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von G;(z) um O ist nach Satz 1.3.9 das
Minimum Min (jo|, w € ['*). Wegen GEZk)(Z) = (2k + 1)!Gor42(2) ist nach der Taylor-
Formel 2.1.18

~ G;zk) 0)

1
%= Gy = @k + DGu(0) = 2k +1) > e keNt

wel™*

Diese Darstellungen der Koeffizienten ¢, heilen Eisenstein-Reihen (nach G. Eisenstein
(1823-1852)). Aus

1 1

97 = (242012 +402° + )P = —(4 — Beyz*t — 16022 + ),
z z
1 1

9 == 14+ azt+ oz +-) = (1 +3cz' + 362° + ),
z z
1

P = :—6( Z4+ O.Z6+...)
z

folgt direkt, dass die Funktion H := g’ - 493 + 20c o + 28¢;, in einer Umgebung
des Nullpunktes durch eine Potenzreihe ohne konstanten Term dargestellt wird, sich also
in den Nullpunkt hinein holomorph fortsetzen ldsst. Da die Funktion H iiberdies wie
g und g’ alle w € T als Perioden besitzt, ist H einerseits auf ganz C komplex-ana-
Iytisch fortsetzbar und nimmt andererseits bereits auf dem kompakten Einheitsquadrat
{a+bi|0<a=<1,0<b <1} alle Werte an. Insbesondere hat die Funktion | H | dort
ein absolutes Maximum. Nach dem Maximumprinzip 1.3.4 ist H dann konstant, und zwar
identisch 0 wegen H(0) = 0. Wir haben bewiesen:

Satz 2.7.7 Die Funktion
1 1 1
() = z_2+ Z <(z—w)2 _ﬁ)
wel*
etfiillt die Differenzialgleichung

1

. 1
9 — 49> +20c1p +28c, =0 mit ¢, :=3) Wit 20 2 e

wel™* wel™*

Satz 2.7.7 gilt offenbar ganz analog fiir die Funktion
1 1 1
or() =5+ 2 (g~ 3)
wel*

wobei T := {aw, + bw; | a,b € Z} = Zw, + Zw, ein beliebiges Gitter vom Rang
2 in C ist, das von zwei Zahlen wy,w, € C* erzeugt wird, deren Quotient nicht reell
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Abb. 2.39 Gitter I" in C, das

. Wy
von wy, w, erzeugt wird

0 ‘
W
ist, die also linear unabhdngig iiber R sind, vgl. Abb. 2.39. pr heilit die WeierstraBische
g-Funktion zum Gitter T.

Beim zu Beginn betrachteten Standardgitter I' = 7 + Zi ist ¢, = 0. Fiir dieses Gitter
I' durchlaufen ndmlich mit w auch die Zahlen iw ganz I'* = I — {0}, und somit ist

1 1
CQZSZEZSZ(iw)6:—CQ.

wel™ wel™*

Uberdies ist | |
a=3) 5=3) —=0
wel™* wel™

reell, da mit w auch die konjugierten Zahlen w ganz I'* durchlaufen. Die Weierstra3sche
Funktion g fiir das Standardgitter erfiillt also die Differenzialgleichung

P —4p> +20c19p =0, ¢ =3 Z w* eR.
weZ+Zi
w#0

Die Koeffizienten c| und c, sind offenbar reell fiir alle sogenannten Rechteckgitter
Fyp:={laa+bpilabel}=72a+Zif, o pcR].

Beim hexagonalen Gitter I' := 7 + Z{; = 7Z + Z, das von 1 und der dritten (oder
auch sechsten) primitiven Einheitswurzel {3 = %(—1 + V/3) (bzw. s = &3 + 1) erzeugt
wird, ist ¢; = 0 und ¢, reell wegen

_ L I 3y 1_a
=3 G T TG

wel™* wel™* wel™*

unde; =5, w0 =5 W ° =70, (Manbeachte I' = ;3" =T.)

Wegen p;r(z) = A 2pr(z/A) fiir jede komplexe Zahl A # 0 geniigt es iibrigens, von
zwei Gittern I' und AT' = {Aw | w € I'}, die durch eine Drehstreckung auseinander
hervorgehen, nur eines zu betrachten. So kann man etwa annehmen, dass von den beiden
erzeugenden Elementen w; und w, von I' = Zw; + Zw, eines das Einselement ist und
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Abb. 2.40 Fundamentalbe-
reich fiir Gitterdquivalenzklas-
sen

£y = 2(1+iv3)

alle Elemente # 0 aus I' einen Betrag > 1 haben. Ist dann w; = 1, so kann man w, in
dem in Abb. 2.40 geschummerten Bereich einschlieBlich des fett markierten Teiles seines
Randes wihlen. w, ist dadurch eindeutig bestimmt. (Beweis?)

Die Weierstralschen g-Funktionen hingen eng mit den elliptischen Integralen und
Funktionen aus Abschn. 3.6 zusammen. Die Verwandtschaft zwischen der Differenzial-
gleichung u* = 1/(1 — x2)(1 — k2x?) fiir das elliptische Integral u in Definition 3.6.1
und derjenigen der g-Funktion aus Satz 2.7.7 weist zum Beispiel darauf hin. (Man be-
trachte die Umkehrfunktion x = x (1) mit (dx/du)?* = (1 — x?)(1 — k?x?). Sie ist eine
elliptische Funktion!) Wir kommen im Bd. 11 iiber Funktionentheorie auf diesen Zusam-
menhang ausfiihrlich zu sprechen.

Fiir die einfacheren Summen Y, ., (z—k)™,n > 2,undz7'+>", ;. ((Z—k)’1 +k’1)
auf dem Gebiet C — Z zum Gitter Z € C vom Rang 1 verweisen wir auf Aufg. 2.7.3. &

Beispiel 2.7.8 (Dirichlet-Reihen) Eine Reihe der Form
f(s) = am™
n=1

mit komplexen Koeffizienten a, € C heifit eine (formale) Dirichlet-Reihe. f(s) heif3t
auch die Dirichlet-Reihe zur zahlentheoretischen Funktion N* — C, n — a,. Um die
unendliche Summe zu rechtfertigen, fassen wir die formale Dirichlet-Reihe f (dhnlich
wie eine formale Potenzreihe) als Element des direkten Produkts [, .+ Cn~*, versehen
mit der Produkttopologie, auf, wobei jeder Faktor Cn™ =~ C die diskrete Topologie
tragt. Dirichlet-Reihen, bei denen fast alle Koeffizienten verschwinden, heilen Dirich-
let-Polynome. Die Dirichlet-Polynome n~* = e~ n € N*, bilden eine C-Basis des
Raumes aller Dirichlet-Polynome (vgl. Aufg. 2.2.29 a)). Musterbeispiel einer Dirichlet-
Reihe ist die Riemannsche Zeta-Funktion

()= n"
n=1

zur konstanten zahlentheoretischen Funktion 1. Im Anschluss an B. Riemann (1826—-1866)
schreiben wir die komplexe Variable s in der Form s = o + if, 0 = Ns, t = Js. Dann
ist 7™ = n~n~" und insbesondere |n~*| = n~°. In diesem Beispiel bezeichnet & immer
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Abb. 2.41 Konvergenzgebiet

So + W, einer Dirichlet-Reihe so+Wo

?)
Y
of N\

S0

eine reelle Zahl. Dirichlet-Reihen spielen eine fundamentale Rolle in der Analytischen
Zahlentheorie. Ihre Theorie weist viele Parallelen zur Theorie der Potenzreihen auf. Wie
schon bei Potenzreihen besteht auch bei Dirichlet-Reihen die kaum zu vermeidende Zwei-
deutigkeit in der Bezeichnung f(s), die einmal die Funktionenreihe bezeichnet und das
andere Mal auch ihren Wert f(s) € C, wenn s € C zum Konvergenzbereich dieser Rei-
he gehort. Entscheidend fiir das Konvergenzverhalten einer Dirichlet-Reihe ist folgendes
Lemma:

Lemma 2.7.9 Konvergiert die Dirichlet-Reihe f(s) = Y a,n~ fiirs = so € C, so
konvergiert sie auf jedem Winkelbereich sy + Wy, W, :={s € C | 0 > 0, | Args| < ¢},
0 < ¢ < 1/2, gleichmdfig, vgl. Abb. 2.41.

Beweis Wegen f(s) = Y. d,n =), G, := a,n™*, konnen wir s, = 0 annehmen. Fiir
s € W, —{0}, s = |s|e", |¢| < o, gilt|s|/o = |s|/|s| cosy < 1/cosg. Wir verwenden
nun Abelsche partielle Summation, vgl. [14], Lemma 3.6.20, und erhalten fiirn > m > 1

. k
mit Ay 1= Zj:m aj, k > m,

n n—1 n—1
‘Zakk*“' = ‘ZAk(k’S—(k—l—l)"")—l—A,,n"" < D AR KT =+ 1) [+ Ay | |27
k=m k=m k=m

Esist k= — (k + D] < (Is|//o)(k* = (k + D7) < (k7 — (k + 1)™)/cos¢
nach Aufg. 1.4.14b). Wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe ) a, gibt es zu
vorgegebenem ¢ > 0 ein ny mit |A;| < ¢ fiir alle k > m, falls m > ny ist. Fir m > ny
ergibt sich somit

n n—1
)Zakk‘s < Sk kA D)) e S T <
= cos g —~ cos @ cos @

und das Cauchy-Kriterium liefert die behauptete gleichmiBige Konvergenz auf W,. [

Wir konnen nun beweisen:

Satz 2.7.10 Sei f(s) = .02, a,n~* eine Dirichlet-Reihe. Dann gibt es ein o € R =
R W {£o00} mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes s € C mit 0 > « ist die Reihe f(s)
konvergent und fiir jedes s € C mit 0 < « ist f(s) divergent. Auf der Halbebene {s € C |
o0 > o} konvergiert die Reihe f(s) lokal gleichmdif3ig.
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Beweis Nach Lemma 2.7.9 hat das Infimum « € R der 0y, 0y = Mso, 5o € C, fiir die die
Reihe ), a,n ™" konvergiert, die im Satz geforderten Eigenschaften. O

Die Zahl « in Satz 2.7.10 heiflit die Konvergenzabszisse der Dirichlet-Reihe
Z:O: Lann”* . Ista < oo, so heif3it die Reihe konvergent. Eine formale Dirichlet-Reihe, die
nicht konvergent ist, heift divergent. Die Konvergenzabszisse der Reihe > - | |a,|/n*
ist definitionsgemif die absolute Konvergenzabszisse oder auch die Summierbarkeits-
abszisse 8 von ) '~ | a,/n*. Die Summierbarkeitsabszisse § ist das Infimum der r € R,
fiir die die Familie a,n™ in der Halbebene ¢ > r normal summierbar ist, vgl. Aufg.
1.1.3. Es ist

a<pf<a+l

Zum Beweis der zweiten Ungleichungseis € C,o0 > a+1,und s = so+r mitoy > o und
r € R, r > 1. Dann ist die Folge |a,n™*| = |a,|n™°, n € N*, beschrinkt und die Rei-
he > 72 n~" konvergent (mit Summe ¢(r)). Folglich ist Y, |a,n™| = Y_, la,n~|n~"
konvergent. O

Beispielsweise hat die Dirichlet-Reihe Y (—1)"~'n™ die Konvergenzabszisse 0 und die
Summierbarkeitsabszisse 1. (Es ist Y., (=1)""'n™* = (1 — 2!7)¢(s) fiir o > 0, vgl.
[14], Aufg. 3.6.11a).) Ist die Folge der Partialsummen von ), a,n”" fiir ein 0y € R
beschrinkt, so ist @ < 0( nach dem Dirichletschen Konvergenzkriterium 3.6.22 aus [14].
Allgemeiner folgt aus Y )" ; a,n~" = O(m™) fiir ein 09 € R und ein 7y € R, dass
o < 0p + 19 ist.

Sei « € R die Konvergenzabszissen der konvergenten Dirichlet-Reihe f(s) =
> ,ann". Dann ist f(s) nach Satz 2.7.2 holomorph auf der Halbebene 0 > « mit
der Ableitung

f(s) == (nnan",
n=1

die ebenfalls eine Dirichlet-Reihe ist. Insbesondere ist ihre Konvergenzabszisse gleich
o, da sie aus trivialen Griinden nicht kleiner als « sein kann. Man beweist dies aber
auch leicht direkt und kann dann mit Satz 2.7.1 schlieBen, dass f zumindest komplex-
differenzierbar ist mit der angegebenen Ableitung.

Seien f(s) = > ,a,n " und g(s) = Y, byn~* Dirichlet-Reihen mit den absoluten
Konvergenzabszissen f und y. Fiir s € C mit 0 > Max (8, y) gilt dann mit dem grofien
Distributivgesetz 3.7.13 und dem groBen Umordnungssatz 3.7.11 aus [14]

roew=( T (L) = T gmk= 30

meN#* neN* mneN* neN*

Cy = Zadbn/d, n € N*,
d|n
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Es ist also
f($)g(s) = (fg)(s). o >Max(B.y).
wobei die Dirichlet-Reihe fg die Faltung von f und g gemiB folgender Definition ist.

Definition 2.7.11 Seien f(s) = Y, a,n* und g(s) = >, b,n~* beliebige Dirichlet-
Reihen. Dann heift die Dirichlet-Reihe fg mit

(fg)(s) = Z Cnnis’ Cy 1= Zadbn/da n e N*,

neN* d|n

die (Dirichletsche) Faltung oder auch einfach das Produkt von f und g.?!

Wenn im Folgenden vom Produkt von Dirichlet-Reihen gesprochen wird, ist immer
dieses formale Faltungsprodukt gemeint, das nach Obigem zusammenhingt mit dem Pro-
dukt der eventuell durch diese Reihen definierten holomorphen Funktionen. Die Dirichlet-
Reihen bilden mit der Addition und der Faltung eine kommutative C-Algebra. Sie ist
offenbar isomorph zur formalen Potenzreihenalgebra C[X,,p € P] = [[,ene CX”
in dem durch die Menge P der Primzahlen indizierten, abzdhlbar unendlichen Unbe-
stimmtentupel X = (X,)yep, vgl. [14], Abschnitt 2.9. Ein natiirlicher Isomorphismus
wird durch 3, (e @™ > Y- an XV gegeben, wobei v(n) = (v,(n)) € N®
das Tupel der p-Exponenten von n € N* ist. Das Einselement ist das Dirichlet-Polynom
¢ = 1,das a; = 1 als einzigen von 0 verschiedenen Term hat. Der Unbestimmten X,
entspricht das Dirichlet-Polynom p~*. Die Algebra der (formalen) Dirichlet-Reihen ldsst
sich also auch iiber einem beliebigen kommutativen Grundring definieren. Die konvergen-
ten Dirichlet-Reihen bilden eine C-Unteralgebra der Algebra aller Dirichlet-Reihen iiber
C; denn nach dem Bewiesenen ist die absolute Konvergenzabszisse von fg kleiner-gleich
dem Maximum der absoluten Konvergenzabszissen von f und g. Die Ableitung f'(s) =
— Y ,(Inn)a,n=* definieren wir auch fiir eine formale Dirichlet-Reihe ), a,n~°. Sie de-
finiert eine Derivation der C-Algebra der formalen Dirichlet-Reihen. (Ihr Negatives ist die
Euler-Derivation zur Graduierung Grad(n™) := Inn, n € N*, der Algebra ZliN* Cn—
der Dirichlet-Polynome.)

Proposition 2.7.12 Fiir die konvergente Dirichlet-Reihe f(s) = Y, a,n"* seia, = 0
fiirn < m und a,, # 0. Dann gilt die asymptotische Darstellung

f(s) ~a,m™ fiir o— oc.

Insbesondere gibt es ein oy € R mit f(s) # 0 fiir o > oy.

2l Fiir die zugehdrigen zahlentheoretischen Funktionen (a,),en+ und (b,),en+ schreibt man das
Faltungsprodukt (c;,),cn+ meist in der Form (ay,), * (b,),, um es von dem gewdhnlichen Produkt
(a,b,), zu unterscheiden.
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Beweis Wir betrachten die Funktion a,,'m* f(s) und kénnen annehmen, dass m = 1 und
a; = 1ist, und haben dann zu zeigen, dass lim,_, o, f(s) = 1 ist. Sei B € R die absolute

Konvergenzabszisse von f und ¢ > 0. Es gibt ein ny € N* mit |ann0 amn™| < ¢
fir o > B 4 1 und dazu ein 0y € R mit |Zzozla n% < egfiroc > ogp. Isto >
Max (B + 1,00), so folgt nun | f(s) — 1| < 2e. 0

Korollar 2.7.13 (Identititssatz fiir Dirichlet-Reihen) Sinddie Dirichlet-Reihen f(s)=
Yopann~ und g(s) = Y, byn~* konvergent und gilt f(s;) = g(s;) fiir eine Folge s;,
i € N, in C mitlim; 0; = o0, so ist a, = b, fiir allen € N*,

Eine formale Dirichlet-Reihe f ist eine Einheit bzgl der Faltung, wenn ihr konstanter
Term a, eine Einheit, d. h. # O ist. Ista; = 1, so ist ndmlich ihr Inverses die geometrische
Reihe Y, (1 — f)X. Dass die Bedingung a; # 0 auch die Einheiten in der Algebra der
konvergenten Dirichlet-Reihen charakterisiert, besagt der folgende Satz:

Satz 2.7.14 Sei f eine konvergente Dirichlet-Reihe mit konstantem Term a, # 0. Dann
ist auch die inverse Dirichlet-Reihe f~! konvergent.

Beweis Ohne Einschrinkung sei a; = 1. Wegen ¢(0) = ), ., |a,[n~° 2500,
vgl. Proposition 2.7.12, gibt es ein 0y € R mit ¥ (o) < W(UO)_ < 1 fir o > op.
Fiir k € N*ist (X,.,a,n™*)" = 3,5 byen™ mit b, = 0 fiir 2k > n. Wegen
Yonon |builn™ < (¥ (0))* sind die Familien b, ;n~*, (n,k) € (N* — {1}) x N*, fiir
o> 0o summierbar, und wir erhalten dafiir mit dem groen Umordnungssatz 3.7.11 aus
[14] und b, := Y " (—1)*b, 4, n > 2,

7o T 1—f() =2 (- f@) =143 (Zann )
_1+ZZ( D ”k”S_lJFZZ( D nkn5—1+2bn . O
k=1 n=2 =2 k—1

Es sei darauf hingewiesen, dass der Kehrwert 1/f einer nirgends verschwindenden
holomorphen Funktion f auf einer Halbebene o > 0y, 0p € R, die dort durch eine kon-
vergente Dirichlet-Reihe beschrieben wird, auf keiner Halbebene o > o, > oy durch eine
Dirichlet-Reihe beschrieben zu werden braucht. Triviale Beispiele sind die Funktionen
n~* mitn € N*, n > 2. Nach Satz 2.7.14 ist dies vielmehr genau dann der Fall, wenn die
beschreibende Dirichlet-Reihe von f einen konstanten Term a; # 0 hat.

Das Produkt S( /) := ¢ f der {-Funktion mit einer beliebigen Dirichlet-Reihe f(s) =
>, ann~ ist die sogenannte Summatorreihe

oo
S(f)s) = ZA,,n’S, mit A, := Zad, n € N*,
n=1

d|n
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Das Inverse der {-Reihe ist die Reihe

1 - .
Ty = MO =2 wn™,

n=1

wobei j1: N* — C die Mébius-Funktion ist mit p(n) = (—1)“™, falls n quadratfrei
ist (und w(n) die Anzahl der Primteiler von n), und pu(n) = 0 sonst. Dass ¢ = 1 die
Summatorreihe S(M) = {M von M ist, haben wir schon in [14], Aufg. 2.1.23 a) bewiesen.
Aus der Summatorreihe gewinnt man f zuriick mittels f = M{f = MS(f), also

an =Y p(d)Ayg =Y (~D)"4,, n. neN*,

din HCP,

wobei P, die Menge der Primteiler von 7 ist und p# = [l en p fir H € P,. Auch diese
sogenannte Mobiussche Umkehrformel wurde bereits in [14], Aufg. 2.1.23 b) erwéhnt.

Die Riemannsche {-Funktion, die zunichst nur fiir 0 > 1 definiert ist, werden wir
ausfiihrlicher in Beispiel 3.8.6 diskutieren. Dort wird unter anderem gezeigt, dass sie sich
zu einer meromorphen Funktion auf ganz C fortsetzen ldsst mit einem einzigen Pol, und
zwar in 1 mit der Ordnung 1, vgl. Beispiel 3.8.6. Die in Aufg. 3.6.11 a) in [14] bewiesene
Gleichung (1-2'"%)¢(s) = Y, (—=1)""'n~ liefert,da )", (—1)"~'n~* die Konvergenzab-
szisse 0 hat, bereits eine meromorphe Fortsetzung von ¢ auf die rechte Halbebene o > 0
mit einem einzigen Pol auf R , und zwar im Punkt 1. Wegen

' o8] (_l)n—l ) s—1 1
lm g -0 =3 i s =2 =

ist die Ordnung dieses Pols 1 und das Residuum dort ebenfalls 1. Benutzen wir die Eu-
lersche Produktdarstellung ¢ (s) = ]_[pdp(l —p~*)7', 0 > 1, aus [14], Aufg. 3.7.8b), so
erhalten wir fiiro > 1

Inc—1)+1In¢(o) =In(c — 1) — Zln(l —-p%) indh 0 und
peP

In(o — 1) + Zp_" Rini (In(1—p Yy +p),

peP peP

also Z,,e]p p~® ~ —In(oc — 1) fir & — 14, was schirfer ist als die Divergenzaussage
2 pep p~! = 0o. Man beachte fiir 0 > 1 die generelle Abschitzung

‘Z(ln(l—p”Hp

peP peP n>2

1 1 1
<527<5.
PE

5 (p=Dp

_ZZ_

sn
np peP n>2 np" peP n=2 p"
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Esist—>  cp (n(1—p™H+p™") = D peP 2onz2 I/np" =y —p =0315718..., wo
B = lim,Hoo(ZpSn p~' —Inlnn) die Mertenssche Konstante aus dem Satz von Mertens
ist, vgl. [14], Aufg. 3.7.8b), (und y die Eulersche Konstante).

Die Mobius-Reihe M(s) = ), w(n)n™* hat die absolute Konvergenzabszisse 1. Sie
ist hochstens 1, da fir o > 1 die Reihe ), [u(n)|[n™" < (o) konvergiert. Die Reihe
> li(n)|n~"! divergiert aber, da bereits Zpdp p~! = ocoist. Wegen ¢(s)M(s) = 1 gilt

M(s) = l—[(l —p®) fir o> 1.
pelP

Insbesondere haben die Funktionen ¢ und M keine Nullstellen in der Halbebene o >
1. Wegen M = 1/ besitzt M wie ¢ eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C. Fiir
o > 0ist dies (1 — 21"‘)/ > ,-1(=1)""'n™. Da ¢ in 1 einen einfachen Pol mit Resi-
duum 1 hat, besitzt M in 1 eine einfache Nullstelle und dort die Ableitung 1. Insbesondere
gilt lim_1 5-1 M(s) = 0 und limy—1+ M(0) = 0 = lim,o[],(1 — p,,') (wegen
Zm p,;l = 00), WO py, P2, ... die Folge der Primzahlen ist. Man ist versucht (und Euler
hat dies auch getan), diese Produkte auszumultiplizieren und ihre Glieder dem Absolut-
betrag nach zu ordnen. Man erhilt auf diese Weise die Reihe

iu(n)_llllll
~ o 2 3 5 6 7 10

und hofft, dass ihre Summe gleich M (1) = 0 ist. Dies ist in der Tat der Fall. Nach
Lemma 2.7.9 konvergiert also die Mdbius-Reihe M auf jedem Winkelbereich 1 + W,
0<¢< %n, gleichméBig. Diese Aussage ist mit dem Primzahlsatz dquivalent. Sie (und
damit der Primzahlsatz) folgt aber auch aus einem Satz von A. Ingham (1900-1967), den
wir in Bd. 5 beweisen werden.

Da die Zeta-Funktion ¢ (s) — wie ebenfalls in Beispiel 3.8.6 diskutiert wird — auf der
Geraden o = 1/2 Nullstellen besitzt, kann die Konvergenzabszisse « von M = 1/ nicht
< 1/2 sein. Es ist also 1/2 < « < 1. Eine bessere Abschitzung fiir « ist bis heute
nicht bekannt. Eine Vermutung von Mertens besagt, dass | Y ', u(n)| < /m fiir alle
m € N* ist. Daraus folgte « = 1/2 und insbesondere die Aussage der Riemannschen
Vermutung, dass {(s) fiir 0 > 1/2 keine Nullstelle besitzt. Die Mertenssche Vermutung
wurde aber 1983 von A. Odlyzko und H. te Riele widerlegt.”> Zum Beweis von o = 1/2
und damit zur Bestitigung der Riemannschen Vermutung geniigen schwichere Aussagen
als die der Mertensschen Vermutung, z.B. > /" ju(n) = O(m*+1/2) fiir alle ¢ > 0,
siehe oben. Nach einem Satz von Littlewood folgt umgekehrt diese Abschitzung fiir die
Partialsummen ), /¢(n) aus der Riemannschen Vermutung. Die Vermutung o = 1/2
ist somit dquivalent zur Riemannschen Vermutung.

22Vgl. Odlyzko, A. M., te Riele, H.J.J.: Disproof of the Mertens conjecture. Journal f. d. reine u.
angew. Math. 357, 138-160 (1985).
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Die Eulersche Produktdarstellung der ¢-Funktion ldsst sich wesentlich verallgemei-
nern. Zunichst definieren wir:

Definition 2.7.15 Eine zahlentheoretische Funktion N* — C, n ~ a,, heift multi-
plikativ (bzw. streng multiplikativ,) wenn a¢; = 1 ist und a,,, = a, - a,, gilt fiir alle
n,m € N* mit ggT(n,m) = 1) (bzw. fiir alle n,m € N*). Man sagt dann auch, die
Dirichlet-Reihe Y0 | a,n™* sei multiplikativ (bzw. streng multiplikativ).

Eine streng multiplikative zahlentheoretische Funktion ist also nichts anderes als ein
Monoidhomomorphismus (N*,-) — (C,-). Sie ist eindeutig bestimmt durch die Werte
a, € C, p € P, die frei vorgegeben werden kdnnen. Die Bedingung a; = 1 in Definition
2.7.15 kann ersetzt werden durch (a,) # 0. Eine multiplikative Dirichlet-Reihe ist eine
Einheit in der Algebra aller Dirichlet-Reihen.

Fiir eine (formale) Dirichlet-Reihe f(s) = >, a,n~* und eine Primzahl p € P setzen
wir

[e9]
Jp(s) = Zapkp*/”.
k=0
Jp ist eine Potenzreihe in der Variablen p~: Es ist f,(s) = F,(p™) mit F, :=
D okeN dpr X k. Allgemeiner, fiir eine Teilmenge A C IP von P sei f; die Dirichlet-Reihe

fals):= D amn™,

neN(A)

wobei N(A) die Menge der positiven natiirlichen Zahlen ist, deren Primteiler alle zu A
gehoren, d. h. das von A erzeugte Untermonoid von N*. Esist fp = f und fy = a,. Fiir
alle Dirichlet-Reihen f, g und alle A C P gilt offenbar (fg)s = faga. Insbesondere ist
(f ™ Ha= fil. Ist Ag € A; € A, C --- eine Ausschopfung von P = | J, . 4, so gilt
f =1lm,_ fa,.

Man bestitigt leicht, dass [ genau dann multiplikativ ist, wenn a; = 1 ist und wenn

gilt
=114

peP

In diesem Fall ist fy = ]_[pe 4 Jp fiiralle A C P. Es folgt: Die multiplikativen Dirichlet-
Reihen bilden eine Untergruppe der Einheitengruppe der Algebra aller Dirichlet-Reihen.
Insbesondere ist eine Dirichlet-Reihe f = )" a,n™* genau dann multiplikativ, wenn ihre
Summatorreihe S( /) = ¢ f multiplikativ ist. Ist f sogar streng multiplikativ, so ist

L&) = app™ =Y "al(p™) =U-ap)".
k=0 k=0
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und man erhilt die Produktdarstellung

f&=]Ja-ap™™"

pelP

Dannist =" = [],cp(f,)™" = [1,ep(f "), Damit und mit dem groBen Umordnungs-
satz, vgl. 3.7.11 in [14], beweist man die folgenden Produktdarstellungen im konvergenten
Fall:

Satz 2.7.16 (Euler) Sei [ = Y, a,n~* eine konvergente und multiplikative Dirichlet-
Reihe mit absoluter Konvergenzabszisse B € R. Dann haben alle f,, p € IP, eine absolute
Konvergenzabszisse < B, und es gilt

f&=[[re fir o8

peP

Ist [ sogar streng multiplikativ, so gilt

f&)=]]a-a,p™™" fir o>8.

pelP

Insbesondere erhilt man fiir die Zeta-Funktion die schon erwihnte und in [14], Aufg.
3.7.8 b) bewiesene Darstellung

to=J[a-p" o>1

pelP

Logarithmen von konvergenten invertierbaren Dirichlet-Reihen lassen sich wieder als
Dirichlet-Reihen angeben. Sei also f(s) = ), a,n~* eine konvergente Dirichlet-Reihe
mit @; = 1 und Ableitung f'(s) = —)_,_,(Inn)a,n™*. Dann ist lim,_.o, f(s) = 1, vgl.
Proposition 2.7.12, und f(s) # O fiir genzigend grofe 0. Der Logarithmus log f(s) von
f(s) mit lim, . log f(s) = 0 ldsst sich in folgender Weise als Dirichlet-Reihe darstel-
len: Die logarithmische Ableitung f’/f besitzt als Faltung von f’ und 1/f fiir geniigend
grofe o eine Darstellung als konvergente Dirichlet-Reihe (f'/f)(s) = Y, byn™ mit
by = 0. Somit ist

> b
log f(s) := —Z -

n=2

n—S

Inn

der gesuchte Logarithmus von f. Dies ist namlich eine konvergente Dirichlet-Reihe mit
denselben Konvergenzabszissen wie f'/f, ihre Ableitung ist f’/f, und iiberdies ist
lim,_. log f(s) = 0, also lim,_,, "¢/ = 1. Daher ist e!°¢/®) = f(s) fiir genii-
gend grofle o, da beide Seiten die Ableitung f'(s) haben. Im Fall der Riemannschen
¢-Funktion beispielsweise ist —({'/¢)(s) = —=M(s)¢'(s) = Y oo, A(n)n™* mit der soge-
nannten von Mangoldtschen (zahlentheoretischen) Funktion n — A(n), n € N* (nach
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H. von Mangoldt (1854-1925)). Ihre Summatorfunktion S(A) ist also n + Inn,n € N*.
Mit der Mobiusschen Umkehrformel ergibt sich

Ay = > (D" nm/py) = Y (=D — Y (=D n py.

HCP, HCP, HCP,

Da P, gleich viele Teilmengen mit gerader wie mit ungerader Elementezahl besitzt, vgl.
[14], Aufg. 1.6.52), gilt }_,cp (D' = 0. Bei [P,| # 1 und festem p € P, gilt
Entsprechendes fiir P, — { p}: d.h. P, enthélt gleich viele Teilmengen der Form H =
H' W {p}, H C P, — {p}, mit ungerade wie mit gerade vielen Elementen, und es folgt

Ay ==Y (D" npy == > D)"Y mp=>"mp Y (D

HCP, HCP, peH peP, H'CP,—{p}
=0.

FirP, = {p},n = p* a > 1,ist A(n) = In p. Insgesamt gilt

An) = In p, falls n > 1 eine Potenz der Primzahl p ist,
0, sonst.

Somit ist fiiro > 1

An) 1
logd(s) =Y T 5 =2 D s
n>1 peP meN*
der Logarithmus von ¢ (s) mit lim,_. log {(s) = 0. Man gewinnt ihn auch aus der Eu-
lerschen Produktdarstellung ¢ (s) = ]_[pdp(l — p~*)~! fiir 0 > 1. Fiir reelle s = o haben
wir ihn bereits weiter oben benutzt. &

Beispiel 2.7.17 (Dirichletscher Primzahlsatz) Wir iibernehmen die Bezeichnungen des
vorangehenden Beispiels. Die Eulersche Produktdarstellung ¢ (s) = ]_[pdp(l - p 7
o(= Ms) > 1, fiihrt sofort zu }° p p~' = oo (vgl. [14], Satz 3.6.25) und damit ins-
besondere zu Euklids Ergebnis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt (siehe auch [14],
Satz 1.7.2). Dirichlet hat diese Grundidee benutzt, um den folgenden Primzahlsatz zu be-
weisen: Sind m,a € N* mit ggT(a,m) = 1, so ist die Menge P N [a],y,, [al, = a + Zm,
unendlich. Es gibt also unendlich viele Primzahlen p € P mit p = @ mod m. Der Fall
m = a = 1 ist die oben erwihnte Euklidische Aussage. Auch Dirichlets Beweis be-
ruht wie der von Euler darauf zu zeigen, dass Zpe[a]m p~! = oo ist und benutzt dazu
die Dirichlet-Reihe ), ., n~°. Der Trick von Dirichlet besteht darin, diese Dirichlet-
Reihe in geschickter Weise darzustellen, wozu er gewisse Charaktere benutzt. Wir wollen
vereinbaren, dass in diesem Beispiel p generell eine Primzahl in P und n eine positive
natiirliche Zahl bezeichnen.
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Ein Charakter y ist ein Monoidhomomorphismus M — K = (K,-) eines Monoids
M in das multiplikative Monoid eines Divisionsbereichs K. Den trivialen Charakter
(mit y(m) = 1 fiir alle m € M) bezeichnen wir mit y;. Ist M eine Gruppe, so ist der
Charakter y ein Gruppenhomomorphismus M — K*. Einen Charakter y: M* — K*
auf der Einheitengruppe M * von M setzt man in der Regel (hiufig stillschweigend) durch
x(m) := 0 firallem € M — M* zu einem Charakter auf ganz M fort. Ist K ein Korper,
so induziert jeder Charakter auf M einen Charakter auf der Abelisierung My, von M >
so dass man in diesem Fall meist nur Charaktere auf kommutativen Monoiden betrachtet.
Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so ist die Menge der Charaktere mit Werten in K die
Charaktergruppe Gk = = Hom(G, K*) = Hom(Gy, K*) (= G, wenn iiber den Korper
K kein Zweifel besteht). Ein Charakter schlechthin ist ein Charakter mit Werten in C.
Dafiir ist
G = 6@ = Hom(G,C*), G Gruppe.

Ist G endlich mit der Ordnung 7, so ist der Wert eines Charakters auf G stets eine n-
te Einheitswurzel. Zu einer exakten Sequenz F — G — H — 1 und einem Korper K
gehort die Sequenz 1 — H K — G K — F x von Charaktergruppen, die offenbar ebenfalls
exakt ist.”* Ist die Sequenz 1 — F — G exakt, d.h. der Gruppenhomomorphlsmus
F — G injektiv, so braucht G K —> F x nicht surjektiv, d. h. die Sequenz G K —> F k —> 1
nicht exakt zu sein, vgl. aber Lemma 2.7.19. Grundlegende Aussagen iiber Charaktere
sind:

Lemma 2.7.18 Seien G eine Gruppe und K ein Divisionsbereich.

(1) Ist G endlich und y: G — K> ein Charakter, so ist

> o xle) =

geG

0, falls y # x1.
|G| € K, falls x = y;.

(2) Sei K ein Korper und H C @K eine endliche Untergruppe. Fiir g € G gilt dann

Z (¢) = 0, falls x(g) # 1 fiir wenigstens ein y € H,
a1 \H| € K. falls x(g) = 1 fiiralle y € H.

xeH

Beweis (1) Sei x # xi und x(go) # 1. Dann ist }° x(g) = >, x(80g) =
> x(80)x(8) = x(g0) >, x(g), also 3_, x(g) = 0 wegen x(go) # 1.

(2) Sei xo(g) # 1 firein yo € H. Dannist 3,5 x(g) = > ,(rox)(g)
> x0(8)x(g) = xo(8) X, x(g), also 3°, x(g) = 0 wegen yo(g) # 1. O

23 M, ist das Quotientenmonoid M/ R bzgl. der kleinsten kompatiblen Aquivalenzrelation R auf
M, die die Paare (mm’, m'm), m,m’ € M, enthilt. Ist M eine Gruppe, so ist M,, die Restklas-
sengruppe M/[M, M| von M nach der Kommutatorgruppe D(M) = [M, M] von M, vgl. [14],
Beispiel 2.3.10.

24 Zum Begriff der exakten Sequenz siche [14], Beispiel 2.4.16.
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Lemma 2.7.19 Scien G eine endliche abelsche Gruppe mitm := Exp G und K ein Korper.

(1) |@K| ist ein Teiler von |G |. Genau dann ist |§K| = |G|, wenn K eine primitive m-te
Einheitswurzel enthdilt.

2) Seil - F - G — H — 1 eine exakte Sequenz von (abelschen) Gruppen. Enthdlt
K eine primitive m-te Einheitswurzel, so gilt |fK| = |F|, |6K| = |G|, |ﬁK| =
|H| und auch die Sequenz 1 — I’-}K — 6K — /I*:K — 1 ist exakt. Insbesondere
gibt es dann zu jedem Element g € G der Ordnung Ord g und jeder (Ord g)-ten
Einheitswurzel ¢ genau |G|/ Ord(g) Charaktere y € G x von G mit x(g) = .

(3) Enthdlt K eine primitive m-te Einheitswurzel, so gilt fiir g € G

0, falls 1,

> xo) = falb & 7
— |G| € K, falls g = 1.
1€Gk
Beweis Sei E die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln in K. Sie ist eine endliche zyklische
Gruppe, deren Ordnung ein Teiler von m ist. Genau dann ist also |E| = m, wenn K eine
primitive m-te Einheitswurzel enthilt. Fiir die Gruppen F, G, H gilt G = Hom(G, E)

und entsprechend fiir ¥ und H .

(1) Wir schlieen durch Induktion iiber |G|. Ist G zyklisch, so ist |@| = |E] ein Teiler

von m = |G|. Sei nun F C G eine nichttriviale zyklische Untergruppe von G.
Dann ist die Sequenz l1-F—>G— G/F -1 exakt und folglich auch I —
G/ F — G — F. Nach Induktlonsvoraussetzung ist G/ F ein Teiler von |G/ F|
und nach dem gerade Bewiesenen |F | ein Teiler von |F |. Wegen der Exaktheit von
1 - G/F — G — Fist |G| ein Teiler von |G/F| |F| und damit auch ein Teiler
von |G/ F|-|F| =|G|.
Sei nun zunichst |§| = |G|. G enthilt ein Element a der Ordnung m, vgl. [14],
Beispiel 2.2.23. Fiir die von a erzeugte Untergruppe F ist dann die Sequenz 1 —
6/77 — G — F exakt und |6| ein Teiler von 6/77 . |f| = |G777| - |E|. Wegen
|G| = |6| ist notwendigerweise |E| = m = |F|. — Sei umgekehrt |E| = m. Nach
dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen ist G = F} x --- x F, ein Produkt
von zyklischen Gruppen Fi, . .., F,, vgl. etwa [14], Aufg. 2.2.25. Wegen | F,| | m ist
|F,| = |F,|,p = 1,...,r,und folglich |G| = |F| x---x F,| = |Fy|---|F,| =
|Fi|---|F,| = |G|. Wir konnen aber auch noch einmal durch Induktion iiber |G|
schlieen. Es geniigt dann zu zeigen, dass fiir eine Untergruppe FF € G der kanoni-
sche Homomorphismus G — F, x — x|F, surjektiv ist. Dies ist aber die Aussage
(2). R R

(2) Zum Beweis von (2) geniigt es, die Surjektivitit von G — F fiir Untergruppen F
von G zu zeigen. Sei dazu ¢: F — E ein Charakter auf F und F’ maximal unter den
F umfassenden Untergruppen von G, auf die sich ¢ fortsetzen ldsst. Da G endlich
ist, ist die Existenz von F’ trivial.>> Bei F’ # G seia € G — F’ und H(a) die von

25 Sonst arbeitet man mit dem Zornschen Lemma.
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a erzeugte Untergruppe von G. Der Homomorphismus ¢|(F' N H(a)): F' NH(a) —
E lidsst sich zu einem Homomorphismus y: H(a) — E fortsetzen. Dann definiert
x(xy) := e(x)¥(y), x € F', y € H(a), eine Fortsetzung y von ¢ nach F'H(a).
Wideiprllc\h! Alsoist F //:\ G. Der Zusatz in (2) ergibt sich aus der exakten Sequenz

1— G/H(g) > G — H(g) — 1.
(3) folgt sofort aus (2) und Teil (2) von Lemma 2.7.18. (I

Wir betrachten nun — und das ist die entscheidende Idee Dirichlets — fiir ein m € N* die
Gruppe K,Xn der komplexen Charaktere y: A — C* auf der primen Restklassengruppe
Ay, die wir, wie anfangs angegeben, trivial zu Charakteren A,, — C fortsetzen. A, hat
die Ordnung

pm)y=m[Ja-p™
pim

und enthilt genau die Nebenklassen [a],, mit ggT(a,m) = 1, vgl. [14], Beispiel 2.6.12.
Nach Lemma 2.7.19 hat K; ebenfalls die Ordnung ¢(m).2° Ist £ € N* eine Vielfaches
von m und ist 7: Ay — A,, die kanonische Projektion mit dem induzierten (ebenfalls
surjektiven) Gruppenhomomorphismus 7*: A — A, so bezeichnet man fiir jeden Cha-
rakter y: A, — C* auch den induzierten Charakter y o 7*: A} — C* ebenfalls kurz
mit y. Wir erinnern ferner daran, dass Ord,, a fiir eine zu m teilerfremde ganze Zahl a die
Ordnung von [a],, in der Gruppe A} bezeichnet. Ord,, a ist also ein Teiler von ¢(m). Fiir
einen Charakter y: A,, — C bezeichnen wir die Komposition von y mit der kanonischen
Projektion N* — A,,, n + [n],,, wieder mit y. Dann ist y ein komplexer Charakter
auf N*, d. h. eine streng multiplikative zahlentheoretische Funktion. Man bezeichnet die-
se Charaktere als die (komplexen) Charaktere mod m. Jeder Charakter mod m induziert
fiir jedes Vielfache £ € N* von m einen Charakter mod £.

Die Dirichlet-Reihen zu den Charakteren mod m sind die sogenannten (Dirichlet-
schen) L-Reihen

L(s.x) =Ly(s) ==Y ymn~™ = [[a=x(pp ™. xeAj.

n=1 pfm

Die Produktdarstellung ergibt sich daraus, dass y streng multiplikativ ist, vgl. Beispiel
2.7.8. Fiir den trivialen Charakter y; erhélt man

Ls.xp= Y nr=[[a=-pH ' =t@][]a-pr™.
ggT(m,n)=1 pfm plm

Insbesondere lisst sich L(s, 1) zu einer meromorphen Funktion auf ganz C fortsetzen
mit einem einfachen Pol in 1, dessen Residuum Hp|m(1 —p~") = @(m)/m ist, speziell

26 In [14], Beispiel 2.7.10 haben wir eine Zerlegung von A, als direktes Produkt von zyklischen
Gruppen explizit angegeben, womit sich die Charaktere von A gut iiberblicken lassen und sich

insbesondere die Gleichung |K;| = @(m) ergibt. Man erhilt sogar die Isomorphie X; = A
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ist L(1, y;) = oo. Alle L-Reihen haben wie L(s, x;) die absolute Konvergenzabszisse
1. Die angegebenen Summen- und Produktdarstellungen von L(s, y) konvergieren also
lokal gleichmiBig auf der Halbebene o > 1. Aus der Produktdarstellung der L-Reihen
folgt, dass L(s, y) fiir jeden Charakter y mod m keine Nullstelle in der Halbebene o > 1
besitzt. Uberdies ist lim,_., L(s, ) = 1 nach Proposition 2.7.12. Fiir die L-Leihen der
nichttrivialen Charaktere gilt:

Lemma 2.7.20 Ist y € KZ X # X1, so ist die Konvergenzabszisse von L(s, y) gleich 0.
Insbesondere definiert L(s, y) eine holomorphe Funktion auf der Halbebene o > 0.

Beweis Da die Koeffizienten y(rn) von L fiir ggT(m,n) = 1 alle den Betrag 1 haben, kann
die Konvergenzabszisse nicht < 0 sein. Dass sie 0 ist, folgt daraus, dass die Partialsummen
von Y o7, x(n) beschrinkt sind, vgl. die Bemerkung im Anschluss an den Beweis von
Satz 2.7.10. Dies wiederum folgt aus 3", x(n) = 3°1; cax x(lalm) = 0, siche Lemma
2.7.18(1). |

Entscheidend fiir den Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes ist das folgende Lem-
ma.

Lemma 2.7.21 Ist y € K; X # x1, soist L(1, y) # 0.

Beweis Es gibt verschiedene Beweise fiir diese Aussage. Wir folgen dem Beweis von
J.P. Serre in seinem empfehlenswerten Buch ,,Cours d’Arithmétique®, Paris 1970. Wir
betrachten das Produkt

Lu():= [] L0 = [TTT0 =xp™)" = T (1= proOrtmr) oo,

YEAL phm X pim

Hierbei gilt die letzte Gleichung, weil es nach Lemma 2.7.19 (2) genau ¢(m)/d, d =
Ord,, p, Charaktere y gibt, fiir die y(p) eine vorgegebene d-te Einheitswurzel ¢ 5 k=
0,....d —1,istund da [[¢{Z5(1 — ¢5T) = 1 — T ist. Wiire nun L(1, ) = O fiir einen
Charakter y # yi, so wire L,,(s) holomorph auf der Halbebene 0 > 0, da L(s, y1)
in 1 nur einen einfachen Pol hat. Dies ist aber nach dem Ergebnis von Aufgabe 2.7.8
nicht moglich, da die Dirichlet-Reihe von L,,(s) nur Koeffizienten > 0 hat und etwa fiir
s = 1/¢@(m) offenbar divergiert. O

Analog zur Studium der Riemannsche -Funktion betrachten wir jetzt die Logarith-
men In L (o, x). Vgl. dazu auch das Ende von Beispiel 2.7.8, wo die Logarithmen einer
Dirichlet-Reihe f(s) (soweit sie existieren) generell mit log f(s) bezeichnet wurden. Da
L(o, x) auf |1, co[ und fiir y # y; nach Lemma 2.7.21 sogar auf [1, oo[ nicht verschwin-
det und lim,_,, L(0, y) = 1 ist fiir alle y, existieren nach Satz 2.4.1 die Funktionen
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In L (o, y) mitlim,_ In L(0, y) = 0auf]l, oo[ fiir y = y; und auf [1, oo fiir alle y. Fiir
o> 1gilt

L) =Y (- xppr =Y 1pp+ 3 X(p)np‘
phm pim pAmn=2

Wir fixieren nun ein ¢ € N* mit ggT(a,m) = 1. Wegen Lemma 2.7.19 (3) gilt dann
Zx x(@)" x(n) = 0 bzw. = @(m), falls n ¢ [a],, bzw. falls n € [a],,, und wir erhalten

In(c—1) +¢(m) > p=°

PElalm

= In(c —1) + Z x(@)'InL(o, y)—
x

)3 x@) ' x(p)y pon

n

, o>1.
x.pfmn=2

Da lim,_14 (In(c — 1) + In L(0, x1)) = limy_.14 (In(c — 1)L(0, 1)) = In(ep(m)/m)
ist, ergibt sich insgesamt die folgende Verallgemeinerung des im Fall m = 1 bereits in
Beispiel 2.7.8 abgeleiteten Ergebnisses:

-0+ 3 p7 T S e
PElalm XFX1
+ Y x@ (I = x(p)p™) + x(p)p7).
xpfm

Man beachte, dass der letzte Summand auf der rechten Seite (der reell ist) dem Betrage
nach < g(m) 3 .p (In(1—p~") + p~') = (m)-0,315718.. . ist. Speziell erhalten wir:

Satz 2.7.22 (Dirichletscher Primzahlsatz) Fiir alle a,m € N* mit ggT(a,m) = 1 gilt

Zp e )ln(a—l) fir o —>1+.

PElalm

Insbesondere liegen in der primen Restklasse [a],, € A, unendlich viele Primzahlen.

Die Primzahlen in den einzelnen Restklassen [a],, € A sind also in gewissem Sinne
gleichmélig verteilt. Hiufig betrachtet man ndamlich die Menge N* der positiven natiirli-
chen Zahlen mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P,(n); = n=°/{(0), n € N*, wobei
o > 1 fest ist, als Menge von Zufallszahlen. Dann ist P,(N) = > _y P (n) die (0-)
‘Wahrscheinlichkeit von N, und

Py ([a]n N P)

E = (X )/(20)

pelalmNP pelP

Py = Pa([a]m NN~ | P) =
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ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Primzahl kongruent ¢ mod m ist.
Nach Satz 2.7.22 ist limy, 14 P, = 1/@(m). In diesem Sinne sind also die Primzahlen
in den Restklassen von A} gleichverteilt. — Haufig nennt man fiir N € N* den Grenzwert
Pi(N) :=lim,_ 4 P,(N), falls er existiert, die ,,Wahrscheinlichkeit” von N schlechthin.
Wegeno — 1 ~ 1/¢(0) firo — 1+ ist Py(N) = limy_14(0 —1) >, yn 7

Um ein Beispiel zu geben, sei r > 2 und N, € N* die Menge der r-potenzfreien Zahlen
n € N*, fiir die also v, (n) < r ist fiir alle p € IP. Dann ist

1

_L -0 __ _ 0 —(r—Doy _ _ Oy
Po(N))=——= Y n = [[a=p)U+-4p ) =[]J0-p )= oo

g(O—) nen, pGP pE]P

und folglich ist die ,,Wahrscheinlichkeit* von N, gleich 1/{(r). — Sei weiterhin r > 2.
Mit V, bezeichnen wir die Menge der teilerfremden r-Tupel n = (ny,....n,) € (N*)".
Dann gilt

1 1
1= =050 =
oy 2 M =y

ne(N+*)r

(S

deN* nev,

Daher ist Po(V,) = >, .pn°---n,°/¢(c) = 1/{(ro), und die ,,Wahrscheinlich-
keit“ P;(V,) von V, ist wie die von N, gleich 1/{(7). In den Aufgaben 7 und 6 von
Abschnitt 6.B in [12] wurde

IN, ONE|/n 25 1/¢(r) und |V, NN |/n" 225 1/8(r)

bemerkt bzw. gezeigt. Dies legt es nahe, fiir eine beliebige Teilmenge N € N* den Grenz-
wert lim, o [N N N;n |/ n, falls er existiert, als natiirliche Dichte von N zu bezeichnen
(und analog fiir Teilmengen N C (N*)"). Fiir jede Teilmenge N C N*, die eine natiirli-
che Dichte besitzt, existiert auch die ,, Wahrscheinlichkeit* P1(N), und beide sind gleich,
vgl. das Ende von Beispiel 3.4.17. Fiir die Menge P aller Primzahlen gilt P;(P) = 0,
nach Beispiel 2.7.8 gilt ja sogar P,(P) ~ —In(o — 1)/{(0) ~ —(0 — 1) In(c — 1) fiir
o — 14. Auch die natiirliche Dichte von PP ist 0. Nach dem Primzahlsatz gilt ndmlich
m(n)/n ~ 1/Inn firn — oo (wo w(n) = [P N NZ, | ist).”® Es gibt aber Teilmengen
N C N¥*, die keine natiirliche Dichte besitzen, fiir die jedoch P; (/) existiert. Als Beispiel
betrachten wir die Menge D, der n € N*, in deren Dezimalentwicklung die erste Ziffer

27 Py ist keine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N*. Fiir jede endliche Teilmenge N € N* ist
Py (N) = 0. Es gibt Teilmengen N € N*, fiir die P;(/N) nicht existiert, vgl. das Ende von Beispiel
3.4.17.

28 Die Gleichung lim, .o, 7(1)/n = 0 lisst sich aber elementar beweisen. Einen schonen Beweis,
der nur benutzt, dass ZFEP 1/p = oo ist, oder (dquivalent dazu, dass limy_ ]_[j;l (1— plfl) =0
ist fiir die Folge pi, pa, ... der Primzahlen), findet man in Abschnitt 2.7 von Hardy, G. H.; Wright,
E.M.: An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford.
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gleich 7 ist, r € {1,...,9}. Offenbar hat D, keine natiirliche Dichte, P,(D,) existiert
aber. Es gilt nimlich das Gesetz von Benford: Fiir r € {1,2,...,9} ist*

Py(D,) =log,(1+r7", refl, ... 9.

Die Werte von P, (D, ) schwanken also von P;(D;) = log,,2 = 0,3010...bis P;(Dy) =
log,,(10/9) = 0,0457 ...
Beweis Es gilt

oo (r41)108—1 oo 10K

1 >, Ar(0)
Z Z Z n__ZZ((r-i-l) 10k — _Z Ollj(a D

neD, k=0 pn=r.10k k=0i=1

10/(((771) 10F

104 —o
Ak(a):=;((r+l)_mk_i)g 1okz<( +1)_W) , keN,

Ay (0) ist eine Riemannsche Summe zur Funktion f(x) := (r+1—x)"¢ auf dem Intervall
[0, 1] mit Ableitung f'(x) = o(r + 1 — x)™°"'. A;(0) selbst ist die Ableitung von
F(x) :== (r + 1 —x)"°%"/(0c — 1). Die Formel am Ende von Beispiel 2.3.12 liefert bei
l<o <2

—0o+1

(o) = F(1) — F(0) + & = -
o—1

(1 _ (1 4 r71)7(7+1) 4 &k,

wobel fliir das Restglie Er|l <or 7 < r 1it. Damit ergibt sic
bei fiir das Restglied o=1/10F < 2/10%72 gilt. Damit ergibt sich

—o+1

(0—1)2 —1 ~;_1(1—(1+r_1)_"+1)+((7—1)s

— 10— o+1
neD,

mit |e] = | Y5 e /100D < 372 12/(r210K) = 2/(r2(1—1077)). Fiir 0 — 1+ ist
¢ also beschriinkt, d. h. lim,_, ;4 (0 — 1)e = 0. Die Regel von de 1’Hopital liefert

o l=Q+rHt (1 +r7h
lim =
o—1+ 1—10-—+! In10

Es folgt, wie behauptet,

Pi(D;) = lim (0—1)2—2 1-In(14+rY4+0=1log,,(1+rhH. O

nebD,

n10

Ebenso zeigt man fiir g¢ > 2 und die Menge D, , der Zahlen n € N*, deren erste Zifter
im g-al-System r ist, die Gleichung Py (D ,) = log, (1 + rY,r=1,...,g—1. &

2F. Benford fand dieses Gesetz empirisch, vgl. die Arbeit ,,The law of anomalous numbers* in
Proc. Am. Phil. Soc. 78, 551-572 (1938).
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Aufgaben

Aufgabe 2.7.1 (WeierstraBBscher Approximationssatz fiir differenzierbare Funktio-
nen) Fiir die vorliegende Aufgabe verweisen wir auf Satz 1.1.12 und Bemerkung 1.1.14.
Sei V' ein R-Banach-Raum.

a) Sei f:[a,b] — V eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es eine Folge
von Polynomfunktionen in V' [X], deren k-te Ableitungen fiir k = 0, ..., n gleichmi-
Big gegen die k-te Ableitung von f konvergieren. (Man wende den Weierstra3schen
Approximationssatz 1.1.12 bzw. die Version aus Bemerkung 1.1.14 auf f an und
schlieBe dann mit Satz 2.7.1.)

b) Sei f:[a,b] — V eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Dann gibt es eine
Folge von Polynomfunktionen, deren k-te Ableitungen fiir jedes k € N gleichmiBig
gegen die k-te Ableitung von f konvergieren.

c) Die Aussagen a) und b) gelten fiir beliebige Intervalle in R, wenn die gleichmiflige
Konvergenz durch die lokal gleichméBige Konvergenz ersetzt wird.

Aufgabe 2.7.2 D sei ein Gebiet in C oder ein Intervall in R, und f;: D — C,i € I,
sei eine Familie differenzierbarer Funktionen, die die beiden Bedingungen (1) und (2)
aus Satz 2.7.4 erfiillt. Dann ist die Familie 1 + f;, i € I, auf D lokal gleichmiBig mul-
tiplizierbar mit differenzierbarem Produkt f* := [],.,(1 + f;). Hat iiberdies keine der
Funktionen 1 + f;, i € I, eine Nullstelle in D, so ist die Familie (1 + f;)'/(1 + f}),
i € I, der logarithmischen Ableitungen lokal gleichmifBig summierbar und es gilt die
folgende Verallgemeinerung von Aufg. 2.1.9b):

f/ Z(1+f) Z
1+f

iel

Aufgabe 2.7.3

a) Aus der lokal gleichmidBigen Summierbarkeit von (z — k)™, k € Z* = Z — {0}, fiir
n € N,n > 2, auf dem Gebiet C — Z* (vgl. Aufg. 1.1.6) folgere man dort die lokal
gleichmiiBige Summierbarkeit von (z — k)~! + k~!, k € Z*, und fiir die Funktionen

1
H,(z) := —— n= 2, bzw.
12 (z—k)
1 1 1
@)=+ Z(z—k+ )_E+ 2 ap 22 k2
keZ* keN*

auf C — Z die Gleichungen H, = —nH, ., n € N*. (Vgl. Beispiel 2.7.6.)
b) Aus der Produktdarstellung des Sinus in Beispiel 1.1.10 folgere man durch Ubergang
zu logarithmischen Ableitungen (vgl. Aufg. 2.7.2) H(z) = mcotmz und Hy(z) =
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—H{(z) = 72 / sin® 7 z. Fiir die Koeffizienten d,, v € N*, der Potenzreihenentwick-
lung

1 1 1 1 =
Hi(z) — — = (w7 — — = ( 1) d, 22!
1(2) - T cotmz - Z z—k+k) Z z
keZ* v=1
ergibt sich aus a) (oder auch direkt) d, = —> ;7. 1/k* = —2{(2v). Vergleicht

man dies mit der Potenzreihenentwicklung von z cotz aus Beispiel 1.4.14, so erhilt
man ( siehe auch Beispiel 3.7.7)

_ a1 OBy

2 , N*.
£@v) 200 V€
¢) Man leite die Gleichung
1 w2
Hy(z) = Z 2T a2
Pt (z—k) sin“ mz

und damit auch die Gleichung H,(z) = m cot wz unabhdngig von der Produktdarstel-
lung des Sinus in Beispiel 1.1.10 auf folgende Weise her (womit eine weitere Moglich-
keit gegeben ist, diese zu gewinnen): Die Funktionen H, und E(z) := 7?/sin’ 7z
sind holomorph auf C — Z mit Periode 1. In einer Umgebung von 0 ist H,(z) =
1/22 + 172(2) und E(z) = n?/sin*nz = 1/2° + E(z) mit holomorphen Funktionen
H und E. Die Differenz H, — E ist dann in einer Umgebung von 0 und auf C — Z,
also wegen der Periodizitit auf ganz C holomorph. Zu jedem ¢ > 0 gibtes ein R > 0
mit |H(z)| < eund |E(z)| < efiirallez € C mit0 < Nz < 1und |Jz| > R. (Fir E
vgl. Aufg. 1.4.5.) Daher nimmt die Funktion | H, — E| ihr Supremum in einem Punkt
aus C an, und H, — E ist nach dem Maximumprinzip 1.3.4 konstant.

(Zur vorliegenden Aufgabe siehe auch [12], 14.E, Aufg. 4 und die sich daran anschlieen-
den Bemerkungen.)

Aufgabe 2.7.4 Fiir die WeierstraBsche p-Funktion p = pr = z72 + Y 2, crz? zum
Gitter I' = Zw; + Zw, vom Rang 2 gilt p” = 6p* — 10c;. (Vgl. Beispiel 2.7.6 und
insbesondere Satz 2.7.7.) Man folgere: Die Summen

=2k +1) Y w P Tr=T-{0},

wel™*

der Eisenstein-Reihen erfiillen die Rekursion

o = 361€k—2 + CoCp—3 + -+ Ck2Cy k>2
k 2k + 3)(k —2) ’ '
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Beispielsweise gilt

1 e 23 12
> owi=7=5=5(2 )

wel* wel*
Z 1 Cyq C1Co 5 ( 1 )( Z 1 )
109 3 11 v 6 )
wel™* w 9 33 11 wel™* w wel™* w
also ¢z = c12/3, ¢y = 3cicp/11 usw. (Ein Analogon dazu fiir die Funktion H; aus

Aufg. 2.7.3 ist die Differenzialgleichung H,+ H?—3d; = 0, die man iibrigens &hnlich wie
Satz 2.7.7 beweisen kann, indem man die Anfangsbedingung H,(—1/2) = H,(1/2) =0
und dann die Periodizitit H,(z) = H,(z + 1) zeigt (vgl. den Hinweis zu Aufg. 2.7.3 ¢)),
und die die Rekursionsformel

Cdidyoy + -+ dvdy

d, = , v>1, dh
2v+1
fany = LQEQU =D v -t)
2v+1

zur Folge hat, z.B. £(4) = 2¢2(2)/5. Siehe auch Aigner, M., Ziegler, G. M.: Proofs from
THE BOOK, #2010, Chapter 8.)

Aufgabe 2.7.5 Sei I' = Zw, + Zw, < C ein Gitter vom Rang 2. Man zeige mit Satz
2.7.4, dass die Summe

1 1 1 z
w =4 Y (gt )

lokal gleichmiBig auf C — I" konvergiert und dass {r(z) analytisch ist mit der Ableitung
—gr(z). (¢r(z) heibt die WeierstraBische {-Funktion zum Gitter I'(z).)

Aufgabe 2.7.6 Man gebe zu jedem o € R & {f00} eine Dirchlet-Reihe mit Konvergenz-
abszisse o bzw eine Dirchlet-Reihe mit absoluter Konvergenzabszisse « an.

Aufgabe 2.7.7

a) Ist f(s) = Zn a,n~* die Dirichlet-Reihe zur zahlentheoretischen Funktion n +— a,
und ist 5o € C, so ist f(s — sg) die Dirichlet-Reihe zur zahlentheoretischen Funk-
tion n — n*a,. Genau dann ist f(s) multiplikativ bzw. streng multiplikativ, wenn
Entsprechendes fiir f(s — so) gilt. Sind & bzw. 8 die Konvergenzabszisse bzw. die
absolute Konvergenzabszisse von f(s), so ist & + og bzw. B + 0, 09 = N, die Kon-
vergenzabszisse bzw. die absolute Konvergenzabszisse von f (s —sp). Fiir jedes so € C
ist f(s) = f(s — so) ein Automorphismus der C-Algebra der Dirichlet-Reihen, der
einen Automorphismus der Algebra der konvergenten Dirichlet-Reihen induziert (je-
weils mit der Faltung als Multiplikation).
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b) Istn + a(n),n € N*, eine multiplikative zahlentheoretische Funktion mit Summa-
torfunktion n — A(n), n € N*, so ist

a(n) =] (A@"™) = A(p*™™). neN”.

pln

¢) Man bestimme die zahlentheoretischen Funktionen zu folgenden Dirichlet-Reihen:
05, (8) 1= $()¢(s — 50) = S(¢(s — 50)), so € C, insbesondere fiir sp = k € N,
sowie M(s)¢ (s — 1). Man gebe explizite Formeln fiir diese zahlentheoretischen Funk-
tionen an, indem man ausnutzt, dass sie multiplikativ sind.

d) Ist f(s) = > oo, a,n* eine (formale) Dirichlet-Reihe zu einer streng multiplikativen
zahlentheoretischen Funktion n + a,, so ist (1/f)(s) = Y_.o, u(n)a,n—>. (Man
benutze die Eulersche Produktdarstellung von f'.)

Aufgabe 2.7.8 Man beweise die zu Aufg. 1.3.10 analoge Aussage fiir Dirichlet-Reihen:
Ist f(s) =Y .2, a,n~* eine konvergente Dirichlet-Reihe mit a, € R und Konvergenz-
abszisse o € R, so besitzt f keine analytische Fortsetzung in den Punkt . Insbesondere
ldsst sich die durch f auf der Halbebene o > « definierte holomorphe Funktion nicht in
eine Halbebene o > o’ mit o’ < o holomorph fortsetzen, (Man kann @ = 0 annehmen.
Gibe es eine analytische Fortsetzung von f in o = 0, so gidbe es &, 7 mit 0 < & < 5 der-
art, dass die Potenzreihenentwicklung f(s) = Y 7, f ® (£)(s — &)/ k! von f um ¢ fiir
s = e—n < 0 absolut konvergiert. Mit Satz 1.3.9 erhilt man dann sogar: Der Konvergenz-
radius der Potenzreihenentwicklung von f um ¢ ist ¢ fiir jedes ¢ > 0. — Man beachte, dass
Y o2 aun~® < oo sein kann, so dass die Reihe Y 2, a,n~* in der abgeschlossenen Halb-
ebene o > o normal konvergent ist. — Die durch die Dirichlet-Reihe Z,?il(—l)"’ln’s mit
Konvergenzabszisse 0 definierte holomorphe Funktion (1 — 2!7)¢(s) auf der Halbebene
o > 0 lasst sich holomorph auf die ganze Ebene C fortsetzen. Es gilt also fiir Dirichlet-
Reihen keine zu Satz 1.3.9 iiber die Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen
analoge Aussage.)

Aufgabe 2.7.9 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Fiir n € N* bezeichnet dann Zg (1)
die Anzahl der Untergruppen vom Index n.

a) Zg(n) ist endlich fiir alle n € N*. (Da fiir jede Untergruppe H von G vom Index n
der Normalteiler () gc 8H g~ ! einen Index hat, der n! teilt, geniigt es zu zeigen, dass
die Anzahl der Normalteiler von einem festen Index in G endlich ist. Es gibt aber nur
endlich viele Isomorphieklassen von Gruppen einer festen endlichen Ordnung, und fiir
jede endliche Gruppe H ist die Menge Hom(G, H) endlich.) — Die Dirichlet-Reihe

to(s) =) Zg(mn™*
n=1

heift die {-Funktion der Gruppe G. Die -Funktion {z(s) der Gruppe Z ist die
Riemannsche ¢-Funktion £ (s).
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b)

¢)

d)

Sei G iiberdies kommutativ. Dann ist die zahlentheoretische Funktion n +— Zg(n)
multiplikativ. (Sind m,n € N* teilerfremd, so ist die Abbildung (F, H) — FH eine
Bijektion der Menge der Paare (F, H) von Untergruppen mit Index m bzw. n auf die
Menge der Untergruppen von G vom Index mn.) Es gilt

to(s) = [[ 260 ®). Copls) =D Za(P)p™. peP.
k=0

pelP

Diese Produktdarstellung spiegelt die Primérzerlegung endlicher abelscher Gruppen
wieder, vgl. [14], Satz 2.2.22.
Sei p € P. Dann ist

Zzzzﬂ(pn) = pn_lZme (pn—l) + Zzzl(pn), meN, neN",

(Zum Beweis betrachte man die kanonische exakte Sequenz 0 — Z7 — Zp””1 —
Z, — 0, wobei die Abbildung Z} +1 — Z, die Projektion 7 auf die letzte Komponente
ist. Ist U C Z;,”‘H eine Untergruppe vom Index p", n € N*, soist 7(U) = Z, oder
n(U) =0und U NZ; € Z7 eine Untergruppe vom Index p"~! bzw. vom Index p".)
Man folgere mit den Rekursionsgleichungen aus Aufg. 2.2.22

Zap(p") = GI(p),  Cap(s) = ZG['"](p)p ", m,neN.
n=0

(Fiir eine endliche elementare abelsche Torsionsgruppe E; der Ordnung k € N* ergibt
sich

Zg, (n) = ]‘[GLZQ;’;”(p), n e N*.

plk

Dabei heifit eine abelsche Torsionsgruppe G eine elementare abelsche Torsions-
gruppe, wenn fiir jedes p € P die Primdrkomponente G(p) von G eine elementare
abelsche p-Gruppe ist. Fiir jedes k € N* gibt es bis auf [somorphie genau eine elemen-
tare abelsche Gruppe der Ordnung k, nimlich E; = ]_[p€IP> Z;” ®)_ Mit demselben
Beweis zeigt man, dass fiir einen Vektorraum V' = Fg' der Dimension m iiber dem
endlichen Korper F, mit ¢ Elementen die Anzahl der Unterrdume der Kodimension
neN,0<n <m,gleich GI"\(¢) ist, vgl. auch [13], § 7, Aufg. 10b). Sie ist auch die
Anzahl der Unterrdume der Dimension n von V')
Fir m € N ist {zm+1(s) = C(s){zn(s — 1). (Zum Beweis betrachte man dhnlich
wie in c) die kanonische exakte Sequenz 0 — Z” — Z"*! — Z — 0, wobei die
Abbildung Z™+! — Z die Projektion 7 auf die letzte Komponente ist. Ist U € Z"*!
eine Untergruppe vom Index n € N*, so sind U N Z" < Z" bzw. n(U) C Z
Untergruppen vom Index d bzw e mit de = n. Man folgere

m—1
tzn(s) =[] ts—0). meN.
=0
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e)

Mit Aufg. 2.2.22 ergibt sich

oo

m—1
—gN— k+m— _
tnp == p'p™ " =3 G N p)p™. peP,
{=0 k=0

und schlieflich
-1
Zzn() =[] G ™" p).

pln

(Man bemerke, dass Zzn (n) nach Teil ¢) auch die Anzahl der Untergruppen vom Index
n in der elementaren abelschen Gruppe E; der Ordnung £ := (n/radn)- (radn)™ ist.>
Fiir quadratfreie Zahlen n, d. h. fiir n = rad n ist das trivial.)

Sei A eine endliche Z-Algebra (d. h. A sei als abelsche Gruppe endlich erzeugt). Dann
bezeichnet Zp 4(n) die Anzahl der zweiseitigen Ideale in A vom Index n. Auch diese
Funktion ist multiplikativ. Die zugehorige Dirichlet-Reihe

Epa(s) =Y Zpa(mn™
n=1

heift die Dedekindsche ¢-Funktion der Algebra A (nach R. Dedekind (1831-1916)).
(Analoge ¢-Funktionen lassen sich auch fiir die Links- bzw. Rechtsideale von A defi-
nieren.) Die Dedekindsche ¢-Funktion {p 7 (s) des Rings Z stimmt wieder mit der Rie-
mannschen ¢-Funktion ¢ (s) {iberein. Ist A = B x C ein Produkt zweier Z-Algebren,
sO ist

{p,a(s) = Cp.B(s)Ep.c(s),

vgl. [14], Aufg. 2.7.13a). Die Produktalgebra Z" hat also die Dedekindsche ¢-
Funktion {p zn(s) = ¢™(s), m € N. Die Anzahl der Ideale vom Index n in Z™ ist
Hp\n (V”(’ZJ_’;"_I), vgl. [14], Beispiel 1.6.13. Fiir m = 2 ergibt sich natiirlich die Tei-
leranzahl t(n). Mit Hilfe von Satz 2.10.40 bzw. Aufg. 2.10.25 in [14] bestimme man
die Dedekindschen ¢-Funktionen von Z[i] = Z[+/—1] bzw. Z[+~/—2] und betrachte
auch weitere Beispiele. (Bemerkung Das Studium der Dedekindschen ¢-Funktionen
endlicher Z-Algebren ist eine wesentliche und interessante Aufgabe der Zahlentheo-
rie. — Dedekindsche ¢-Funktionen lassen sich nach einem Ergebnis von P. Samuel
(1921-2009) in analoger Weise fiir endliche Algebren iiber beliebigen noetherschen
kommutativen Ringen definieren, vgl. [8], Teil 2, § 54, Aufg. 8. Man bestimme die
Dedekindsche {-Funktion der Polynomalgebra F,[X] in einer Variablen X iiber einem
endlichen Korper F;, mit ¢ Elementen. Die analoge Aufgabe etwa fiir den Polynomring
Z[X] ist schon (sehr viel) schwieriger.)

O Fiirn € N*istradn =[]

pln P das sogenannte Radikal von n.
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Aufgabe 2.7.10 Man beweise (mit dem Zornschen Lemma) analog zu Lemma 2.7.19 (2):
Istl = F - G — H — 1 eine exakte Sequenz von beliebigen abelschen Gruppen,
so ist auch die Sequenz 1 — Hc — Ge — Fc — 1der zugehorigen komplexen
Charaktergruppen exakt. (Nur die Surjektivitit von Gc — Fc ist noch zu zeigen.)

Aufgabe 2.7.11 Fiir komplexe Chartaktere y, einer endlichen abelschen Gruppe G
gelten die sogenannten Orthogonalitéitsrelationen

0, falls y # v,

> x@v(g) = Gl falls 7 = ¥

geG
(Lemma 2.7.18 — Man beachte { = ¥ !, und das Produkt y ist ebenfalls ein Charakter.)
Aufgabe 2.7.12 Sei G eine endliche abelsche Gruppe.

a) Die reellen Charaktere von G sind die sogenannten quadratischen komplexen Cha-
raktere y mit y> = y;. Wieviele quadratische komplexe Charaktere hat G? (Thre
Anzahl ist die Ordnung |,G| des 2-Sockels ,G von G. Ein wichtiger quadratischer
Charakter mod m ist fiir ungerades m das Jacobi-Symbol (a/m), vgl. [14], Definition
2.5.23. Genau dann sind alle komplexen Charaktere von G reell, wenn G eine elemen-
tare abelsche 2-Gruppe ist.

b) Seim € N*und py,..., p, die paarweise verschiedenen ungeraden Primfaktoren von
m. Die Anzahl der quadratischen Charaktere modulo m ist 2", wenn m ungerade ist,
und gleich 27 +Min(2(m=1.2) “fa]ls 1 gerade ist. (Eine Basis der elementaren 2-Gruppe
der quadratischen Charaktere modulo m bilden, falls v,(m) < 1 ist, die Legendre-
Symbole (a/p1).,...,(a/p,), ggT(a,m) = 1. Ist vo,(m) = 2, so gewinnt man durch
Hinzunahme des Legendre-Charakters modulo 4

a
<Z) = (—1)(“*1)/2, a ungerade,
eine Basis. Ist schlieBlich v,(n) > 3, so gewinnt man eine Basis durch weitere Hinzu-
nahme des Legendre-Charakters modulo 8

a
(g) = (—1)("2_1)/8, a ungerade.
Man stelle in dieser Basis das Jacobi-Symbol (a/m), m ungerade, dar bzw. den qua-
dratischen Charakter (a/m) von Frobenius-Zolotarev, falls m gerade ist, a jeweils
teilerfremd zu m, vgl. [14], Definition 2.5.23.
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Aufgabe 2.7.13 Seia € N* keine Quadratzahl. P, sei die Menge derjenigen Primzahlen
p € P, fiir die [a], ein Quadrat in F), ist, fiir die also der Wert des Legendre-Symbols
(a/p) gleich 1 ist. Dann ist

1
Z p°~ Eln(a— 1) firoc — 1+.
PEPq

(Man benutze das quadratische Reziprozititsgestz, vgl. [14], Satz 2.5.27 und den Satz
2.7.22.) Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen p, fiir die a kein quadratischer
Rest modulo p ist.

2.8 Die Taylor-Formel

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns vor allem mit Funktionen mit Werten in re-
ellen Banach-Raumen V', die auf reellen Intervallen / definiert sind. Der Weierstra3sche
Approximationssatz, vgl. Satz 1.1.12 und die Bemerkung 1.1.14 dazu, zeigt, dass jede
V -wertige stetige Funktion auf einem kompakten Intervall I € R gleichméBig durch Po-
lynomfunktionen approximiert werden kann. Im Allgemeinen ist es aber sehr schwierig,
einfache Polynome zu finden, die die gegebene Funktion gut anndhern. Fiir analytische
Funktionen f freilich kann man die Partialsummen

Sart—af Zf%) af, neN.
k=0

der Potenzreihenentwicklung von f um a € I nehmen, falls / ganz im Konvergenzkreis
dieser Reihe liegt. Diese n-te Partialsumme ist die einzige Polynomfunktion vom Grad
< n, die mit f an der Stelle a bis zur n-ten Ableitung iibereinstimmt. Die angegebenen
Polynome sind nun bereits dann definiert und zur Approximation von f geeignet, wenn
f nur geniigend oft differenzierbar ist. Allgemeiner werden wir die nahe liegende Idee
verfolgen, solche Polynome zur Approximation von f zu benutzen, die mit f einschlief3-
lich gewisser Ableitungen an geniigend vielen Stellen iibereinstimmen. Zur Vorbereitung
beweisen wir eine Verallgemeinerung des Satzes von Rolle und definieren zunéchst:

Definition 2.8.1 Sei V ein R-Banach-Raum und n € N*. Eine Funktion f:/ — V auf
einem Intervall / C R hatina € I eine Nullstelle der Ordnung (oder der Vielfachheit)
> n, wenn f n-mal differenzierbar ist und wenn f(a) = f'(a) = --- = f" V(@) =0
ist. Ist dariiber hinaus f ) (a) # 0, so sagen wir, die Ordnung (oder Vielfachheit) der
Nullstelle @ von f sei genau gleich n. — Die Funktion f: 7 — V hatin I die Nullstel-
lenordnung > n, wenn es paarweise verschiedene Punkte a; € I,i = 1,...,r, gibt, in
denen die Nullstellenordnung von f mindestens n; € N* ist, und wennn; +---+n, > n
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gilt. — Wir sagen noch, dass die Funktion f:/ — V ina € [ eine Nullstelle der Ordnung
0 hat, wenn f stetig und f(a) # O ist.

Bei n € N* ist nach Beispiel 2.3.17 die Nullstellenordnung einer n-mal differenzier-
baren Funktion f in a mindestens n, wenn f(x) = 0((x - a)”_l) fir x — a gilt. Fir
x — a gilt dann sogar f(x) = f™(a)(x —a)"/n! + o((x —a)").’! Hat f in a eine
Nullstelle der Ordnung > n > 1, so hat f' in a eine Nullstelle der Ordnung > n — 1. Ist
f beliebig oft differenzierbar in 7, so sagt man, f habe in a die Nullstellenordnung oo,
wenn alle Ableitungen von f in a verschwinden, d.h. wenn f in a platt ist. Im Fall einer
analytischen Funktion f ist die Nullstellenordnung von f in a gleich dem Infimum der
k € N, fiir die der Koeffizient ay. in der Potenzreihenentwicklung f(x) = >, ax(x —a)*
von 0 verschieden ist, vgl. Abschn. 1.3. Ein Polynom # 0 vom Grad n € N hat in einem
Intervall I eine Gesamtnullstellenordnung < n. (Dies gilt auch fiir V' -wertige Polynome.)

Satz 2.8.2 (Verallgemeinerter Satz von Rolle) Die Funktion f:I — R sei in I m-
mal differenzierbar mit einer Gesamtnullstellenordnung > n in I. Fiir jedes k € N mit
k <Min (m —1,n — 1) hat die k-te Ableitung von f in I eine Gesamtnullstellenordnung
>n—k.Beim >n—1> 0 hat die (n — 1)-te Ableitung f "~V noch eine Nullstelle in I .

Beweis Wir verwenden Induktion iiber k, der Fall k& = 0 ist trivial. Beim Schluss von
k —1 auf k hat f*=1 nach Induktionsvoraussetzung eine Nullstellenordnung > n —k + 1
in /. Es gibt also Nullstellen a; < --- < a, von f*~1 mit Ordnungen > n; > 1 (und
ni +k—1<m), firdien, +---+n, >n—k+ list. Dann hat f® = (f* =Dy in
den Punkten a; Nullstellen der Ordnungen > n; — 1, und nach dem gewdhnlichen Satz
von Rolle 2.3.3 gibt es Zwischenwerte by, ..., b,_; mit b; € |a;,a; [ und f©(b;) =0,
i = 1,...,r — 1. Insgesamt hat daher (die differenzierbare Funktion) f ® in I eine
Nullstellenordnung > (ny+---+n,—r)+r—1 > n—k.Zum Beweis des Zusatzes konnen
wir n > 2 annehmen. Dann hat f ("=2) in I nach dem Bewiesenen eine Nullstellenordnung
>2und £V = (f"=2Y dort sicherlich wenigstens eine Nullstelle. |

Bevor wir die allgemeine Taylor-Formel behandeln, fiihren wir einige Bezeichnungen
ein. / sei im Folgenden stets ein Intervallin R, a = (a1, ..., a,) sei ein r-Tupel paarweise
verschiedener Stellen a; € I und n = (ny,...,n,) sei ein r-Tupel positiver natiirlicher
Zahlen. Ferner sei f: I — V eine Funktion, die mindestens Max (n; —1,...,n, —1)-mal
differenzierbar ist.

Tan(f1X) = T(a:n: f1X) = T(X) € V[X]

31 Ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen definiert man die Nullstellenordnung in a einer in a
stetigen Funktion f als das Supremum der « € R mit f(x) = O(|x — a|“) fir x — a, vgl.
auch das Ende von Beispiel 3.8.13 in [14]. Welche Nullstellenordnung hat nach dieser Definition
die Funktion f:[0, I[ - R mit f(0) = Ound f(x) = 1/Inx fiir x > 0 im Punkta = 0?
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bezeichne das Polynom 7' vom Grad < |n| := n; + --- + n,, fiir das
T (a;) = fY(a;), O0<vi<n;,i=1,...,r

gilt. Das Polynom T ist durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt, da ein
Polynom vom Grad < |n| keine Gesamtnullstellenordnung > |n| besitzen kann. Die Exis-
tenz von 7' zeigen wir im néachsten Abschnitt, wo wir auch ein Berechnungsverfahren fiir
T beschreiben. Fiir den Fall V' = R (auf den der allgemeine Fall grundsétzlich zuriick-
gefiihrt werden kann) siehe bereits [14], Aufg. 2.10.11. Man nennt T(X) = T,,(f|X)
das interpolierende Polynom zu f fiir die Stiitzstellen (bzw. Interpolationsknoten)
ai,...,a, mitden Vielfachheiten ny, ..., n,. In zwei wichtigen Spezialfillen lisst sich T’
leicht explizit angeben:

(1) Esseir = 1,alsoa = a;,n = n;. Dann ist das Taylor-Polynom

f(k)(a) r . V[X]

T =Tua(f1X) = Z

die Losung, vgl. Aufg. 2.9.4 in [14].
(2) Essein; = 1fiirallei = 1,...,r. Dann liefert die Lagrangesche Interpolations-
formel, vgl. [14], Aufg. 2.10.11,

T Zf( )(X ap)--(X—ai_1)(X —aj41)--- (X —a,) e VIX].

= —ap) - (a; —ai-1)(a; —ai1) -+ (ai —ay)
Der Hauptsatz iiber die Approximation differenzierbarer Funktionen durch Polynome ist
der folgende Satz:

Satz2.8.3 SeiV ein R-Banach-Raum. Ferner seien I C R ein Intervall, a = (ay, ..., a,)
ein Tupel paarweise verschiedener Stellen in I undn = (ny,...,n,) ein Tupel positiver
natiirlicher Zahlen mit |n| = ny + --- + n,. Schlieflich sei f:1 — V eine |n|-mal
differenzierbare Funktion. Ist V = R, so gibt es zu jedem x € I ein ¢ € I (das in dem
kleinsten Teilintervall J von I liegt, das x und a, . ..,a, enthdlt) mit

f(lnl)( )
|n|!

T (x—a)" e (x—a)"

J(x) =Tan(flx) +

Im allgemeinen Fall gibt es einc € J C I mit

LF "ol

||f(x) - Ta.n(flx)” = |I’l|'

e —arl" e x —a, "
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Beweis Sei x € [ fest gewihlt. Wir konnen gleich r # Ound x # q; firi = 1,...,7
annehmen. Sei zunichst V' = R. Dann gibt es genau ein A € R mit

f(x)=Tx)+Ax —a)" - (x —a)",
wobei T' = T,,,(f]X) gesetzt wurde. Wir betrachten nun auf J die Funktion
hit— f@&)—T(@) — At —a)™---(t —a,)".

Sie hat nach Definition des Interpolationspolynoms 7" in a; eine Nullstellenordnung > n;
fiiri = 1,...,r. AuBerdem hat /& nach Definition von A in x eine Nullstelle der Ordnung
> 1. Insgesamt hat /2 in J eine Nullstellenordnung > |n|+ 1. Nach dem verallgemeinerten
Satz von Rolle 2.8.2 hat 42(") deshalb in J noch eine Nullstelle ¢. Da der Grad von T
kleiner als |n| ist, folgt 7("D = 0 und somit 0 = h"D(c) = fFU"D(c) — A|n|!, also A =
£ (c)/|n|!, wie behauptet. — Den allgemeinen Fall fiihrt man wie den Mittelwertsatz
2.3.7 auf den Fall V = R zuriick. Die Einzelheiten konnen wir dem Leser iiberlassen. [

Man beachte, dass die Funktion

J(xX) = Tan(f1X) ( PARIEE)))

beiV =R
(X —a)™ - (x —a,)" o )

aus Satz 2.8.3 bei r > 0in ganz I noch (|n|—Max (11, ..., n,))-mal stetig differenzierbar
ist, wie man mit Hilfe von Aufg. 2.3.15 einsieht. — Die oben erwihnten Spezialfille (1)
und (2) ergeben die folgenden Aussagen 2.8.4 bzw. 2.8.5.

Satz 2.8.4 (Taylor-Formel) Seien I C R ein Intervall, a € I und n € N*. Ferner sei
f:1 — V eine n-mal differenzierbare Funktion mit Werten im R-Banach-Raum V. Ist
V =R, so gibt es zu jedem x € I ein c zwischen a und x mit

n—1
WA ky o ( ) 0
Sy =3 —a)f 4+ (x—a)".
k=0
Ist V beliebig, so gibt es zu jedem x € I ein ¢ zwischen a und x mit

(n)
oo Z 1@ qp) < VOO g

Das Polynom
-1

Z (k)(“)(X— ) € V[X]

k=0
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in Satz 2.8.4 heifit das Taylor-Polynom von f des Grades < n im Punkt a. Die Taylor-
Formel gibt eine sehr viel genauere Auskunft tiber den Fehler f(x) — T,,(x), als es die
asymptotische Entwicklung der Ordnung n — 1

() = Tun(x) +o((x —a)"™)

von f fiir x — a tut, die nach Beispiel 2.3.17 bereits dann gilt, wenn f in @ nur (n — 1)-
mal differenzierbar ist. Den Ausdruck

Lo —a)
n!

in Satz 2.8.4 nennt man das Lagrangesche Restglied. Ist f in / beliebig oft differenzier-
bar, so heifit die (formale) Potenzreihe

=3 f(k)(“)(x —a)* € V[X —d]

k=0

die Taylor-Reihe von f in a. Genau dann ist f in a analytisch, wenn die Taylor-Reihe
von f in a eine konvergente Potenzreihe ist und f in einer Umgebung von a darstellt. Im
Allgemeinen ist dies nicht der Fall, wie etwa diejenigen Funktionen zeigen, die in a platt
sind, aber in keiner Umgebung von a identisch verschwinden. Vgl. auch Aufg. 2.8.19.
Ferner bemerken wir, dass jede Potenzreihe T € V[ X —a] als Taylor-Reihe einer beliebig
oft differenzierbaren Funktion R — V in a auftritt (Satz von Borel, vgl. Satz 3.2.11).

Satz 2.8.5 (Newton-Interpolation) Seien I C R ein Intervall, ay,...,a, € I paarwei-
se verschiedene Stellen und f:1 — V eine r-mal differenzierbare Funktion mit Werten
im R-Banach-Raum V. Ferner sei T € V[X] das Polynom vom Grad < r, das an den
(Stiitz-)Stellen ay, . . ., a, dieselben Werte wie f hat. Ist V = R, so gibt es zu jedem x € |
einc € I mit

f(’)( )
f(x)=T(x)+ (x—a))---(x —a);
im allgemeinen Fall gibt es zu jedem x € I ein c € I mit
[FARGI] (C)II
[ () =T < ———"Ix—ai|---|x —a,|.

Aus Satz 2.8.3 ergibt sich sofort die folgende Fehlerabschitzung:

Korollar 2.8.6 Die generellen Voraussetzungen seien dieselben wie in Satz 2.8.3. Ferner
sei || fI"V(x)|| < M fiiralle x € I, also || f"V|| < M. Dann ist fiir alle x € I

M
/() = Tan(f 10N < Wlx—all"‘ el —al™

Wir iiberlassen es dem Leser, die entsprechenden Fehlerabschitzungen fiir die Spezi-
alfélle in den Sétzen 2.8.4 und 2.8.5 explizit zu formulieren.
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Beispiel 2.8.7 (Tschebyschew-Knoten) Sei m € N*. Ferner seien / C R ein kom-
paktes Intervall und f:I — V eine m-mal differenzierbare Funktion mit Werten im
R-Banach-Raum V. Fiir ein Tupel @ = (ay, . . ., a,) paarweise verschiedener Stellen in /
und ein Tupel n = (ny, ..., n,) positiver natiirlicher Zahlen mit [n| =n, +---4+n, =m
ist dann nach Korollar 2.8.6

LAl

m!

”f - Ta.n(f|x)” = Na.n,

wobei die nicht von f abhingende Konstante N, , die Supremumsnorm der normierten
reellen Polynomfunktion (x—a;)"* - - - (x—a, )" vom Grad m auf [ ist. Man wird daher zur
Approximation von f durch das interpolierende Polynom T, , ( f|x) vom Grade < m die
Tupel a und n so wihlen, dass N, , moglichst klein ist. Diese a und n lassen sich explizit
angeben (und sind iiberdies eindeutig bestimmt). Grundlage ist folgendes Lemma:

Lemma 2.8.8 Sei m € N*. Das m-te Tschebyschew-Polynom 1. Art T,, hat unter allen
normierten reellen Polynomen vom Grad m minimale Supremumsnorm auf dem Intervall
[ — 1, 1] und ist durch diese Minimalitiitseigenschaft eindeutig bestimmt. Es gilt

1Tl = I Tl = 27"

Beweis Wir verwenden die Beschreibung der Tschebyschew-Polynome aus [14], Beispiel
3.5.8. Esist Tp,(cos ¢) = 27" *! cos(me), also

Tpu(x) = 27" cos(marccos x), x e[—1,1],

und || T, || = 27"+ und Tp,, (xx) = (—1)*27"+! fiir x; := cos(kmw/m),k = 0,...,m. Sei

G ein weiteres normiertes Polynom vom Grad m mit |G| < || T,,||. Firk = 0,...,m gilt
dann (—1)¥(T}, — G)(xx) > 0. Da Grad(T}, — G) < m ist, ergibt eine leichte Uberlegung
Tn —G = 0, vgl. Aufg. 2.8.6. |

Das Polynom T7,, hat die m Nullstellen a; := cos((2k — )7/2m), k = 1,...,m.
Folglich ist 7,,, = (X —a1)---(X — ay), und die obige Konstante N, , fiir das Intervall
[—1, 1] wird minimal, wenn man jeweils an den Stellen a;,i = 1, ..., m, mit der Vielfach-
heit n; = 1 interpoliert. Durch Transformation auf ein beliebiges Intervall o, B], @ < B,

ergibt sich, dass 8 ) B
) —a\m o+
Tm.ﬂ ::< 5 ) Tm(ﬂ—O{(X_ 2 ))

das normierte Polynom m-ten Grades ist, fiir das die Supremumsnorm auf [«, f] minimal
ist, und zwar gleich

ﬂ—a>’"'

Nt =2(5
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Die optimalen Stiitzstellen zum Interpolieren fiir das Intervall [o, 8] sind daher

1

2k —1
ay ‘= —(1 — cos
2

2m

1 2
n)a+§<l+cos 71),3, k=1,...,m.
Sie heilen die Tschebyschew-Knoten der Ordnung m des Intervalls [«, 8]. Interpoliert
man also die m-mal differenzierbare Funktion f:[a, Bl — V mit dem Polynom T vom
Grad < m, das an diesen Tschebyschew-Knoten mit f iibereinstimmt, so ist fiir x € [, B]

IIf’”)II (/3 ) '

£ () =T <2 2

Fiir das Taylor-Polynom von f vom Grade < m im Mittelpunkt a := (« + f)/2 des
Intervalls [er, f] hat man hingegen bei x € [«, B] generell nur

f(")(a) )kH - IIf(m’H(ﬁ ) '

k! 2 ©

Hﬂ%

Beispiel 2.8.9 Sei f:1 — V unendlich oft differenzierbar auf dem Intervall /. Fiir ein
a € I stellt die Taylor-Reihe T, (x) = Y 07, f ™ (a)(x —a)"/n! nach Satz 2.8.4 sicher-
lich dann die Funktion f auf ganz I dar, wenn alle Ableitungen £ auf I durch eine
gemeinsame Konstante M beschriinkt sind: || f™||; < M fiir alle n € N. Nach einer Be-
obachtung von S. Bernstein lédsst sich das Wesentliche dieser Aussage unter schwicheren
Voraussetzungen behaupten, vgl. auch Aufg. 2.8.19.

Satz 2.8.10 (Satz von Bernstein) Sei f:[a,b] — R, a < b, unendlich oft differenzier-
bar. Ferner gebe es ein M € R mit £ > M fiirallen € N (oder mit £ < M fiir alle
n € N). Dann stellt die Taylor-Reihe T,(x) von f in a die Funktion f auf[a,b] dar.

Beweis Wir konnen £ > M fiir alle n € N annehmen und nach Ubergang zur
Funktion f(x) + |M|e** sogar f > 0. Dann sind nach Satz 2.3.19 alle Ableitun-
gen von f auf [a,b] monoton wachsend. Wir zeigen zunéchst, dass die Taylor-Reihe
T, (x) = Y52y f®(a)(x — a)*/k! fir x = b konvergiert und damit auf dem Inter-
vall [a, b] normal konvergent ist. Insbesondere definiert 7, (x) dann eine stetige Funktion
auf [a, b], die in [a, b[ sogar analytisch ist. Die Konvergenz von T,(x) fiir x = b ergibt
sich aber mit Satz 2.8.4 aus folgenden Ungleichungen fiir n € N:

(k) (k)
o) — me) o+ L), wa) o

Dabei ist ¢, eine geeignete Stelle im Intervall [a, b]. Wenden wir dieses Ergebnis auf das
Intervall [(a + b)/2,b] an, so folgt, dass die Folge [ ((a + b)/2)((b — a)/Z)n/n!,
n € N, und damit auch jede Folge f™(c,)((b —a)/2)"/n!, n € N, eine Nullfolge
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ist, wobei hier die ¢, € [a, (¢ + b)/2] beliebig sind. Mit der Taylor-Formel 2.8.4 erhilt
man jetzt f(x) = T,(x) fir alle x € [a,(a + b)/2]. Nach dem bislang Bewiesenen
ist also f auf [a, b[ analytisch. Der Identititssatz fiir analytische Funktionen impliziert
dann f(x) = T,(x) fir alle x € [a,b[. Aus Stetigkeitsgriinden gilt schlieBlich auch

f(b) = Tu(b). O

Offenbar hitte es geniigt, in Satz 2.8.10 vorauszusetzen, dass f auf [a, b] stetig und in
[a, b[ beliebig oft differenzierbar ist. Typische Beispiele sind im Intervall [0, 1] die erzeu-
genden Funktionen ), _n @, X", x € [0, 1], zu den Folgen (a,) € RT mit ) 02 a, < 0o,
etwa eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N, fiir die definitionsgemi8 ) a, = 1 ist.
Diese Funktionen sind in 1 im Allgemeinen nicht differenzierbar. (Genau dann ist die
Funktion x +— ) _a,x" auf [0, 1] im Punkt 1 differenzierbar, wenn ), .\ na, < 0o
ist,vgl. Aufg. 2.3.19.) &

Aufgaben

Aufgabe 2.8.1 Seien f,g: I — V Funktionen auf dem Intervall / € R mit Werten im
R-Banach-Raum V. Ferner seien m,n € Nunda € I.

a) Ist f n-mal differenzierbar, so hat f in @ genau dann eine Nullstelle der Ordnung > n,
wenn f(x) = (x —a)"h(x) mit einer in a stetigen Funktion s: I — V ist.

b) Haben f und g in a Nullstellen der Ordnungen > m bzw. > n, so hat f + g in a eine
Nullstelle der Ordnung > Min (m, n).

¢) Ist fg (m+ n)-mal differenzierbar und haben f und g in a Nullstellen der Ordnungen
> m bzw. > n, so hat fg in a eine Nullstelle der Ordnung > m + n.

d) Ist fg (m 4 n)-mal und g n-mal differenzierbar, so hat g in a eine Nullstelle der
Ordnung > n, falls fg in a eine Nullstelle der Ordnung > m + n und f in a eine
Nullstelle der Ordnung m haben.

Aufgabe 2.8.2 Seien m,n € N*, [, J Intervallein R und f: I — R, g:J — V (mn)-
mal differenzierbare Funktionen mit f(/) C J, wobei V' ein R-Banach-Raum ist. Ferner
seia € I mit f(a) = 0. Haben dann f in a und g in O jeweils Nullstellen der Ordnung
> m bzw. > n, so hat g o f in a eine Nullstelle der Ordnung > mn.

Aufgabe 2.8.3 Sei f:R — R eine Polynomfunktion vom Grad n > 0. Dann hat die
Funktion f(x) 4 ¢* in R die Nullstellenordnung < n + 1. Ist der Leitkoeffizient von f
positiv, so ist diese Nullstellenordnung sogar < n.

Aufgabe 2.8.4 Sein € N, n > 2. Die Funktion f:/ — R auf dem Intervall [ sei
(n — 1)-mal differenzierbar, habe dort eine Nullstellenordnung > n und mindestens zwei
verschiedene Nullstellen. Dann hat "~ noch wenigstens eine Nullstelle im Inneren
von /.
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Aufgabe 2.8.5 Die Funktion f:[a,b] — R sei n-mal differenzierbar, habe in ¢ und b
Nullstellen der Ordnung > n und in ]a, b[ weitere k verschiedene Nullstellen, k € N.
Dann hat £ in ]a, b[ wenigstens n + k verschiedene Nullstellen.

Aufgabe 2.8.6 Die Funktion f: [xo, x,,] = R sei zweimal differenzierbar. Fiir die Punkte
X0 e oy Xy Mit Xg < X] < -+ < X, gelte (—1)F f(xx) >0,k =0,...,m. Dann hat f in
[x0, x;n] eine Nullstellenordnung > m. (Induktion iiber m.)

Aufgabe 2.8.7 Sei f:R — R eine Polynomfunktion. Hat f keine Nullstellen in C — R,
so gilt dies auch fiir alle Ableitungen f®), k < Grad f, von f. (Man vgl. auch die
allgemeine Aussage in Aufg. 1.2.15a).)

Aufgabe 2.8.8 Seiena,b > Ound F € R[X] das Polynom X" + aX" ' —b,n>2.

a) Ist n gerade, so hat F' genau zwei verschiedene reelle Nullstellen, die beide die Ord-
nung 1 haben.

b) Sei n ungerade. Ist a"(n — 1)"~! > bn", so hat F genau drei verschiedene reelle
Nullstellen, die alle die Ordnung 1 haben. Bei a”(n — 1)"~! = bn" hat F eine reel-
le Nullstelle der Ordnung 1 und eine reelle Nullstelle der Ordnung 2. Ist schlielich
a"(n—1)""' < bn", sohat F genau eine reelle Nullstelle, und zwar der Ordnung 1.

Aufgabe 2.8.9 Seien a, b > 0. Man bestimme die Anzahl der verschiedenen reellen Null-
stellen und ihre Ordnungen fiir die Polynome X" —a X"~ '+b, X"+aX —b, X" —aX +b,
n>2.

Aufgabe 2.8.10 Das Polynom F := X3 + aX + b € R[X] hat im Fall 44> + 27b* > 0
genau eine und im Fall 4a® + 27b? < 0 genau drei verschiedene reelle Nullstellen. Was
gilt bei 4a> + 27h% = 0? (Bemerkung 4a> + 27h heifit die Diskriminante von F.)

Aufgabe 2.8.11 Das Polynom F € R[X] habe in a,b € R, a < b, Nullstellen, jedoch
keine Nullstellen in Ja, b[. Dann ist die Nullstellenordnung von F” in Ja, b[ ungerade.

Aufgabe 2.8.12 Man gebe das Taylor-Polynom des Grades < 5 in a an fiir die Um-
kehrfunktionen der folgenden Funktionen auf R: x +e%,a = 1; x 4+ ¢sin2x,a = 0
(le] < 1/2).

Aufgabe 2.8.13 Man zeige, dass in Satz 2.8.3 die Zwischenstelle ¢ stets im Inneren des
kleinsten Intervalls gewihlt werden kann, das die Punkte x, ay, .. ., a, enthilt, falls dieses
Intervall aus mehr als einem Punkt besteht. (Vgl. Aufg. 2.8.4.)
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Aufgabe 2.8.14
a) Die Funktion f:[a,a + h] — R sei n-mal differenzierbar, n > 2. Dann gibt es ein
¢ €la,a + h] mit

fa+h- /@ 1@ 1, L0
PETEZI f()—Z + I

b) Die Funktionen f:[a —h,a + h] — R sei (2n + 1)-mal differenzierbar, n > 1. Dann
gibteseinc € [a — h,a + h] mit

fla+h)— fla—h) , _H A () T A (2 B
2h _f(“)_k:I 2k + 1)! 2n + 1)!

(Man formuliere entsprechende Aussagen fiir V-wertige Funktionen, wo V ein R-Ba-
nach-Raum ist.)

Aufgabe 2.8.15 Man beweise die Taylor-Formel 2.8.4 im Fall K = R, indem man auf
F(x) := f(x) = Y020 f¥(a)(x —a)*/k!und G(x) := (x —a)" den Zweiten Mittel-
wertsatz n-mal anwende und dabei beachte, dass die Funktionen F und G einschlieflich
ihrer ersten n — 1 Ableitungen an der Stelle a verschwinden. (Vgl. Beispiel 2.3.17.)

Aufgabe 2.8.16 Sei f: I — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion, die im Punkt
a € I sogar n-mal differenzierbar ist, n > 2. Nach der Taylor-Formel und Aufgabe 2.8.13
gibt es zu jedem x € I, x # a, ein c¢(x) # a zwischen x und a mit

n—2 _
S (a) SOV (e(x)) .
f(x)zg ot T e

Unter der Voraussetzung f(a) # 0 zeige man lim,_, c 2, (c(x) —a) /(x —a) = 1/n.

Aufgabe 2.8.17 Seien f:[a,b] — R eine Polynomfunktion vom Grade n > 1 mit dem
Leitkoeffizienten @, und 74" (x) das (normierte) n-te Tschebyschew-Polynom 1. Art fiir
das Intervall [a, b], vgl. Beispiel 2.8.7. Dann ist g := f —a, T4 das (eindeutig bestimm-
te) Polynom vom Grad < n, fiir das || /' — g||[4,») minimal wird, und zwar ist

Lf =gl = lan IT;"" 1 = lan| |6 —al" /22"~

(Man benutzt dieses Ergebnis, um den Grad approximierender Polynome f sukzessive
(unter Inkaufnahme einer schlechteren Approximation) zu verringern, indem man zu-
niichst f durch g ersetzt, dann das Verfahren auf g anwendet usw. Ist /' = >, _ ax T b
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mit a; € R, so erhilt man sukzessive g = g,-1 = Y ,_ OakT“h, gnn = Zk 0a kT“b
usw. Allerdings bekommt man so bei mehr als einem Schritt im Allgemeinen nicht mehr
das optimale Polynom. Man wende dieses Verfahren an, um das Taylor-Polynom vom
Grad < 12 von cos(x/2) um 0 im Intervall [—1, 1] durch ein approximierendes Polynom
h vom Grad < 8 zu ersetzen. Man gebe eine Abschitzung fiir || cos(x/2) — h(x)||[-1.1]
an.)

Aufgabe 2.8.18

a) Sein € N*, undseien f: I — Kund g,h: I — V, V K-Banach-Raum, (n — 1)-mal
differenzierbare Funktionen auf dem Intervall / C R. Fiir die Taylor-Polynome in a
gilt

Ta,n (g + h) = Ta,n (g) + Ta,n (h)s Tun(fg) = Tu.n (Ta,n (f)Ta,n (g))

Sind f, g, h beliebig oft differenzierbar, so gilt fiir die Taylor-Reihen

Ta(g + h) = Ta(g) + Ta(h)’ Ta(fg) = Ta(f)Ta(g)‘

b) Sein € N*. f:I — V,V R-Banach-Raum, und g:J — [ seien (n — 1)-mal
differenzierbare Funktionen auf den Intervallen 7 bzw. J in R. Fiirb € J und a :=
g(b) gilt

Tb,n (f ° g) = Tb.n (Ta.n (f) © Tb.n (g))

Sind f und g beliebig oft differenzierbar, so gilt 7),(f o g) = T,(f) o T)(g). Als eine
Anwendung gebe man eine explizite Formel, die die (n — 1)-te Ableitung von f o g
durch £ ... f@=Dund g©@ .. gD darstellt.

Aufgabe 2.8.19 Sei f:I — V, V R-Banach-Raum, auf dem Intervall / € R beliebig
oft differenzierbar. Folgende Aussagen sind dquivalent: (i) f ist auf / analytisch. (ii) Zu
jedem a € I gibtes ein § > 0 und eine Konstante C > 0 mit || /" (x)|/n! < C/§" fiir
alle x € I mit |x —a| < §. (Fiir (ii) = (i) benutze man die Taylor-Formel 2.8.4, fiir (i) =
(i1) Aufg. 1.2.33. Um die Cauchyschen Ungleichungen anwenden zu kénnen, bette man
V' in seine Komplexifizierung V(c) ein, vgl. Aufg. 1.1.25.)

Aufgabe 2.8.20 Sei g: R — R eine C*°-Funktion mit der Periode 1, die in den Punkten
t € 7 platt ist und in den Punkten ¢ ¢ Z analytisch und positiv (z.B. g(¢) = h(sinxt),
wobei i eine der Funktionen aus Aufg. 2.2.23a) ist). Dann ist 1 — Y - g(2"t)/ o
eine C*°-Funktion f:R — R, die in keinem Punkt # € R analytisch ist. (Es geniigt zu
zeigen, dass f in den Punkten p/2™, p € Z ungerade, m € N, nicht analytisch ist.
In einem solchen Punkt stimmt aber die Taylor-Reihe von f mit der Taylor-Reihe der
dort analytischen Funktion Y /'_, g(Z”t) / 2" iiberein. — Zu weiteren interessanten C*-
Funktionen siehe Beispiel 3.2.9.)
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Aufgabe 2.8.21 Man beweise die Descartessche Vorzeichenregel: Die Anzahl der po-
sitiven Nullstellen (mit Vielfachheiten gerechnet) eines iiber R in Linearfaktoren zerfal-
lenden Polynoms F = ag + a1 X + -+ + a,_1 X"~' + X" € R[X] ist gleich der Anzahl
der Vorzeichenwechsel in der Folge ag,ay,...,a,-1, 1. Dabei liegt in einer Folge von 0
verschiedener reeller Zahlen ..., b;, b; 1, ... an der Stelle i ein Vorzeichenwechsel vor,
wenn b; b; 1 < 0 ist. Die Vorzeichenwechsel in einer beliebigen Folge reeller Zahlen sind
diejenigen in der Folge, die daraus durch Streichen der Nullen gewonnen wird. (Beim Be-
weis durch Induktion iiber n kann man n > 1 und a¢ # 0 annehmen. Ist a; = F’(0) = 0,
so hat F'’ eine positive Nullstelle weniger als F und es ist F(0) F”(0) < 0. Mit der Induk-
tionsvoraussetzung, angewandt auf F’, ergibt sich die Behauptung. Bei F(0)F'(0) < 0
bzw. F(0)F’(0) > 0 hat F’ eine positive Nullstelle weniger als F' bzw. gleich viele
positive Nullstellen wie F, und die Induktionsvoraussetzung fiir F’ ergibt wieder die Be-
hauptung.)

Aufgabe 2.8.22 Das Polynom a,, X" + -+ + a, X" € R[X] mitm < n und a,, #
0 # a, zerfalle tiber R in Linearfaktoren. Dann kénnen in der Folge a,,, ..., a, nicht

zwei benachbarte Glieder gleichzeitig verschwinden. (Induktion iiber n — m. — Vgl. auch
Aufg. 2.8.21.)

Aufgabe 2.8.23 Ein Polynom der Gestalt ay + a;X* + --- € C[X] mit ap # 0 # a;,
s > 1, hat wenigstens s paarweise verschiedene Nullstellen in C.

2.9 Hermite-Interpolation

Wir wollen allgemein die Existenz der im vorigen Abschnitt benutzten interpolierenden
Polynome T := T, ,(f|X) beweisen und Methoden zu ihrer Berechnung angeben. Dabei
wissen wir schon, dass diese Polynome vom Grad < |n|, wenn sie existieren, durch die
Stiitzstellen ¢ = (ay, ..., a,) mit den Vielfachheiten n = (ny,...,n,) und den vorge-
schriebenen Ableitungen

T (@) = fOa) = b eV, 0<vi<nj,i=1,...r

eindeutig bestimmt sind. V' sei zunichst ein beliebiger R-Vektorraum oder allgemeiner
ein Vektorraum iiber einem Korper K der Charakteristik O (oder tiber einem Korper K der
Charakteristik > Max (ny,...,n,)). Den Raum V[X] der Polynome iiber V' fassen wir
immer mit der natiirlichen K[X]-Modulstruktur auf. Man beachte, dass V' [X] torsionsfrei
iber K[X] ist (sogar frei, da V frei tiber K ist): Sind F € K[X]und H € V[X] beide
# 0, so ist auch FH # 0. Die Ableitung eines Polynoms H = )" v, X" € V[X]ist die
formale Ableitung H' =), . nv, X" ' € V[X].

Zum Beweis der Existenz von T #ndern wir etwas die Bezeichnungen und ersetzen zur
Kennzeichnung von 7 die Tupel (ay,...,a,) € K" und (ny,...,n,) € (N*)" durch ein
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einziges Tupel
x=(x1,....,.xp) €K", m:=ln|=n+---+n,,

in dem das Element a; genau n;-mal vorkommt. Dabei ist die Reihenfolge der Kompo-
nenten von X zundchst nicht wichtig. Das gesuchte Polynom 7" bezeichnen wir auch mit

T.(f|1X) = Ty
Wir beweisen nun die Existenz von T durch Induktion iiber m. Der Fall m = 1 ist trivial:
Esist T(y,) = f(x1). Beim Schluss vonm — 1 auf m > 2 sei x = x,, := (x1,..., Xx,) und
Xm—1 := (X1, ..., Xy_1). Ferner komme x,, in x genau p-mal vor. Nach Induktionsvoraus-

setzung existiert das Polynom 7}, vom Grad < m — 1. Fiir jede Konstante A erfiillt dann
das Polynom H) := Ty, ,+AG vomGrad < m mit G := (X —x;)--- (X —x,,—1) € K[X]
offenbar alle Bedingungen an 7, mit eventueller Ausnahme der Bedingung H A(“ -1 (xm) =

f#V(x,,). Wihlen wir

A= (f(ﬂ_l)(xm) - T(M_l)(xm))/G(M_l)(xm) ev,

Xm—1

so ist auch diese Bedingung noch erfiillt. Man beachte, dass G*~D(x,,) # 0 ist, da x,,
eine Nullstelle von G der Ordnung p — 1 ist. Wir haben damit gezeigt:

Satz 2.9.1 (Hermite-Interpolation) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper der Cha-
rakteristik O und ay, . .., a, paarweise verschiedene Elemente in K sowie ny,...,n, po-
sitive natiirliche Zahlen. Zu beliebigen Elementen b;vi) eV,0<v,<n;,i=1,...,r,
gibt es dann genau ein Polynom T € V[X] vom Grad <m :=n| + --- + n, mit

T (a)=b", 0<vi<n;i=1,..r

Zur praktischen Bestimmung von 7" fiihrt man zunichst zweckmiBigerweise die fol-
gende Bezeichnung ein, wobei wir wieder wie beim Beweis zu Satz 2.9.1 ein Tupel
x = (x1,...,x,) benutzen. Es sei

AX )= Axqy, oo xms f) = AX) = A(Xy, ..., xp) €V

definitionsgemiB der Koeffizient von X”"~! im interpolierenden Polynom T, = Ty( f|X).
Dannist Ty = A(x) X" '+ R mit einem Polynom R € V[X] vom Grad < m— 1. Genauer
gilt:

Satz 2.9.2 Fiirx =X, = (x1,...,Xp) und X := (x1,...x), k=1,...,m—1, ist

T(f1X) =D Al )X = x1) - (X = xe ).

k=1
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Beweis (durch Induktion iiber m) Der Fall m = 1 ist trivial. Beim Schluss von m — 1 auf
m > 2 ist
T(f1X) = Al )X —x1) -+ (X = Xp1)

ein Polynom vom Grad < m — 1, das die Interpolationsbedingungen fiir x,,_; erfiillt und
daher gleich T, , (f|X) ist. Die Induktionsvoraussetzung liefert nun die Behauptung. [

Mit den Elementen A(xy; f) ist also auch das Polynom 7, ( f|X) bekannt. Stimmen
inx = (xy,...,xy) = (a,...,a) alle Komponenten iiberein, so ist T ( /| X) das Taylor-
Polynom Y 7=y f®(a)(X — a)*/k!. Fiir x; = --- = x; = a ergibt sich somit die
einfache Formel A(xy,...,x;; f) = f*D(a)/(k — 1)!. Andernfalls hilft zur Berech-
nung die folgende Rekursionsgleichung:

Satz 2.9.3 Ist x| # X1, so gilt

A(xp, ..., ; — A(Xy, ..., Xk,
AL Xpats f) = (x2 Xks13 f) (x1 Xk f).

Xk+1 — X1
Beweis Wir bemerken zunichst, dass die Koeffizienten A(xy,...,X;4+1; f) € V unab-
hingig von der Reihenfolge der x1, . . ., x4 sind. Nach Satz 2.9.2 sind nun die Polynome

izA(xz,...,xj)(X —X2) (X = xj_1) + AQxa, oo Xp, X ) (X = x2) -+ (X — xp)
:A(xz,...,xk,xk+1,x1)(X —x2) - (X —x)(X —Xg41) und
izA(xz,...,xj)(X —x2) (X = xj1) + A(x, o X, X)X —x0) - (X — )
:A(xz,...,xk,xl,xkﬂ)(X —Xx2) (X = xp)(X —x1)

beide gleich Ty, ... x,.)(f]X). Daher ist auch

(A(x2, oo Xpg1) + A, Xk 1) (X = X)) (X = 2x2) -+ (X — Xx)
= (A1) + A ) (X = X)) (X = x0) -+ (X = xp).

Kiirzt man in dieser Formel (X — x;)--- (X — x;) und setzt dann fiir X den Wert x;
ein, so ergibt sich die Behauptung. O

Die Rekursionsformel in Satz 2.9.3 ldsst sich nach eventuellem Umnummerieren der
Komponenten xi, ..., x;y immer anwenden, wenn diese nicht alle gleich sind.

Wir nehmen ab jetzt an, dass in dem Tupel x = (xy,...,X,) die Komponenten so
nummeriert sind, dass x; = x;1; = -+ = x; ist, falls x; = x; fiir ein Paar (7, j) mit
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Al
AE?; Lou1) )
:2 AG, x3) 1, X2, X3
A('x,») ...................
T A(xis“'sxj—l)
L e AXis15- X)) A s ) e Ao %)
A()?i)
A(xm—l)
A(x,,) Al -1:3n)

Abb. 2.42 Differenzenschema zur Hermite-Interpolation

i < j gilt. Dann definieren wir die Differenzenquotienten hoherer Ordnung durch
A(x;) = f(x;) und allgemein beii < j durch

=D (x; i — i) J——
A(x,-, 7xj) — f (xl)/(.l l)'vfalls -xl x]s
(A(Xi_H, . ,xj) — A(Xi, . ,x/-_l))/(xj — X,‘), falls Xi 75 Xj.

Nun berechnen sich die A(xx) = A(xy,...,x;) nach Satz 2.9.3 leicht gemdl dem in

Abb. 2.42 dargestellten sogenannten Differenzenschema.

Beispiel 2.9.4 Bei m = 1 besteht das Differenzenschema aus der einzigen Zeile A(a) =
f(a). Firm = 2und x; = x, = a bzw. x; = a, X, = b # a sind die verschiedenen
Moglichkeiten in Abb. 2.43, fir m = 3 und x; = x, = x3 = a bzw. x; = x, = a,
X =b #abzw. xy =a,x; = b # a, x3 = ¢ # a, c # b, sind die verschiedenen
Moglichkeiten in Abb. 2.44 dargestellt.

Beim = 2 spricht man von linearer und bei m = 3 von quadratischer Interpolation.
Wie lautet das interpolierende Polynom vom Grad < 4, wenn die vier Werte f(a), f'(a);
fb), f'(b),a # b, vorgegeben sind ? &

Beispiel 2.9.5 (Aquidistante Stiitzstellen) Wir betrachten den Spezialfall dquidistanter
Stiitzstellen mit der Schrittweite 7 # 0: x; := x; + (k — 1)k, k = 1,...,m. Dann ist

D ek
A1) = AGr, Xy f) = 2D )G, k=0 m =1,

k! hk s
Abb. 2.43 Fallm = 2 des Aa) = f(a)
Differenzenschemas Aa) = f(a) Aa,a) = f'(a)
M0 = @)y, - AD-DE) _ fb)-f@

Ab) = £(b) b a b=c



2.9 Hermite-Interpolation 227

fa) ,
fla)
fla) @
fla
fla)
fa fl@
fa B0 f0)-f@) @b -0
[b) - f@) b-a - (b -a)?
£(b) b-a
10 s [b)- fa) _ f0)- f(b)
O boa " b _ (fO-fD)(b-a) - (f(b)-f@)(c-b)
‘o 100 ¢-a (c=b)(c-a)(b-a)
C

Abb. 2.44 Fall m = 3 des Differenzenschemas

wie man leicht durch Induktion iiber k beweist. Ferner ergibt sich damit (oder direkt aus
dem obigen Differenzenschema)

A NHm
kUhk

wobei die hoheren Differenzen (A’ f)(k), j =0, ...,m — 1, rekursiv durch

AXp1) = A(X1, .o X5 f) =

A 1)k) = fox), k=1,....m
(A Yk = AT YK+ — (AT K, k=1,....m—j, j=1,....m—1,

definiert sind, vgl. auch Beispiel 1.2.21. Man erhilt fiir das interpolierende Polynom
T, (f|X) zum Knotentupel x = (xy, ..., X,) mit X’ := (X — x;)/ h die Darstellung

T(f1X) = ZA(xu(X—xl) (X = x1)

P1

m k-1 - '
A L0 —— (X —x)) - (X —x) = Z (k)i 1)(Ak1f)(1)' ©

1 k1
k=1 —Dth k=1

Das allgemeine Differenzenschema fiir die Hermite-Interpolation liefert das interpolie-
rende Polynom 7" = T, zum Knotentupel x = (xy, ..., x,,) in der Gestalt

T = A(x1) + AG)(X —x1) + -+ AXp) (X —x1) -+ (X — Xp1).

Hiufig ist es notig, T mit einem anderen Knotentupel y = (v, ..., ¥ ) darzustellen, d. h.
die Koeffizienten A(y,) = A(y1,.... k) := AY1,...,ye; T) firk = 1,...,m in der



228 2 Differenziation

A(Xm) A(Xin-1) o MXiv) A(Xi) o A) A(X)
AYi, Xm-1) AWV, Xm—2) o AL X Ay, Xi-) - AL X)) A

A(Yy, Xm-2) AV Xm-3) - AW, Xi-1) Ay, Xiza) - A(Ys)

AYic, Xm-is1)  AYic, Xm=)) - AYi-,X2) A1, X1)
A(yiyxm—i) A(yiyxm—i—l) A(yivxl) A(}’z)

A(Ym-1,X1) A(Ym-1)
A(Ym)

Abb. 2.45 Vollstindiges Horner-Schema

Darstellung

T =A@)+Ay)X —y) +-+AY,) X —y) (X = Y1)

zu bestimmen, wobei wir y, = (y1,..., yx) fiir k = 1,...,m gesetzt haben. Zum Bei-
spiel ergibt sich die gewohnliche Darstellung von 7" in der Form 7" = ¢y + ¢, X + --- +
Cm—1 X!, wenn in y alle Komponenten gleich 0 sind. Man beachte ferner, dass stets
A(y,) = T () ist. Fiir die Umrechnung von einem Knotentupel x = (x;, ..., x,,) auf ein
Knotentupel y = (y1, ..., ) wie oben setzen wir x; = (x,...,x;) firk = 1,...,m
und benutzen die Austauschformel

Ay xi—1) = (Vi —x)AY;. %) + A, _1. X)),

die fiir alle i, j € N* miti 4+ j < m gilt und sofort aus Satz 2.9.3 folgt. (Man beachte,
dass sie fiir y; = x; trivialerweise gilt.) Da ferner

A@) = Az, ... z2p) = AX1, ... Xm) = AX)

fiir beliebige m-Tupel z = (zy,...,z,) gilt, erhdlt man das sogenannte (vollstindige)
Horner-Schema aus Abb. 2.45 als Berechnungsschema.

Es kann fiir jeden Grundkorper K benutzt werden; die Charakteristik von K spielt hier
keine Rolle. Die erste Spalte hat den konstanten Wert A(x) = A(xy,...,X,). Beii +
J < m berechnet man die hohere Differenz A(y;, x;_;) rekursiv aus den schon bekannten
Elementen A(y;,x;) und A(y;_,;,x;) mit Hilfe der Austauschformel. Will man lediglich
den Funktionswert 7(y;) = A(y,) bestimmen, so berechnet man natiirlich nur die erste
Zeile dieses Schemas (unvollstiindiges Horner-Schema). Das Horner-Schema fiir die
Umrechnung vom Nulltupel x = (0,...,0) € K" auf ein anderes konstantes Tupel y =
(a,...,a) € K™ haben wir schon in [14], Beispiel 2.9.19 besprochen.
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Abb. 2.46 Ort, Geschwin- t ‘ f(oy f (1) f (1)

digkeit und Beschleunigung -1 6 -10 10

fiir eine Weg-Zeit-Funktion 0l -1 2 7

f:[—2,2] — R in den Punk-

ten —1,0,1,2 : ! " X
oY 2015 18 9

Aufgaben

Aufgabe 2.9.1 Von der zweimal differenzierbaren Funktion f:[—2,2] — R und der zu-
gehorigen Geschwindigkeit f’ und Beschleunigung f” sei die Wertetabelle in Abb. 2.46
bekannt: Wie lautet das interpolierende Polynom 7" € R[X] vom Grad < 12 zu dieser
Wertetabelle?

Aufgabe 2.9.2 Man interpoliere die Exponentialfunktion f:x — e*, x € [0, 1], an den
Tschebyschew-Knoten der Ordnung 2, 4, 6 bzw. 8 des Intervalls [0, 1] (vgl. Beispiel 2.8.7)
und gebe die interpolierenden Polynome jeweils in der Form ) a, X" an. Ferner berechne
man mit den interpolierenden Polynomen die Werte an den Stellen k£ /10, k = 0, ..., 10,
und vergleiche diese mit den ,,wahren Werten von exp. Fiir die interpolierenden Polyno-
me T gebe man eine Abschiitzung des grofiten Fehlers || f — T'(x)|l[o,1] an.

Aufgabe 2.9.3 Als Dichte p des Wassers misst man in Abhingigkeit von der Tempe-
ratur #° die in Abb. 2.47 angegebenen Werte (bei 760 Torr) relativ zur Dichte bei 4 °C,
die gleich 1 gesetzt ist. Man gebe die interpolierenden Polynomfunktionen in der Form
> a,(t —4)" an bei Benutzung folgender Stiitzstellen: (1) = 0,4,8;(2)t = 0,4,8,12;
(3)t = 0,4,8,12,16 und vergleiche die damit berechneten Dichten mit den angege-
benen Messwerten. (Man interpoliere nicht die Dichte p(¢) selbst, sondern die Funktion

o(t) := 1000(1 — p(t)).)

Aufgabe 2.9.4 Man entwickle das Polynom 6X7-0,75X>—0,125X*+ X3 —0,4X%>+1
(€ Q[X]) um die Punkte —2,5; 1; 1,75 unter Verwendung des Horner-Schemas.

Temperatur | Dichte | Temperatur | Dichte | Temperatur| Dichte

C C C

0 0,999868 6 0,999968 12 0,999525
1 0,999927 7 0,999929 13 0,999404
2 0,999967 8 0,999876 14 0,999272
3 0,999992 9 0,999809 15 0,999127
4 1,000000 10 0,999728 16 0,998971
5 0,999992 11 0,999633

Abb. 2.47 Dichte des Wassers bei verschiedenen Temperaturen
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Aufgabe 2.9.5 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Die Funktion f:/ — R sei m-
mal differenzierbar, m € N*. Zu je m + 1 (nicht notwendig verschiedenen) Punkten
Xiy...,Xpy1 aus [ gibtesein ¢ € I mit

S (e)
A(xl,...,xm+1;f)= T
m!
Sind nicht alle x, ..., x,,+; untereinander gleich, so kann ¢ im Inneren des kleinsten In-
tervalls [Min (xq, ..., Xp41), Max (x1, ..., X, 41)] gewdhlt werden, das alle x1, ..., X,
enthilt. (Fiir den Zusatz verwende man Aufg. 2.8.13. — Wihlt man demnach a € I und
Folgen (X )ken, j = 1,....m 4+ 1, mit x;; # x;; fiir j # i und a = limg_,c X, SO
ist o
. S"Na)
Him A(xik, ... Xmy1hs ) = —
k—o0 m!

falls f m-mal stetig differenzierbar ist, und man kann die hoheren Differenzenquotienten
zur ndherungsweisen Berechnung der m-ten Ableitung einer m-mal stetig differenzierba-
ren Funktion benutzen, ohne die Ableitungen f &), 0 < k < m, zu kennen. Bei geeigneter
Wahl der x;, etwa bei x; = ¢ + jhi, wo limg_.oo by = 0, by # 0, ist, kann man fiir
obige Grenzwertformeln sogar auf die Stetigkeit von ™ verzichten, was man mit der
Regel von de 1’Hopital aus der expliziten Darstellung der A(xy, ..., X,+1; f) in Beispiel
2.9.5 gewinnt. — Soweit moglich, verallgemeinere man die Ergebnisse auf differenzierbare
Funktionen f:/ — V mit Werten in einem R-Banach-Raum V'.)
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Integration

Das Integrieren hat zwei verschiedene Aspekte: Zum einen die Messung von Lingen,
Flachen und generell Volumina, zum anderen die Bestimmung von Stammfunktionen und
allgemeiner das Losen von Differenzialgleichungen. In diesem Kapitel beschiftigen wir
uns nur mit den elementaren Fragen des zweiten Bereichs, wobei der Bezug zum ersten
Aspekt durch den sogenannten Hauptsatz 3.3.1 der Differenzial- und Integralrechnung
angedeutet wird.

3.1 Stammfunktionen

Wir verwenden wiederum K als gemeinsame Bezeichnung fiir die Kérper R und C;
D C K sei im Fall K = C eine offene Menge in C und bei K = R ein beliebiges
(nicht notwendig offenes) Intervall in R. Ferner bezeichne V' einen K-Banach-Raum. Wir
wiederholen die Definition einer Stammfunktion.

Definition 3.1.1 Sei D € K und f: D — V eine Funktion. Eine Funktion F: D — V
heift eine Stammfunktion oder ein unbestimmtes Integral zu f, wenn F differenzier-
barin D ist und dort F' = f gilt.

Wir bezeichnen eine solche Funktion F' generell mit

/f(x) dx oder kurz mit /f.

Im ersten Ausdruck kann die Variable statt mit x auch mit einem anderen Symbol be-
zeichnet werden. f heifit der Integrand. Im Englischen ist die Bezeichnung ,,primitive
(function)* fiir eine Stammfunktion iiblich. Nach Korollar 2.3.9 gilt:

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 231
U. Storch, H. Wiebe, Analysis einer Verdnderlichen, Springer-Lehrbuch,
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Satz 3.1.2 Ist D ein Intervall in R oder ein Gebiet in C, so unterscheiden sich zwei
Stammfunktionen zu einer Funktion f: D — V nur um eine Konstante C € V.

Die Konstante C, iiber die man bei der Wahl einer Stammfunktion frei verfiigen kann,
heifit auch Integrationskonstante. Im Fall einer offenen Menge D C C unterscheiden
sich zwei Stammfunktionen auf den Zusammenhangskomponenten von D jeweils nur
um eine Konstante. Gelegentlich betrachten wir auch Stammfunktionen auf beliebigen
offenen Mengen in R (deren Zusammenhangskomponenten offene Intervalle sind).

Stammfunktionen auf reellen Intervallen lassen sich stiickeln: Sei D C R ein Intervall.
Firc € Dsei Do, :={t € D |t <c}und D>, :={t € D | t > c}. Sind dann
F) und F, Stammfunktionen von f|D-. bzw. f|Ds. und ist Fi(c) = F,(c) (was durch
Addition von Konstanten immer erreicht werden kann), so ist die Funktion F: D — V
mit F|D<. = Fyund F|Ds, = F, eine Stammfunktionzu f: D — V.

Generell liefert jede Ableitungsregel durch Umkehrung eine Regel zum Auffinden von
Stammfunktionen. Beispielsweise gilt: Sind F' und G Stammfunktionen zu f und g, so
sind F + G und AF, A € K, Stammfunktionen zu f + g bzw. A f. Die folgenden Stamm-
funktionen sollte der Leser kennen:
a+1

+1

xn+1 X
/t”dt = aufC, n e Z —{—13}, /t"‘dt = auf C*, @ € C — {—1}.
n+1 o

dt dt
/ - = Inx auf C —R_, [ - = In(—x) auf C —RR,, insbesondere

dt
- = In|x|; auf R™.

a.X
/a’ dt = 0 auf C, Arga € ]—m, [, insbesondere /ef dt = ¢€”.
na

/sintdt = —cosx, [costdt =sinx jeweils auf C.

dt b4 dt
/coszt =tanx auf(C—(E—l—Zn), [sinzt = —cotx auf C — Zm.

dt
/m =arctanx auf C —{ri|r € R, |r| > 1}.

dt 1 1
/—:Artanhx:—ln +xauf(C—{r€R||r|Zl}-
1—1¢2 2 1—x

dt
/ =arcsinx auf C —{r e R | |r| > 1}.
V1 —12
dt
Vit —1
dt
Vi2 -1
dt

V1 + 2

= Arcoshx =In(x + vx2 -1 aufC —{r e R | r < 1}.

= —Arcosh(—x) aufC —{r e R | r > —1}.

= Arsinhx =In(x + V1 +x2) auf C —{ri | r e R, [r| > 1}.
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Das Aufsuchen einer Stammfunktion ist im Allgemeinen schwierig. Haufig muss man
sich mit Existenzaussagen begniigen, vgl. z. B. Satz 3.1.6. Auf die grundlegenden Tech-
niken gehen wir im nichsten Abschnitt ein. Fiir rationale Funktionen lassen sich leicht
Stammfunktionen mit Hilfe der Partialbruchzerlegung aus [14], Satz 2.10.26 angeben. Da-
nach geniigt es namlich, neben Polynomfunktionen nur Integranden der Form 1/(t —a)",
n € N*, a € C, zu betrachten. Dafiir gilt aber:

dt 1
/ t—ay  (n—1)(x—a)y! auf C —{a}, n > 1.

dt
/t_ =In|x —a|auf R — {a}, fallsa € R;
—a
dt .
PR In(x — a) auf der geschlitzten Ebene C — (¢ + R_) bzw.
—a

dt
/ PR In(a — x) auf der geschlitzten Ebene C — (¢ + R ).
—a

Insbesondere istbeia = ¢ + di € C —R, ¢,d € R, d # 0, die Funktion

In(x —a) = %ln ((x —¢)* + d?) + iarctan e i%Signd

eine Stammfunktion zu 1/(x — a) auf R, wobei die Konstante —(izr/2)Sign d natiirlich
weggelassen werden kann. Bei reellen rationalen Funktionen lassen sich die Stammfunk-
tionen auch mit Hilfe der reellen Partialbruchzerlegung angeben. Man muss dann nur noch
Stammfunktionen bestimmen zu 1/¢" und (t+c)/q" mitq := t>+2ct+d = (t+c)*—A,
A:=c*—d <0,c,d € R. AufR gilt nun:

t _ _ n—1
/ te ) -1/ 1)5{ ) fallsn £ 1, o
q" (1) 51Ing, fallsn = 1;
dt 1 1
— = arctan x+c)),
G 7= e (= +9)

| #im = mea (e rer-n [ gg) o=t

womit sich die Stammfunktionen zu 1/¢" rekursiv bestimmen lassen. Im Allgemeinen ist
es aber bequemer, auch fiir reelle rationale Funktionen die komplexe Partialbruchzerle-
gung zu benutzen.

Beispiel 3.1.3 Wir betrachten die rationale Funktion

° 41 _22/25 2/5 (28 +29i)/50 (28 —29i)/50
—2=2t42 t—1  (—=12 t—(=1+1i) t—(—1—1i)
22/25 2/5 (28/25)t —1/25
t—1 (@ —1)?2 242t +2 7

h) =
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vgl. [14], Beispiel 2.10.31. Man erhilt als Stammfunktion auf R — {1} die Funktion

1 2 2 1 1
b x+ —ln|x—l|——-—+25ﬁ(%(28+29i)ln(x—(—1 +i)))

3 25 5 x—1

! +x+ —In| 1] 2 !
=_x’+x —nx— - =

3 5 x—1

+ 2%(%(28 + 29i)(ln X2 4 2x + 2 + i(arctan(x + 1) — %)))

1 22 14 ) 29
=_xX4+x+ =Injx—1]— +gln(x +2x+2)—garctan(x+l)

3 25 e
e
50"

Mit der reellen Partialbruchzerlegung bekommt man

1 n +221 | 1 2 1 1 28(t +1)—29
xSl -1 -2 — | —
3 2 5 x—1 ' 25 t+D2+1
1 5 2 1 14 s 29
=—x"+x+—=Injx—-1|—-=-——+ =In((x+1 1) — — arctan(x + 1).
3++25| |5x—1+25 ((+)+)25 x+1D. ¢
Funktionen, die sich aus den bislang besprochenen elementaren Funktionen bilden las-
sen, sind keineswegs immer elementar integrierbar, d. h. besitzen Stammfunktionen, die
sich ebenfalls in dieser Weise ausdriicken lassen. Beispiele dafiir sind etwa exp(—x?) und
(sin x)/x. Fiir diese Funktionen lassen sich allerdings mit Hilfe ihrer Potenzreihenent-
wicklungen leicht Stammfunktionen angeben. Satz 2.1.13 ldsst sich ndmlich in folgender
Weise lesen:

Satz 3.1.4 Die Funktion g:Bx (a;r) — V (V K-Banach-Raum) habe im Kreis Bx (a; 1)
die Potenzreihenentwicklung g(x) = Y oo by (x — a)". Dann besitzt g dort die Stamm-
funktionen

0 (x_a)n-H
g)dt =b+ Y by—.
/ = n+1

wobei b € V eine beliebige Konstante ist. — Insbesondere ist eine Stammfunktion zu einer
analytischen Funktion wieder analytisch.

Nach Satz 3.1.4 sind also

2n+1

SR A Y/] 2n+1 l)n X
—1%/2 dt = =D 2 b / ﬁ dt = (
/e ’; T S Z(2n+1)' 2n +1

die Stammfunktionen von ¢=*"/2 bzw. (sinx)/x auf C, die in 0 verschwinden. Die erste
dieser Funktionen heifit GauBisches Wahrscheinlichkeitsintegral und spielt eine funda-
mentale Rolle in der Stochastik (vgl. Band 9), die zweite ist der sogenannte Integralsinus
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Six. — Satz 3.1.4 ist ein Spezialfall der folgenden Aussage, die sich unmittelbar aus Satz
2.7.1 ergibt:

Satz 3.1.5 Es seien D ein Gebiet in C oder ein Intervall in R und ( f,,) eine lokal gleich-
mdfig konvergente Folge von Funktionen f,: D — V, die Stammfunktionen F,: D — V
besitzen (V K-Banach-Raum). Im Punkt xo € D sei die Folge (F,, (xo)) konvergent (was
sich durch Addition von Konstanten zu den F, stets erreichen ldsst). Dann konvergiert
(F,,) auf D lokal gleichmdifSig gegen eine Stammfunktion von lim,_,~, f,.

Damit lisst sich leicht der folgende fundamentale Existenzsatz beweisen:

Satz 3.1.6 Jede stetige Funktion [ auf einem Intervall I C R mit Werten in einem R-
Banach-Raum besitzt eine Stammfunktion.

Beweis Sei xy € I. Es geniigt eine Stammfunktion F von f mit F(xy) = 0 auf jedem
kompakten Teilintervall J von I mit xo € J anzugeben. Zwei solche Stammfunktio-
nen stimmen nach Satz 3.1.2 iiberall dort, wo beide definiert sind, iiberein. Durch diese
Funktionen wird also insgesamt eine Stammfunktion zu f auf ganz I definiert. Auf dem
kompakten Intervall J ist f aber Grenzfunktion einer gleichmiBig konvergenten Folge
(f) von stetigen, stiickweise linearen Funktionen f, (vgl. etwa Aufg. 1.1.18, man be-
nutzt hier die gleichmiBige Stetigkeit von f auf J), die trivialerweise Stammfunktionen
F, mit F,(xo) = 0 besitzen. Die Behauptung folgt nun aus Satz 3.1.5. a

Der Beweis von Satz 3.1.6 gibt explizite Approximationen fiir die gesuchte Stamm-
funktion. Wir gehen darauf im Abschn. 3.9 bei der allgemeinen numerischen Behandlung
von Integralen néher ein.

Satz 3.1.6 hat kein Analogon im Komplexen. Nach Bemerkung 2.1.15 ist nimlich jede
Funktion auf einer offenen Menge D C C, die dort eine Stammfunktion besitzt, be-
reits analytisch. Aber auch analytische Funktionen besitzen nicht notwendigerweise eine
Stammfunktion. Beispielsweise hat die Funktion 1/¢ auf C* dort keine Stammfunktion.
Jede solche Funktion miisste auf C —R_ bis auf eine Konstante mit der Logarithmusfunk-
tion In x iibereinstimmen. In x ldsst sich jedoch in keinen Punkt von R_ stetig fortsetzen.
Nach Satz 3.1.4 hat aber jede analytische Funktion lokal eine Stammfunktion. Wir bespre-
chen solche Phiinomene in Band 5 ausfiihrlicher.

Aufgaben

. .. . 0 fiir x <0, . .
Aufgabe 3.1.1 Die Heaviside-Funktion H:R — R, x besitzt keine
1 firx > 0,

Stammfunktion.
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Aufgabe 3.1.2 Auf ganz R besitzen die beiden Funktionen

. —1 .: 2
sin(1/x), falls x # 0, baw. x> x~"sin(1/x%), falls x # 0,
0, falls x = 0, 0, falls x = 0,

Stammfunktionen, sind aber nicht stetig. (Die zweite der Funktionen ist sogar in keiner

Umgebung des Nullpunktes beschrinkt. — Man betrachte die Ableitungen von x2 cos(1/x)
bzw. x2 cos(1/x2).)

Aufgabe 3.1.3 Man bestimme folgende Stammfunktionen auf moglichst groBen offenen
Teilmengen von C (oder R):

[sinhtdl; [coshtdt; / i [ dr_. /\/l—i—tzdt.

cosh?¢’ sinh?¢’

Aufgabe 3.1.4 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen um O fiir die folgenden unbe-
stimmten Integrale an:

r—1 In(1+¢ r—1
[(l—i-t”)“dt,neN*,ae(C; /et dr: [Mdt; [Ldz;

t t

tdt tdt tdt
- - ttant dt; t cott dt; _—
sin ¢ sinh ¢ cost

/ln (Sltit) dt; /ln(cost)dt; fln (g) dt.

Aufgabe 3.1.5 Man gebe mit Hilfe der Partialbruchzerlegung Stammfunktionen zu fol-
genden rationalen Funktionen an, vgl. [14], Aufg. 3.5.10.

207 — 12 — 10t + 19 =172 =39 —15 1 .
24+1-6 =D -2t +22+1) -3 —-t+1
34— 93 + 412 =341 + 1 t . 20242t +3
(t —2)%(t + 3)? =D +4) 231112418t -9’
1 o=ttt +1l 2242 1 .
10 4 214 12’ 342 7 =127 5348 2
! : ! ; ! ,neN* L,neN*; ;,neN*;
B4+1 41 -1 "4+ 1 >+ 1)

1
C—an(t—a) "

,...,q, € C paarweise verschieden.

Aufgabe 3.1.6 Fiir das reelle quadratische Polynom ¢ (t) := t>+2ct +d = (t +¢)*— A,
A:=c?—d <0,undn € N ist

V-A +
o (=)

eine Stammfunktion zu 1/¢", falls F, eine Stammfunktion zu 1/(z> 4 1)" ist.
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3.2 Bestimmte Integrale

Auf einem Intervall / C R besitzt jede stetige Funktion f: I — V, V K-Banach-Raum,
nach Satz 3.1.6 eine Stammfunktion F: I — V, und je zwei solche Stammfunktionen un-
terscheiden sich nach Satz 3.1.2 nur um eine Konstante. Daher hingt fiir beliebige a, b € 1
die Differenz F }Z := F(b) — F(a) nur von f, nicht jedoch von der speziellen Auswahl
der Stammfunktion F ab. Dies motiviert die folgende Definition. V' bezeichnet in diesem
Abschnitt stets einen K-Banach-Raum, falls nichts anderes gesagt wird.

Definition 3.2.1 Sei / C R ein Intervall. Fiir eine stetige Funktion f:/ — V mit
Stammfunktion F: I — V und a, b € I heilit

b
[f(t)dt = | = Fb) - Fla)

das bestimmte Integral von f, erstreckt von a bis b.

Das Integral f: f(¢) dt hingt nur von der Beschridnkung f|[a, b] von f auf das Inter-
vall [a, b] ab. Man beachte, dass ¢ > b sein darf. Stimmen also zwei stetige Funktionen f
und f> auf einem Intervall iiberein, das a und b enthilt, so ist fab filt)dt = fab f(t)dt.
Wihlt man a € I fest, so ist

x»—>/f(t)dt, xel,

die eindeutig bestimmte Stammfunktion F von f mit F(a) = 0. Der Integrand ist also
die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze. Weitere triviale Eigenschaften des
bestimmten Integrals, die sich unmittelbar aus der Definition ergeben, sind:

b b b
@) [(f + g)(t)dt =/f(t) dt +/g(t) dt,wo g: 1 — V ebenfalls stetig ist.

a

b b
) [)Lf(t)dt =)L/f(t)dt,)t e K.

b c c b a
3) ff(t)dt —I—[f(t)dt = [f(t)dt, insbesondere/f(l)dl = —/f(t)dt.
a b a a b

(4) Ist L: V — W eine stetige lineare Abbildung von K-Banach-Rdumen, so gilt

b b
/(Lof)(t)dt - L(/f(z)dz).
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(5) Ist V endlichdimensional mit K-Basis v;, j € J, undist f(t) = Zjej v; fj(¢) mit
stetigen Funktionen f;: I — K, j € J, so gilt

b b
/f(t)a’t:Zv,-/f,(t)dt.

jeJ a
Insbesondere hat man fiir V' = C und beliebige a, b,c € |

b b

/hf(t)dt =/E)’if(t)dt+i[;“sf(t)dt.

a a

Ferner gilt fiir V' = R:
Satz 3.2.2 Die Funktionen f:|a,b] — R und g:[a,b] — R seien stetig, a < b.

(1) Ist f <g,d h f(x)<g(x)fiiralle x € [a,b], so gilt
b b
/ f(t)dt < / g(t)dt. (Monotonie des Integrals)

a

(2) Esist
b b
)ff(t)dt‘ s/|f(z)|dz.

(3) Esgibteinc € [a,b] mit

b
/ f()ydr = f(c)(b—a). (Mittelwertsatz)

(4) Ist0 < g, so gibt es ein ¢ € [a,b] mit

b b
[ fg)dt = f(c) [ g(t)dt. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Beweis Seien F bzw. G Stammfunktionen zu f bzw. g.

(1) Esgilt (G — F) = g — f > 0. Daher ist die Differenz G — F monoton wachsend
und somit G(a) — F(a) < G(b) — F(b),d.h.
b

b
[ £()dt = F(b) — Fa) < G(b) — Gla) = / g(0)dr.

a
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(2) Wegen f < |f|und —f < |f]istnach (1)

/hf(l)dlifblf(t)ldt, —/hf(l)dlifblf(t)ldt-

Daraus ergibt sich die Behauptung. (Fiir eine Verallgemeinerung siehe Satz 3.2.3.)
(3) istder Spezialfall g = 1 von (4).
(4) Da die Funktion f stetig ist, nimmt sie auf [a, b] ihr globales Maximum M und ihr
globales Minimum m an. Wegen g > O ist mg < fg < Mg, also

b

b b
m / gy di < [ Fg)di < M [ g(t)dr.

a

Nach dem Zwischenwertsatz nimmt die stetige Funktion x +— f(x) [ ab g(t)dt in
[a, b] den Zwischenwert f: f(t)g(t)dt an. Dies ist die Behauptung. |

Hiufig benutzt man den Begriff des bestimmten Integrals nicht nur fiir stetige Inte-
granden sondern auch bei stiickweise stetigen Integranden. Sei ¢ < b. Eine Funktion
fila,b] — V heilit stiickweise stetig, wenn es eine Unterteilunga = 1) < t; < -+ <
t,, = b von [a, b] gibt und stetige Funktionen f;:[t;,#; 4] — V,j =0,...,m—1, derart,
dass f|]t;. tj [ = filltj, i1l istfiir j = 0,...,m — 1. Man setzt dann

b m—1 b+l
/f(z)dt ::Z/fj(t)dz.
a j=0 tj

Dieses Integral ist offenbar unabhingig von der gewihlten Unterteilung von [a, b]. Re-
chenregeln fiir Integrale iiber stiickweise stetige Integranden fiihrt man in der Regel unmit-
telbar zuriick auf entsprechende Rechenregeln fiir Integrale iiber stetige Integranden. Eine
Funktion F':[a,b] — V heift stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Untertei-
lunga =1 <t <--- <t, = bvon [a,b] gibt und stetig differenzierbare Funktionen
}'}: [tj,lj+1] -V, ] = 0,...,m — 1, derart, dass Fl]tj,lj+1[ = Fjl]tj’tj-‘rl[ ist fiir
Jj =0,...,m—1.Die Ableitung F’ einer stiickweise stetig differenzierbaren Funktion F
ist also als stiickweise stetige Funktion definiert. Ist F iiberdies stetig, so gilt wieder

b

f F'(t)dt = F(b) — F(a).

a

Eine Funktion / — V auf einem beliebigen Intervall / € R heifit stiickweise stetig
bzw. stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie auf jedem kompakten Teilintervall von /
stiickweise stetig bzw. stiickweise stetig differenzierbar ist.

Wie bereits angekiindigt gilt die Abschitzung in Satz 3.2.2 (2) allgemeiner:
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Satz 3.2.3 (Allgemeiner Mittelwertsatz) Fiir eine stetige (oder auch nur stiickweise
stetige) Funktion f:[a,b] — V mit Werten im K-Banach-Raum 'V gilt

b b
||/f(t)dr|| S/Ilf(t)|| dr.

Beweis Wir verwenden die Beweisidee von Satz 2.3.7 und betrachten V' als R-Banach-
Raum. Wir kdnnen offenbar annehmen, dass f stetig ist. Sei vy := fab f(t)dt. Nach dem
Lemma 2.3.8 von Hahn-Banach gibt es eine stetige Linearform L: V — R mit L(vy) =
||lvo|l und |L(v)| < ||v|| fiir alle v € V. Es folgt

b b b b
Juoll = L) = £ [ s0yde) = [wo poyar < [ 1Lsonlan = [1so1ar
Dabei nutzt das erste <-Zeichen den Mittelwertsatz 3.2.2 (2) und das zweite <-Zeichen
die Monotonieaussage 3.2.2 (1) aus. O

Zur Berechnung von bestimmten Integralen und damit auch von Stammfunktionen sind
die beiden folgenden Integrationsregeln grundlegend:

Satz 3.2.4 (Partielle Integration) f:[a,b] — K und g:[a,b] — V seien stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt

b b
b
[f/gdt —I—[fg/dt = fg| .
a a
Beweis Nach der Produktregel 2.1.6 (2) ist fg eine Stammfunktion zu f’g + fg'. Dies
liefert sofort die Behauptung. O

Mit der allgemeinen Produktregel 2.1.7 ergibt sich generell: Ist @: V} X -+ - x V,, - W
eine stetige R-multilineare Abbildung von R-Banach-Réiumen und sind f;:[a,b] — V;,

i =1,...,n, stetig differenzierbare Funktionen, so ist
b b ,
[ ot ptiydi s [ @ fior £t =0 (fi 5],

Satz 3.2.5 (Substitutionsregel) Die Funktion g:[a,b] — R sei stetig differenzierbar,
und die Funktion f:1 — V sei stetig auf dem Intervall I C R. Es sei g([a, b]) C I.

Dann gilt
b g(b)

[f(g(t))g’(t)dtz / f(u)du.

a g(a)
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Beweis Sei F eine Stammfunktion zu f. Nach der Kettenregel 2.1.9 ist F og eine Stamm-
funktion zu ( f o g)g’. Daher hat man

b / , " g(b)
[ Fle@)g i = Fog| = F|" = / Fn) du. O
a g(a)

Beispiel 3.2.6 Wir erldutern diese Regeln an einigen Beispielen. Seien a, b € R.

b b
b b
(1)[tsintdt = t(—cost)) —/(—cost)dt = (—tcost +sint)| .

Hier wurde partiell integriert mit f(x) = x, g(x) = — cos x. Generell achte man bei der
Anwendung der partiellen Integration darauf, dass man den Integranden in ein Produkt
zerlegt, dessen einer Faktor beim Differenzieren und dessen anderer Faktor beim Integrie-
ren nicht komplizierter wird. Man vergleiche hierzu auch die folgenden Beispiele.

b b b
b 1 b
(2)/lntdt = / 1-Intdt =tnt —/t?dt =({tInt—1t)|, a,b>0.
a a ¢ a ¢
Hier ist bei der partiellen Integration f(x) = Inx und g(x) = x gewihlt worden.
b b , b
3) /sinztdt = /sint sint dt = sint(— cost)‘ —/cost(—cost) dt
a a a

b
b
= —sinfcost +/(1—sin2t)dt, also
a
a

b
b 1
Z[Sinztdt = (—sintcost-l—t)‘ = (—Esin2t+t)
a

a

b

a

Natiirlich kommt man bei diesem Beispiel auch auf folgende Weise zum Ziel:

b

b
1
2/sin2tdt :/(1—c0s2t)dt = (t—asin2t)

a

b

a

(4) In Verallgemeinerung von (3) betrachten wir fiir n € N das Integral

X
C,(x) ::[sin”tdt, x € R.
0
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Esist Co(x) = x und C;(x) = 1 — cos x. Fiir n > 1 erhalten wir
Coi1(x) = /sin”tsintdl = ;) +n/sin”_ltcos2tdt

0 0
X

= —cosxsin"x +n [ sin"~'r (1 —sin® 1) dt
0

= —cosxsin"x +nC,_(x) —nC,(x),

also die Rekursion (n 4+ 1)C,,11(x) = —cos x sin” x +nC,_;(x), n € N*. Fiir die Werte

/2
¢pi=Cu(m/2) = [sin”tdt

0

ergeben sich daraus die expliziten Darstellungen

. o 1:3---C2m—1) w7 1 (2m meN

M T2 4 (2m) 2 4m\m ’
242 4m 2

Com+1 = (2m) = m, m € N,
3:5---2m+1) 2m+1 m

Mit Aufg. 3.2.12 sieht man sofort lim,,_,», ¢, = 0. Wegen

n Cn+1Cn Cn+1
= <

<1, n>1,
n+1 CnCn—i Cn

gilt ferner

2

Com 1\ [2m 2 1

1< = = 472m < 4 —
Com+1 n(m—i— 2)(m) + 2m

und insbesondere

_ 1 <. (2m)
V= lim f(zm) = Jm TGy

Man nennt diese Darstellung von /7 das Wallissche Produkt. Wir haben sie bereits am
Ende von Beispiel 1.1.10 gewonnen.

cosh

b 0
sin ¢ du 1 14ul*
() = = — =——ln
sint l—coszt 1 —u? 20 1= Uy,
1 1—costl| 1—cost |’ t
=—-—In— —_ zlnitan
2 1+4cost|, I +cost|,
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wobei a und b in ein und demselben Intervall liegen, in dem der Sinus nicht verschwindet.
Wir haben bei diesem Beispiel die Substitutionsregel mit f(u) = —1/(1—u?) und g(x) =
cos x angewandt.

(6) Beim vorigen Beispiel lieB sich der Integrand direkt in der Form (f o g)g’ schrei-
ben. Im Allgemeinen erkennt man bei der Anwendung der Substitutionsregel eine solche
Darstellung nicht unmittelbar und wendet die Regel in folgender Form an:

B h(B) 1
_ —1

Dabei ist 4 im Intervall [o, B] stetig differenzierbar mit nirgends verschwindender Ab-
leitung. Die angegebene Formel erhilt man dann aus der Substitutionsregel, angewandt
mit der Umkehrfunktion g := A~': [h(«), h(B)] — [a, B] von . Mnemotechnisch merkt
man sich die Substitutionsregel in der folgenden Form: Ist die Substitution u = g(¢) bzw.
t = h(u) auszufiihren, so ist du/dt = g'(t) bzw. dt /du = h'(u) und man hat zu setzen:

du = g'(1)dt = % baw. dt = I (u)du = %.
Diese Schreibweise werden wir erst in Bd. 5 mit der Einfiihrung der Differenzialformen
inhaltlich begriinden. Wir betonen noch einmal, dass die zweite Form der Substitutions-
regel nur bei bijektiven Substitutionen anwendbar ist. Beispielsweise nimmt man zur
Berechnung von fab V1 —u?du, a,b € ]—1, 1], die Substitution u = g(t) = cost,
du = —sint dt und erhilt:

b arccos b arccos b
/vl—uzdu: / V1 —cos?t (—sint)dt — / sin?t dt
a arccos a arccos a

arccos b

1 1 .
=——(t — = sin2¢
2 2

arccos a

Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Formel auch noch fiir a, b € [ — 1, 1], insbesondere ist

0

T

1
1 1

/Vl —u2du = _E(I_ Esin2t)

S

Wie hier ldsst sich eine Substitution auch dann anwenden, wenn sie an den Randpunkten
nur noch stetig aber nicht notwendig zusammen mit der Umkehrfunktion differenzierbar
ist. Dies werden wir im Folgenden hiufig kommentarlos benutzen.

(7) Sei f(x) := R(cosx,sinx) eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funk-
tionen cos x und sinx, d.h. es gebe Polynome P, Q € C[Y, Z] in zwei Unbestimmten
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Y,Z mit f(x) = P(cosx,sinx)/Q(cosx,sinx). Dann ldsst sich f in jedem Intervall
I C]—m,m[,indem f definiert ist, elementar integrieren. Die Substitution

t 2du
t =2arctany, u =tan—-, dt=——,
2 14+ u?
. t Lt 2tan(t/2) 2u 1 —u?
sint = 2tan — cos” — = = , Cost =——
2 2 1 +tan?(¢/2) 1+ u? 1+ u?

fiihrt das Integral | f(t) dt zuriick auf das Integral

/ 1—u> 2u 2du
R(t+—s s ) s
I4+u? 14+u/1+u?
das mit Partialbruchzerlegung bestimmt werden kann. Auf diese Weise ergibt sich etwa
(vgl. auch (5))

dt _[l+u2 2du

t
o m:ln|u|=ln|tan§|.

sint
Es gibt viele weitere systematische Verfahren zum Auffinden von Stammfunktionen fiir
spezielle Funktionenklassen. Wir verweisen dazu auf die einschldgigen Integraltafeln. Der
Leser sollte aber selbst Routine im Bestimmen von Stammfunktionen erwerben. <

Beispiel 3.2.7 Seien P, Q € C[X]* und Q(n) # O fiir alle n € N. Bei GradP <
Grad Q — 2 konvergiert dann die Reihe ) 7~ P(n)/Q(n), und bei GradP < Grad Q — 1
konvergiert Y -~ (—1)" P(n)/Q(n), vgl. Aufg. 1.2.3.

Sei r := Grad Q. Wir wollen voraussetzen, dass die Nullstellen «y, . .., «, von Q alle
rational und einfach sind.! Wir zeigen dann, dass die angegebenen Summen Integraldar-
stellungen haben, die sich explizit berechnen lassen. Indem wir nur die Teilsummen

— P(n) _ ¢ P(n+no) - i 2 yr P(1 + no)
= bzw. - 1y
2 o =L gty P LW e =Y ;( 0t +n0)

n=ny n=0 n=no

berechnen, also P (X + n¢) und Q (X + ny) statt P und Q betrachten, konnen wir uns auf
den Fall beschrinken, dass o1, . .., «, < —1 gilt. Die Partialbruchzerlegung von P/ Q hat
dann die Gestalt

P B .
0= ZX—a- mit  —a; = p;/qi. pi.gi €N, pi = ¢;. pi € C.

Im Fall GradP < r — 2 ist iiberdies ) ;_, B; = 0, wie man nach Multiplikation der
Partialbruchzerlegung mit Q sieht. Unter diesen Voraussetzungen gilt:

! Fiir ganzzahlige einfache Nullstellen siehe auch [14], Aufg. 3.6.3.
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Satz 3.2.8 Es ist

=\ P(n) ,m—l_t%4
Biqi / dt, falls GradP <r —2,
> G~ 2

p171

. P ()
Z( ) (I’l) ;ﬁl Z/H-—[‘] R fClllS GradPSr-l_

N

Beweis Fiir0 < x < 1 ist

Z P(l’l) Xr:IB i X" Xr:ﬂ Z XM Zﬂ [ t*(aiJrl) J
i = i x% = iX 4
n=0 Q(n) i1 a0t T% o ot TH o It
wegen
o =g —(ei+1)
n—o;i—1 __ X
(§n—a,) Zx =15 0<x<l.
Analog ergibt sich
P(l’l) /t (i +1)
" i X dt, 0<x <.
Z( ) Zﬁ -
Im Fall Zi Bi = 0 konvergiert nun fiir x — 1, x < 1 die Summe
Zﬁ, — = —Zﬁ X In(l—x) =Y Bi(1—x*)In(l - x)
i=1
gegen 0, und der Abelsche Grenzwertsatz 1.2.10 liefert
o0 .
P(l’l) = (i +1) t*(alJFl) —1
E:Qm)_§3§:@ [ dl_&EE:& [ = 7

n=0

i=1

uli—l — i1

- (al+1)_1
_Z:Bl/ — ZﬂlQl[Wdus

wobei die letzte Gleichung mit der Substitution t = u%, dt = q;u%~" du folgt. — Die
zweite Gleichung in Satz 3.2.8 ergibt sich direkt:

1
Far Sy oty [
_0(—1) 0(n) = — ,31[ 1+ ,thtf 1+u’1 . O
n= i= 4
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Wir bemerken, dass Satz 3.2.8 auch bei 0 < p; < g; gilt. Beim Beweis wollten wir
uneigentliche Integrale vermeiden, vgl. Abschn. 3.4. Um Satz 3.2.8 anwenden zu konnen,
braucht man also nur die Integrale

=1 _ g1 i

1
t 1 .
Il(psq) :q/vli Z( A _n+1)s pquN 5
0

=0 ‘1

und

1
p—1

t
L(p.q) = )" ——. p.qeN*,
2(p.q) q/th Z( ) +,, P-4

0

zu kennen, wobei die Reihendarstellungen mit Hilfe der geometrischen Reihe gewonnen
wurden, aber hier nicht wirklich weiterhelfen. Wegen I1(p + ¢,q) = —q/p + Ii(p,q)

bzw. I(p + ¢.9) = q/p — I(p.q) (und I1(q.q) = 0, I»(¢.q) = In2) kdnnen wir
0 < p < g annehmen. Aus den Partialbruchzerlegungen

q—1 2k+1
1_tq=_z é‘k’ 1+tq=_Zt_é-2k+l

erhilt man aber (vgl. auch Aufg. 3.2.4) die Werte

q- ’Ilqlé-—v q—1 =1 oy
Ii(p.q) = Z(l—ék”)ln(l— )+ qv Z pz 'Iv

k=1 k=0v=1 k=0 v=1

gq—1

=Y (1-5")n(1-¢%)
k=1
q-1 f (2k+1)v
k k 2
Iz(p,q) Zé—(z +Dp (1 (1 Czq@ +1)) + Z )
v=1

q—
2k+1 —(2k+1
Zz‘ 01— 5,7,

Nach der Vorbemerkung zu Satz 2.2.6 ist In(1 — ) = In2 + In(sin(¢/2)) +i(t — 7)/2
fir 7 €]0,27[. Wegen §; = e?™"/4 erhilt man mit der letzten Formel in Aufg. 1.2.14

-1

»Q

q—1
(- ¢ =Y ¢ (1 - )
k=1

k=1
2k k i i
= —In2+2 Z coS i pln(ginn—)q_l?ﬂ.p%,
0<k<q/2 q q é‘q -1
q—1
2k+1 —(2k+1 —(2k+1
Zﬁ P =6, ) =35, (- gt
k=0

=2

Z cos 7k + 1)p n (sin w(2k + 1)) n - inc

0<k<(g—1)/2 q 2q q 52
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Abb. 3.1 Hutfunktion / und ihre Ableitung f = h’

und unter Beriicksichtigung von ZZ:I In(1 — ¢,)7) = Ing (vgl. [14], Aufg. 3.5.27a))
schlieBlich (jeweils fiir 0 < p < q)

2wk k
i pln(sinn—)—i-%cotﬂ,

Ii(p,q) =In2qg —2 Z cos
q

0<k<q/2 4

2k + 1 2k + 1

L(p.q) = 2 E cos Tkt Dp ln<sin M) + Zeosec 22, o
0<k<(g—1 q 2q 2 q
<k<(g—=1)/2

Beispiel 3.2.9 (Hutfunktionen) Statt eine Funktion auf einem Intervall / C R direkt
anzugeben, ist es hdufig einfacher, ihre Ableitung f zu bestimmen. Bei stetigem f ist
dann faX f(t)dt (mit festem a € 1) bis auf eine additive Konstante die gesuchte Funktion.
Dieser Gedanke wird (in allgemeinerer Form) in der Theorie der Differenzialgleichungen
verfolgt und ist vielleicht der Grundgedanke der Analysis schlechthin. Hier zeigen wir mit
dem angegebenen Prinzip die folgende Aussage:

Satz 3.2.10 Seien a,a’,b’,b € R mita < a’ < b’ < b. Dann gibt es eine unendlich oft
differenzierbare Funktion h: R — R mit h(t) = O fiirt ¢ [a,b], h(t) = 1 fiirt € [a’, ']
und 0 < h(t) < 1 sonst, vgl. Abb. 3.1.

Beweis Der Graph der Ableitung f := i;/ der gesuchten Funktion hat die rechts in
Abb. 3.1 dargestellte Form. Ferner muss [ f(1)dt = — fhb, f(@t)dt = 1 sein. Sei nun
g:R — R mit g(r) = 0fiirt < Ound g(¢t) = e~/ fiirt > 0 die in Beispiel 2.2.18
diskutierte beliebig oft differenzierbare Funktion. Eine Funktion f der gewiinschten Art

ist dann , ,
1) = gr—a)gla—r)  gt—bgb—1)
[C et —a)g@—0dt [ gt —b)gh—1)dt
und A(x) := f(; f(¢) dt hat die geforderten Eigenschaften. |

Funktionen £ wie in Satz 3.2.10 heien Hutfunktionen. Sie werden fiir viele Kon-
struktionen in der Analysis benutzt. Wir geben hier drei Beispiele.

Satz 3.2.11 (Satz von E. Borel) Zu jeder Folge v,, n € N, im R-Banach-Raum V gibt
es eine C®-Funktion f:R — V mit £ (0) = v, fiir allen € N.
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Beweis Sei h:R — R eine unendlich oft differenzierbare Hutfunktion mit A(¢) =

fir |¢| < 1 und h(t) = O fir alle |¢| > 2, ferner sei h,(t) := t"h(t), n € N. Es
gelte ||h§,k)||]R < M, firalle k € Nmit0 < k < n. Mita, := |v,||M, + 1 und
Ja(@) := vyhy(ayt)/nla’ istdann f := > f, eine Funktion der gesuchten Art. We-
gen || fn(k) g < 1/n!fiir alle n > k konvergiert nimlich fiir jedes k € N die Reihe
> % der k-ten Ableitungen gleichmiBig. Nach Satz 2.7.1 ist daher f®) = 3" o
und speziell f®(©0) =3, £%(0) = v fiir alle k € N, wie man mit Hilfe der Leibniz-
Regel sieht. O

Satz 3.2.12 Zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C R von R gibt es eine C*°-Funktion
fR—=[0,1]mitA= f7'(0)={teR| f(t) =0}

Beweis Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei A beschrinkt, also kompakt. Den all-
gemeinen Fall fiihrt man leicht auf diesen Spezialfall zuriick, vgl. Aufg.3.2.30. Sei nun
h:R — R eine beliebig oft differenzierbare Hutfunktion mit 2(z) = 1 fiir |¢| < 1,
h(t) = Ofir |t| > 2und O < &(¢) < 1 fiir I < |¢| < 2. Ferner sei ¢,,n € N, eine Nullfol-

ge positiver reeller Zahlen. Zu n € N gibt es offenbar endlich viele Punkte 7y, ...,7 € A
derart, dass die Intervalle [t; — ¢,,; + &,],i = 0,...,k, ganz A iiberdecken.? Dann ist
k
t—t
e = T1(1-1(55)
i=0 "

eine C*°-Funktion, die auf A verschwindet und die fiir jedes # mit Inf { [t—t'| |t € A} > g,

positiv ist. Ist ||g,(,”)||]R <M, firalleyv e Nmit0 < v <n, soist

_ gn(1)
1) = Z (1 + M,)2n+1
eine Funktion der gesuchten Art. O

Satz 3.2.13 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei f:[a,b] — V eine
stetige Abbildung mit Werten in einem R-Banach-Raum V. Gilt f: f@)h(@)dt = 0 fiir
jede C®-Funktion h:[a,b] — R, die auflerhalb eines (von h abhdngenden) kompakten
Intervalls [c,d] C la, b verschwindet, so ist bereits f = 0 auf ganz [a, b].

Beweis Sei f(ty) # 0 fiir ein #yp € [a,b]. Nach Lemma 2.3.8 gibt es eine stetige Li-
nearform L:V — R mit (L o f)(t)) # 0, und L o f erfiillt mit V= R dieselben
Voraussetzungen wie f. Wir konnen also tiberdies V' = R annehmen. Dann gibt es ein
& > 0 derart, dass [t) — &,y + €] C Ja, b[ gilt und f(¢) fiir |t — #y| < ¢ konstantes Vorzei-
chen hat. Ist nun : R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir [t —fy| > ¢

2 Andernfalls gibe es eine Folge 1y, 11, 15, . .. von Punkten in A mit |tj —t;| > e, fiiri # j.
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Abb. 3.2 Integration und
Grenzwertbildung sind bei

der Folge ( f,;) mit f,(x) =
J—) .
nxe """ nicht vertauschbar

verschwindet und fiir |t — 79| < & positiv ist, so ist fah f(@)h(t)dt # 0, da der Integrand
fhin [a,b] tiberall < 0 oder iiberall > 0 ist, vgl. Aufg. 3.2.9 a). Widerspruch! |

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung dient zur Identifizierung von Funktio-
nen: Zwei stetige Funktionen f, g:[a,b] — V stimmen bereits dann iiberein, wenn fiir
alle Funktionen h € C%f’([a, b]) (die iiberdies auf3erhalb eines (von h abhdngenden) kom-
pakten Intervalls [c,d] im Inneren la, b| des Intervalls [a, b] verschwinden diirfen) die
Gleichheit [ f(t)h(t)dt = [’ g(t)h(t) dt gilt. Die Funktionen h € C([a, b]) heifen
in diesem Zusammenhang Testfunktionen. <&

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einigen Konvergenzsitzen fiir Integrale, die vorldu-
figen Charakter haben und in den Bénden 6 und 7 im Rahmen der allgemeinen Integrati-
onstheorie wesentlich verallgemeinert werden. Unmittelbar aus Satz 3.1.5 ergibt sich die
folgende Rechenregel:

Satz 3.2.14 Sei (f,) eine lokal gleichmdifig konvergente Folge von stetigen Funktionen
fo: I — V auf dem Intervall I C R mit Werten im R-Banach-Raum V und der (nach
Satz 1.1.4 stetigen) Grenzfunktion f:1 — V. Dann gilt fiir alle a,b € 1

nlglolofhﬁ,(z)dzszf(t)dr.

Ist | f = fulllar) < € auf [a, b], so ergibt sich mit den Sitzen 3.2.3 und 3.2.2(1) die
explizite Abschitzung

b b b b
| [ rodi- [ fwa] =| [o-nena] < [1r0-fold<do-al

Beispiel 3.2.15 Bei nur punktweiser Konvergenz gilt die Formel aus Satz 3.2.14 im Allge-
meinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt, vgl. Abb. 3.2. Die Folge (f,) mit f,(x) :=
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nxe "%’ konvergiert auf ganz R punktweise gegen 0. Es ist aber

1
1 —nx? ! _ l L
[f,,(t)dt——ie 0—2(1 e™)
0
und somit lim, o, fi f(6)dt = 1/2# 0 = [} lim, .o, (1) d1. &

Sei X ein beliebiger topologischer Raum, [a,b] € R ein (kompaktes) Intervall in R
und f: X X [a,b] — V eine stetige Abbildung mit Werten in einem R-Banach-Raum V.
Bei festem Parameter x € X ist dann insbesondere ¢ — f(x,?), t € [a, b], eine stetige
Funktion auf [a, b]. Somit ist das Parameterintegral

b
F(x) ::[f(x,t)dt

fiir alle x € X wohldefiniert. Es gilt:

Satz 3.2.16 (Stetigkeit des Integrals) Ist f: X x [a,b] — V stetig, so ist auch die
Abbildung X — V, x + F(x) = [” f(x,1)dt stetig.

Beweis Sei xop € X und ¢ > 0. Die stetige Abbildung (x,7) +— f(x,1) — f(xo,1?) ist
konstant 0 auf {x} x [a, D]. Nach [14], Aufg. 4.4.7 gibt es eine Umgebung U von xy € X
derart, dass || f(x,t) — f(xo,t)|| < e fur alle (x,¢) € U x [a,b] ist. Ist x € U, so gilt
dann nach dem Mittelwertsatz 3.2.3

b b
1@ =Fonl =| (0= rGoydi] < [0 fesonlldr = elp—al. O

Sei nun D eine offene Menge in C oder ein Intervall in R. Die Abbildung f: D X
la,b] — V sei wieder stetig, und fiir jedes feste t € [a, b] sei die Funktion D — V,
x +— f(x,t), auf D differenzierbar. Die Ableitung dieser Funktion bezeichnen wir mit

f

—:Dx[a,b] >V, (x,t)+ %(x,t).
ax ax

Sie heifit die partielle Ableitung von f nach x und wird auch mit d, f = D, f bezeich-
net.
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Satz 3.2.17 (Differenzierbarkeit des Integrals) Sei D C K im Fall K = C eine offene
Menge in C und im Fall K = R ein Intervall in R. Die Abbildung f: D x [a,b] — V sei
eine stetige Funktion mit Werten im K-Banach-Raum V. Ferner existiere die partielle Ab-
leitung 0f /dx und sei ebenfalls stetig. Dann ist die Funktion x +— F(x) = fab f(x,t)dt
auf D differenzierbar mit der Ableitung

b
0
F’(x)z[%(x,t)dt.

Beweis Sei x € D fest. Fiir alle (y,t) € D x [a, b] gilt

0
S0 = fx.0)+ %(x,l)(y —x)+r(y.0y —x)

mit einer Abbildung r(y, ), die fiir y = x verschwindet. Wir zeigen, dass r auf ganz
D x [a,b] stetig ist. In den Punkten (y,7) mit y # x ist das selbstverstindlich. Sei
nun (y,,t,) eine Folge in D X [a,b] mit lim,_» y, = x und lim,_,»#, = t. Wegen
r(x,t,) = 0konnen wir annehmen, dass y, # x ist fiir alle . Dann gilt zu vorgegebenem
& > 0 fiir hinreichend grofles n

nstn) — sbn a
1 G t) = O = [r Gt = | L) =S G t) _OF ()

Vp — X ax
0 0
< ||£(zn,tn) - %(x,tn)ﬂ <e

da df/0x im Punkt (x, r) stetig ist. Dabei ist z,, jeweils ein Punkt auf der Strecke [x, y,],
der sich aus dem Mittelwertsatz 2.3.7 ergibt, angewandt auf die Hilfsfunktion i(y) :=

f.ty) — f(x,ty) — @Qf/0x)(x,t,)(y — x) (vgl. Aufg. 2.3.24). Wegen lim,, .o, ¥, = x
ist auch lim,,_,», z, = x, und es folgt

b b b b
0
[rondi= [ rend+ -0 [ Land+ -0 [reoa

wobei die Funktion R(y) := fh r(y,t)dt nach Satz 3.2.16 stetig mit R(x) = 0 ist. Dies

a

liefert die Behauptung. O

Komplex-differenzierbare Funktionen sind — wie schon mehrfach erwihnt — analytisch.
Im komplexen Fall ist also Satz 3.2.17 eine Aussage iiber komplex-analytische Funktio-
nen. Wir beweisen diese Aussage in leicht verschérfter Form direkt.
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Satz 3.2.18 Sei D C C eine offene Menge und f: D x [a,b] — V eine stetige Abbildung
mit Werten im C-Banach-Raum V. Fiir jedes t € [a, D] sei die Funktion x +— f(x,t)
analytisch auf D. Dann ist auch die partielle Ableitung 0f /dx stetig, und die Funktion
X F(x) = fab f(x,t)dt ist analytisch auf D mit der Ableitung

b

F’(x)=[%(x,t)dt.

a

Genauer gilt: Ist xo € D und f(x,t) = >, u,(xo,t)(x — x0)" die Potenzreihenent-
wicklung von x — f(x,t) um xq, so sind die Funktionen t + u, (xg,t) stetig auf [a, b]
und

o b

Fy=Y ([ 1, (X0, 1) dt) (x — x0)"

n=0 4

ist die Potenzreihenentwicklung von F um Xx.

Beweis Wir zeigen zunichst. dass die Koeffizienten n!u, (xo,1) = (3" f/9x")(xo, t) auf
[a, b] stetig von ¢ abhiéngen. Sei dazu ¢, € [a, b] und (t,,) eine Folge in [a, b], die gegen ¢,
konvergiert. Dann konvergiert die Folge f(x,,), m € N, holomorpher Funktionen auf D
wegen der Stetigkeit von f lokal gleichmiBig gegen f(x, ). Nach Satz 2.7.2 konvergie-
ren auch die Ableitungen (9" f/9x")(x, t,,) (lokal gleichméBig) gegen (3" f/dx")(x, ty).
Insbesondere konvergiert die Folge u, (xo,%,), m € N, gegen u,(x¢,%). Das Integral
fab (3f/0x)(x, 1) dt ist also definiert.

Ist ¥ > 0 und Be(xg;7) € D, so gibtesein M € Ry mit | f(x,?)|| < M fiir alle
(x,t) € Be(xp;7) x [a,b] und nach den Cauchyschen Ungleichungen aus Satz 1.2.9,
vgl. auch Aufg. 1.2.33, gilt ||u,(xo,2)|| < M/r" fir allen € N und alle ¢ € [a, b]. Der
allgemeine Mittelwertsatz 3.2.3 liefert || fab U, (xo,t)dt| <|b—a|M/r". Die Potenzreihe
>on fab U, (X0, t) dt(x—xp)" konvergiert also auf B¢ (xo; 7), und u,, (xo, ) (x—x¢)",n € N,
ist lokal gleichmifig summierbar auf Bc (xo; 7) X [a, b] mit Summe f(x,?). Satz 3.2.14
liefert nun auf B¢ (xg; r) die Potenzreihenentwicklung

o b b
Z([un(xO,t)dl)(x—xo)" :/f(x,t)dt

n=0 4

von F(x) = fah f(x.t)dt. Uberdies ist die Ableitung F'(x) gleich

b b

o0 b o
;/nun()m,t)(x—xo)n—ldt=[(;nun()co,t)(x—xo)n—l)dt=/%(x,z)dt. O

a = a
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Sei (s,t) +— f(s,t) eine stetige V-wertige Funktion, V' R-Banach-Raum, auf dem
Rechteck [a, b] x [c,d] € R x R. Nach Satz 3.2.16 sind die Funktionen

d b
sn—>/f(s,t)dt und t»—>/f(s,t)ds

stetige Funktionen auf [a, b] bzw. [c, d]. Daher sind die beiden Doppelintegrale

/b([df(s,t)dt)ds und [d([bf(s,t)ds) dt

c

wohldefiniert. Sie stimmen iiberein:

Proposition 3.2.19 (Doppelintegrale) Sei f:[a,b] X [c,d] — V eine stetige Funktion
mit Werten im R-Banach-Raum V. Dann ist

b d J b
/([f(s,t)dt)ds:[([f(s,t)ds)dt.

Beweis Fiir x € [a, b] setzen wir

G(x) ::/x(fdf(s,r)dt) ds und F(x) ;:fd(/xf(s,z)ds) dr.

Dann ist G'(x) = de f(x,t)dt und nach Satz 3.2.17 auch F'(x) = de f(x,t)dt. We-
gen G(a) = F(a) = 0 folgt G(b) = F(b). Das ist die Behauptung. O

Proposition 3.2.19 lésst sich sofort auf n-fache Integrale verallgemeinern. Weitere Ver-
allgemeinerungen liefert der Satz von Fubini, vgl. Band 6, der die beiden Doppelintegrale
auf ein einfaches Integral iiber das (2-dimensionale) Rechteck [a, b] x [c, d] zuriickfiihrt.

Beispiel 3.2.20 Wie schon mehrfach bemerkt, ist die Darstellung einer stetig differen-
zierbaren Funktion als Integral mit Hilfe ihrer Ableitung niitzlich fiir das Studium dieser
Funktion. Ist z.B. das Gebiet G C C sternformig bzgl. des Punktes zo € G und ist
f:G — V eine stetig differenzierbare Funktion mit Werten im C-Banach-Raum V/, so ist

1
F(z) :=(z — zp) [ f(zo +t(z — Zo)) dt
0
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die Stammfunktion zu f auf G mit F(zy) = 0. Mit Satz 3.2.17 und partieller Integration
erhilt man namlich

1 1
F'(z) = / fzo+1(z —z0))dt + (z —zo)ftf/(zo +1(z — zp)) dt
0 0

1 1
= [ fot 1 —z)dr 17 G+ 1G—z)|, - [ £ (ot 1 —z0) dr
0 0

= f().

Ist f: 1 — C* eine stetig differenzierbare Funktion, so ist der Logarithmus log f von f
ebenfalls differenzierbar mit Ableitung f'/f, vgl. Satz 2.4.1. Folglich ist

J J;((;)) dt, a,xel,

log f(x) = log f(a) +

eine Integraldarstellung von log f. Insbesondere ist fiir einen geschlossenen stetig diffe-
renzierbaren Weg f: [a, b] — C und einen Punkt z, € C, der nicht zur Trajektorie Bild f
von f gehort, die Windungszahl W( f'; zo) von f bzgl. z, gleich

b
1 f(t)dt

W(f;iz0) = i) -z

z0 € C —Bild f.

Da diese Windungszahl nach Satz 3.2.16 stetig von z, abhéngt und nur ganzzahlige Werte
annimmt, ist sie konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von C — Bild f und ins-
besondere gleich 0 auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C — Bild f
wegen lim_ . [ b f/(@)dt/(f(t) — zp) = 0. Ist ferner die sogenannte Homotopieabbil-
dung H:[a,b] x [c,d] — C, (t,s) — H(t,s), stetig und stetig partiell differenzierbar
nach ¢ und sind die Wege f;:[a,b] — C,t +— H(t,s), s € [c,d], geschlossen, so haben
fiir jeden Punkt zo ¢ Bild H alle Wege f;, wiederum nach Satz 3.2.16, bzgl. z, dieselbe
Windungszahl
b
W(fs:z0) = % %dl = const.

a
Man nennt diese Eigenschaft die Homotopieinvarianz der Windungszahl. Sie gilt be-
reits dann, wenn H nur stetig ist, vgl. Band 5. Als ein Beispiel dazu geben wir den
folgenden topologischen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra: Sei F = X" + G
€ C[X], Grad G < n, ein (normiertes) komplexes Polynom. Ferner sei R € R so grof}
gewihlt, dass R" > |G(x)] ist fiir alle x € Sc(0; R). Dann zeigt die Homotopieabbildung

H.:[0,27] x[0,1] = C, (t,5) — R"e" + sG(Re"),
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dass W(F(Re");0) = W(R"e"";0) = n ist. Hitte nun F in der Kreisscheibe B¢ (0; R)
keine Nullstelle, so zeigte die Homotopieabbildung H,: [0,2n] x [0,1] — C, (¢,s) +
F(sRel"), dass W(F(Re"); 0) = W(F(0); 0) = 0 ist. Widerspruch! O

Der geschlossene stetig differenzierbare Weg f:[a,b] — C heifit differenzierbar ge-
schlossen, wenn (nicht nur f(a) = f(b) sondern auch) f'(a) = f’/(b) ist. Ist solch ein
Weg iiberdies regulir, d. h. gilt f'(¢) # O fiiralle ¢ € [a, b], so ist auch die Windungszahl
des geschlossenen Weges f:[a,b] — C definiert. Auch sie heifit oft die Windungszahl
von f. Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, so hat sie die Integraldarstellung

27i ] o)

b
Lo,

siehe hierzu auch den Abschnitt iiber Kriimmungen in Bd. 5. Interpretiert man f” als
Geschwindigkeit eines Fahrzeug, so gibt sie offenbar an, wie oft sich das Fahrzeug um
die eigene Achse gedreht hat. Die drei Wege in Abb. 2.17 haben in diesem Sinne die
Windungszahlen 1, 1 bzw. —2. <&

Aufgaben

Aufgabe 3.2.1 Man berechne Stammfunktionen zu den folgenden Funktionen: Dabei
wihle man jeweils geeignete Definitionsbereiche in R bzw. in C.

xsinx; xsinx?;  cosxet™™; 1/xInx; e*sinx; tanx; arctanx; arcsin.x;

x(1—-x)", neN; (Inx)% cos+/X; (~/1—x2)3; I+ x 21— x
1 e 1 ; 1. ; cos X ; ln(lnx); 1

1+ x2 cos X 1+sinx 2—cosx X x(1+1Inx)’
1 1 sin x 1
—  sinxcos®x; ; ; ;
1 4 cos?x sinx +cosx  1—cos*x’ x2/1+ x2
VxrI+1 VxI+1 1 1 ox—Jx et -1
x3 7y x2_|_1’ coshx xvVxi—1 x+f e" + 1’

1 X —
; ; \/x+ ,/ ,a,beR, a#b.
X2Vx2 49 Jl+x «/9x—4x2 - #

Aufgabe 3.2.2 Man gebe Rekursionsformeln fiir die Stammfunktionen folgender Funk-
tionen an (mitn,m € N):

x"e*;  (1—x2)" x"(Inx)"; (14+x)™"% (1—=x>"? x"cosx.
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Aufgabe 3.2.3 Sei V ein K-Banach-Raum und F := 3} _, u; X* € V[X] ein Polynom
vom Grad < n mit Koeffizienten in V.

a) Esgilt

[ F(t)et dt = + Z(:Fl)k(F(k)(x)eix — kluyg).
0 k=0

b) Fira,b € R gilt

b
1(b—a)(F(a) + F(b)), falls Grad F < 1,

/ F(t)dt = ; . |
t(b—a)(F(a) +4F(5(a + b)) + F(b)). falls Grad F < 3.

a

(Es geniigt, die Potenzen 1, X, X2, X3 € R[X] zu betrachten.)

Aufgabe 3.2.4
a) Firr e Nunda € C —[0, 1] gilt

1
of
Man folgere noch einmal In(1 — z) = — Z;ozl zP/pfirz € C,|z| <1,z # 1. Die

Konvergenz ist gleichmiBig auf jeder Menge B¢ (0; 1) — Be(1:6),0 < & < 1.
b) Fiirn € N*undk € N sei [, := fol "8 dt/(1 + t"). Dann gilt

ln(l—a 1)+Za ’ .

s
= nk +1

1 1
1 dt
I Lixo= [ t"dt = d I =/
nk + dn k1 / nk 1 un n.0 T
0 0

sowie limy_,, I, x = 0. Speziell ist (vgl. auch Beispiel 3.2.7)

k=0 k= k=0
= (=D In(1 +2) T
Z — + usw.
—dk+ 1 242 442

Aufgabe 3.2.5 Die Funktion f:[—a,a] — V, V R-Banach-Raum, a € R, sei stetig.
Ist / ungerade (bzw. gerade), so ist [, f(t)dt = 0 (bzw. =2 [ f(t) d1).
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Aufgabe 3.2.6 Die Funktion f:[a,b] — V, V R-Banach-Raum, a < b, sei stetig.

a) Esgilt [* f(t)dt = [ fla+b—1)dt1.
b) Ist[a,b] = [0, 1], so gilt

/2 /2

/f(smt)dt /f(cost)dt [f(smt)dt

/2

Aufgabe 3.2.7 Fira,b,a,f € R,a <b,a,p >0, gilt

b b
/(r —a)b—0fdr = [(z —a)P(b—1)" dr.

Aufgabe 3.2.8 Seia,b € R,a < b, p € N*, und V ein R-Banach-Raum. Ferner sei F €
V[X] ein Polynom vom Grad p + 1, das fiira + (b —a)i/p,i =0, ..., p, verschwindet.
Ist p gerade, so ist fah F(t)dt = 0;ist p ungerade, so ist f: F(t)dt # 0.Im zweiten Fall
haben bei V' = R das Integral und der Leitkoeffizient von F entgegengesetzte Vorzeichen.
Aufgabe 3.2.9 Sei f:[a,b] —> R, a < b, stetig und > 0, aber # 0.

a) Esist [” f(t)dt > 0.

b) Mit M = | f . il

b b
[e-arwar= ([ raar).

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn f konstant ist. (Man kann M = 1 anneh-
men.)
¢) Sei f sogar > 0 auf ganz [a, b]. Dann ist

/ raar)( f(t)) = (b —a)”

mit dem Gleichheitszeichen wiederum nur bei konstantem f'.

(In b) und c) betrachte man die Ableitungen der Integrale nach den oberen Grenzen.)
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Aufgabe 3.2.10 Fiir die stetige Funktion f:[a,b] — R gelte [, b f(t)dt = 0. Dann hat
f eine Nullstelle in Ja, b|.

Aufgabe 3.2.11 Man beweise folgendes kontinuierliche Analogon zu [14], Aufg. 3.3.9 a):
Ist f:R. — V.,V R-Banach-Raum, eine stetige Funktion mit lim,_,», f(t) =u € V, s0
ist

T
1
li — t)ydt = u.
0
Ist V = R, so darf u auch 300 sein.

Aufgabe 3.2.12 Sei A eine R-Banach-Algebra und f:[a,b] — A eine stetige Funktion
mit || f[|lla.p) < 1, wobei || f(¢)|| = 1 nur an endlich vielen Stellen ¢ € [a, D] gelte. Dann
ist lim, oo fah f"(t)dt = 0. (Mankann f durch ¢ + || f(¢)]| ersetzen.)

Aufgabe 3.2.13 Sei f:J — V, V R-Banach-Raum, eine stetige Funktion auf dem In-
tervall / C R. Ferner seien g, h: I — J differenzierbare Funktionen auf dem Intervall
I € Rmit g(I), h(I) € J. Dann ist die Funktion I — V, x +— [1") f(t)dt, auf I
differenzierbar mit der Ableitung h'(x) f (h(x)) — g'(x) f (g(x)).

Aufgabe 3.2.14 Seia € Ry und f:[0,a] — R, eine stetige Funktion. Fiir festes A €
Ry undallet € [0,a]sei f(t) < f(0)+ A fot f(t)dt. Dann gilt f(¢) < f(0)e’" fiir alle
t € [0, a]. (Man betrachte bei A > 0 auf dem Intervall [0, a] die differenzierbare Funktion
G(t) = AL f(0) + fot f(r)dt. Wegen G’ < AG ist G(t) < G(0)e fiir alle ¢ € [0, 4]
nach Aufg. 2.3.12.)

Aufgabe 3.2.15 Man beweise das folgende allgemeine Lemma von Gronwall: Sei
ein R-Banach-Raum und f:[a,b] — V eine differenzierbare Funktion mit || f/(z)||
Al f(¢)| fir alle ¢t € [a,b] und festes A € R,. Ist dann ty € [a,b], soist | f(¥)] <
| f(to|le*" ! fiir alle ¢ € [a, b]. Insbesondere ist f = 0, falls f eine Nullstelle in [a, b]

A TA

hat. (Ohne Einschriankung sei ty = a = 0 und » > 0. Fiir jede Unterteilung 0 = ¢y <
-+« < t, = t des Intervalls [0,7],0 < ¢t < b, gilt dann
m—1 m—1
LFOI < 1O+ D1 FEGe0) = LI < 1SO+ D1 @l — 1)
j=0 j=0
m—1
< ISOI+AD NS EIEG 1 — 1)
j=0
mit Zwischenstellen 7; € [t;,¢;+1], j = 0,...,m — 1. Unter Verwendung von Beispiel

2.3.12 erhdlt man | ()| < | fO)] + A fot ||.f(¥)|l d z. Nun benutzt man Aufg. 3.2.14.)
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Aufgabe 3.2.16

a) Sei f(x) = R(x*,...,x*), R € C(U,,...,U,), cine rationale Funktion in den
Potenzfunktionen x®!, ..., x% mit a,...,, € Q. Mit der Substitution r = u?,
wobei ¢ € N* ein gemeinsamer Nenner der «y,...,q, ist, ldsst sich das Integral

J f(t) dt in ein Integral iiber eine rationale Funktion verwandeln.

b) Das Integral [ S(sinht,coshr)dt, R € C(U, V), iiber eine rationale Funktion in sinh
und cosh ldsst sich durch die Substitution 1 = 2 Artanhu, u = tanh(¢/2) in ein Inte-
gral iiber eine rationale Funktion verwandeln.

¢) Jede rationale Funktion S(e*), S € C(U), in e* ldsst sich elementar integrieren.

Aufgabe 3.2.17 Seiena,b,c € R,a # 0,undn € N, n > 2.

a) Jede rationale Funktion in x und +/ax + b ist elementar integrierbar.

b) Jede rationale Funktion in x und ~/ax? + bx + ¢ ist elementar integrierbar. (Man
reduziere auf die Fille ax?> + bx + ¢ = 1 + x2, 1 — x2 bzw. x? — 1 und benutze dann
die Substitutionen x = sinhu, x = cosu bzw. x = coshu.)

Aufgabe 3.2.18 Mit den Bezeichnungen von Beispiel 3.2.6 (4) zeige man

1 /2
[«/l—tzndt = 20,41 =2/ sin"*!¢ dr.
-1

0

Aufgabe 3.2.19 Fiirn € N sei
X
D,(x) := [tan”tdt, |x] < 7/2.
0

a) Esist Dy(x) = x, D1(x) = —Incosx,nD,(x) =tan” x —nD,_1(x),n > 1.
b) Fird, := D,(x/4) istlim,_, d, = 0. (Vgl. auch Aufg. 3.2.12.)
c) Firm e N gilt

= Cr (2= = (v 1 L)
k=1

d) Aus b) und c) folgere man noch einmal

ok +1 4 k

i (_1)k = r und i (_1)k_l = In2.
k=1
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(Die iibersichtlichste Herleitung dieser Gleichungen bleibt aber (vgl. auch Aufg.
3.2.4b))

1

1 1
n 2(n+1)
%=[ dt =/ (_l)kZdet_i_(_l)nJrl/g
0 0

2
P Y

n 1

n+1
Z(—l)ktkdt+(—1)”+1/t+—dt

— Y

(=DF (=t .
By t0<6,, 9, <l.
k1 T agp Ur MOs <L)

Aufgabe 3.2.20 Firo > 0,n € N sei

X

Lyn(x):= /t“(lnt)” dt, xeR,.
0

(Man beachte, dass der Integrand nach O stetig fortsetzbar ist.) Fiir n € N gilt:
a) Esist Lyo(x) = x**'/(a + 1) und

1 o " n—+1
Lu,n+l(x) = —X H(lnx) e o+ 1

a1 Lgn(x).

b) Esist Ly ,(1) = (—=1)"n!/(a + 1)"*1.
Aufgabe 3.2.21
a) Man begriinde

X

gy
/tifdz: —'Z/(:l:tlnt)”dt, xeR,.
n!
n=00

0

b) Mit Aufg. 3.2.20b) folgere man

1 00 1
—1)"! dt 1
/z’ di=>Y" % und th =Y — (. Bernoulli 1697).
0

0 n=1
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Aufgabe 3.2.22 Man gebe die Potenzreihenentwicklungen um 0 an fiir die Funktionen
JIn(1 +1)dt/t, [In(1 —1)dt/t und [(arctant) dt/t und gewinne damit

/ln(l+t) Z(1)"‘ n_2 [ln(l—t) ii__ﬂ_z
s — 2 ’

0
1 o0 oo
arctan ¢ (=" m
dt = ———=1-16 —_—— =
/ Zo 2n + 1)? 2:1 (16m? —1)?
0 n= m=

(Der Wert G des dritten Integrals heifit die Catalansche Konstante. Man berechne sie bis
auf einen Fehler < 10~8 (mit Hilfe der Eulerschen Summenformel aus Beispiel 3.7.8).)

Aufgabe 3.2.23 Man gebe die Werte von Ir(1,9)/q = Y vo,(=1)"/(gn + 1) fiir g =
1,..., 6 explizit an, vgl. Beispiel 3.2.7 und Aufg. 3.2.4b).

Aufgabe 3.2.24 Die Folge a,, n € N*, entstehe aus der harmonischen Folge 1/n, n €
N*, dadurch, dass jeweils p aufeinanderfolgende Glieder mit 1 und die ndchsten p Glieder
mit —1 multipliziert werden, p € N*. Dann ist ) _ a, nach [14], Aufg. 3.6.14 konvergent.
Mit Beispiel 3.2.7 bestimme man die Summenwerte dieser Reihen.

Aufgabe 3.2.25 Mit Beispiel 3.2.7 berechne man

(-1 1 (="
;(2n—1)(2n+1)’ ;(3n—1)(3n+1)’ ;(3n—1)(3n+1)'

Aufgabe 3.2.26 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, g:[a,b] —
R stetige Funktionen, f sei monoton und es sei g > 0. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

b c b
/ FDg)di = f(a) / () di + Fb) [ g0 dt.

(Indem man zu f eine geeignete Konstante addiert, kann man sich auf den Fall f > 0
beschrinken. Man wende nun den Zwischenwertsatz auf die rechte Seite der Gleichung,
aufgefasst als Funktion von ¢, an. — Ubrigens kann man auf die Voraussetzung g > 0 ver-
zichten. Ist ndmlich f stetig differenzierbar und G(x) := faX g(t) dt, so liefern partielle
Integration und Satz 3.2.2 (4) die Existenz eines ¢ € [a, b] mit

b b
[ roswar = 56| - [ rw6o di = 16160 - 6@ (16) - f@)
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Im allgemeinen Fall approximiert man f gleichmiBig durch monotone stetig differenzier-
bare Funktionen (vgl. auch Aufg. 1.1.22, was hier gebraucht wird, ist aber viel einfacher).
Zu direkteren Beweisen des zweiten Mittelwertsatzes (bei denen die partielle Integration
durch Abelsche partielle Summation ersetzt wird) verweisen wir auf die Literatur, etwa
auf Strubecker, K., Einfiihrung in die hohere Mathematik, Bd. III, Miinchen-Wien 1980.)

Aufgabe 3.2.27 Fiir positive Zahlen a, b und jede komplexe Zahl z mit x := Rz # 0 gilt
b — aF| < ‘5) ¥ — a*|.
X

Inb
na

(Aufb* —a* =z fl e’ dt wende man Satz 3.2.3 an. — Vgl. auch Aufg. 1.4.14b).)

Aufgabe 3.2.28 Seien a,z € C mit |a| > |z].

a) Esist

tdt
a+zt’

1
a
(1+£) —ef=¢e’(e”—1) mit w::—ZZ/
a
0

b) Fiir die Zahl w aus a) gilt |w| < |z|2/2(|a| - |Z|)
c¢) Mit Aufg. 1.4.11 folgere man

|<1 + g)a - < |ez|<exp<#l_z|zl)) - 1).

(Diese Abschitzung lésst sich nicht wesentlich verbessern. Sie zeigt unter anderem,
dass (1 +(z/ n))", n € N*, relativ schlecht gegen e” konvergiert. — Man kann tibrigens
auch folgendermafen zu einer Abschétzung gelangen: Fiir z £ O und ¢ := z /a ist

(1 + cz_l)a —e” =e(exp (z(ln(l%t) — 1)) —-1)

Ist z/a reell, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein #y = zo/a zwischen 0 und ¢ mit

In(1 +1¢) | = 1 T
t _1+l0 _Zo+a‘

Im Komplexen hat man nur die Abschétzung

1n(1+t)_1)<‘ - ): |zo] ’
t “ 141 |zo + al

wobei z eine Zahl auf der Verbindungsstrecke von 0 nach z ist, vgl. Aufg. 2.3.24. —
Siehe auch Aufg. 2.2.7b).)
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Aufgabe 3.2.29 Seien f, g:[a,b] — V stetige Funktionen mit Werten in einem R-Ba-
nach-Raum V und m € N. Gilt f: fOh@)dt = fab g()h(t) dt fiir alle Polynomfunk-
tionen 2 € R[x], die in den Punkten @ und b Nullstellen einer Ordnung > m haben, so
ist f = g. (Man verwende das Fundamentallemma der Variationsrechnung 3.2.13 und
approximiere fiir eine C*°-Funktion /: [a, b] — R, die in @ und b platt ist, die (in ¢ und b
ebenfalls platte) C*°-Funktion & / ((x —a)(x — b))m mit dem Weierstra3schen Approxi-
mationssatz auf [a, b] gleichmiBig durch Polynomfunktionen.)

Aufgabe 3.2.30 Man zeige, dass es geniigt, Satz 3.2.12 fiir kompakte Mengen in R zu
beweisen, indem man statt einer beliebigen abgeschlossenen Menge 4 € R die Menge
A’ := f(A) betrachtet. Dabei bezeichnet f:R — ]—1, 1 die analytische Funktion x >
x/+/1 + x2 mit der analytischen Umkehrfunktion y ~ y/+/1 — y2 (oder eine ihnliche
Funktion, z. B. x + (2/7) arctan x).

3.3 Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Eine wichtige und sehr anschauliche Interpretation des bestimmten Integrals reellwertiger
Funktionen wird durch den Flicheninhalt von Teilmengen in R? gegeben. Auf Flichen-
inhalte und allgemeiner Volumina gehen wir erst in Bd. 6 im Rahmen der Maftheorie
ausfiihrlicher ein. Hier benutzen wir nur die folgenden einfachen und naheliegenden Ei-
genschaften von Volumina. Der R” trage stets die natiirliche Topologie, die durch jede
Norm (deren Werte alle endlich sind) gegeben wird, z. B. durch die euklidische Norm
Ixr, -l = G x) e = (6 + -+ xP) V2

(1) Jede kompakte Menge A € R” besitzt ein Volumen A" (A4) € R,..

(2) Sind A, B € R” kompakt mit A € B, soist A" (4) < A"(B).

(3) Sind A, B € R” kompakt mit A*(4A N B) = 0,s0ist \"(A U B) = A"(A) + A"(B).
(4) Sind A € R” und B € R™ kompakt, so ist "7 (4 x B) = A"(A) - A" (B).

(5) Fiir jedes Intervall [a,b] C R, a < b, ist A! ([a, b]) =b—a.

Auflerdem ist A" translationsinvariant (was im Beweis von Satz 3.3.1 allerdings nicht
verwandt wird):

(6) Fiir jede kompakte Menge A € R” und jedes x € R” gilt A" (x + A) = A"(A).

Diese Volumenfunktionen A" werden seit der Antike benutzt. Streng begriindet wurden
sie aber erst von E. Borel (1871-1956) und H. Lebesgue (1875-1941).InR = R! spricht
man von Lingen und im R? von Flichen(inhalten). Die leere Menge hat stets den Inhalt 0
und RO hat den Inhalt 1. Jeder Quader l[ai,b1] x -+~ x [ay,by),a; < b;,i =1,...,n,hat
(nach (4) und (5)) das Volumen (b; — ay) --- (b, — ay).
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Abb. 3.3 Die Menge

G(/:a.b) o)

G(f;a,b)

0l a b

Seinun f:[a,b] — R, a < b, eine stetige Funktion mit f > 0. Dann ist die Menge
G(f:a,b):={(x,y) eR*|a<x<bh, 0=y < f(x)} SR’

kompakt (siehe Abb. 3.3). Beweis Da f beschrinkt ist, ist auch G(f;a,b) beschrinkt.
Um die Abgeschlossenheit von G(f;a,b) zu zeigen, betrachten wir eine konvergente
Folge (x,, y»),n € N,in G(f;a,b). Dannist x := limx, € [a,b] und somit0 < y :=
limy, <lim f(x,) = f(x), also lim(x,, y,) = (x,y) € G(f;a,b). O

‘Wir setzen
A2(fia,b) := AX(G(f;a,b)).

Da G(f;a,b) im Rechteck [a,b] x [0, || f||[«.5]] liegt, ist A2(fia,b) < (b— a)ll flla.p)-
Genauer gilt:

Satz 3.3.1 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Sei f:[a,b] — R,
a < b, eine stetige Funktion mit f > 0. Dann ist

b
/f(t)dt — 22(f:a.b).

Beweis Esist G(f:a,a) = {a} x [0, f(a)] und somit A>( f;a,a) = 0. Daher geniigt es
zu zeigen, dass F(x) := A?(f:a, x) eine Stammfunktion zu £ ist. Fiir x, y mita < x <
y < b sei m(x, y) das Minimum und M (x, y) das Maximum von f auf [x, y]. Wegen

[, y] % [0,m(x, )] € G(f:x,p) S [x, y] x [0, M(x, )]
ist(y —x)-m(x,y) <A%(f;x,y) < (y —x)- M(x, ). Nach dem Zwischenwertsatz ist
daher A%(f;x,y) = (y — x) f(c) mit einem ¢ zwischen x und y. Ferner folgt aus (3)
F(y) = F(x) = A2(fia,y) = A*(fra,x) = 22(fix,p),
daG(f;a,x)NG(f;x,y)den Flicheninhalt 0 hat. Fiir beliebige x, y € [a, bl mitx # y
gibt es insgesamt jeweils ein ¢ zwischen x und y mit
F(y) = F@) _ F@)— F(y) _
y—x X—=Yy
Es folgt lim, _, (F(y) — F(x))/(y —x) = f(x) wegen der Stetigkeit von f. O

f(e).
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Abb. 3.4 Integral iiber den
positiven und den negativen
Teil einer Funktion f

N (f.:a,b)

0] a

W(f_;a,b)

Fiir eine stetige Funktion f:[a,b] — R mit f < 0ist —f > 0 und somit
b b
[ 0=~ [nodi == fia.n)

Analog zu Satz 3.3.1 zeigt man ferner, dass — | ab f(t)dt der Flicheninhalt von
{(x,y) eR?*|a<x<bh, f(x)<y=<0}
ist. Ist f:[a,b] — R eine beliebige stetige Funktion, so setzen wir
fr(x) :==Max (f(x),0), f_(x):=Max(— f(x),0).

Dann sind f und f_ ebenfalls stetig, und es gilt f, >0, f~ >0, f = f. — f_. Es folgt

b b b
/ fydi = / oty di — [ £ dt = X2(frza.b) — 22(foia.b).

vgl. Abb. 3.4. £, heifit der positive Teil und f_ der negative Teil von f.

Beispiel 3.3.2 Nach Beispiel 3.2.6 (6) und Satz 3.3.1 ist der Fldcheninhalt des Halbkreises
gleich A2F (V1 —x2—1,1) = f_ll V1 —1t2dt = 7 /2. Der Einheitskreis hat demnach,
wie schon mehrfach benutzt, den Flacheninhalt = (was die antike Definition von 7 ist). <

Wir wollen Satz 3.3.1 auf hohere Dimensionen erweitern. Es handelt sich um einen
Spezialfall des sehr viel allgemeineren Satzes von Cavalieri, vgl. Bd. 6. Seien I = [a, D],
a < b, ein kompaktes Intervallund M € I x R" C R+ eine kompakte Menge. Fiir
jedes t € I ist dann auch die Menge

M(t):={xeR"|(t,x) e M} CR"

kompakt, vgl. Abb. 3.5.
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Abb. 3.5 Situation des Prin-
zips von Cavalieri

Folgende Bedingung sei erfiillt: Zu jedem 7y € I und jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 und
kompakte Mengen M', M” C R" mit M’ € M” und A"(M") < A"(M’) + & sowie mit
M’ C M(t) € M" firallet € I, |t —to| < §. Aus dieser Bedingung folgt sofort die
Stetigkeit der Funktion ¢ + A" (M (t)) auf /. Es gilt nun folgende Verallgemeinerung von
Satz 3.3.1:

Satz 3.3.3 Unter den angegebenen Voraussetzungen an M ist

b

A (M) = / A (M(1)) dt.

a

Beweis Wir gehen dhnlich vor wie beim Beweis von Satz 3.3.1. Fiir ¢t € [ sei F(t) :=
Al (M N ([a, t] x R")) € R,. Wir haben zu zeigen, dass F eine Stammfunktion zu ¢ +
A (M(t)) ist. Fiir#;,1, € I mitt; < t, ist aber F(tz) = F(ll)+kn+l(M N ([ll, [2] XR")).
Sind M’ und M"” kompakte Mengen in R” mit M’ € M(t) C M" fiirt € [, 1], so haben
wir [, ] x M € M N ([t 1] x R") C [11, 1] x M”, also

F(ty) — F(t1)

AT(M') <
(M) = h—h

S A,n(MN)

Daraus ergibt sich mit obiger Bedingung an M sofort, dass F'(t) = A" (M (t)) fiir alle
t el =la,b]gilt. O

Ist im soeben bewiesenen Satz 3.3.3 i := b — a die Linge des Intervalls / und ist die
Funktion A" (M (t)) eine Polynomfunktion vom Grad < 3, so gilt nach Aufg. 3.2.3b)

V= 2""(M) = %(FO + 4Fyy + Fy)  mit
Fy:=A"(M(a)), Fyp:=2A"(M (%(a +0)), Fpi= "M D).

Man benutzt die rechte Seite dieser Gleichung auch in alllgemeineren Situationen als Ni-
herung fiir das Volumen V' = A"*! (M) und spricht dann von der Keplerschen Fassregel:
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Abb. 3.6 Keplersche Fassre-

F,
gel h
h Fupa
F 0
Abb. 3.7 Berechnung des J1-12
Kugelvolumens

h ist die Hohe des Fasses, Fy das Volumen des Bodens, £}/, das Volumen des mittleren
Querschnitts und Fj, das Volumen des Deckels, vgl. Abb. 3.6.3

Es ist eines der Hauptanliegen der Integrationstheorie, den Integralbegriff so zu erwei-
tern, dass die Formel in Satz 3.3.3 ohne jede weitere Voraussetzung iiber die (messbare)
Menge M C I x R” gilt.

Beispiel 3.3.4 (Kugelvolumen — Sphéirenvolumen) Wir wollen Satz 3.3.3 benutzen, um
die Volumina der Einheitskugeln B” := B(0;1) = {x € R” | |x|| < 1} im R” zu
bestimmen (||—|| = ||—||, ist die euklidische Standardnorm). Wir setzen

w, 1= A"(B").

Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r ist dann w,r". Wir kennen schon wy = 1,
w; = 2und w, = m, vgl. Beispiel 3.3.2. Fiir n = 3 ergibt die Keplersche Fassregel die

Formel
2 47

von Archimedes, da die Fliche A?(({r} x R?) N §3) =n(1—-1?), -1 <t <1, ein
Polynom vom Grad 2 (< 3) in ¢ ist, vgl. Abb. 3.7.

3 Nach eigenem Bericht entwickelte J. Kepler (1571-1630) seine Fassregel, als es darum ging, an-
lasslich der Festlichkeiten zu seiner Wiederverméhlung im Jahr 1613 in Linz an der Donau das
Volumen der Weinfésser in seinem Keller zu bestimmen. Diese Geschichte mag den Praxisbezug
der Mathematik illustrieren.
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Entfernt man aus der Kugel E(O; r) C R3 vom Radius r einen zentralen zylindrischen
Kern vom Radius p < r, so erhilt man einen Armreif der Breite b (= h) = 2/r? — p2.
Sein Volumen ist, wiederum nach der Keplerschen Fassregel, b-(0+ 47 (r>—p?)+0)/6 =
b3 /6, woran vielleicht bemerkenswert ist, dass es nur von b abhiingt, also stets gleich
dem Volumen einer Kugel mit Durchmesser b ist (p = 0).

Satz 3.3.3 liefert allgemein fiir » € N die Rekursion

1 |
Wpy1 = /)L" (ﬁRn (0; V1 —tz)) dt = w, / (V1 —12)"dt, also @, = 2"¢; -+, mit

-1 -1

1 (2
1 % . 4—m< m)’ falls k = 2m gerade,
1 _ m
cr = 5/(~/1—r2)" Ydr =
4m 2
-1 / " , falls k = 2m + 1 ungerade,
2m + 1 m

vgl. Beispiel 3.2.6 (4). Es folgt

o — 2m*lgm/1.3...(2m + 1), falls n = 2m + 1 ungerade,
! 7" /m!, falls n = 2m gerade.

Mit der I'-Funktion, vgl. Abschn. 3.5, erhilt man die leicht merkbare Formel

n"/? n"/? 1 2me\n/2
= — = ~ ( ) , neN.
TG+ (/2! Jan

(vgl. Satz 3.5.1), wobei zur asymptotischen Darstellung fiir n — oo die Stirlingsche For-
mel aus Beispiel 3.8.2 benutzt wurde. w, konvergiert somit fiir n — oo rapide gegen 0.
Noch extremer gilt dies fiir den Quotienten w, /2" aus dem Volumen der Einheitskugel
B" = Bga (0; 1) und dem Volumen des umschlieenden Wiirfels [—1, 1]". Mit wachsen-
der Dimension fiillen die Kugeln den Raum also immer schlechter aus.*

Akzeptiert man (oder betrachtet es als Definition), dass das Volumen w, ((r+Ar)"—r")
der Kugelschale B(0;r + Ar) — B(0;r) € R”, dividiert durch deren Dicke Ar > 0, fiir
Ar — 0 gegen das Volumen der (n — 1)-dimensionalen euklidischen Sphire Sg» (0;7) €
R" konvergiert, so erhilt man fiir dieses die Formel

Wy —_—
n

. wn((r +Ar)" _rn) —1 . 2]1’"/2
! =2, " t R =nw, = — 1.
PR Ar ntP M S = O = gy =

vgl. auch Bd. 7. Der Quotient £2,/w, = (n + Dw,y1/w, = 2(n + 1)c,41 ~ +/27n,
der fiir n = 1 (wenn man will, definitionsgemiB) gleich m ist, wéchst somit fiir n — oo

4 Fiir welches xo € R, hat die Funktion x + 7*/x! ihr Maximum und wie groB ist dieses? Vgl.
Abschn. 3.5.
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tiber alle Grenzen, was man so interpretieren kann, dass sich das Volumen einer Kugel mit
wachsender Dimension immer mehr nach aulen verlagert. Fiir gerades n ist 2, /w, € Q7,
z.B. 2, = 4w, (= 47). <

Auch die Berechnung von Kurvenlidngen fiihrt auf bestimmte Integrale. Wir erinnern
an die Definition der Linge L eines Weges y in einem R-Banach-Raum V, d.h. einer
stetigen Funktion y:[a,b] — V: Esist L(y) = L.(y) € R, das Supremum der Lingen
Z;";Ol ly (1) — y(;)| der Streckenziige [y (t), ...,y (tm)], wobeia =ty < t; < --- <
tn, = b alle Unterteilungen des Intervalls [a, b] durchlduft, vgl. [14], Beispiel 4.3.12. y
heif3t rektifizierbar, wenn L(y) < oo ist. Die Rektifizierbarkeit von y ist unabhingig von
der Wahl einer Norm aus einer Klasse dquivalenter Normen, die Linge von y hidngt aber
von dieser Wahl ab. Insbesondere ist die Rektifizierbarkeit eines Weges in einem end-
lichdimensionalen Banach-Raum unabhiingig von der Wahl der Norm. Die Linge eines
Weges im R”, n € N, ist immer, falls nichts anderes gesagt wird, die Linge bzgl. der
euklidischen Standardnorm des R”.

Zeigt der Tachometer eines Fahrzeugs die konstante Schnelligkeit s, so legt es in der
Zeitspanne ¢ einen Weg der Liange st zuriick. Dies ist ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 3.3.5 Sei y:[a,b] — V, a < b, ein stetig (oder ein stiickweise stetig) differenzier-
barer Weg im Banach-Raum V. Dann ist

b
Lh(y) = / 1Ol dt.

Insbesondere ist y rektifizierbar und LE(y) < |yl (b — a).

Beweis Wir zeigen zunichst, dass y rektifizierbar ist, und gewinnen dabei auch die zuletzt
angegebene Ungleichung. Fiir jede Unterteilunga =ty <t < --- < t,, = b ist namlich
auf Grund des Mittelwertsatzes 2.3.7

m—1 m—1
Dy =yl = D1y @)l — 1) < 17 s (b — a)

J=0 J=0

mit Zwischenstellen 7; € [t;,¢; 1], j =0,...,n. Wegen L%(y) = 0 geniigt es zu zeigen,
dass die Funktion [a,b] — V, x — L}(y), eine Stammfunktion zu ||y’(¢)|| ist. Fiir
a < x <y < b gilt aber nach Definition der Linge bzw. wegen der gerade gewonnenen
Abschitzung

) y(») — () H Ly(y) _ La) - Li(y) _ 1 e
— X - x.yls

Fiir y — x konvergieren aber sowohl der Ausdruck ganz links als auch (wegen der Ste-
tigkeit von y’) der Ausdruck ganz rechts gegen ||y’ (x)|. O
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Der stetig differenzierbare Weg y:[a,b] — V ist also genau dann bogenparametri-
siert, vgl. [14], Beispiel 4.3.12, wenn seine Schnelligkeit ||y’|| konstant gleich 1 ist. Ist
y:la.b] — V ein beliebiger stetig differenzierbarer Weg mit y’(¢) # O fiiralle ¢ € [a, b],
so ist die Langenfunktion [a, b] — [0, L(y)], x — L (y), bijektiv und stetig differenzier-
bar mit Ableitung ||y’||. Mit ihrer Umkehrabbildung ¢: [0, L(y)] — [a, b] erhilt man die
bogenparametrisierte stetig differenzierbare Kurve y o ¢:[0, L(y)] — V. — Fiir einen
(stiickweise) stetig differenzierbaren Weg y: [a,b] — R", t > (y1(?), ..., ya(2)), ist

h n
i = [ (Lrw?) ar
i=1

a

Bei n = 2 ergibt sich nach Identifikation von R? mit C die Gleichung L2(y) =
fah ly'(¢)| dt. So ist [0,27r] — C, t +> rei’/”, eine Bogenparametrisierung des Kreises
Sc(0;7) um O mit Radius » > 0, der daher die Linge 27 r hat. Man bekommt diese
Parametrisierung auch direkt: Sei y:[0, L] — C eine stetig differenzierbare Bogenpa-
rametrisierung von S(0;7) mit y(0) = r. Dann ist yy = r?> und y'y’ = 1. Aus der
ersten Gleichung folgt y'y = —yy', also y'/y = —y'/y = —y'/y. Daher ist y’/y rein-
imaginir, ' = ipy mit stetigem ¢: [0, L] — R. Aus |y| = r, |y/| = 1 folgt |¢| = 1/r,
d.h. ¢ = 1/r oder ¢ = —1/r. Daherist y(t) = re’/" oder y(t) = re /7. L = L(y) ist
somit die kleinste positive Zahl mit e'2/” = 1 bzw. L/r das kleinste € R mite® = 1.
Diese Zahl haben wir schon in Definition 1.4.9 mit 27 bezeichnet. Zu Bogenldngen von
Ellipsen verweisen wir auf Abschn. 3.6.

Sind die y;, i = 1,...,n, Polynomfunktionen oder auch nur rationale Funktionen,
so ist der Integrand in obigem Integral fiir LZ (y) eine Quadratwurzel aus einer rationa-
len Funktion. Solche Integrale heif3en generell hyperelliptische Integrale. Die mit ihnen
definierten Funktionen gehoren zu den bestuntersuchten Funktionen der Mathematik, ins-
besondere auch im Fall komplexer Polynome und komplexer rationaler Funktionen. Einen
Spezialfall bilden die in Abschn. 3.6 behandelten elliptischen Integrale und Funktionen.

Bemerkung 3.3.6 (Riemann-Integrierbarkeit) Sei f:[a,b] — V,a < b, eine Funk-
tion mit Werten in einem R-Banach-Raum V. Wir erinnern daran, dass eine Summe der
Form

m—1

Z S @) —1),

j=0
wobeia = ty) < t; < --- < t,, = b eine Unterteilung des Intervalls [a, b] ist und
7; beliebige Punkte in [¢;,#; 1] sind, j = 0,...,m — 1, ist, eine Riemannsche Summe
von f ist. Bereits in Beispiel 2.3.12 haben wir bemerkt, dass, falls f stetig ist, fiir je-
de Folge von Unterteilungen, deren Feinheiten Max (¢; 41 —¢;, j = 0,...,m — 1) gegen

3> Man spricht dann von einer reguliren C'-Kurve.
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Abb. 3.8 Untersumme und - f
Obersumme der Funktion
fila,b] > R

0 a=ty 1, i sl tm-1 ty=b

0 konvergieren, alle zugehorigen Riemannschen Summen gegen das Integral fab f(t)dt
konvergieren. Dies motiviert den folgenden allgemeineren Integrierbarkeitsbegriff: Eine
beliebige Funktion f:[a,b] — V heilit Riemann-integrierbar, wenn sie beschriankt ist
und fiir jede Folge von Unterteilungen, deren Feinheiten gegen O konvergieren, alle zuge-
horigen Riemannschen Summen konvergieren. Der Grenzwert ist dann immer derselbe,
nidmlich definitionsgemil das (bestimmte) Integral

b
/ f(t)dt.

Man spricht auch vom Riemann-Integral von f iiber [a,b], obwohl bereits Cauchy
und GauB #hnliche Definitionen fiir ein bestimmtes Integral gegeben haben.® Nach ei-
ner Bemerkung von Darboux lésst sich die Riemann-Integrierbarkeit einer beschrinkten
reell-wertigen Funktion f:[a,b] — R folgendermafien charakterisieren: Man betrachtet
zu den Unterteilungena =ty <t; <.-- <t, = b von [a, b] sogenannte Untersummen
bzw. Obersummen

m—1 m—1
ij(tj-‘rl_tj) bzw. ZM/'(I]-H_I]) mitm/- fffM/ auf[tj,tj+1].
j=0 =0

Abb. 3.8 skizziert die gro3te Untersumme bzw. die kleinste Obersumme zu der betrach-
teten Unterteilung. Das Supremum aller Untersummen von f heifit das Unterintegral
UZ (f) und das Infimum aller Obersummen das Oberintegral OZ (f). Stets gilt Uz (f) <
0%(f), und offensichtlich ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn U (f) = O2(f)
ist. Man spricht daher statt vom Riemann-Integral auch vom Darboux-Integral. Ubri-
gens zeigt man leicht, dass bei stetigem f:[a,b] — R sowohl x — U} (f) als auch
x — O (f) Stammfunktionen von f sind und daher iibereinstimmen. Dies beweist noch
einmal fiir reellwertige Funktionen den Hauptsatz 3.3.1.7

6Schon Newton hat 1686 (oder friiher) bewiesen, dass jede monotone Funktion [a,h] — R
Riemann-integrierbar ist, vgl. 1. Buch, Abschnitt I, § 2 in Newton, L.: Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Mathematica, London 1687 (Deutsche Ausgabe 1872, Nachdruck Darmstadt 1963).

7 Bei beliebigem Riemann-integrierbaren f ist x > U2 (x) in der Regel keine Stammfunktion zu f.
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(cost,sint) 2 (cosht, sinht)

t/2

> X X
x2+y2=1 x2-y2=1

Abb. 3.9 Fliche des Einheitskreissektors und des Einheitshyperbelsektors zum Parameter ¢

Wir verfolgen das Riemann-Integral nicht weiter, da es sich als Sackgasse erwiesen
hat. Statt dessen fiihren wir in Bd. 6 das Lebesgue-Integral ein, das sowohl technisch
einfacher als auch umfassender ist.® <&

Aufgaben

Aufgabe 3.3.1 Seien f, g: [a, b] — R stetige Funktionen, a < b. Es sei f < g. Dann ist
der Fldcheninhalt der (kompakten) Menge {(x, y)eR?|a<x<bh, f(x)<y< g(x)}
gleich dem Integral fab (g(t) — f(1))dr.

Aufgabe 3.3.2 Man bestimme den Flicheninhalt der folgenden beiden Mengen im R?:

{(.y)eR*[0<x <1, y? <x*(1—x)};
{(X,Y)€R2|0§X§b, ly] <xe™*}, b eR,.

Aufgabe 3.3.3

a) Der Flicheninhalt des links in Abb. 3.9 skizzierten Einheitskreissektors mit dem Off-
nungswinkel ¢ ist £ /2,0 <t < 2.

b) Der Flicheninhalt des rechts in Abb. 3.9 skizzierten Einheitshyperbelsektors zum Pa-
rameter ¢ ist £ /2,0 < t.

c) Seienay,...,a, € R}, n € N*. Das Volumen des Ellipsoids

(G x) € R (xi/a)® + -+ + (xa/an)* < 1}
mit Halbachsenldngen ay, . .., a, ist w,a; - - - a,. (Vgl. Beispiel 3.3.4.)

Aufgabe 3.3.4 Man beweise die folgende Version der (ersten) Guldinschen Regel: Die
Funktion r:[a,b] — R, a < b, sei stetigund M C [a,b] x R" der (kompakte) Rotati-

8 Diese Dinge gehen in der Mathematik oft Hand in Hand.
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A 4
vy © oy @y v @y
h, a? b2 a? b2 R a? b?
r, r,
* a a+h\U * a a+e U *

b

Abb. 3.10 Durch eine Hyperbel erzeugte Drehkorper

Abb. 3.11 Torus als Drehkor-
per

>

onskorper M := {(¢,x) | ||[x|l» < r(¢)}. Dann ist

b

ATHL(M) = wn/r”(t)dt.

a

(Satz 3.3.3 und Beispiel 3.3.4 — Welches Volumen erhilt man, wenn man die euklidische
Norm ||—||; durch die Summennorm ||—||; bzw durch die Maximumsnorm || —|| o ersetzt?)

Aufgabe 3.3.5 Bei der Berechnung der Volumina der im Folgenden beschriebenen Kor-
per im R? verwende man Aufg. 3.3.4.

a) Man berechne fiir a, b, c € RX, a < b, das Volumen von
M :={(x,y.z) e R*|0<x <6mc, (»? +z)Y? <b +acos(x/c)}.

b) Man berechne die Volumina der drei, wie in Abb. 3.10 angedeutet, mit einer Hyperbel
erzeugten Drehkorper.

¢) Man berechne das Volumen des Torus mit den Radien r und R, r < R, der, wie
in Abb. 3.11 angedeutet, durch Rotation eines Kreises mit Radius » um die x-Achse
entsteht.
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Aufgabe 3.3.6 (Kurvenlingen in Polarkoordinaten)

a) Sei y:[a,b] — R2, a < b, folgende mit den stetig differenzierbaren Funktionen
r,¢:[a,b] — R in Polarkoordinaten gegebene Kurve y: ¢ + r(t)(cos ¢(t), sin ¢(2)).
Dann ist

b
Liy) = / IR+ P (R dr.

Insbesondere ist bei p(t) = ¢, also r(¢) = r(¢), die Liange der Kurve zwischen den
Winkeln ¢; und ¢, gleich

@2
L) = [ Varapr T r@ide,

¢1

b) Sei y:[a,b] — R3, a < b, folgende mit den stetig differenzierbaren Funktionen
r,¢,A:[a,b] — R in (rdumlichen) Polarkoordinaten gegebene Kurve:

yit > r(t)(cose(t)cosA(t), cos (t) sin A(z), sin p(1)).

Dann ist

b
Lh(y) = [ IR F 2 0F + 1PN () cos? 1) dt.

Aufgabe 3.3.7 Man berechne die Linge der Peripherie des Einheitskreises im R? beziig-
lich der Maximumsnorm und beziiglich der Summennorm von R?.

Aufgabe 3.3.8 Man berechne die Lingen der folgenden Kurven:

a) t— (1", ct"th), t € [0,a], mitn € N* und ¢ > O (Parabelbogen).

b) t +> (e™' cosct,e ' sinct), t € [0, 00[, mit ¢ > 0 (logarithmische Spirale).

c) t > (t,ae), t € la,b], mita,c > 0.

d) ¢ — (t,ccosh(t/c)),t € [—a,a], mit¢c > 0 (Kettenlinie, vgl. Abb. 3.12).

e) r = cy, ¢ € [0,a], mit ¢ > 0 (Archimedische Spirale in Polarkoordinaten, vgl.
Abb. 3.12).

f) r=2c(1+cosg),p € [0,2x], mit c > 0 (Kardioide in Polarkoordinaten).

g) t — (acost,asint,ct), t € [0,2x], a,c > 0 (Schraubenlinie). (Wickelt man den
Zylinder S(0;a) x R, auf dem die Schraubenlinie liegt, in die Ebene ab, so wird die
Schraubenlinie eine Gerade.)

h) t +— (t,cInt),0 <a <t < b, ¢ > 0 (Logarithmusbogen).
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Kettenlinie Archimedische Spirale Astroide

Abb. 3.12 Spezielle Kurven

Aufgabe 3.3.9 Sei R € R’}. Man berechne die Linge der Astroide
{(x.y) € R | x| + |y** = R*},

vgl. Abb. 3.12, und den Inhalt der von ihr eingeschlossenen Flidche. (Siehe auch Aufg.
2.4.15. — Das Ergebnis fiir die Linge ist vielleicht iiberraschend.)

Aufgabe 3.3.10 (Charakterisierung des bestimmten Integrals) Jedem abgeschlosse-
nen Intervall [a, D], a < b, und jeder stetigen reellwertigen Funktion f: [a,b] — R werde
eine reelle Zahl J( f;a, b) derart zugeordnet, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Firallea,b,c € Rmita < b < ¢ und jede stetige Funktion f:[a,c] — R ist
J(fia,c)=J(f;a,b)+ J(f;b,c). (Additivitit)
(2) Fiir alle stetigen Funktionen f, g: [a,b] — R mit f < g ist auch
J(f;a,b) < J(g;a,b). (Monotonie)
(3) Fiir jede konstante Funktion C € R ist J(C;a,b) = C(b — a). (Normierung)

Dann gilt bereits J(f;a,b) = f: f(t)dt fiir alle stetigen Funktionen f:[a,b] — R.
(Man gehe dhnlich wie beim Beweis von Satz 3.3.1 vor.)

3.4 Uneigentliche Integrale

Hiufig hat man auch bestimmte Integrale von stetigen Funktionen zu betrachten, deren
Definitions- oder Wertebereiche nicht beschrinkt sind. Dazu definiert man in nahe liegen-
der Weise (V bezeichnet im Folgenden, wenn nichts anderes gesagt wird, wieder einen
R-Banach-Raum.):
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Definition 3.4.1 Seien / € R ein Intervall, a € T und b € R = R U {—o00, 00} ein
Randpunkt von /. Die Funktion f: 7 — V sei stetig und es existiere lim,_,; fax f@)de e
V. Dann bezeichnet man diesen Grenzwert als das uneigentliche Integral und schreibt

/hf(l)dt = iiil}?fxf(t)dt.

Ist in dieser Definition b € I, so existiert wegen der Stetigkeit von Stammfunktio-
nen das uneigentliche Integral f: f(t)dt und stimmt mit dem gewohnlichen Integral

fab f(t) dt iiberein. Ferner schreibt man wieder |, /() dt fiir — fah f(t) dt und hat damit
insbesondere auch Integrale definiert, die an der unteren Grenze uneigentlich sind. Ist in
der Situation von Definition 3.4.1 neben b auch ¢ ein Randpunkt von 7, so sagt man, das
uneigentliche Integral |, bc f(¢) dt existiere, wenn fiir ein (und damit fiir jedes) a € I die
uneigentlichen Integrale [, : f(t)dt und f; f(t) dt existieren. Man setzt dann

]f(t)dt i=jf(t)dt+jf(t)dt.
b b a

Die iiblichen Rechenregeln fiir Integrale gelten auch bei uneigentlichen Integralen. Man
erhilt dies sofort aus den Rechenregeln fiir Limiten. Insbesondere gelten bei sinngeméfer
Interpretation die Substitutionsregel und die Regel iiber die partielle Integration weiter.

Beispiel 3.4.2 Standardbeispiele, die auch fiir Vergleichsregeln wichtig sind, sind die In-
tegrale [{°1 dt und [} 1* dt, @ € C. Da fiir x > 0
[;“ g ) G =D (et 1), falls @ # 1
Inx, fallse = —1,
1

gilt, existiert [ 1% dt = lim,_,o [, t*dt genau fiir Ra < —1, und es ist dann

1 + lim e(oHrl) Inx _

, Na < —1.
a+1 a+1x>x o+ 1

r 1

[z“ dt = lim x*=1) = —
x—oo ¢ + 1

1

Ferner folgt, dass fol t¥dt = limy o, fxl t* dt genau fiir e > —1 existiert. In diesem

Fall ist 1

1
[t“dt: ., Ro > —1.
+1

o

0

In keinem Falle existiert also das Integral [, 1 dt. <&
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Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Grenzwerte, vgl. [14], 3.8.3 ergibt sich:

Satz 3.4.3 (Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale) f:1 — V sei eine stetige
Funktion, ferner seien a € I und b ein Randpunkt von I. Genau dann exigtiert das unei-
gentliche Integral fub f(t) dt, wenn fiir jedes & > 0 die Abschitzung || [ f(1)dt|| < &
fiir alle die x, x" € I gilt, die im Fall b € R nahe genug an b liegen bzw. bei b = 0o grofs
genug sind bzw. bei b = —oo klein genug sind.

Wegen || ¥ f(t)dt| < [X I £(6)] di bei x,x" € I, x < x', vgl. Satz 2.3.7, erhilt
man mit Satz 3.4.3:

Korollar 3.4.4 Die Voraussetzungen von Satz 3.4.3 seien erfiillt, ferner existiere das In-
tegral fah || f(©)| dt. Dann existiert auch fah f(t)dt, und es gilt

b b
Hff(t)dtH < )[nf(r)u .

Analog zu Reihen nennt man das uneigentliche Integral fab f(t) dt normal konver-
gent und im Fall IV = R absolut konvergent, wenn sogar fub || f(2)| dt existiert. Existiert
fiir g: [a, b] — R, das Integral fah g(t) dt nicht, so schreiben wir auch fah gt)dt = o0
Ein triviales, aber wichtiges Kriterium fiir normale Konvergenz und damit fiir Konvergenz
tiberhaupt ist das Majorantenkriterium:

Satz 3.4.5 (Majorantenkriterium) Seien f,g:1 — V stetige Funktionen auf dem In-
tervall 1, a € I und b ein Randpunkt von I. Ist dann fab g(t) dt normal konvergent und
gilt || f@O) |l < lg@)]| fiirt € I, so ist auch f: f(t) dt normal konvergent.

Beispiel 3.4.6 Das uneigentliche Integral fooo sint dt/t existiert, ist aber nicht absolut
konvergent. Man berechnet nimlich mit partieller Integration fiir x > =

/‘smt cost /cost dr — _ cosx /‘cost

Da nach dem Majorantenkriterium 3.4.5 und Beispiel 3.4.2 das uneigentliche Integral
ffo cost dt/t? existiert und lim,_,,(cosx)/x = 0 ist, existiert auch das Integral
f;o sint dt/t und damit das gesuchte Integral. Nach der Bemerkung im Anschluss an
Satz 3.5.12 ist iibrigens [ sint dt/t = 7/2.
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Das Integral fooo |(sint)/t| dt existiert aber nicht: Im Intervall [nm, (n + 1)x], n € N, ist
ndmlich |sint|/t > |sint|/(n + 1)z und daher

(n+1)m . (n+1)m )
[ |smt|dt2 | sin?| di — 2 .
t (n+ Drm n+1m
Da )" 1/(n + 1) divergiert, ist die Folge [, |sint|dt/t,n € N, unbeschrinkt. &

Die Konvergenzsitze fiir eigentliche Integrale aus Abschn. 3.2 iibertragen sich nur mit
gewissen Einschrinkungen auf uneigentliche Integrale. Im Folgenden bezeichnen wir fiir
ein Intervall / C R mit 7 die abgeschlossene Hiille von I in R = R W {00}, also die
Vereinigung von I mit der Menge der Randpunkte von /.

Satz 3.4.7 Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f,:1 — V, die auf jedem kompakten
Teilintervall von I gleichmdifiig gegen f:1 — V konvergiert, und seien a,b € I. Ferner
gebe es eine stetige Funktion g: 1 — R, mit || f,(¢)|| < g(¢) fiir alle n € N und alle
t € 1, fiir die dariiber hinaus fah g(t) dt existiert. Dann existiert auch fah f(@)dt, und es
gilt

nlirgofbfn(t)dt=jf(t)dt.

Beweis Wegen || f(t)|| < g(1),t € I, existiert [ b f(t) dt nach dem Majorantenkriterium
3.4.5. Sei nun & > 0 vorgegeben und sei (ohne Einschrinkung) a < b. Es gibt dann (unter
Verwendung von Satz 3.2.14) Intervallgrenzen a’,b’ € I mita < a’ < b’ < b und ein

no € N mit fa“/ g()ydr < ¢/5, | fj/(f — @) dt| < e/5, fbb, g(t) < g/5 fiirn > n,.
Fiir diese n gilt dann

’

| fh(f — @ di| = 2],

Die Sétze 3.2.16 und 3.2.17 iibertragen sich wie folgt, wobei man bei den Beweisen
Satz 3.4.7 statt Satz 3.2.14 benutzt. Die Einzelheiten iiberlassen wir dem Leser.

b

y
g(t)di + H/(f—f,,)(z)dz” +2/g(t)dt <& O

b’

Satz 3.4.8 (Stetigkeit des uneigentlichen Integrals) Seien I C R ein Intervall, X ein
topologischer Raum, a,b € T und f:X x I — V eine stetige Abbildung. Ferner gebe
es eine stetige Funktion g: I — Ry mit || f(x,0)|| < g(¢) fiir alle (x,t) € X x I und
fab g(t)dt < oo. Dann existiert auch die Abbildung x +— F(x) := fab f(x,t)dt auf X
und ist dort stetig.
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Satz 3.4.9 (Differenzierbarkeit des uneigentlichen Integrals) Seien I C R ein Inter-
vall, D C K im Fall K = C eine offene Menge in C und im Fall K = R ein Intervall
in R sowie a,b € 1. Die Abbildung f:D x I — V, (x,t) — f(x,t), mit Werten im
K-Banach-Raum V sei stetig. Die partielle Ableitung of /dx: D x I — V moge exis-
tieren und ebenfalls stetig sein. Ferner existiere fiir jedes x € D das Integral F(x) :=
fah f(x,t)dt, und es gebe eine stetige Funktion g: I — R mit ||[(f/dx)(x,t)| < g(t)
fiir alle (x,t) € D x I und mit f: g(t)dt < oo. Dann ist die Funktion x — F(x) auf D
differenzierbar mit der Ableitung

b
a
F/(x):[%(x,t)dt.

Wir bemerken, dass die simultane Majorante g in den Sitzen 3.4.8 und 3.4.9 nur lokal
bzgl. X bzw. D zu existieren braucht, d. h. es geniigt, dass zu jedem Punkt x € X bzw
€ D eine Umgebung U von x existiert und ein (von U abhingendes) g: I — R, das die
Bedingungen fiir f|(U x I) statt f erfiillt.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, dass fiir eine stetige Funktion f:/ — R auch das
uneigentliche Integral fa b f(@)dt beia < b, a,b € T, der Flicheninhalt der Menge
G(f;a,b) :=={(t,x) |t € I N[a,b], 0 < x < f(t)} ist. Dies ergibt sich mit Satz
3.3.1 aus dem folgenden Ausschopfungssatz fiir Volumina: Ist die Menge A C R” die
Vereinigung der aufsteigenden Folge Ay € Ay C A, C --- kompakter Mengen Ay C A,
so existiert A" (A) und ist gleich limy_, o, A" (Ax) € R. Wir verweisen dazu auf Band 6.

Beispiel 3.4.10 Fiir x > 0 existiert das Integral

[e¢]

Fx) / dt 1 . t )00 T
X) .= —— = ——arctan —— = —.
24+x  Jx Vxl-o  Jx

—0o0
Unter dem Integralzeichen nach x differenziert, ergibt sich fiir x > 0
—1)"n! 1-3---2n—1 2 !

(12 + x)nt! 2mxn/x n | 4nxn/x’

—00

Dabei konnte Satz 3.4.9 mit der simultanen Majorante g,(t) = n!/(¢> + &)"*! fiir alle
X € [e, oo[ angewandt werden, ¢ > 0. Es folgt speziell fir x = n + 1

/Do dt _[(2n\mvn+1
—00 ﬂtjl + 1)n+1 n 4”
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Abb. 3.13 Integralkriterium
fiir Reihen
f
f(n-1)
f(n)
0 n-1 n

Da die Funktionenfolge ((¢*/(n+1))+ 1)n+ ' n € N, monoton und auf jedem kompakten
Intervall gleichmiBig gegen e’ ’ konvergiert, vgl. Satz 1.4.3, erhilt man mit Satz 3.4.7 und

Beispiel 3.2.6 (4)
oo
2 WV 1
/e_’2dt = lim ( H)u = 7.

n—oo \ n 4n
—00

Die Substitution T = +/2¢ liefert das folgende wichtige Ergebnis:

Satz 3.4.11 (Fehlerintegral) Es ist
[ e 24t = V2r.
—00

Die Bezeichnung ,,Fehlerintegral* hat ihren Ursprung in der Stochastik. <

Beispiel 3.4.12 Hiufig lassen sich Partialsummen von Reihen durch Integrale abschitzen.
Auf diese Weise erhilt man etwa das folgende Konvergenzkriterium:

Satz 3.4.13 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f:R, — R eine monotone stetige
Funktion. Genau dann konvergiert die Reihe - f(n), wenn das Integral fooo f@)de
konvergiert.

Beweis Ist f etwa monoton fallend, so gilt offenbar, vgl. Abb. 3.13

k+1 k

k k-1
[ s =3 s = [ s0yd =3 s,
1 n=1 0 n=0

Daraus folgt die Behauptung. |

In der Situation von Satz 3.4.13 sei f monoton fallend und lim, ., f(¢) = 0. Dann ist

k+1

fm+ns[fmmsf®
k
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fiir alle k € N. Deshalb definieren die Folgen

n—1 n n—1 n—1
=Y S0~ [ wdi b= g0~ [ o,
k=0 o k=0 4
eine Intervallschachtelung [a,, b,], n € N*. Insbesondere existiert

n
¢ :=lima, =limb,, undesist 0<c—a, <b,—a, = [ f@®)ydet < f(n—1).
n—1
Fiir f(x) := 1/(x + 1) erhilt man so die Intervallschachtelung der Eulersche Konstante y
aus [14], Beispiel 3.3.8. — Satz 3.4.13 und die zuletzt angegebenen Abschétzungen lassen
sich erheblich verschirfen, wenn f geniigend oft differenzierbar ist, vgl. Aufg. 3.8.5. <&

Mit Hilfe der partiellen Integration lassen sich Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Inte-
grale beweisen, die analog sind zu den Konvergenzkriterien fiir Reihen, die mit Abelscher
partieller Summation gewonnen werden. Im Folgenden seien / € R ein Intervall, a, b €
7 C R und f:1 — V stetig.

Satz 3.4.14 (Abelsches Konvergenzkriterium) Das Integral f: f dt existiere, und die
stetig differenzierbare Funktion g € I — R sei monoton und beschrinkt. Dann existiert

auch fab gf dt.

Satz 3.4.15 (Dirichletsches KonvergenzKkriterium) Sei a € [ und die Stammfunktion
F(x)= [ aX f(t)dt beschrinkt auf 1. Ist dann die stetig differenzierbare Funktion g: I —

R monoton mit lim,_,;, g(t) = 0, so existiert fub fgdt.

Satz 3.4.16 (Kriterium von Dubois-Reymond) Sei @:V x U — W cine stetige R-
bilineare Abbildung von R-Banach-Réiumen. Uberdies sei g: 1 — U stetig differenzier-
bar. Existieren dann die Integrale fub f dt und fab llg'll dt, so existiert auch fab D(f, g)dt.

Beispiel 3.4.17 (Abelsche partielle Summation als partielle Integration) Wie bereits
erwihnt ist die Abelsche partielle Summation mit der partiellen Integration verwandt,
siehe [14], Satz 3.6.21. Wir geben ihr hier eine Form, wie sie insbesondere in der Analy-
tischen Zahlentheorie verwandt wird. Sei f: I — V eine auf dem Intervall / C R stetige
und stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit Werten im K-Banach-Raum V. Fer-
ner sei xp, X, . . . eine endliche oder unendliche streng monoton wachsende Folge in / mit
¢ :=limx, ¢ I, falls die Folge unendlich ist. (¢ € R W {oo} ist also ein Randpunkt von
I.) SchlieBlich sei ay, as, ... eine beliebige Folge in K, die mindestens so viele Glieder
hat wie die Folge x, x5, ..., und es sei A(x) := Zn.an ay,x € I.Ist x;, < X < Xpa1,
soist also A(x) = A(x,,) = >, a,, und Abelsche pgrtielle Summation liefert

m—1

3 anf ) =Y anf ) = 3 A (f() = f () + A f ().

n.x, <x n=1 n=1
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Weiter ist
Xn+4+1

AG) (fCin) = Fensn) = — / A f/0) d,

Xn

X

A(x) f(xm) = —[ AQ@) f1()dt + A(x) f(x).

Xm

Fiir x € I, x > x; ergibt sich so die Formel

X

Y anfln) = AX) f(x) —/A(l)f’(t)dt-

n,xp<x
s = X1

Ist die Folge (x,) unendlich, so erhdlt man damit Kriterien fiir die Konvergenz der Reihe
> o2, an f(x,) und die Berechnung ihres Werts. Beispielsweise ist

00 £
Sanfe) = lim (400f00) = [ 4050 d
n=1 ’

X

falls beide Limiten auf der rechten Seite existieren.

Als Beispiel geben wir eine Integraldarstellung fiir die Summe >, .y n™° = {(s) Ps(N),
woo = s > listund N € N*, vgl. das Ende von Beispiel 2.7.17. Wir wihlen dazu
das Intervall I = [1,00[, x, = n € N* und a,, n € N*, als Indikatorfunktion von N.
Dannist A(x) = Ay(x) = [N NNZ | < [x], und mit der Funktion f:/ — C, x := x77,
o > 1, bekommt man -

oo o0

S L im @H/A(t)dt :S/A(t)dt,

ns x—o00 xS ts+1 s+l
neN 1 1

da lim,_, o, A(x)/x* = 0ist wegen 0 < A(x) < x, und das Integral existiert. Es ist also

Ay (0) di
t(TJrl

)

00
Py(N) = lim P,(N)= lim (0—1)[
o—1+ o—1+
1

wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn dies fiir die rechte Seite gilt. Fiir N = N*
ergibt sich insbesondere

o0 o0 [e¢] o0

[t]dt dt (1] — 1) dt s {tydt
;(S)=S/ po+1 =s/t_5+s/ s+l =s_1—S/ s

1 1 1 1

woraus noch einmal lims_,,-1(s — 1){(s) = 1 folgt wegen |floo{t}dt/ls+1| <
JSdt/t* = 1 fir 6 > 1. Besitzt die Teilmenge N € N* eine natiirliche Dichte,



3.4 Uneigentliche Integrale 283

d.h.istlimy_ o A(x)/x = u mit einem p € [0, 1] (vgl. loc. cit), so erhalten wir
A(t) dt
O - 1) Z O - 1) / to+l1

neN
dt ooAl‘ — Wt o—
=(o—l)ou/t—g+(o—1)a/ (IZHM dt l+,u

1 1

wegen lim,_, 14 (0 — 1) [{7(A(r) — pt)dt/t°T" = 0. Zu vorgegebenem & > 0 gibt es
ndmlich nach Voraussetzung ein #o > 1 mit |A(z) — ut| < et fiir alle ¢ > ¢,. Folglich ist

1))[A(l,?,+1 (< 1)/'A() WldtJr(—l)[—

und e(o—1) ftzo dt/t° = 8/tg’1 < ¢. Besitzt N € N* eine natiirliche Dichte, so existiert
auch Py(N) = lim,_.1 (0 —1) )., n~% und ist gleich der natiirlichen Dichte von N .

Aufgaben

Aufgabe 3.4.1 Man zeige, dass die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und die

angegebenen Werte haben:
/‘ dt / B /
1 t 3 3 \/_ 1 + t 4 + t 4

00
0
/2

1 1 /2
[ dt [ tdt / pr— T / dt
/ V1= z / V1= 12 L ﬁ ) «/tant

o0

1
1—1 T
—dt = / , fallsa > 1;
[ 1+1 (a—t)x/l—tz Va2 —1

dt [ et 1
/e_|f|dt:2; [lntdt:—l; / = oA
el +et 2 e +1)2 4

0 0

—00 —00

o0

1
/e‘” dt = —, fallsz € C, Rz > 0;
z

0
00

b
e cosbr di = <. fe-“’ sinbi di = = fallsa.b €R. a >0,
a a

0
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Aufgabe 3.4.2 Man entscheide, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren:

00 00 00 00 /2
/ ft2+1a’t / / L /t ¢ di
; ; ant dt;
23 + 1 «/z+r6 43+ 1
0 0 0 0
ool ld 11 ! o0 1
- t t
/ﬂdt; [—; [—sin—dt; [ /n_
12 Int tot tnZt NG
0 0 0

0

Aufgabe 3.4.3 R(x) = P(x)/Q(x) sei eine rationale Funktion mit Polynomen P, Q €
C[X], wobei Q auf R nicht verschwinde. Genau dann existiert das Integral fooo R(1) dt,
wenn Grad Q > 2 + Grad P ist.

Aufgabe 3.4.4

a) Man gebe eine nicht beschrinkte stetige Funktion f: R, — R an, fiir die das unei-
gentliche Integral fooo f(t) dt existiert.

b) Sei (a,) eine beliebige Folge in R,. Man gebe eine gleichmifig konvergente Fol-
ge stetiger Funktionen f,: R, — R, an mit lim,_, f, = Ound aq, = fooo fodt.
(Satz 3.2.14 hat also kein direktes Analogon fiir uneigentliche Integrale, vgl. aber Satz
3.4.7.)

¢) Fiir jede beschrinkte stetige Funktion f : Ja,b[ — V,a < b, V K-Banach-Raum,
und beliebige o, B € C mit R, RPB > 0, existiert fab fO)(t —a) (b —1t)~'dt.

Aufgabe 3.4.5 Die Funktionen f: R, — V, g: R, — K, V K-Banach-Raum, seien ste-
tig. Der Grenzwert lim,_,, || f(x)/g(x)| existiere und sei # 0. Genau dann konvergiert
/5" f(t) dt normal, wenn [;° g(t) dt absolut konvergiert.

Aufgabe 3.4.6 Die Funktion f:R; — R sei stetig und monoton. Existiert [;° f(r) dt,
so ist limy .o f(x) = 0.

Aufgabe 3.4.7 Die stetige Funktion f:[a,b] — R sei in ]a, b] positiv und in a differen-
zierbar oder auch nur Lipschitz-stetig. Ist f(a) = 0, so ist fab dt/f(t) = o0

Aufgabe 3.4.8 f g:la,b] > K, —oc0 < a < b < o0, seien stetige Funktionen, fiir die die
uneigentlichen Integrale | b | £(2)|?> dt und f: |g(2)|* dt existieren. Dann existieren auch

[P 1 f@)g@)|de und [7|£(e) + g(0)2 drt. Esist |zw] < (|22 + |w]?)/2 fiir z, w € K.)
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&(?)
‘ sint t { D U —— t

Abb. 3.14 Gedimpfte Sinuskurve

Aufgabe 3.4.9 Mit Satz 3.4.13 teste man die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw.
Divergenz (s € R):

-1 = 1 = 1 |
Z;; Zn(lnn)“'; annnln(lnn); ;(lnn)m”;

n=1 n n=3

=2
> 1 ) >, In(Inn)
Z (ln n)ln(lnn) ’ Z I’l(ll‘l I’l)2 '

n=3 n=3

Aufgabe 3.4.10 Fiir n € N* berechne man fol (Int)" dt.

Aufgabe 3.4.11 [ g(r)sint dz, vgl. Abb. 3.14, (und auch [, g(t) cos dt) existieren
fiir jede stetige und monotone Funktion g: R — R mit lim,_,», g(#) = 0. Es ist

| | g@)sintdt| < [ |g(0)|sintdr < 2|g(0)].
[z |

Aufgabe 3.4.12 Fiir alle z € C hat G(z) := ffzo e~ (9% dt den Wert /7. (Beispiel
3.4.10. Es ist G’ = 0.) Fir z = —ai/2, a € R, ergibt sich ffgo e cosatdt =
e/ /.

Aufgabe 3.4.13 Ist in Satz 3.4.9 die Menge D ein Gebiet in C, so geniigt es (bei Giil-
tigkeit der iibrigen Voraussetzungen) anzunehmen, dass F(xg) = fub f(x0,1)dt fiir ein
einziges x¢ € D existiert. Dann ist F(x) auf ganz D definiert.

3.5 DieI'-Funktion

Viele wichtige Funktionen werden durch Integrale definiert. Fiir die Funktion L(x) :=
|, lX dt/t auf R% etwa beweist man sehr einfach direkt die folgenden charakteristischen
Eigenschaften der Logarithmusfunktion In: RY — R: Esist L'(x) = 1/x; L(1) = 0;
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L(xy) = L(x) + L(y) fiir x,y € R%, und L: R} — R ist bijektiv. Man konnte also auf
diese Weise den Logarithmus und als Umkehrfunktion die Exponentialfunktion exp: R —
R’ einfiihren. In dhnlicher Weise lieBe sich die Arkustangensfunktion auf R durch das
Integral A(x) := fox dt/(1 + t?) definieren, womit man alle trigonometrischen Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen gewinnen kann. Dann ist /2 als fooo dt/(1 +1?) =
lim,_,» A(x) zu definieren. Man beachte, dass [ d7/¢ und [ dt/(1 + t*) Grundintegrale
sind, die bei der Integration rationaler Funktionen auftreten.

Wir diskutieren in diesem und dem néchsten Abschnitt einige weitere Funktionen, die
sich bequem durch Integrale definieren lassen und besonders in den Anwendungen sehr
hiufig auftreten, und zwar die Gamma-Funktion und die elliptischen Integrale und Funk-
tionen.

Hier behandeln wir die I'-Funktion. Das Integral fooo t*~'e™ dt existiert fiir alle x € C
mit Rx > 0: Nach dem Majorantenkriterium 3.4.5 und Beispiel 3.4.2 existiert nimlich
[yt le " dr wegen [1*| = ! fiir alle x € C mit %x > 0, und [ ¥ e dr
existiert fiir alle x € C, da der Integrand ab einem ¢, dem Betrage nach etwa durch e~'/?
beschrinkt ist und f 100 e/ dt = 2e~'/? endlich ist. Die Funktion

o0
[(x):= [ﬁ*le*’ dt, %Rx >0,
0

auf der rechten Halbebene fix > 0 heifit die Gammafunktion. Das sie definierende In-
tegral konvergiert absolut. Wir notieren die folgenden Rechenregeln, die insbesondere
zeigen, dass die Funktion I (x + 1) die Fakultiten n!, n € N, interpoliert:

Satz 3.5.1

(1) Esist T'(x + 1) = xT'(x) fiir alle x € C mit Rix > 0.

(2) EsistT'(n + 1) = n! fiir allen € N.

(3) EsistT(52n+ 1)) =1-3---(2n — 1)/7/2" fiir alle n € N.

Beweis (1) Mit partieller Integration ergibt sich

oo

Fix+1) = [t"e_f dt = —t%e™”
0

o0

. + /xt"_le_’ dt = x[t"_le_’ dt = xT'(x).
0 0

@ MitI'(1) = fooo e~ ' dt = 1 folgt (2) aus (1) durch Induktion.
(3) Wegen (1) geniigt es I'(1/2) = /7 zu zeigen. Die Substitution # = 7?2 liefert aber
mit Satz 3.4.11

o0 o0 o0

F(1/2) = /‘til/zeit dt = 2/‘67‘[2(1‘[ = /effzdt — ﬁ O

0 0 —00



3.5 Die I'-Funktion 287

Die Gleichung I'(x + 1) = xI'(x) heit die Funktionalgleichung der I'-Funktion.
Man definiert die I'-Funktion fiir alle x € C mit —x ¢ N, indem man fiir #x > —k,
k e N,

r k
I'x):= (x +4)
x(x+1)---(x+k—-1)

setzt. Die Funktionalgleichung gilt dann fiir alle x, fiir die I'(x) definiert ist. Wegen Satz
3.5.1(2) heifBit die Funktion

x'=Tx+1)

generell die Fakultit(sfunktion). Sie ist also fiir alle x € C mit —x ¢ N* definiert. Die
n-te Ableitung des Integranden t*~'e~ von I'(x) nach x ist #*~!(In¢)"e~". Diese Funktion
hat auf einem Streifen der Form 0 < xo < Mx < x; die auf |0, oo[ integrierbare Majorante

o~ Int|"e, 0 <t <1,
1~ nt)e, t > 1.

gn(t) := ;

Aus Satz 3.4.9 folgt somit:

Satz 3.5.2 Die I'-Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Fiir Rx > 0 ist

o0

r™ix) = [ *(nr)'e™" dr.

0

Benutzen wir Bemerkung 2.1.15, so folgt aus Satz 3.5.2, dass die I'-Funktion auf dem
Gebiet C—{0,—1, =2, ...} analytisch ist und wegen der Funktionalgleichung in den Punk-
ten —n, n € N, noch meromorph mit einem Pol der Ordnung 1 und Residuum (—1)" /n!.
Wir werden dies im Folgenden aber auch direkt zeigen.

Zunichst leiten wir einige Produktdarstellungen der I'-Funktion her. Sei iix > 0. Auf
jedem kompakten Teilintervall von ]0, co[ konvergiert die Funktionenfolge f,,n € N*,
mit
(1= (@t/n))" 0 <t <n,

0,t >n,

Jat) = {

gleichmiBig gegen t*~'e™ (vgl. Satz 1.4.3) und besitzt auf |0, oo die integrierbare Majo-
rante 1" ~'e™ . Mit Satz 3.4.7 folgt nun

oo 1

I'(x) = /t"‘le" dt = lim /fn(t)dz = lim n"/t"‘l(l —1)"dt.
0

0 0
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Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich unmittelbar

1

x—1 o\ _ I’l'
0/’ =0 dt = e )

Wir erhalten, wenn wir noch die Definition von I'(x) bei 9ix < 0 beriicksichtigen:

Satz 3.5.3 (GauBsche Produktdarstellung der I'-Funktion) Fiir x € C mit —x ¢ N
ist
*n! 1 1/k))*
P(x) = lim nn l_[( + (1/k))
n—oo x(x + 1)-- (x+n) X 1+ (x/k) -

Insbesondere hat die T'-Funktion keine Nullstellen. Wegen

n x/k

| e
= ;exp(x(lnn —(14---+ (1/”))))1!:[1 m

n*n!
x(x+1)---(x +n)

und lim,,_, o, (lnn (1 +---+ %)) = —y, vgl. [14], Beispiel 3.3.8, ergibt sich iiberdies:

Satz 3.5.4 (WeierstraBische Produktdarstellung der I' -Funktion) Fiir alle x € C mit
—x ¢ N ist

—yx x/k 00 <k
r(x) = © und x!'=T(x+1)=xT(x) :e—w«n ©

x Lok oy ook

Aus der Gaulischen Produktdarstellung folgt ferner:

Satz 3.5.5 (Legendresche Verdoppelungsformel) Fiir x € C mit —2x ¢ N gilt

22x—l
= F(x)C(x + (1/2)).

r'ex) =

Zum Beweis benutzt man fiir I'(x), I'(x + (1/2)) und I'(2x) die GauBsche Produkt-
darstellung und iiberdies das Wallissche Produkt, das einfach die GauBsche Produkt-
darstellung von I'(1/2) ist. |

Zu einer Verallgemeinerung der Legendreschen Verdoppelungsformel siche Aufg. 3.5.3.
Mit der Eulerschen Produktdarstellung des Sinus aus Beispiel 1.1.10 erhilt man fiir x ¢ Z

1 _ b4
x2/k?)  xsinmx

L(x)[(=x) = —% I1 T
k=1

und wegen —xI'(—x) = I'(1 — x) das folgende wichtige Resultat:
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Abb. 3.15 Die I'-Funktion im
Reellen

'(x)

Satz 3.5.6 (Ergianzungsformel fiir die I' -Funktion) Fiir x € C — Z ist

F(x)I(1—x) =

sinzx’

Setzt man hierin x = 1/2, so folgt noch einmal I'(1/2) = /7, vgl. Satz 3.5.1 (3). Der
Graph der I'-Funktion im Reellen ist in Abb. 3.15 dargestellt. I'(x¢) = 0,88560319441 ...
ist das Minimum von I'(x) auf R, das fiir xo = 1,46163214496. .. angenommen wird.

Die Gamma-Funktion besitzt auf der geschlitzten Ebene C — R_ einen natiirlichen Lo-
garithmus log I, der durch log I'(1) = In(I"(1)) = 0 festgelegt ist und den man mit In "
bezeichnet, vgl. Abschn. 2.4. Es ist also

eI = T (x).

Die Funktion

gt S (o1
InT(x) = —Inx yx-l-;(k ln<l+k))

ist namlich auf C — R_ wohldefiniert, da dies fiir die Funktionen In (1 + (x/ k)), k € N*,
gilt und In (1 + (x/k)) = x/k + O(1/k?) ist fir k — oo. Es ist InT'(1) = 0. Die

WeierstraBsche Produktdarstellung 3.5.4 liefert e = T'(x) fiir x € C — R_. Sie
ergibt liberdies

(InT)(x + 1) = —yx + i(f “ln (1 n %)) xeC —]—o0,—1[.

~
Il
_
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Da die Reihe fiir InI" auf jeder kompakten Teilmenge von C — R_ gleichméfig konver-
giert, erhdlt man mit Satz 2.7.2 die Analytizitdt von In I' und damit auch die von T". Ferner
ergibt sich fiir die logarithmische Ableitung von I' (wiederum nach Satz 2.7.2)

I(x) 1 i 1 1 > 1
F()—(l nl)(x) = x0T Z(“x+k) ;_V+xl;k(x+k)

k=1

und
I'(x + 1) 1 1
o == Y (1 ) = gty
Man setzt

W :=T'/T

und erhalt fiir n € N* durch gliedweises Differenzieren der Reihendarstellung von In I'

o0 1
(n+1) _ g = (=1} —_—
(In D) (x + 1) = WO (x + 1) = (—1) "!;(Hk)w

was sogar fiir alle x € C, —x ¢ N*, gilt. Benutzt man die fiir [x| < 1 und alle k € N*
giiltige Entwicklung

X XX = 1)"1x“ (1)““
E_IH(I+E)_E Xz:

so gewinnt man aus der oben angegebenen Reihenentwicklung von In I'(x + 1) mit dem
GroBen Umordnungssatz die folgende Potenzreihenentwicklung von In I"(x + 1):

Satz 3.5.7 Fiir |x| < 1 ist

(lnF)(x+1)=—yx-i-Z(—l)”C(vv) —In(x+1)+(1— y)x-l—Z( 1)v§(")

v=2 v=2

Die letzte Potenzreihe konvergiert sogar gleichmiBig fiir |[x| < 1. Insbesondere folgt
ausInT'(2) =0undIn2 =1—"72,(—1)"/v die Gleichung




3.5 Die I'-Funktion 291

Satz 3.5.7 liefert die Potenzreihenentwicklung von I'(x + 1) = exp((In")(x + 1)) um 0
und damit die von I' um 1 (vgl. Aufg. 2.2.15 fiir den Kalkiil). Mit Satz 3.5.2 folgt z. B.

/(lnt)e_’ dt =T'(1) = I'(1)/T(1) = (InT) (1) = —y,
0

< 2
/(mz)ze—f dt =T"(1) = T'(1) + (InT)'(1) = 2 + £Q2) = y* + % usw.
0

Neben I'(x) benutzt man hiufig die sogenannten unvollstéindigen I'-Funktionen

oo o0
T,(x): = / e dr = / (5 +0"e 0

y 0
o0 oo

x—1,—y AN —t X =y x—1_,—yt

=y e (1+—) e'dt =y*e™ [ (1+1)" e dt.
Y

0 0

Hier ist y > 0 und x € C beliebig.’ Partielle Integration liefert die Funktionalgleichung
O(x + 1) =y%e™ +xT,(x) oder T,(x)=y"'e? +(x—DI(x—1)

fiir y > O und x € C. Man gewinnt daraus durch Iteration

n—1
Ty (x) = yX*le*y(Z(x 1) (x —k)y’k) F(x—1)(x—mDy(x —n)
k=0

fiir alle n € N mit der (fiir gro3e Werte von y giinstigen) Abschitzung

o0
ITy(x —n)| < /tmx*"*le*t dt < y"™ 7 le™V  falls ix <n + 1.

y

% Einige Autoren definieren die unvollstindigen I'-Funktionen durch

y

/t*"e’[ dt =T(x) = T)(x), y>0, Rx > 0.
0



292 3 Integration

Beispiel 3.5.8 (Integrallogarithmus und Integralexponentialfunktion) Mittels obiger
Funktionalgleichung lassen sich die Werte I, (—m) fiir m € N* auf I, (0) zuriickfiihren.
Mit der Substitution T = e~ erhilt man

oo

eV J
Iy = [ et di = — [ Lo Lie).
Int
0

y

wobeli

Liszz/ﬂ, 0<s<l,
Int
0

der sogenannte Integrallogarithmus ist. Die Funktion

oo

e—t
Eiy:= ry(0)=/7dz

y

selbst heiflit auch die Integralexponentielle oder die Integralexponentialfunktion. Fiir
y > 0ist

oo 00 y y
—t —t —t 1_ —t
Biy=["dr=["dar— | S“ar=Eil-my+ C ar
t t t t
y 1 1
y

1

—t o0 lyn
dt =C -1 —1 =
ny+;1( L

wegen (1 —e™)/t = >, (=1)""'""!/n!, wobei C := Eil — fol(l —e")dt/t eine
Konstante ist. Durch partielle Integration erhélt man andererseits

e}

o0
El :/eT :_efylny—k/(lnl)eit dt,
y

y

woraus fiir y — 0 wegen lim,_,o(1 —e™)In y = 0 durch Vergleich mit obiger Formel

1
| — e
C=Eil—/
0

folgt. Insgesamt ergibt sich:

‘ o0
dt = /(lnt)e_f dt =T'(1) = —y
0
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Satz 3.5.9 Fiir y > 0 gilt mit der Eulerschen Konstanten y
oo
4 ny+ 3yt
Eiy=—-Lie?)= | —dt =—y—1In S L
y=-Lie) = [ Srdr= oy -y Yy
¥y n=1
Diese Darstellung von Ei y eignet sich fiir nicht zu grof3e y. Fiir grole y wihlt man die

vor diesem Beispiel angegebene asymptotische Darstellung

,ynfl_k' 1V
e’ (=1 k.+9( 1) n.e_y

, 0<0=0(m,y) <1,
y pas yk ynJrl

Eiy =

die fiir alle n € N gilt. Fiir s > 1 definiert man den Integrallogarithmus durch

S
. dt
Lis:=PV | —,
Int
0

wobei PV fos dt/Int der sogenannte (Cauchysche) Hauptwert'”
s 1—¢ s
dt ) dt dt
PV [ =tim( [ oS [ 25
Int >0 nt Int
e>0 l+e
I—e

1—¢ — K K

=[5 G e [ [ G ) )

e>0 0 1+e I+e

=ln(s—1)+/<ﬁ—ril)df

0

des nicht konvergenten Integrals fos dt/In ist. Dabei beachte man, dass die Funktion auf
R,,diedurchO+ lund t + (1/Int) — 1/(r — 1) fiir T > 0 definiert wird, stetig ist.
Da diese Funktion auf R* sogar analytisch ist, gilt dies auch fiir das Integral

s

F(s) :=/<ﬁ— til)a’r,

0

vgl. Satz 3.1.4. Fiir 0 < s < 1 erhilt man mit Satz 3.5.9

(Ins)"
cnl’

oo
F(s)=Lis—ln|s—1|=y+ln|lns|—ln|s—1|+z
n
n=1

10Tm Englischen principal value (PV).
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Wegen des Identitétssatzes 1.3.3 fiir analytische Funktionen ist somit

(Ins)"

1 oo
F(s)=Lis—1n|s—1|=y+1n(£)+z —

n=1
fiir alle s € ]Ri. Insbesondere ist

1

F(I)Z/(ﬁ—fil)dtzy

0

und
(In2)"
n-n!

o0
F2)=Li2=y+In2+ ) = 1,04516378565....
n=1

Ferner ist
Lis ~s/Ins fiirs — oo.

Zum Beweis beachte man, dass (t/Int) = (1/Int) — (1/1n?¢) ist und folglich bei s > 4

Ldt/ine - 2/In2 [y dt/In’e

= sowie
s/1ns s/1ns s/1ns

s NA s

Ins dt Ins [ dt Ins dt  Ins /s —2 Inss — /s s—o0

s ) In’t s J %t s J In’r~ s In®2 s In*s
2 2 NG

Der Primzahlsatz 7 (x) ~ x/In x lisst sich daher auch in folgender Form schreiben:'!
w(x) ~Lix, fiirx — oo. <&

Beispiel 3.5.10 Die Substitution T = zt, dt = zdt liefert zunichst fiir z > 0 und
RAx >0

o0 o0
/txfle*” dt =z7* / e Tdr =z T (x).
0 0

Diese Gleichung gilt sogar fiir alle z € C mit 9iz > 0. Denn bei festem x existiert fiir
diese z das Integral g(z) := fooo t*~'e~7 dt und ist nach Satz 3.4.9 differenzierbar mit

oo 1 o0
. X o x
g'(z) = —/txe*" dt = —t*e | — —/tx le™2dt = ——g(2),
z 0z z
0 0

! Der Integrallogarithmus Li x approximiert die Primzahlfunktion 7 (x) fiir grofes x besser als die
Funktion x/ In x. — Man definiert den Integrallogarithmus gelegentlich auch durch PV f; dt/Int =
Lis —Li2, um fiir s > 1 die Singularitit des Integranden an der Stelle ¢ = 1 zu vermeiden. Es ist
limg,1 521 Lis = —o0.
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so dass die Funktion z +— z¥g(z) wegen (z¥g) = z%(g’ + xz~'g) = 0 konstant
ist.1?

Setzt manz = a +ib = rel%, a,b,r,¢ € R,a,r > 0, || < 7/2, so erhilt man, indem
man die obige Formel fiir z und Z anwendet, die Gleichungen

[e¢]

o0

[ e ¥ eoshrdt —i | e sinbt dt
0

o0

r e T (x),

[e*’”t"*1 coshtdt +1i | e " sinbr dt = r*e“*T'(x)

0

0\8 o

und schlieBlich:

Satz 3.5.11 Sinda,b € R, a > 0, mit r := (a®> + b*)"/? und ¢ := arctan(h/a), so gilt
fiirx € C, fx > 0:

o0 o0
I'(x I'(x
/‘e_‘”t"_1 coshtdt = X) cos gx, /e_’”z"‘_l sinbt dt = —— singx.
r r
0 0

Die zweite dieser Gleichungen gilt sogar fiir alle x € C mit Wx > —1, wobei darin im
Fall x = 0 die rechte Seite durch arctan(b/a) zu ersetzen ist.

Zum Beweis des Zusatzes sei ix > —1 und x # 0. Partielle Integration ergibt

o0 oo
o0

[e*’”t"*1 sinbt dt = x~'e™ ¢t sin bt) —x! / e “"t*(bcosbt —asinbt) dt
0

0 0

= —x 6P (x + 1)(b cos(p(x 4+ 1)) —asin(p(x + 1))) =r*I'(x)sinpx,

dabcosp(x+1)—asing(x+1) = rsingcosp(x+1)—rcosgsing(x+1) = —r sin px
ist. Der Fall x = 0 ergibt sich schlieBlich mit Satz 3.4.8 durch eine Stetigkeitsiiberlegung
aus

)lcig})r*xf‘(x) sinpx = )l(il)%r*xxflf'(x + 1) sinpx = ¢. |
Wir wollen nun iiberlegen, dass die Formeln in Satz 3.5.11 in gewissen Fillen auch noch
fiir a = 0 gelten. Dabei konnen wir » = 1 annehmen und erhalten:

12Da g(z) komplex-differenzierbar und damit analytisch ist, folgt die Gleichheit g(z) = z=*I"(x)
fiir alle z mit Re z > 0 auch aus dem Identitétssatz fiir analytische Funktionen.
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Satz 3.5.12 Sei u € C. Dann gilt

cost T T
dt =T(1 — in—u = bei 0 <N 1,
/ s = S W costeyz) 0 =k =
0

T

——— bei0< N 2,
2 2F(,u)sin(np,/2) R

t
/ﬂdt = F(I—M)cos

wobei fiir das zweite Integral im Fall i = 1 nur der letzte Ausdruck zu nehmen ist.

Bevor wir Satz 3.5.12 beweisen, erwihnen wir folgende Spezialfille: Es ist

smt
hm Six = /

und (wegen I'(1/2) = /)

oo

[COSI dt—2 cost?dt = \/7 /wdt—Z/sintzdt= \/g

0

Das erste Integral heifit das Dirichlet-Integral, die beiden letzten Integrale sind die soge-
nannten Fresnel-Integrale.

Beweis von Satz 3.5.12 Wegen Satz 3.5.11 haben wir nur zu zeigen, dass die Funk-
tionen a > [ et Fcostdt,a > 0,unda — [ e *sintdt, a > 0, durch
St cost dt bzw. [; 17+ sint dt stetig nach a = 0 fortgesetzt werden.

Betrachten wir die Kosinusintegrale. Die Funktion e~ (sint —a cost)/(1 + a?) ist fiir
alle a > 0 eine Stammfunktion zu e~ cos . Folglich gilt fiir 0 < u < v <oounda >0

o m e (sint —acost)
at ,—
/e t™Hcostdt = (1 + a2 1 azf TS dr

u u

Sei e > 0 vorgegeben. Wegen i (u+1) > 1 gibtes einuy > 0 mit | f;: et Hcostdt]| <
¢/3 fiir alle @ > 0. Da die Funktion a +— fou" e 4t Hcost dt nach Satz 3.4.8 im Null-
punkt stetig ist, gibt es ein § > 0, fiir das

)
‘/(e*‘” — costdt‘ < ;
0
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ist, falls nur 0 < a < § ist. Fiir diese a ist dann

oo
‘/( )¢ "costdt‘
0

< ‘/(e_‘” — l)t_“costdt‘ + ‘/e_”’f”costdl‘ + ‘/t‘“costdl)
0 u

.
—+-+-=c
-3 3 3

Die Sinusintegrale behandelt man analog. 0o

Beispiel 3.5.13 Die I'-Funktion ist generell zur Behandlung von Integralen der Form

0/ ft)e'dt

niitzlich, die unter anderem bei der Laplace-Transformation auftreten (vgl. Aufg. 3.5.12).
Als ein Beispiel beweisen wir hier die asymptotische Entwicklung

[e¢]

) 1y’ / 2
(E)rFx(x +1) = [ (1 + —)re*tdt = le/z + =+ 0(x7"?), x eRX, x > 0.
x X 2 3

0

Mit der Substitution s(#) = ¢ —In(1 + ¢), ds/dt = t/(1 + t), erhdlt man

/ (1+2) e ar —x[(l e idr = x [ e () gy

0
Fed o 1 T 1 Fesd
O/ds/d:— /e (1+@)ds=0/e (1+t(s/x))ds=1+0[f(s/;).

Fiir0 < ¢ < list2s(r) = t>(1 + ¢(¢)) mitder Reihe ¢(z) := Y 2 (—=1)"2¢" /(n + 2) und
folglich +/2s = /1 4 ¢(t). Fiir geniigend kleine s > 0folgt?(s) = /25 (+/2s), wobei
oy (0) die Umkehrreihe zu 7 /1 + ¢(7) ist, und schlieBlich 1/z(s) = > o2, b, (25)=D/2
mit 1/y (o) = 7 b,0". Somit gilt fiir jedes n € N

1 n
— = @)V 4 by ()5
1) i3
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(x/e)

t¥e! Ce(x+1) ~ 4T (x+1)

0 X

Abb.3.16 Das Integral I'(x + 1) = [ t¥e™dt ~ iT(x + 1)

mit einer beschréinkten Funktion 7, : R% — R. Es folgt

n

i t [ eds 2\G=D/2_ k41 "
[(1+— e dz—1+[ o =1+;bk(;) r(——)+o(1/x"")
0 0 -

fiir x — oo (vgl. Aufg. 3.5.12 fiir eine allgemeinere Uberlegung dieser Art). Die Koeffizien-
ten by, k € N, bestimmt man rekursiv aus der Gleichung 1 = /1 + @(t)¥ (t /1 + ¢(1)),
d.h. aus

Zb "(V1+0)" = 1+ 0).

Es ergibt sich mit /1 + ¢(¢) = 1 —¢/3 + 7t>/36 — 7313 /540 + - --

1 1 2
by =1, b:—— b:— by = — <.+, also
135°

T o X
[ () = T S 5 s o0
0

Mit der Stirlingschen Formel x! = I'(x + 1) ~ +/27x(x/e)* fiir x € R}, x — oo aus
Beispiel 3.8.2 erhalten wir noch

wx x\* 1
To(x + 1) ~ 7(g) ~ ST+ 1),
Man beachte, dass der Integrand t*e™" im I'-Integral I'(x + 1) = f0°° tYe'dt firt = x
sein Maximum (x/e)* annimmt, vgl. Abb. 3.16. <&
Aufgaben

Aufgabe 3.5.1 Seien x € C und y € R’. Dann gilt

I(x) = [(—lnt)xfldt, falls #x >0, und T,(x)= /(—lnt)xfldt.
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Aufgabe 3.5.2 Seien x,z € C,z # 0,und p, A, y € R’ Dann gilt

[ r i . e

/t"_le_”“dt _ Te/w und, falls fix, Rz > 0, /t"‘le_“' dt = 2P (X/M)_
'uzx/ll- ,lLA,x/”’

0 y

Aufgabe 3.5.3 Sei p € N*. Firalle x € C mit —px ¢ N gilt

@m) P20 (px) = pPP VL) (x + (1/p)) -+ T(x + ((p — 1)/ p)).

(Man beweist diese Formel wie den Spezialfall p = 2 in der Legendreschen Verdopp-
lungsformel 3.5.5, indem man zeigt, dass der Quotient beider Seiten konstant ist. Die
Konstante bestimmt man etwa, x = 1/p setzend, mit Hilfe der Ergéinzungsformel 3.5.6
und [14], Aufg. 3.5.40 oder mit Hilfe der Stirlingschen Formel n! ~ v/2mn(n/e)".)

Aufgabe 3.54 Firz € C mitz + 1 ¢ Z gilt I'(§ + z)['( — z) = 7/ cos7z. (Man
verwende Satz 3.5.6.)

Aufgabe 3.5.5 Die Funktion InT" ist auf R streng konvex, die I'-Funktion ist also auf
R7 logarithmisch konvex. (Vgl. Aufg. 2.5.5 a).)

Aufgabe 3.5.6 Man schreibe (bei entsprechenden Programmierkenntnissen) ein Compu-
ter-Programm, das I'(x) fiir alle x € [1,2] bis auf einen Fehler < 10~* berechnet. (Man
orientiere sich an Satz 3.5.7 und verwende die Funktionalgleichung der I"-Funktion. Zum
Abschitzen des Lagrangeschen Restgliedes kann man die Formeln fiir die Ableitungen
(In )+ (x + 1) = ¥™(x + 1) vor Satz 3.5.7 benutzen.)

Aufgabe 3.5.7 Firallea.b € R,a > 0, gilt (wegen [ e~ @ 'dt = T'(1)/(a —ib))

o0 o0
b
/‘e”” cosht dt = # und /‘e”” sinbt dt = 21 (Vgl. auch Aufg. 3.4.1.)
0 0

Aufgabe 3.5.8 Fiir alle £ € R mit y > 1 (bzw. mit || > 1) gilt
r 1 b4 r i | N 1
costt dt = 1"(1 + —) cos— (bzw. | sinttdt = F(l + —) sin —).
2 2p 2

21
0 0

Aufgabe 3.5.9 Fiiralle x € C mit 0 < Rpu < 1 ist

o0 o0
/t‘“e”dl =il(1 — p)e ™2 und /t‘“e_” dt = —il'(1 — p)el™/2,
0 0
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Aufgabe 3.5.10 Firallep € Cmit1 < fp < 3ist

00 Ju-3
[[7M Sinzldt =——]t.
) [ (1) cos(mpe/2)

(Man verwende partielle Integration.) Insbesondere ist f0°° t~2sin’t dt = /2.

Aufgabe 3.5.11
a) Fiir a,b,c > Ound r := ~a?+b?% ¢ := arctan(b/a), s := ~a?+c2, ¢y =

arctan(c/a) sowie alle x € C mit Rx > —2 gilt

rx s

o0
/e"”tx’l(cos bt —cosct)dt = F(x)(coS L 1/jx),
0

wobei fiir x = 0 und x = —1 auf der rechten Seite die stetigen Ergénzungen In(s/r)
bzw. aIn(r/s) — ¢b + ¢ zu nehmen sind. (Man beweist dies analog zu Satz 3.5.11.)

b) Aus a) folgere man (analog wie Satz 3.5.12 aus Satz 3.5.11): Fiir alle © € C mit
0 <Nu <3undalle b,c > Oist

00 bﬂ*l B Cﬂfl)
K — = F 1 — pu-l e i —]TM = ]T(
/ t *(cosbt —cosct) dt 11— c* 7 ) sin 5 AT (L) cos(mpi)2)”

0

wobei fiir 4 = 2 auf der rechten Seite nur der zweite Ausdruck zu nehmen ist und fiir
= 1 seine stetige Ergénzung

[e¢]

[cosbt —cosct di — lng.
t b

0

¢) Firc>Oundallepx € Cmitl < MNp < 3 gilt

oo

n—1
1741 —cosct)dr = —I'(1 — )" sin L = — - '
/ (1 —cosct) (1= p)c”"sin ) 2T (i) cos(mju/2)

0

Aufgabe 3.5.12 Seien ¢ € R und «,...,0, € K mit —1 < oy < «. Die stetige
Funktion f:R% — K besitze die asymptotische Entwicklung f(r) = >} _, bit* +
O(t*) fir t — 0 mit Konstanten by, ...,b, € K und f(z) = O(t*) fir t — oco. Bei
x € R} ist dann

/f(t/x)e*tdt = x[f(t)e*’”dt = Zbkx*“"lﬂ(ozk + 1)+ O(x™),
0 0 k=0
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e-l/x2 ;

h Yo (xo’e—llxg):((—l/lnyo)llza Yo)
i > X

-2 -1 0 1% 2

Abb. 3.17 Querschnitt z = 0 der Schale

wobei hier O(x™) eine Funktion R’ — K ist, die nach Division durch x™ auf ganz R}
beschrinkt bleibt.!? Die Voraussetzungen iiber f sind insbesondere dann erfiillt, wenn
f beschriinkt und im Nullpunkt (n + 1)-mal differenzierbar ist. Fiir # — 0 ist dann

f@) =250 f P05/ k! + 0@t also

/f(t)e Hdt = Z f(kk)Jr(?) (xnl+2)'

Aufgabe 3.5.13 Fiir die folgende Aufgabe verweisen wir auf Abb. 3.17.

a) Man berechne den Flicheninhalt von {(x, y) € R? | e /" <y < 1} C R2.
b) Fiir & € ]0, 1] bestimme man den Inhalt der Schale

My :={(x,y.2) €R* [0y <h x*+22<—1/Iny}.
Welchen Grenzwert hat dieser Inhalt fiir 7 — 1—? (Vgl. Beispiel 3.5.8.)

Aufgabe 3.5.14 Fiir s € C mit s > 1 ist

[ T [ = 3 —nt S oosf —nt
Ofter_fzof" (e )‘”ZZO/Z e dt = T(s)¢(s)

und fiir s € C mit Rs > 0 (vgl. [14], Aufg. 3.6.11 a))

x® s 1
/ T N OI0)
0

3.6 Elliptische Integrale und Funktionen

Funktionen, die Quadratwurzeln aus Polynomfunktionen enthalten, sind in der Regel nicht
elementar integrierbar. Eine Ausnahme bilden die Funktionen, die durch rationale Aus-

driicke der Form R(z, /at + b) bzw. R(t, «/at? + bt + ¢) mit Konstanten a, b, ¢ € R,

Bx > [;° f(t)e™™" dt ist die Laplace-Transformierte von /', vgl. Bd. 6.
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a # 0, beschrieben werden, vgl. Aufg. 3.2.17. Integrale der Form fR(t, ,/P(t)) dt
mit einem Polynom P € C[X] vom Grad 3 oder 4 ohne mehrfache Nullstellen heiflen
elliptische Integrale. Umfassend (und angemessen) konnen solche Integrale erst behan-
delt werden, wenn die Integranden als Differenziale auf den elliptischen Riemannschen
Flichen (die nichts mit Ellipsen zu tun haben) zu den quadratischen Funktionenkorpern
C(X)[Y]/(Y? — P) iiber dem rationalen Funktionenkorper C(X) (vgl. [14], Beispiel
2.9.36) betrachtet werden. Wir tun dies in Bd. 11 iiber Funktionentheorie. Hier beschéf-
tigen wir uns nur mit den reellen elliptischen Normalintegralen erster, zweiter und dritter
Gattung, die im Anschluss an A.-M. Legendre (1752-1831) folgendermallen definiert
sind.

Definition 3.6.1 Seien 0 < k < 1 und x,c € R, |x| < 1. Dann heiflen

' di [ V1=K
,k := ) ,k := —da
u(. k) 0[\/(1—t2)(1—k212) v, k) J V-2 !

di " .
w(x, k) = 0/ NI (fiiir [x| < 1/+/]c]| bei ¢ < 0)

die elliptischen Normalintegrale erster bzw. zweiter bzw. dritter Gattung. Fiir x = 1
erhilt man die zugehorigen vollstéindigen elliptischen Normalintegrale

A1 —k2t2

Kk) == u(l,k) = —

dt
. E(k) :==v(lk) =
0[\/(1—t2)(1—k2t2) /

erster bzw. zweiter Gattung. Dabei heifit k jeweils der Modul des Normalintegrals
und, bei den Integralen dritter Gattung, ¢ der Parameter. SchlieBlich nennt man £’ :=
/1 — k? den zu k komplementiiren Modul.

Man beachte, dass es sich bei den vollstindigen Normalintegralen um uneigentliche
Integrale handelt. Offenbar ist (das 1/k’-fache von) fol dt/vV1—1? = arcsint| (1) =7/2
eine konvergente Majorante zu diesen Integralen.

Durch die Substitution ¢ = sin ¥/, also dy = dt/~/1 — t2, erhiilt man folgende Darstel-
lung der elliptischen Normalintegrale v, v, w (mitk € [0, 1], ¢, c € R):

4 4
F(p, k) ::fdw/,h—kzsinzw, E(g, k) ::[\/l—kzsinZde;
0 0

0
(g, c.k):= / dy . lo| < aresin (1/+/]c]) beic < —1,
(1 4 csin® ) /1 — k2sin®
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Fiir k € [0, 1] gilt also

u(sing, k) = F(p,k), v(sing, k) = E(p, k), |¢| <n/2;
w(sing, k) = (g, c.k), || < w/2bzw. |¢| < arcsin (|| /%) bei ¢ < —1.

Die vollstindigen elliptischen Normalintegrale gehen dabei in
K(k) = F(r/2,k) und E(k)= E(r/2,k)
iiber. Die Substitution ¥ = — liefert
F(—¢.k) = —F(p.k)., E(-¢.k) =—E(p.k). H(=¢.c.k) =—II(p.c.k).

Die Substitution ¥ = & —  fiihrt zu

b

[dlﬁ/\/l—kzsinzw =F(r—¢,k), ¢eR.

¢
Fiir ¢ = /2 ergibt sich F(x, k) = 2K(k). Da sin? ¢ die Periode 7 hat, folgt
F(p + 7, k) =2K(k) + F(p,k) und E(p + n, k) =2E(k) + E(p,k).

Offensichtlich gilt fiir alle x mit |x| < 1 bzw. fiir alle ¢ € R:

dt
V1 =12

F(p,0) = E(¢.0) =¢. K(0) = E(0) = 7/2;

X

dt 1 1
u(x,1) = / T—p= Eln li_i = Artanhx, v(x,1)=x,

= arcsin X,

u(x,0) =v(x,0) =
/

0
F(p,1) = Artanh(sing), K(1) =00, E(p,1)=sing, E(1)=1.

Bei festem k € [0, 1] konvergiert die folgende Reihe gleichmiBig in ¢ € R:

n

d _ 2 .2 ,l_oozn kzn-Zn
%F(q),k)—(l—k sin” ) Z—Z( )(E) sin” .

n=0

Sie ldsst sich also gliedweise integrieren und liefert wegen F (0, k) = O unter Verwendung
von Cy,,(¢) := [ sin® ¢ dt und ¢z, := C,(7/2) = (2’1”)71/22"“, vgl. Beispiel 3.2.6 (4),
die folgenden Reihenentwicklungen von F, K und E:
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Satz 3.6.2 Fiiralle ¢ € R und alle k mit0 <k < 1 gilt

9] 00 2
Flp.k)y=Y (Zn”)(g)z Con (@), Koy=53" (Zn”) (%)2 :
n=0 n=0
2
2 —1 [2n) fky\2n > 1 (2 ko 2n
ren =S ()6 w0525 ()

Die in Satz 3.6.2 angegebenen Potenzreihen fiir K und E lassen sich auch mit den
hypergeometrischen Reihen F(a, b; c; z) aus Beispiel 2.2.14 interpretieren. Durch Koef-
fizientenvergleich sieht man

K(k) = %F(% %; 1;k2), E(k) = %F(— % %; 1;k2).

Insbesondere erfiillen K und E spezielle hypergeometrische Differenzialgleichungen. Da
fiir F(z) := F(1/2,1/2;1; z) nach Beispiel 2.2.14 die Differenzialgleichung

d*F dF 1
Z(I—Z)ﬁﬁ‘(l—zz)d—z—zf‘ =0

gilt, geniigt K wegen

dK dF d*K d*F dF
— =gk—(k?), == =27k*=—(k’ —(k*
ax = TRy ) g = kR ) 4 ()
der Differenzialgleichung
d*K dK
k(1 —k>)=—— + (1 —3k*>)— — kK = 0.
(I=k) 7 +( ) ak

Analog erhilt man fiir £ die Differenzialgleichung

d*E

k1=K

dE
1—k)— 4+ kE =0.
+( )dk+

Die Abb. 3.18 und 3.19 geben eine Eindruck davon, wie F (¢, k) und E(¢, k) von ¢ und
k abhingen:
Allgemeine elliptische Integrale lassen sich mit Hilfe der in Definition 3.6.1 eingefiihr-

ten elliptischen Normalintegrale bestimmen. Als Beispiele dazu notieren wir hier nur (vgl.
auch Aufg. 3.6.1 und Aufg. 3.6.2):
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) K(k)=F(Z,k) ) F(g.1) F(p.2)
F(¢,3)
13 F(Z,h) 1,5 F(g.,0)
1 1
F(Z, k)
0,5 0,5
F(0.k)
k %
0 0,25 0,5 0,75 1 0 /6 /3 /2

Abb. 3.18 Elliptische Normalintegrale erster Gattung

15 E()=EF.k) 15 E(9.0) ZE(p,3)
E(Z, %) E((ﬂf/—g)
\

1

EZ,k) E(p.1)
0,5 0,5

E(0,k)
k
0 0,25 0,5 0,75 1 0 /6 /3 /2

Abb. 3.19 Elliptische Normalintegrale zweiter Gattung

Satz 3.6.3 FiirO <k < lund|x| <1 gilt

X

12 dt 1
= —(u(x, k) —v(x,k)),
2
JJa-)a-kn2) K
/x dt _ 1 (v(x oy VI—x2 )
Vi—eJi—re 1=k U JI—kx2)

0

Man priift diese Formeln fiir |x| < 1 direkt durch Differenzieren der rechten Seiten
nach x. Als Folgerung erhalten wir fiir die Ableitungen nach k:

Satz 3.6.4 Fiir0 < k < 1 und festes x € [ —1,1] gilt

kx A1 —x2
— k> V1T —k2x?

u 1 1
b = (e b —ue b)) -

v 1
xR = (00 k) —u(x. ).
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Beweis Wir differenzieren gemif} Satz 3.2.17 bzw. 3.4.9 unter dem Integralzeichen:

X X

0 1 kt?
_( 0= /ak<mm) !mm”jt

X

L[ ==k ! di
:%/ : t:;([ —u(e k).
J V1 —124/1 = k22 o V1 —124/1 = k22

Mit der zweiten Formel aus Satz 3.6.3 folgt daraus die Behauptung. Ebenso sieht man mit
der ersten Formel dieses Satzes:

1—k212 —kt*dt
/8k Vi S T=rVi—kr - ?(v(x 97 B). B

Speziell fiir x = 1 liefern diese Formeln mit k" = /1 — k2, dk’'/dk = —k/k':

d d
) = l(iEUc) SK®). S0 = 2 (EH) - K®),

d d k

(K b =BG, K0 = (KW - S EE)),
d k
—E(k)— (K(k) E(k")).

Diese Ableitungsformeln bestitigt man auch mit Hilfe der Reihen aus Satz 3.6.2. Wir
konnen nun beweisen:

Satz 3.6.5 (Legendresche Relation) Fiir0 <k < 1 und k' = J1—k2 gilt
E()K(K') + E(K)K(k) — K(k)K(K') = %

Beweis Unter Verwendung der vorstehenden Formeln erhilt man fiir die Ableitung der
linken Seite E(k")K (k) — (K(k) — E(k))K(k") nach k:

%(K(k’) E(K"))K (k) + E(k)( SE(k) — K(k))

k k
— T EUOK®K) - o (K = E() (K(K) — E(k ) =

Die linke Seite ist also konstant, und es genligt zu zeigen, dass sie fiir k — 0 den Grenz-
wert 77/2 hat. Das Wallissche Produkt (vgl. Beispiel 3.2.6 (4)) liefert

2
w (2n 1 N
47(”) <;, neN*,
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Mit den Potenzreihenentwicklungen von K und E folgt
1 oo
+3 Z
= on (20 ky2
b4 n n n
K(k)— E(k) = = (3)
*) ) 2 ; 2n —1 ( n ) 4

Wegenlim, o xInx =0und0 <k>K (k') < (wrk*—k*Ink?)/2istalsolim;_,o k> K (k') =
0 und somit limy ¢ (K(k) — E(k)) K (k") = 0. SchlieBlich ist

K(k) =

t\)ltl

lim (E(K)K (k) = (K(k) = ECR)K(K)) = E(DK(0) = 7/2. O

Fiir k = k’ = 1/+/2 erhilt man den folgenden Spezialfall der Legendreschen Relation,
der schon von Euler mit Hilfe von Beta-Integralen hergeleitet wurde. Wir bringen diesen
Beweis (und damit einen unabhéngigen Beweis fiir den Wert der Konstanten in Satz 3.6.5)
in Bd. 6.

Korollar 3.6.6 Es gilt 2E(1/~2)K (1/v/2) — (K(1/3/2))" = 7/2.

Bei den folgenden Uberlegungen ist es zweckmifBig, im Anschluss an GauB die voll-
standigen elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung etwas zu verallgemei-
nern.

Definition 3.6.7 Fiir a, b > 0 setzen wir

1
dt [a? + (b? — a?)12

: b)) = d

0/ V(I =12)(a® + (b2 —a?)t?) 7@.5) 0[ V1—12 :

I(a,b) =

Esist K(k) = I(1,k") und E(k) = J(1,k") mit k' = +/1 — k2. Fiir alle A > 0 gilt
I(Aa,Ab) = I(a,b)/A und J(Aa,Ab) = AJ(a,b). Die Substitutionen ¢ = sin ¢ und
dann ¢ = arctan? liefern

/2
Ia.b) = [ dyr dt
, Va2 cos? ¥ + b2 sin® w \/(1 + 1)@ + b212)’
n/2

J(a,b) = [ \/CZZCOSzI//-I-bZSln vdy = [ e dt

Es ergibt sich I(a,b) = I(b,a) und J(a,b) = J(b,a). Die folgende Aussage ist ein
niitzliches Hilfsmittel zur schnellen Berechnung der vollstindigen elliptischen Normalin-
tegrale.
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Satz 3.6.8 Fiira,b > 0 gilt:

(1) Esist I(a.b) = I(L(a +b), Vab).
(2) Esist J(a,b) =2J(3(a + b), Vab) —abI(a,b).

Beweis (1) Zum Nachweis der ersten Identitdt verwenden wir die sogenannte Landen-
sche Transformation (nach J. Landen (1719-1790))

2as
L=AD = T @b

Esist A(0) =0, A(1) = 1. AuBerdem ist A auf [0, 1] streng monoton wachsend wegen

dt _2a(a+b—(a—b)s2)> , (6_1 é)>0

prRE L e e e s b a
Wir setzen A = A(s) := (a + b) + (a — b)s>, B = B(s) := (a + b) + (b — a)s? sowie
C =C(s) = (a +b)>— (a—b)’s*> = 4((a + b)/2)* + 4(ab — ((a + b)/2)*)s*. Dann
gilt

1—t>=(1-5>)C/A%, a®+ (b*> —a*)t> = a’B*/A?, dt/ds =2aB/A?

und somit
1 1
dt 2ds a+b
’b = = = sV b .
Ia.5) 0/ \/(1 — %) (a? + (b% — a?)1?) 0/ V(1 =sH)C I( 2 . )

(2) Zum Beweis der zweiten Identitdt benutzen wir eine Variante der Landenschen Trans-
formation. Fir s € R, s # ¢ := /a/b, setzen wir

(a+b)s

t:=L(s):= b

Dann ist L(0) = 0, limg_,._ L(s) = oo = limy_; (—L)(s) und limy_,o(—=L)(s) = 0.
AuBerdem ist L auf [0, c[ streng monoton wachsend und —L auf ¢, oo[ streng monoton

fallend wegen

dt ) (a + b)(a + bs?)
ds ) @—bsr 0. seRy

Wir definieren jetzt A := a — bs?, B := a + bs*> und C := a®> — b’s*, D := a® + b’s.
Dann sieht man leicht

1412 =(1+s)D/A% (a+ b)* + 4abt* = (a + b)*B?/ A%, dt/ds = (a + b)B/ A%



3.6 Elliptische Integrale und Funktionen 309
Somit gilt
a+b 1 [ J@+b) +abr®
I3 Vab) = 5 arope Y
0
B l/” (a+b)B/4)((@ +b)B/A?)
) (1 +s2)3/2D3/2/ A3
_ (a+Db)? j B?%ds
2 ((1 + SZ)D)3/2
[ ((a +b)B/24)(~ (a + b)B/A?) .
- (14 s2)3/2D3/243 §
@+ by [w B2ds
2 (1 +s2)D)"*
also
2 7 B2
2J(d+b,\/%)=(a+b) [ ds .
2 2 ((1+s2)D)
ds
I a,b - [ = —_————,
( ) \/(1 + sz)(az + bZSZ) J ((a+ SZ)D)1/2
Vo < 12
J(a.b) = [ @+b _Db
1+ 2)3/2 (1 + 52)3/2
0
Wegen 1(a + b)*B* — ab(1 + 5?)D = D* — 1(a® — b*)C folgt schlieBlich
a+b (@ +b)> /°° B2ds / (1 +s2)D ds
2 —abl =
J( 2 */‘E) abl(@,b) 2 (1 +s2)D)2 (1 + s2)D)3?
D?ds _az—bZ/OO Cds
(1 +s2)D)" ((1+ 52Dy

0
= J(a.,b).

Das letzte dieser Integrale ist ndmlich gleich 0 ist, da sein Integrand die Stammfunktion

s/((1 4+ s2)D)'/? besitzt, die bei s = 0 und fiir s — oo verschwindet.

O
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Satz 3.6.8 liefert eine gute Methode zur Berechnung der vollstindigen elliptischen Nor-
malintegrale, die schon auf Gauf} zuriickgeht. Zu a,b > 0 definieren wir gemif [14],
Aufg. 3.3.18 rekursiv die Folgen (a,), (b,), die fiir n > 1 eine Intervallschachtelung fiir
das arithmetisch-geometrische Mittel M (a, b) von a und b bilden, ndmlich

apg=a, bp=>b, ayy1 = (ay+0by)/2, byy1 = Va,b,, n € N.

Die Konvergenz dieser Intervallschachtelung ist sogar quadratisch, vgl. loc. cit. Ferner sei
(c,) die Folge mit

Cha1 = (a,—by)/2 =a,—a,y;, n=>0.
Es gilt ¢,y > Ofiirn > 1 und
o = (ay—by)* /4= ((an + bn)2/4) —ayby, =a;.,—b2.,, neN.

Daraus ergibt sich

2 _p2
c,,)Z a;,—b, a,+b, a,—b,
J— = = . - an Cn 3 n 2 15
( 2 4 2 2 o
also ¢, /2 > cp4q fiirn > 2 wegen a,41 > cp41. AuBerdem ist 2"c2 < (a® + b%)/2",
n > 1.Firn = 1 und n = 2 priift man dies direkt. Den Schluss vonn > 2 auf n 4 1 erhilt
man aus der Induktionsvoraussetzung 2"¢? < (a* + b?)/2" und 2" "'¢2, | < 2"¢2/2.Es
ergibt sich ) 07 | 2"¢2 < (a* + b?) Y02, 1/2" = a® + b* und somit lim,,_,, 2"¢2 = 0.
Wir definieren
oo
Q(a.b):=a’>+b>=> 2"c; (=0).
n=1

Nun konnen wir beweisen:
Satz 3.6.9 Seien a,b > 0. Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:

(1) EsistI(a,b) = n/(2M(a,b)) (GauB).
(2) Esist J(a,b) =nQ(a,b)/(4M(a,b)) (= Q(a,b)I(a,b)/2).

Beweis (1)Nach Satz3.6.8 (1)ist I(a,b) = I(a,, b,) fiir alle n. Mit Satz 3.2.14 folgt also
I(a,b) =lim, ., I(a,, b,) = [(M(a,b), M(a,b)) = 1(1,1)/M(a,b) = n/2M(a,b).

(2) Setzen wir I := I(a,b), J, := J(a,,b,), so haben wir nach Satz 3.6.8(2) J,, =
2Jy41 — anby 1, also mit 2a, 4 1Cyq 4202, | = (@2 —b2) /24 (ay + by)?/2 = a2 +a,b,

J, — aﬁ[ =2J,11 — (aﬁ 4+ a,b,))l =2(J41 — aﬁ_HI) —2ay1¢h11, n=>0.
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Durch Iteration erhilt man daraus
Ja.b)—a’l = Jy—ajl =2"(J,—ay]) =1 2ajc;.
j=1

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt fiirn > 1

u, _az“_‘/ (a3 cos w+b2sm v —abdy)
a 2 cos? Y + b2sin® ¥

/2 .2 2
:|bf sin” ¥ dyr )S c,T
a2 cos? ¢ + b2 sin® 40

wegen |b2 — 2| =a? —b? = c2unda? cos’ ¢ + b2 sin* Y > b2(cos® Y + sin® ) = b2
sowiefoﬂ /2 sin? v dy = m/4.Mitlim,_, o, 2”02 = Oergibtsichlim, . 2"(J,—a2l) = 0,

und aus c = 4a,1¢y 4 flirn > 1 sowie 5 —b% =2a,¢, folgt schlieBlich
J(a,b) =a’l — (ZZ”ancn)I = (a2 —2ac; — ZZ”_zcil)I
n=1 n=2
1/, > 1 70(a,b)
= - b2 =Y 2"'¢2)I = =0(a,b)] = —"—. O
2<a + ; )l =506@h) 4M(a.b)

Speziell fiir die Normalintegrale K(k) und E(k), 0 < k < 1, erhélt man mit k¥’ =
V1 —k2

K(k) = I(1,K') = n/2M(1, k'), E(k) = J(1,k') = 7Q(1,k')/4M(1,k').

Beispiel 3.6.10 Zusammen mit der Legendreschen Relation 3.6.5 liefert Satz 3.6.9
ein sehr schnelles Verfahren zur Berechnung von 7, auf das zuerst E. Salamin'4 und
R. Brent!®> aufmerksam gemacht haben. Wie beim arithmetisch-geometrischen Mittel
liegt quadratische Konvergenz vor, vgl. auch Aufg. 3.6.8. Mit Hilfe dieses Verfahrens
(und Modifikationen davon, aber auch mit ganz anderen Verfahren) ist 7 inzwischen auf
mehrere Milliarden Stellen berechnet worden.

Satz 3.6.11 (Schnelle Berechnung von ) Die Folgen (a,) und (b,) seien durch

1 1
ap = 1’ bO = — apy1 = E(an +bn), bn+1 = anbn’ ne Na

7

14Vgl. Math. Comp. 30, 565-570 (1976).
15 Vgl. Proc. Symp. Analytic Comp. Complexity, 151-176 (1976).
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rekursiv definiert. Dann ist lim,_,, 7w, = 7 fiir

4q?
T, = 1 n €N,

=327 @ —aj)>

Beweis Nach der Bemerkung im Anschluss an Satz 3.6.9 und der Legendreschen Relation
3.6.5 gilt mit M := M(1,1/+/2) und Q := Q(1,1/+/2)

n = a5 (—2)K(22) —2k () = Q2w _ (@ -1’

V2 V2 V2 M2  4AM? 2m?
d.h.
2M? 2M? 4M?
= = — = R .
Q—l %—Zjo.’;lﬂcf 1—Zj=121+1(a/-_1—aj)2
Wegen lima, = M folgt daraus die Behauptung. |
Der Wert

M =lima, = 7/2K(1/+/2) = 0,84721 30847 93979 086606 . ..

(az =0,...086607...,b4 =0,...086605...) wurde bereits von Gaufl im Zusammen-
hang mit dem Studium der Lemniskate eingehend betrachtet, vgl. Aufg. 3.6.11¢). Satz
3.6.11 liefert neben 7y = 4 die Werte

m = 3,1876726427 12108 627201 ... m, = 3,14168 02932 97653293918...
3 = 3,1415926538 95446496002 ... w4 = 3,141592653589793238466. ...

Fiir 7 selbst ist die in w4 angegebene letzte Ziffer (= 6) durch 2 zu ersetzen. Fiir weitere
Informationen zu den hier angesprochenen Problemen empfehlen wir das Buch ,,Pi and
the AGM* von J. M. Borwein und P. B. Borwein, New York 1987. &

Beispiel 3.6.12 (Linge eines Ellipsenbogens) Der Name ,.elliptische Integrale® riihrt
daher, dass solche Integrale erstmals bei der Berechnung der Linge von Ellipsenbdgen
auftraten. Bei gegebenena,b € R, 0 < b < a, durchliuft der Weg

R > R% (acost, bsint),

periodisch mit der Periode 27 eine Ellipse mit den Halbachsenlidngen a, b, wobei wihrend
einer Periode die Weglinge gleich dem Umfang U(a, b) der Ellipse ist. Der Parameter ¢
ist in astronomischem Zusammenhang die exzentrische Anomalie des Planeten auf seiner
Ellispsenbahn, vgl. Abb. 3.20 und [14], Abb. 3.24. Die Exzentrizitit der Ellipse ist € :=

J1—(bja).
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Abb.3.20 Ellipse
b€2

A (acost, bsint)

A

>¢ €

Nach Satz 3.3.5 ist die Linge s(¢) := L{(f) des zuriickgelegten Ellipsenbogens zwi-
schen den Zeitpunkten O und # > 0 gleich

t t
/\/b2c032t+a2sin2rdr:a[vl—ezcosztdr:aE(s)—aE(n/Z—t,s),
0 0

wobei wir die Substitution 7 = %]l’ — t/ verwandt haben. Der gesamte Ellipsenumfang ist

also
/2

U(a,b) = 4a / Vb2cos? t + a?sin’tdt = 4aE(s) = 4J(a,b)
0

mit dem vollstindigen elliptischen Integral zweiter Gattung E(¢) = J (1, b /a). Satz
3.6.9 liefert noch U(a,b) = wQ(a,b)/M(a, b), womit sich der Umfang schnell berech-
nen lasst. Fiir kleine Exzentrizititen ¢ empfiehlt sich auch die Potenzreihenentwicklung
E(e) = Z(1 —¢?/4— 36" /64 — 56°/256 — - --) aus Satz 3.6.2. &

Zum Abschluss wollen wir noch kurz auf die sogenannten elliptischen Funktionen

eingehen. Dies sind die Umkehrfunktionen der elliptischen Normalintegrale (erster Gat-
tung). Sei 0 < k < 1. Wegen der Abschitzung

j—(p(F(go,k)) =(1—-k*sin’@) 2> 0

ist ¢ > F(g, k) eine streng monoton wachsende Funktion von R in sich, die wegen
lim F(p,k) =00, lim F(p,k)=—00
@—>00 p—>—00

auch bijektiv ist. Die zugehorige Umkehrfunktion wird mit

am(y, k)
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bezeichnet und heifit die Amplitude zum Modul k. Fiir alle ¢, y € R gilt also definitions-
geméB am (F(¢. k). k) = ¢ und F (am(y, k). k) = y. Aus der Gleichung F(¢+ k) =
2K (k) + F(p, k) folgt

am (y + 2K (k). k) = am(y. k) + =, y €R.
Die Funktion sn: R — [ — 1, 1] mit
sny :=sn(y, k) := sin (am(y,k))

heifit der Sinus der Amplitude. Wegen F(p,k) = u(sing, k) ist sn | [ — K(k), K(k)]
also die Umkehrfunktion zur Funktion x + u(x,k) von [— 1,1] in [ — K(k), K(k)]. Es
istalsou(sny, k) = y,d.h.

sny

[ @ A== = 5. <Ko, syl <1

0

Differenzieren ergibt 1 = sn’y / V(1 —sn2y)(1 — k2 sn? y), also fiir sn y die Differenzi-
algleichung
(sn' y)? = (1 —sn? y)(1 — k?sn’ y).

Aus der obigen Gleichung fiir am folgt sofort, dass sn periodisch ist mit der Periode

1
4K (k) = z/dz/\/(zz— (1 —k2r2).
—1

Sei nun 0 < k < 1. Dann lésst sich sn y zu einer meromorphen Funktion auf ganz C
fortsetzen'® und hat dort, wie zuerst Gau und dann unabhiingig voneinander Abel und
Jacobi (1804-1851) beobachteten, die weitere Periode

1/k 1/k

2[dt/\/(1—t2)(1—k212) = %/dl/\/(tz—l)(l—kztz) = —2iK(k"),

1 1

k' = 1 —k2, vgl. Aufg. 3.6.5.'7 sn y ist also wie die Weierstraf3sche g-Funktion pr
doppelt-periodisch mit dem Rechteckgitter

I = Z4K (k) + Z2iK (k')

16 Die Polstellen von sn y liegen also nicht im Reellen.
17 Man beachte, dass +1 und 41/ k die Nullstellen der Polynomfunktion (1 — #2)(1 — k?¢?) sind.
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1

dny
1-k2
3K(K) AK(K)
0 K (k) 2K (k) Y
cny sny
-1

Abb. 3.21 Die elliptischen Funktionen cn, dn und sn

als Periodengitter. Vgl. auch Aufg. 3.6.2 e). Wieder einmal zeigt die Erweiterung ins Kom-
plexe den wahren Charakter einer Funktion.
Ferner werden héufig der Kosinus der Amplitude

cny :=cn(y, k) := cos (am(y,k)), y € R,
und das Delta der Amplitude

dny :=dn(y,k) := /1 —k2sn?(y,k), y€R,

betrachtet. Neben 4K(k) bzw. 2K (k) haben sie die Perioden 2K(k) + 21K (k") bzw.
4iK(k’). Die Graphen der elliptischen Funktionen sn,cn und dn im Reellen sind in
Abb. 3.21 skizziert. Offenbar gilt

en’y +sn’y =1 =dn’y + k?*sn’ y.

Die elliptischen Funktionen sind auf R analytisch. Fiir ihre Ableitungen erhélt man

am'y = 1/F'(am y, k) = /1 — k?sin’(am y) = dn y,

sn'y=cnydny, cn'y=—snydny, dn'y=—k*snycny.

Daneben gibt es eine Fiille weiterer Bezeichnungen fiir die Quotienten und Reziproken
der Funktionen sn, cn, dn. Die elliptischen Funktionen wurden von C. Jacobi (nach Vor-
arbeiten von N.H. Abel) eingefiihrt. Die hier benutzten Bezeichnungen stammen von
Ch. Gudermann (1798-1852), dem Lehrer von K. Weierstraf}. Elliptische Integrale und
Funktionen treten bei einer Vielzahl von Problemen auf. Wie bereits eingangs erwihnt
werden wir sie noch einmal ausfiihrlich in Bd. 11 im Abschnitt {iber elliptische Riemann-
sche Flidchen diskutieren.
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Aufgaben

Aufgabe 3.6.1 Man bestitige folgende Darstellungen elliptischer Integrale durch u und
v.Dabeiseistets 0 <k < 1,k2+ k> =1undx € [—1,1].

1 — 12 _ 2
L2 = Lo - uwn,
v1—k212 k k
j 2 dt L BRSNS PRI B o/t
Ao A=) 7 e - Tk
s 1 1 X122
/—3dt = U = (k) + e
0 V1 — k22 V1 —k%x
fx di = u(x k)—;(v(x k)—xi'l_kzxz)
(1— 2321 = k22 ’ I A VI—x?
k'x/vV1-x2 /1 -|-'[2/k’2
k/ / 1_1_—[2
[x 12 dt 1 ( o(x k)+x\/1—k2x2)
(—2p2y1—k2  1-k ’ Vi—x2 )

[ 1— th2 [ dt B kZ/ 1 dt
(1- t2)3/2 (1 —12)32/1 - k22 S (1= 21—k

k'x/vV1-x2
1—k2x2 1 1+ 2
=M(X,k)—v(x,k)+xﬂ=_ Vi+ 2

—d
/1_x2 k' ) /1+(t/k/)2 t

Aufgabe 3.6.2 Man bestitige folgende Identitéten:

/ :t_lz%u( xi_l,%)ﬂjrle (setzetzzl_l—rz),

S

V=1t
/Do tfiFl:%”( 2x T)ﬂjrle (setzetz%),
Y
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[ ! lu( 2x )fr0<x<1 (sete 2t )
_ = — u T = ——).
Vil 2'EET 2l
0

Man folgere / : = K(1/+/2).
0

Aufgabe 3.6.3 Fiira,b € R gilt

b b
2 dt t b
4+ 1ldt == | ——— + =Vt +1] .
f\/ + 3 _t4+1+3\/ +1]

Aufgabe 3.6.4 Seien a, b, ¢ reelle Zahlen mit a > b > c. Fiir alle x > a ist dann

r d 2 [b— 2 x—a [b-
[J(t—a)(zib)(t—c):Ja—cK( a—Z)_m”< ;C—cbl’ a—i)'

(Man setze > = (t —a)/(t — b).)'® Man folgere (Substitution t = 1/ cos ¥):

/2 /2
ay
/W \/_ = V2K(1/2).

Aufgabe 3.6.5 Fiir0 < k < 1ist

1/k

dt
= _k2 = K(k).
1[ V@2 =11 —k22) K(V1 / V(2 — 1)(k2t2 1) K@®

Aufgabe 3.6.6 Fir0 <¢ <z/2und0 < k < 1 zeige man:

1—k2cos2yrdy = E(k) — (%—(p,k).

[
[

Aufgabe 3.6.7 Fiir festes k mit 0 < k < 1 bestimme man die Potenzreihenentwicklungen
der folgenden Funktionen um 0 bis zur Ordnung 5:

u(x, k), wv(x,k), sn(y,k), cn(y, k), dn(y, k).

18 Fiir Tausende weiterer solcher Formeln siehe P.F. Byrd, M. D. Friedman: Handbook of Elliptic
Integrals for Engineers and Scientists, Berlin 1971.
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2C%20 0 2¢ —6@(@;
0 E ;

Rosenlinie (n=2) Rosenlinie (n=3) Lemniskate

Abb. 3.22 Ebene Kurven, deren Lingenberechnung auf elliptische Integrale fiihrt

Aufgabe 3.6.8 Sein > 1. Fiir das Verfahren aus Satz 3.6.9 zur Berechnung elliptischer
Integrale beweise man mit den dortigen Bezeichnungen folgende Fehlerabschitzungen:

b TCrt1 b
0< —I(a,b) < ——— < ——Cuy1,
= b, @D = = e
n 2 n—1.2
T, s _— weppay | 2" a
0= (@ +b —jE_IZ’C,-)—J(a,b)f > p o S e

(Bei der Abschitzung fiir J(a, b) benutze man

J(a,b)— %(a2 +b57 =Y 2/ (a.b) = 2" (S —ap 1 (a.b)).

Jj=1

Man {iiberlege auch, dass in beiden Fillen quadratische Konvergenz vorliegt.)

Aufgabe 3.6.9 Man schreibe, soweit entsprechende Programmierkenntnisse vorhanden
sind, Computerprogramme, die fiir @, b > 0 die Gaulschen Integrale /(a, b) und J(a, b)
mit Hilfe von Satz 3.6.9 berechnen. (Fiir die Fehlerabschitzung verwende man Aufg.
3.6.8.)

Aufgabe 3.6.10 Man berechne die elliptischen Integrale K(k) und E (k) fir k = sina
mitae = 5, 7, %, ., 15 bis auf einen Fehler < 1078.

Aufgabe 3.6.11 Man berechne die Langen der folgenden ebenen Kurven (unter Benut-
zung elliptischer Integrale):

a) t (t,ctd),t € [0, a], mit ¢ > O (kubische Parabel).

b) t +— (t,sint), t € [0, w] (Sinusbogen).

¢) t > (acosht,bsinht), t € [0,c], mita,b > 0 (Hyperbelbogen).

d) r = 2ccosng, ¢ € [0,27], mit c > 0, n € N* (Rosenlinien in Polarkoordinaten,
vgl. Abb. 3.22. Bei ungeradem n wird die Rosenlinie zweimal durchlaufen.).



3.7 Integralrestglieder 319

e) r = asfcos2p, ¢ € [-n/4,7/4], a > 0 (rechter Lemniskatenbogen in Polarko-
ordinaten, vgl. Abb. 3.22. Der linke Lemniskatenbogen wird fiir ¢ € [37 /4,57 /4]
gewonnen.).

3.7 Integralrestglieder

Wir beweisen in diesem Abschnitt einige Approximationsformeln, wobei wir fiir die Feh-
ler eine Integraldarstellung angeben, und beginnen mit einem allgemeinen Resultat, das
dann spezialisiert wird.

Proposition 3.7.1 Sei Py € K[X], k € N, eine Folge normierter Polynome derart, dass
Grad Py = k und P, | = (k + 1) Py fiir jedes k € N gilt (also Py = 1). Ferner sei
f:1 — V eine n-mal stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall I C R, n € N*,
mit Werten im K-Banach-Raum V. Fiir beliebige a, x € I gilt dann

_1\yn—1 x
f) = f(a)+Z( —urnf + S0 [ 0w o a

Beweis (durch Induktion iiber n) Der Fall n = 1 ist die Definition des bestimmten Inte-
grals. Beim Schluss von n auf n + 1 ergibt die durch partielle Integration, vgl. Satz 3.2.4,
gewonnene Gleichung

X X
P 1
[ rowrawan =0 -2 [ oo
n la n
nach Einsetzen in die Induktionsvoraussetzung die Behauptung. O

Wenden wir Proposition 3.7.1 auf die Polynome P := (X — x)* an, so erhalten wir:

Satz 3.7.2 (Taylor-Formel mit Integralrestglied) Sei f: 1 — V eine n-mal stetig dif-
ferenzierbare Funktion auf dem Intervall I C R, n € N*, mit Werten im R-Banach-Raum
V. Fiir beliebige a, x € I gilt dann

n—1
flx) = Z F®(a) (x_a)k o 1)‘ [f(n)(t)(x 1y dt.

k!
k=0

Die Taylor-Formel 3.7.2 kann auch folgendermalen interpretiert werden: Ist g: I — V'
eine stetige Funktion auf dem Intervall / € R mit Werten im R-Banach-Raum V' und ist
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n € N*, so ist die Funktion

n—1 X
N T LR

- a

diejenige eindeutig bestimmte Losung y(x) = f(x) der Differenzialgleichung y" = g,
die den Anfangsbedingungen y*)(a) = ¢, € V,k = 0,...,n — 1, geniigt. Die n-fache
sukzessive Integration ldsst sich also durch eine einfache Integration ersetzen.

Als nichstes wenden wir Proposition 3.7.1 auf die sogenannten Bernoulli-Polynome B,
an. Diese sind definiert durch By = 1 und

1
By, = (k + 1)By, [Bk+1(t) dt =0, k e N,
0
Die Integralbedingung legt dabei jeweils die Integrationskonstante fiir By fest. Sie ist
dquivalent mit By ,(0) = By (1) fiir alle k£ > 0. Wie wir gleich sehen werden, stimmen

die konstanten Terme
By = Bk(O), kEN,

mit den Bernoullischen Zahlen aus Beispiel 1.4.14 iiberein. Fiir k # 1 ist auch By =
B/ (1)." Zunichst beweisen wir:

Proposition 3.7.3 Fiir k € N ist

By = Xk:(k)B Xhm
k m m .

m=0

Beweis Wir verwenden Induktion iiber k, der Fall kK = 0 ist trivial. Beim Schluss von
k — 1 auf k bemerken wir zunichst, dass beide Seiten der Formel denselben konstanten
Term By haben. Die Behauptung folgt daher mit der Induktionsvoraussetzung aus

k k / k—1 k
m m
m=0 m=0
k—1 k—1
=k X_:O ( N )BmX"“"” = kBi_| = B}. O

Nun ergibt sich die angekiindigte Ubereinstimmung der B; mit den Bernoullischen
Zahlen aus Beispiel 1.4.14 mit folgender Proposition:

19 Man achte auf den Unterschied zwischen Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynomen in der Be-
zeichnung.
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Proposition 3.7.4 Die Zahlen By, k € N, erfiillen die Rekursion

k
k+1
By =1, Z( ’;: )Bmzo,keN*.

m=0

Beweis Nach Proposition 3.7.3 gilt fiir k € N*

k+1
k+1
Bjy1 = Br41(0) = Be(1) = Z ( m )Bm-

m=0

Subtrahiert man auf beiden Seiten By, so erhilt man die Behauptung. O

Die ersten sechs Bernoulli-Polynome sind also

1 1 3 1
Bo=1,Bi=X—=,B,=X>—X+—-,B;=X"—ZX>4+_-X,
0 1 > 2 +6 3 > —I—2
B4=X4—2X3+X2—L BS=X5—§X4+§X3—1X

30 2 3 6

Proposition 3.7.5 Fiir alle k € N gilt die Symmetrie
Bi(1 - X) = (=1)*Bi(X).

Beweis Man priift sofort, dass die Polynome (—1)¥B; (1 — X) ebenfalls der Rekursion
der Bernoulli-Polynome geniigen. O

Fiir m > 1 folgt aus Proposition 3.7.5
Bomst = Boms1(0) = Boyyr (1) = (—1)”" ' Boys1(0) = —Boyy

und somit noch einmal das Verschwinden der Bernoulli-Zahlen B, fiir ungerade Indizes
n>1.

Beispiel 3.7.6 (Kurvendiskussion der Bernoulli-Polynome) Aus der Rekursion fiir die
Bernoulli-Polynome und den angegebenen Beziehungen ergeben sich offenbar die folgen-
den Eigenschaften der Bernoulli-Polynome By, k > 2:

(1) Die Bernoulli-Polynomfunktionen By, 1(¢), m > 1, besitzen im Intervall [0, 1] ge-
nau die Nullstellen O, %,
und bei geradem m streng konvex, sowie im Intervall [%, 1] bei ungeradem m streng
konvex und bei geradem m streng konkav, vgl. Abb. 3.23 links.

(2) Die Bernoulli-Polynomfunktionen B,,,(¢), m > 1, besitzen im Intervall [0, 1] genau
zwei Nullstellen x5, und x5, mit x5, + x5, = 1. Im Intervall [0, %] ist By, (¢)
bei ungeradem m streng monoton fallend, bei geradem m streng monoton wachsend;
im Intervall [%, 1] ist By, (¢) bei ungeradem m streng monoton wachsend und bei

geradem m streng monoton fallend, vgl. Abb. 3.23 rechts. <

1 und sind im Intervall [0, %] bei ungeradem m streng konkav
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1/2
VA B
0 0 /t
‘ 1
~1/2 ¢

(X 1t 0 /\ lt

Bs(1) 130 V By(1)

Abb. 3.23 Graphen der Bernoulli-Polynomfunktionen B, (¢), B»(7), B3(¢), B4(?)

Beispiel 3.7.7 In Satz 2.2.6 haben wir bewiesen, dass fiir alle ¢ € 0, 2x[

T —t i sinnt
2 n
n=1

gilt und dass diese Reihe gleichmiBig in jedem Intervall [, 2 — €], 0 < & < 7, konver-
giert. Es ist also

1 1 o sin2mnt
Bi@t)=t—-=—— —, 1 €]0,1],
) =t-5=- X:; . 10,11
wobei die Konvergenz in jedem Intervall [¢,1 —¢], 0 < & < %, ebenfalls gleichméaBig ist.

Nach Satz 3.1.5 ist dann
1 & cos2ant
=y Z n2

n=1

eine Stammfunktion zu 2B (¢) in ]O, 1] und damit aus Stetigkeitsgriinden auch in [0, 1].
Generell gilt in 0, 1]

(=)™ 2m)! < cos2nt
>

Bow (1) =2 (27t)2m

T m >0,

n=1

(=D '@2m + 1)! i sin 27 nt

Bom+1(1) =2 (27 )2m+1 n2m+1

n=1

Bezeichnen wir ndmlich die rechten Seiten dieser Gleichungen mit C,,, (z) bzw. Cy,,41(2),
so gelten die Beziehungen C, (1) = B;(t), C;, () = (k + 1)Cy(r). Wegen Cy41(0) =
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Cr1(1) fiir alle £ > 1 ist iberdies fol Ck(t) dt = 0. Damit erfiillen die Funktionen Cy (?),
k > 1, dieselbe Rekursion wie die Funktionen By (¢), k > 1, und stimmen folglich fiir
k > 1 auf dem Intervall [0, 1] und fiir k = 1 auf ]0, 1] mit B, (¢) tiberein.

Wir haben auf diese Weise die sogenannten Fourier-Entwicklungen der Bernoulli-
Polynome auf [0, 1] erhalten. Da jedes Polynom aus C[X] vom Grad k eine Darstellung
der Form ¢yBg + -+ 4+ ¢xB; mit (eindeutig bestimmten) Koeffizienten cy,...,c; € C
hat, erhdlt man damit die Fourier-Entwicklungen simtlicher Polynomfunktionen auf dem
Intervall [0, 1], vgl. Bd. 4.

Setzen wir t = 0 bei k = 2m > 0, so gewinnen wir aus den obigen Darstellungen
noch einmal die Eulerschen Formeln

Bay = B2y (0) = (-1 12200 S meN
1
d.h.
et Q)" By .
¢(2m) = Z = Sam meN”

vgl. dazu bereits das Ende von Beispiel 2.2.12. Man beachte, dass iiber die Newtonschen
Formeln diese Eulerschen Formeln dquivalent sind mit der Produktdarstellung

smx ﬁ ( kznz)

k=1

vgl. loc. cit. Wir bekommen so einen neuen Beweis dieser Produktdarstellung.
Ferner erhalten wir direkt Sign B,,, = (—1)"~!,m € N*,und wegen lim,, .o, {(2m) =
1 fiir m — oo die asymptotischen Darstellungen

@m)!

By | ~2
| Bom| @y

~avn(7)”

Fiir die zweite Darstellung haben wir die Stirlingsche Formel (aus Beispiel 3.8.2) benutzt.
Auch hieraus folgt, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe

o0
_ B, x

gleich 27 ist, vgl. Beispiel 1.4.14.
Setzen wir t = 1/4 in By, 41(¢), m € N, so ergibt sich

o, Cm A DS (1)
B2m+1( )_( Dl (2 yzm+l Z(2n+1)2m+l’ meN,
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oder

[e'S) 1 2 2m+1 1
> =1y TS (1) @m™
n=0

B -), € N.
202m + 1) () m
Mit den Gleichungen

1

2m+1
1 2m+ 1), e 2m+ 1
Bons1(3) = ot 2o ( f )4 Bi= ()" g B, meN
k=0

gemif} Proposition 3.7.3 und Beispiel 1.4.15 (wobei E»,, die Eulerschen Zahlen sind)
bekommen diese Formeln die etwas handlichere Gestalt

oo

Z (_l)n JtszrlEzm

, €N,
~ 2n + 1)2m+1 4m+1(2m)! m

woraus iibrigens noch einmal E;,, > 0 folgt. Fiir m = 0 ist dies die Summenformel der
Leibniz-Reihe:

SchlieBlich ergibt sich eine Abschitzung fiir die Tschebyschew-Norm ||By (¢)||jo,1: Fiir
m € N ist |Byy,(t)|lo.1] = |Bom| und fiir m € N* ist

Qm + 1)
B2 1)1y <2

2 ! 2 1
(27T)2m+1 §(2m =+ 1) < 2((2’:.:)%5(2”1) — m + |Bzm|_ <>

T

Wir kommen nun zu einer weiteren wichtigen Anwendung von Proposition 3.7.1.

Satz 3.7.8 (Eulersche Summenformel) Seien m,n € N und f:[0,n] — V eine stetige
Funktion mit Werten im R-Banach-Raum V. Dann gilt

1O+ gy = ZOTIO [ a
0

m

Bok (k- k-
+k§2k)!(f (n) = D) + R

mit dem Restglied

n

_ 1 @m+1) _
R= G [ £ (OB (1 — [1]) d.

0
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falls f (2m + 1)-mal stetig differenzierbar ist, und mit

n

1

R= i [ OB )
0

falls m > O und f (2m)-mal stetig differenzierbar ist. Ist f (2m + 2)-mal stetig differen-
zierbar, so gilt fiir R auch die Darstellung

m / f(2m+2)(t)(32m+2 — B2m+2(l — [l]))

Beweis Man beachte, dass By (t — [¢]) bei N # 1 wegen By(0) = By (1) auf ganz R
stetig ist. Im Fall N = 1 hat By (¢ — [t]) fiir ¢ € Z Sprungstellen und ist nur stiickweise
stetig. Wie bereits vereinbart, lesen wir das Restglied dann als die Summe

1 Jj+1

/f(z)Bl(z—ndz

n

R

I
=3

J

Zum Beweis von Satz 3.7.8 betrachten wir eine Stammfunktion F von f und wenden Pro-
position 3.7.1 auf die N -mal stetig differenzierbare Funktion F(j + ¢) und die Bernoulli-
Polynome im Intervall [0, 1] an, N := 2m + 2 bzw. N := 2m + 1, haben also

k—1
F(j+1)=F()+ Z( D (S4VG + DBr(1) — £V ())B(0))

(l)Nll

(N-1)
T O[f G + OBy (1) d.

Wegen Bi(0) = —3, Bi(1) = 1, Bx(0) = By(1) = By fir k # 1 und B = 0 fiir
ungerades k > 1 ergibt sich
. j+1 " g
. . 2% 1)y 1)
S(fG+D+ D) = | fOdi+Y —=(f*VG +1)— &)
2 Pt (2k)!
; =
j+1
O [ 0By ar
(N -1
J
Addition dieser Formeln fiir j = 0,...,n — 1 sowie Addition von (f(0) + f(n))/2 auf
beiden Seiten liefert nun die Behauptung. — Die dritte Darstellung von R folgt aus der
zweiten, wenn man m durch m + 1 ersetzt. O
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Im Allgemeinen benutzt man natiirlich das erste oder das dritte Restglied in der Eu-
lerschen Summenformel. Gelegentlich ist es vorteilhaft, in den Integranden dieser Rest-
glieder die Funktionen B (# —[¢]) durch ihre Fourier-Entwicklungen aus Beispiel 3.7.7 zu
ersetzen. Auf Summen der Form f(p) + f(p + 1) 4+ --- + f(q) mit beliebigen ganzen
Zahlen p,q, p < g, iibertrigt sich die Eulersche Summenformel einfach durch Verschie-
ben. Wir werden davon kommentarlos Gebrauch machen. Fiir Beispiele verweisen wir auf
den néchsten und iiberndchsten Abschnitt.

Aufgaben

Aufgabe 3.7.1 Die Funktion f: [0, 1] — R sei stetig und monoton fallend. Fiir alle m €
N gilt dann (—1)"*! fol f()Bamy1(t)dt > 0. (Man benutze Beispiel 3.7.6 (1).)

Aufgabe 3.7.2 Die stetige Funktion f:R, — R sei monoton mit lim,_,, f(t) = 0.
Dann existiert fooo f(#)Bomi1(t — [t]) dt fir alle m € N. Fiir jedes n € N liegt der Wert

des Integrals zwischen fon/z f(#)Boyui1(t —[t]) dt und fo(nH)/z f()Boya(t —[t]) dt.

Aufgabe 3.7.3 Sei m > 1. Das Polynom B,,, — B, (¢) hat auf dem Intervall |0, 1] das
konstante Vorzeichen Sign B,,, = (—1)"~!. Auf dem Intervall [0, 1] gilt ferner die Ab-
schitzung || By — Bam (1) || = (4" — 1)| By |/2*"~" < 2| Bop|.

Aufgabe 3.7.4 Die Funktion f:[0,n] — R sei (2m + 3)-mal stetig differenzierbar, die
Ableitungen f®"+D und f?"+3 seien beide monoton auf [0, 7] vom gleichen Monoto-
nietyp. Dann gilt fiir den Rest R in der Eulerschen Summenformel die Darstellung

_ g B2 comin oy cemen
R= 5522 (£ ) — 107 (0)

mit 0 < 6 < 1, d.h. der Fehler R liegt zwischen 0 und dem nichsten Glied, das nicht

beriicksichtigt wurde. (Vgl. [14], Aufg. 3.1.12.) Dieselbe Abschitzung fiir R gilt auch,
wenn f?"+2 und £ "4 existieren und beide nichtpositiv oder beide nichtnegativ sind.

Aufgabe 3.7.5 Seien / C R ein Intervall, @ € [ und f:I — R eine n-mal stetig
differenzierbare Funktion. Fiir jedes p € N mit 1 < p < n und jedes x € [ gibt es dann
ein ¢ zwischen a und x mit

n—1
f 0w AUCIP
f(x)zg il (x—a)k—i—m(x—c) P(x —a)’.

Diese Formel ist die Taylor-Formel 2.8.4 mit einem neuen Restglied, dem sogenannten
Schlomilchschen Restglied. Der Spezialfall p = n liefert das Lagrangesche Restglied.
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Bei p = 1 spricht man auch vom Cauchyschen Restglied. — Das Cauchysche Restglied
liefert hdufig giinstigere Abschitzungen als das Lagrangesche Restglied. — Zum Beweis
wendet man den Verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung 3.2.2 (4) auf das
Integralrestglied

X

[ (f™ @) (x =) P)(x — )P~ dt

a

1
(n—1)!

aus Satz 3.7.2 an. Liegen allgemeiner die Werte von f in einem R-Banach-Raum, so ldsst
sich dieses Restglied nur der Norm nach durch || £ (c)(x — ¢)"?(x —a)?||/(n — )!p
mit einem ¢ zwischen a und x abschitzen, vgl. Satz 3.2.3.

Aufgabe 3.7.6 Esist By, (1) = —(1-2'"2") By, und By, (1) = —272"(1=2'"2") B,
(Man beachte Beispiel 3.7.7 und [14], Aufg. 3.6.11a).)

Aufgabe 3.7.7 Man berechne die Nullstellen der Polynome B, firm = 1,...,5 in
[0, 1] mit einem Fehler < 107°.

Aufgabe 3.7.8 Fiirt € C ist

[e¢]

XexptX B, (1)
= X",
expX —1 Z n!

(Man benutze Proposition 3.7.3 und Aufg. 1.2.11. — Diese Gleichung lisst sich auch als
Identitét von Potenzreihen in den beiden Unbestimmten ¢ und X lesen.)

3.8 Beispiele

Wir illustrieren die vielféltigen Anwendungsmoglichkeiten der Eulerschen Summenfor-
mel 3.7.8 an einigen Beispielen.

Beispiel 3.8.1 Wenden wir Satz 3.7.8 mit m := [r/2] und n + 1 statt n auf die Potenz-
funktion f(z) =t", r € N, an, so erhalten wir

m+1y @+ A By,

o, 1) = 1r+l
0 4---+n+1) 5 . +]Z_;(n+) @)

[rlyj—1(n+ 1) >

bzw. nach trivialen Umformungen die bereits am Ende von Beispiel 1.4.14 bewiesene

Formel

- 1 « 1 .

o ) P .
k=0 T+ j=0 J
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Beispiel 3.8.2 (Stirlingsche Formeln) Fiir die Funktion f(z) = In(1 + ¢) auf C —
]—oo, —1]ist f® () = (=11 (k — 1)!/(1 +1)*, k € N*, und

/f(r)dz — (140 +x)—x.

Wenden wir Satz 3.7.8 auf f mitn — 1 statt n an, so folgt fiir alle m € N

1 "\ By /(2k —2)!
Inl+-- +lnn—Elnn+nlnn—(n—l)+Z(2k)'(W—(2k—2)!)
(2m)! Bzm+1(t =[]
@2m + 1)! (1 4 p)2m+t =7
0
1 By (1=n®) 1 [ Ban—[)
1“’“z(2Jr”)ln"_’“rlJrzzk(zk 2kl +2m+1/ [t
1

Fiir alle m € N existiert [ Bay,41(t — [t]) dt/t*" ! (bei m = 0 vgl. auch Aufg. 3.7.2).
Daher konvergiert die Folge Inn! — ((1/2) + n) Inn 4 n, und zwar gegen

By 1 [OOBZmH(f —[t])
=1- dt
S ;; Wk —1)  2m1 PEEs
- 1

Wir erhalten

dt.

Bo 1 [B2m+l(t — [t
“2k(2k — 1) nZ-1 2m 41 p2m+l

n

Inn! = (; —i—n)lnn—n—l—s—l—z

Nach Aufg. 3.7.4 ist das Restglied gleich 0B, 2/(2m + 2)(2m + 1)n?"*+! mit einem
6 € [0, 1]. Es folgt

, n\" - By 1 B2 1
l=e¢' — +6
n € ﬁ(e) exP(;Zk(Zk—l) n2k—1 (2m+2)(2m+ 1) n2m+1)

Es folgt n! ~ e*/n(n/e)" fir n — oo. Mit dem Wallisschen Produkt (2n)!/7n ~
4"(n")? fiir n — oo aus Beispiel 3.2.6(4) ergibt sich &' = 27, s = %ln(Zn) und
schlieBlich

n n
n! ~ 2nn<—) fiirn — oo.
e

Setzt man s, := +/27n(n/e)" und der Reihe nach m = 0,1,2,3, so bekommt man
genauer die folgende Schachtelung fiir n!:

vt~ sa) <0 s ) <)
Sy < Sp ex — n! < s, ex -+ — Sy eX
P\12n " 360m3 P21 ~ 360m3 " 126015 P\12n
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die insbesondere s, < n!und lim, (n! — s,) = co zeigt.

Diese sogenannten Stirlingschen Formeln lassen sich direkt auf die Fakultitsfunktion
x! = I'(x + 1) = xI'(x) verallgemeinern. Zunichst ergeben sich aus der Eulerschen
Summenformel mit der Funktion f(#) = In(x +¢) auf R, x € C — R_ fest, die Glei-
chungen

Zln(x+v) (x——-i—n)ln(x—l-l—n)—n-i—l—(x—%)lnx

1 1
+ ; 22k — 1) ((x “14nyT x2k—1)

dt,

1 /‘ (Bam+2 — Bamya(t = [1]))
2m +2 (x =1 +1)2m+2
1

wobei wir dieses Mal die dritte Gestalt des Restgliedes in Satz 3.7.8 gewdhlt haben. Ins-
besondere folgt fiir m = 0 und Rx > 0 und Rx — oo

Zln(x+v) (x——+n)1n(x—1+n)—n+1—(x——)1nx+O(1/‘Rx)

Die Konstante in O(1/Mx) ist unabhéngig von n. Man kann dafiir etwa 1/8 wihlen, bei
x € R} sogar B,/2 = 1/12, vgl. Aufg. 3.7.4. Mit der GauBschen Produktdarstellung
3.5.3 der I'-Funktion und der obigen Darstellung von In n! erhilt man

. 1 1
InT(x) = nli_)nolo (xInn +Inn!— Zln(x +v)) =—x+(x— E)lnx + Eln(2n)
v=0

+ dt

i 1 n 1 / Brytr — Bomia(t — [1])
~ 2k(2k "X am 12 (x + 12?2

(unter Beriicksichtigung von lim,,_, o (x + % + n)(Inn — In(x + n)) = —x). SchlieBlich
folgt fiir Rx > 0

m

X B 1
©t = xT ) = Vara () exp (3 Wy{_l)m +O(1/ (x> 1)),
k=1

wobei |O(1/(Rx)>"+1)| < 2|Bayial/(2m + 2)(2m + 1)(Rx)>"+1 ist (vgl. Aufg. 3.7.3).
Fiir x € R ist O(1/x*" 1) = 0By 10/(2m + 2)(2m + 1)x*" ' ' mit 0 < 6 < 1 (vgl.
Aufg. 3.7.4). Auch hier spricht man von den Stirlingschen Formeln. &
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Beispiel 3.8.3 Sei f:[ng, 00 = K, ng € N, eine r-mal stetig differenzierbare Funktion.
Fiir ein 0 > 1 gelte f™(r) = O(1/t°*+") fiir t — oo und alle v = 0,...,7. Dann
existieren ) ;7 f(k) und fno(f f(t) dt. Die Eulersche Summenformel 3.7.8 liefert:

Satz 3.8.4 Es ist

Z flk) = Z fk) + Z 1)

k=ng k=ng
Zf(k)-q— f(n)+/f(t)dt Z(ZBZJ)'f(zj D) + R mir
k=ng
1

= am+ ! /f(2m+l)(t)32m+l(f—[l])dl =0(1/n°**) beir>2m+1,

o0

1
~em+2)! /f(2m+2)(t)(B2m+2—B2m+2(t —[t)) dt =01 /n" 2", r>2m+2.

Damit ldsst sich der Summenwert Z,fo:no f(k) hdufig sehr gut approximieren. Ist zum
Beispiel g: [0, 1/no] — K eine analytische Funktion, die im Nullpunkt mit einer Ordnung
o > 2 verschwindet und dort die Potenzreihenentwicklung g(r) = Y 72, at* hat, so
erfiilllt f(z) := g(1/t) auf [ng, oo wegen

O = 1y Zw (fir grofi 1

die obigen Voraussetzungen fiir o und alle . Dabei ist noch die Entwicklung

o0 00 o+2m

t
/f(l)dl _ / g()dl 6;{kJrkl _ 6;{kJrl +O(1/na+2m+l)
n 0 " k

=0—1 =0—1

niitzlich (n hinreichend groB), falls fnoo f(t) dt schwer zuginglich ist. Ahnlich kann man
die Ableitungen £~V (n), j > 1, approximieren:

o+2(m—j)+1 a
FED@) == 3k 2) =2y + 00 /0,

k=0

Durch Einsetzen erhilt man schlieBlich:
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Korollar 3.8.5 Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir n — oo

o0 n—1 1 o+2m b
DS =30 fR) )+ D+ O/ ) it
k=ng k=ng k=o—1

aj - Bz 1 - k
o Gkt 11 J - ) )
by = A + ;_l[k 121 (Zj)!ak72]+l = /E—o <2j)B2/ak+12/-

Als explizites Beispiel zu Korollar 3.8.5 sei das folgende Problem betrachtet: Einem
Kreis mit dem Radius r, := 1 werde ein regelmifiges Dreieck umbeschrieben, diesem ein
Kreis mit dem Radius r3, diesem ein Quadrat mit einem Umkreis vom Radius r4, diesem
Umkreis ein Fiinfeck mit einem Umkreisradius rs. So fortfahrend, erhélt man eine Folge
von Radien r,, n > 2, die der Rekursion r,, = r,_;/ cos(;r/n),n > 3, geniigen. Die Folge

- 1
n — N Z 25
" H cos(m/ k) "

k=3
konvergiert gegen einen Grenzradius

ad 1

oo
Foo = l—[ W mit Inry = —Zlncos(n/k).
k=3 k=3
Wir wenden die obige Bemerkung auf g(z) = —Incos(rt), f(t) = —Incos(x/¢) an.

Wegen
Box
(2k)!

g(t)=manmr =Y (=1} (2m)% (2% — 1)1
k=1

(vgl. Beispiel 1.4.14) ist

— (- B
g(l) — Z ( 23( (221;' (27_[)2/((22/( _ 1)12/('
k=1 ’

Es ist also 0 = 2, und fiir m = 4 ergibt sich

! 1 72 72 s 72 7t P 1
= B b e )+ S+ -
Mo gf()+2f(n)+2n+l2n3 3 T )T\ T T2

JT2<17T[6+7'[4 Jl’2+ 1)
6n7 \ 2940 15 12 14

72/ 3178 177°  77* 7% 1
=" _ - o= o(1 11 .
3n9<42.525 t 1260 225 T 18 20) +00/n7)
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Wertet man diese Formel (ohne das Fehlerglied) fiir n = 3,4, ..., 10 aus, so erhilt man
der Reihe nach die folgenden Néaherungen fiir ro:

8,68526 48, 8,69954 55, 8,69999 82, 8,70003 17,
8,70003 57, 8,70003 64, 8,70003 66, 8,70003 66. <&

Beispiel 3.8.6 (Riemannsche Zeta-Funktion — Eulersche Konstante — Riemannsche
Vermutung) Wir setzen die Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion am Ende von
Beispiel 2.7.8 (und auch in Beispiel 2.7.17) fort. Sei dazu s € C mito = Rs > 1.
Wir wenden Satz 3.8.4 auf f:t +— 1/¢5,t > 1, an und erhalten wegen f")(t) =
[—s],/t5T = (—=1)"[s + v — 1],/ fiir {(s) die Darstellungen

—1

=1 1 By (s +2j-2) 1
é'(S) ; ks Z 27’!‘ _ 1)ns71 + /X:l: 2] ( 2] —1 nst+2j-1 +

k=
00
s +2m Boy1(t — [t]) J
- 2m + 1 [s+2m+l !

n

mit R

dt,

(s +2m + 1) /ooBzm+2 — By ot —[1])

2m 4+ 2 [s+2m+2
n

die fiir alle m € N und n € N* gelten. Insbesondere ist

2 B
rR=p(* " 2m+2 mit 0<6<1 seR, s> 1.
2m + 1) 2m + 2)ns+2m+1

Diese Formeln erlauben es, ¢ (s) mit wenigen Gliedern der definierenden Reihe ), 1/k*
sehr genau zu berechnen.
Das Integral

/°°BM+2—B2m+z(r—[t1> 0 /dez 5 / B =)

ts+2m+2 ts+2m+2 ts+2m+2

n n _”(

definiert eine analytische Funktion in der Halbebene 9is +2m 41 > 0, da jeder Summand

L+1 1
B2t —[t]) di — Boy42(t)
£5+2m+2 - (t + @)s+2m+2
14

trivialerweise analytisch ist und die Reihe wegen

oo
‘/B2m+2(t [7]) a’t‘ - [ 1Bania@llondr _ 1B2m+2(2) [lj0.11 250

fs+2m+2 tRs+2m+2 (ms +2m + 1)afﬁs+2m+l ’
a



3.8 Beispiele 333

Abb. 3.24 Graph der Zeta- 0,02
funktion
0,01
t 0
-0,01
-0,02
-0,03

dort lokal gleichméBig konvergiert, vgl. Satz 1.3.10. Dam € N* beliebig war und da die
Funktion 1/(s — 1)n*~! auf ganz C meromorph ist mit einem einzigen Pol, und zwar in
s = 1 mit der Ordnung 1 und dem Residuum 1, erhalten wir insgesamt:

Satz 3.8.7 Die Riemannsche Zeta-Funktion {(s) ldsst sich zu einer meromorphen Funk-
tion auf ganz C fortsetzen. Sie hat in s = 1 ihren einzigen Pol, und zwar von der Ordnung

1 mit Residuum 1.

Eine andere Beweismoglichkeit fiir Satz 3.8.7 findet man in Aufg. 3.8.9. Fiir p € N*,

2m > pund n = 1 ergibt sich mit %j(_pz‘ﬁ"l_z) = —ﬁ(”;;l)
m 2m
1 B,; 1 1 1 B
e N R Oy U [ o K =
2 p+1\ 2j p+ 1 v p+1

da Y’ B,(”") = 0ist (vgl. Proposition 3.7.4. Damit sieht man

0 = =3 £ =) = =22 g = 2. speriell £(=2p) = 0, p = 1. £(=1) = —5.
Abb. 3.24 zeigt den Graphen der Zeta-Funktion auf dem reellen Intervall ]—12,5, —1,5]
(mit gestreckter Ordinate).

Die Funktion n(s) := {(s) — 1/(s — 1) ist nach Satz 3.8.7 auf ganz C analytisch, d. h.
eine ganze Funktion. Wegen lim_,; (n'~ — 1) /(s — 1) = —Inn hat man fiir alle m € N
und allen € N*

n(l)—zk—l———lnn—l—z 'nzl + Ry, mit

12m+2 t2m+3

n n

R,, = _/ M dt — / Byyio —Bomga(t —[t]) dr
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Insbesondere ist R, = O Bomya/(2m +2)n*" 2 mit 0 < 6,,,, < 1 (vgl. Aufg. 3.7.4).

Ferner folgt, dass
n

0= i (54w

die Eulersche Konstante ist, vgl. [14], Beispiel 3.3.8. Somit gilt

L(s) = %—i—n(s) %—I—y—i—O(s—l) fiir s —1

mit der Eulerschen Konstanten

n—1

1 1 1 1 1

=Y 1 - - —
; kT2 T T 2 T 12008 T 250m6  240m8 T 430,00

Beim = 0, n = 1 erhalten wir fiir {(s) folgende Darstellung im Bereich —1 < 9is < 0:

1 1\ [ B,—Bs(r -
=L Tﬁ(sg)/wdt

1

[e') 1
1 1 s+1 B, — By (t —[t]) s+1 /l—t
_2+s—1+( 2 )/ 5+2 dt 2 f5+1 di

0 0

s+ [ Ba—Balt —[1])

0

(EsistBo(t) =t> —t + %.) Beachten wir die Gleichungen

I & 1—cos Znnt
By =Bt —[1]) = — Z
und
1 [ 1 — cos2mnt L 25+ gpsys—l
m2n? 15+2 "~ 2I(s + 2) cos(ms/2)

0

(vgl. Beispiel 3.7.7 bzw. Aufg. 3.5.11 c¢)), so ergibt sich fiir die angegebenen s die folgende
Funktionalgleichung der {—Funktion

zsflns

s+ 1 2r+1
¢ = ( )ZF(S +2) cos(ms/2) 4 Z nl s F(s) cos(ns/Z)é-( =)

denn Summation und Integration sind nach Satz 3.4.7 offensichtlich vertauschbar. Da alle
in dieser Gleichung auftretenden Funktionen auf C meromorph sind, gilt sie wegen des
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Identitdtssatzes auf ganz C. Mit der Verdoppelungsformel aus Satz 3.5.5 und der Ergén-
zungsformel aus Aufg. 3.5.4, also mit

27T (s/2) (s + 1)/2) _ T
G bzw. T((1+s)/2)T((1 —5)/2) = pro—yT

erhilt sie die folgende symmetrische Gestalt (die aber fiir Anwendungen nicht immer die
glinstigste ist):

') =

Satz 3.8.8 (Funktionalgleichung der Zeta-Funktion) Die Riemannsche Zeta-Funktion
L(s) erfiillt die Funktionalgleichung

a0 (s/2)¢(s) = =920 (1 — 5/2)¢(1 — 5).

Man setzt
£(s) := T (s/2)¢(s).

Dann hat die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion die einfache Gestalt

§(s) = &1 —9).

Auf Grund dieser Funktionalgleichung sind die Gleichungen {(1 — 2q) = —B»,/2q und
die Eulerschen Gleichungen {(2q) = (—1)471(2m)* Bo,/2(2q)! fiir ¢ € N* dquivalent.

Satz 3.8.8 gestattet ferner die folgenden Aussagen iiber die Nullstellen der {-Funk-
tion: Da {(s) wegen der Produktdarstellung {(s) = HpeIP(l — p~*)~! fiir Ws > 1 keine
Nullstelle besitzt und I'(s) nirgendwo verschwindet, kann {(s) fiir s < O nur dort
verschwinden, wo I'(s/2) einen Pol hat. Dies ergibt die schon berechneten Nullstellen
s = —2p, p € N*, von {(s). Sie heilen die trivialen Nullstellen der ¢-Funktion. Alle
anderen Nullstellen (von denen es ebenfalls unendlich viele gibt) liegen notwendigerweise
im ,kritischen* Streifen 0 < Ns < 1. Sie sind dort wegen {(5) = m symmetrisch zur
reellen Achse und wegen der Funktionalgleichung 3.8.8 symmetrisch zur ,kritischen*
Geraden s = 1/2. Die wohl beriihmteste Vermutung der Mathematik, die sogenannte
Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen Nullstellen von {(s) auf der
kritischen Geraden Ns = 1/2 selbst liegen.

Die Nullstellen auf der kritischen Geraden sind numerisch nicht allzu schwer zu
bestimmen. Sie stimmen mit den Nullstellen der oben eingefiihrten Funktion £(s) =
72T (s/2)¢ (s) iiberein. AuBerdem ist £(s) = £(1 —s) = £(3) wegen E(% + it) =
£ (% - it) =¢ (% + it) fiir # € R auf der kritischen Geraden reellwertig. Jeder Vorzei-
chenwechsel der Funktion ¢ +— E(% + it) auf R liefert also eine Nullstelle von &(s)
auf der kritischen Geraden.”® Bei gegebenem (nicht zu groBen) 7 > 0 ldsst sich nun

20 Umgekehrt verursacht jede Nullstelle ungerader Ordnung von ¢(s) auf der kritischen Geraden
einen solchen Vorzeichenwechsel. Man erweitert die Riemannsche Vermutung héufig dahingehend,
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die Riemannsche Vermutung fiir |Js| < T priifen, da die Gesamtzahl der Nullstellen
von ¢ (s) (unter Beriicksichtigung ihrer Vielfachheiten) in einem Rechteck 0 < s < 1,
0 < Js < T mit relativ einfachen Mitteln der Funktionentheorie genau genug abge-
schiitzt werden kann. In diesem Sinne ist die Riemannsche Vermutung fiir die ersten 10'3
Nullstellen mit positivem Imaginirteil im kritischen Streifen bestétigt worden, wobei alle
bislang gefundenen Nullstellen einfach sind. Die Nullstellen p von {(s) mit |Ip| < 30
von ¢ (s) im kritischen Streifen sind

1 1 1
E:I:i-14,134725..., E:I:i-21,022040..., E:I:i-25,010856....

Allgemein weil man bis heute nur: Die nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen -
Funktion liegen im Inneren des kritischen Streifens 0 < fs < 1, d. h. es gilt:

Satz 3.8.9 Die Riemannsche Zeta-Funktion {(s) hat keine Nullstelle auf der Geraden
Ns = 1 (und folglich auch keine Nullstelle auf der imagindren Achse Ri).

Beweis Gemil Aufg. 2.2.32 ldsst sich die Nullstellenordnung einer analytischen Funkti-
on in einem Punkt ihres Definitionsbereichs mit dem Logarithmus berechnen. Nach dem
Ende von Beispiel 2.7.8 stellt die Dirichlet-Reihe

log¢(s) := Z Al . i

Inn n’

n>1

mit der von Mangoldtschen Funktion A: N* — R fiir s > 1 den Logarithmus log ¢ (s)
von ¢(s) dar, fiir den limy o, log{(s) = 0 gilt. Fir s € R, s > 1, ist also log {(s) =
In ¢ (s), d. h. es handelt sich dann um den gewohnlichen Logarithmus. Nach Aufg. 2.2.32
hat ¢ (s) im Punkt 1 + it die Nullstellenordnung

b(1 tir) = 0t tim 2L FETION e e RY,
=0+ Ine

und bei T = 0 gilt
. logt(l+e) . In((14 O(e))/¢)
Iim —— = |im ———— 27 7 —
e—0+ Ine =0+ Ine

vgl. loc. cit. Fiir beliebiges T € R und ¢ € R ist nun

. . An 1 . AW
Eﬁ(log{(l + & +1t)) = Z ln(n)m<n1+€+if) = Zﬁcos(flnn)
2

dass die nichttrivialen Nullstellen der Zeta-Funktion nicht nur auf der kritischen Geraden liegen,
sondern auch alle einfach sind. Mehrfache Nullstellen konnten bei numerischer Verifikation zu
groBBen Schwierigkeiten fiihren, die von gerader positiver Ordnung beispielsweise konnten ganz
tibersehen werden.



3.8 Beispiele 337

Wegen 0 < (1 + \/fcosoz)2 =142/2cosa +2cos>a = 2 + 2+/2 cosa + cos 2 fiir
a € Rund A(n)/n'*Inn > 0 fiir alle n > 1 gilt demnach

0 <2log(l +¢) +2v2%R(log¢(1 + & +it)) + R(log{(1 + & + 2ir)).

Dividieren wir durch In¢ (man beachte Ine < 0 fiir 0 < ¢ < 1) und lassen ¢ gegen 0
gehen, so erhalten wir 0 > —2 4 2+/2v(1 4 it) + v(1 + 2ir). Dies ist bei T # 0 wegen
v(1 +it), v(1 4 2it) € N und 2+/2 > 2 nur méglich, wenn v(1 + it) = 0 ist. O

Aus Satz 3.8.9 lasst sich ohne weitere Abschitzungen fiir die Werte der Zeta-Funktion
mit einfachen funktionentheoretischen Mitteln der Primzahlsatz

w(x) ~x/Inx fir xeR, x - oo,

folgern. Wir verweisen dazu dazu auf Bd. 5. Einen anderen funktionentheoretischen Be-
weis, der allerdings prizisere Abschitzungen fiir die Werte der {-Funktion auf der Gera-
den Ms = 1 erfordert, findet man in dem (auch generell empfehlenswerten) Lehrbuch von
E. Freitag und R. Busam: Funktionentheorie, Berlin #2006.

Auf Grund ihrer groen Bedeutung fiir die Zahlentheorie und insbesondere fiir die Prim-
zahlverteilung ist die Riemannsche Zeta-Funktion eine der bestuntersuchten nichtelemen-
taren Funktionen.?! Die Zeta-Funktion ist ferner bei vielen numerischen Problemen wich-
tig, unter anderem wegen des Zusammenhangs mit den Integralen fnoo B, (t — [t])dt/¢*,
m,n € N*, 9s > 1, die hidufig in den Restgliedern zur Eulerschen Summenformel auf-
treten. <&

Aufgaben

Aufgabe 3.8.1 Wie viele Stellen hat 10°!? Wie lauten die ersten sechs Stellen? (Wie viele
Nullen hat 10°! am Ende, vgl. [14], Aufg. 1.7.16a).)

Aufgabe 3.8.2 Man berechne {(s) fiir s = %, 3, %, 2, %, %, —% bis auf einen Fehler
<1078,

Aufgabe 3.8.3 Man berechne die Eulersche Konstante y und damit ) ;_, 1/k firn =
10° und n = 10° jeweils bis auf einen Fehler < 1075,

21 Sjehe etwa H. M. Edwards: Riemann’s Zeta Function, New York 1974 oder S.J. Patterson: An
Introduction to the Theory of the Riemann-Zeta-Function, Cambridge 1988.
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Aufgabe 3.8.4 Man berechne [],—,(1 £k ) fiirs = 3,4, 5 bis auf einen Fehler < 1078,
(Fiir s = 4 vgl. man mit (siehe Beispiel 1.1.10)

M0-5) =T0- L0+ 5) = 5™

Aufgabe 3.8.5 Sei m € N. Die Funktion f:R, — V mit Werten im R-Banach-Raum
V sei (2m + 1)-mal (bzw. (2m + 2)-mal) stetig differenzierbar mit lim, o, f®(t) = 0
firk = 1,3,...,2m — 1. Das Integral [;° f®" "V (#)Byy41(t — [t]) dt (bzw. das Integral
IS fEm T2 () (Bamsr — Bama(t — [t])) dt) moge existieren. Dann existiert auch

c :=H1Lnolo(2n:f(k) —/f(t)dt),
k=0 0

und es gilt (vgl. auch Satz 3.4.13)

m

c= Zf(k) + f(n) /f(t) dt — Z (fzj)'f(ZJ Y(n) + R, mit
- 2m+1) _
nn = Ty [ SO WB (1~ ) di - bz mit
_ 1 r 2m+2) B B d
mn = m[f (t)(Bam+2 — Bama(t — [1])) d1).

n

Aufgabe 3.8.6 Fiir die Koeffizienten y, in der Laurent-Reihenentwicklung

| o : Ink)” 1 v+1
;<s>—:=§(—1)”(s—1>“ gilt yu—hm(Z(n) )

Ist ferner (—1)7 j!g;(Inz)/¢/*! die j-te Ableitung von (In?)"/1, so ist g; ein normiertes
Polynom vom Grade v, das in 0 eine Max (v — j, 0)-fache Nullstelle hat und dariiber hin-
aus Min (j, v) positive einfache Nullstellen besitzt, und es gibt ein 6, 0 < 8 < 1, mit
Zl (Ink)” (111’1)” (Inn)**! +i@g2jfl(lnn) 4 g Bomi gom+1(Inn)
v+ 1 — 2j n? 2m 42  n?m+?

’

falls n so grof} ist, dass go,,+4 (und damit auch g5,,+2) keine Nullstelle > Inn hat. Man
berechne yy = ¥, Y1, V2, ¥3 bis auf einen Fehler < 1078, (Bemerkung Mit

(2m)'s¢(1—s)

€)= ST+ 5) cos(rs/2)

o0
und s¢(l—s5)=—-1+ Z y—];s”l
v!
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sowie den bekannten Potenzreihenentwicklungen von I'(1 + s) (Satz 3.5.7) und (27)*
bzw. cos(rrs/2) um s = 0 ldsst sich die Potenzreihenentwicklung von ¢ um 0 gewinnen.
Beispielsweise erhilt man neben ¢(0) = —% sofort ¢’(0)/¢(0) = In2x, also {'(0) =
1
—>1n2m.)
2

Aufgabe 3.8.7
a) Fira € R} undm € N ist

n
nal/k _ Kalnna(l/Zn)—Z}":l(sz/2jn2j)—932m+2/(2m+2)n2’"+2
k=1

mit0 < 6 < 1 und K := a”. Insbesondere ist [[{_, a'/* ~ Ka'™" fiir n — oc.
b) Fiirm € Nist [[{_, k'/* gleich

L (nm/2,,(1/2m) =Y 7 (B} /2jn*)~0Bsyn 2/ 2m+ 2 +2

m
ByjHyj_y B2 Hom1
X : 0 )
eXp(; 2n T am + e

mit0 <0 <lundL :=¢e", falls Hj,,+4 <Inn ist. Dabei hat y; dieselbe Bedeutung
wie in Aufg. 3.8.6,und H; = lele 1/k ist die j-te harmonische Zahl. Insbesondere

ist [T kY% ~ Ln/2 fiir n — oo.

Aufgabe 3.8.8 Fiirm € N*ist [[;_, k* gleich

Mn%Jr%Jr% e ( n2 i sz 0 B2m+2 )
xp (—— — _
Py i (2j —2)(2j — 1)2jn%-2 " 2mQ2m + 1)(2m + 2)n2m

mit0 <6 < 1und M := e%, wobei

oo

o= 1 [ Bs(t — 1) dt = 11—2 (=1

~

612
1

ist. Insbesondere gilt [[{_, k¥ ~ Mn"*/2+0/2F1/12¢=%/4 fiir n — o0. Man berechne o
mit einem Fehler < 1073, driicke ¢'(—1) mit Hilfe von ¢’(2) aus (und weiteren bekannten
Konstanten, vgl. Satz 3.8.8) und berechne ¢’(2) unabhingig von o mit einem Fehler <
1078, (Bemerkung Die obige Konstante M heifit die Konstante von Glaisher-Kinkelin
(nach J. Glaisher (1848-1928) und H. Kinkelin (1832—-1913)). Ihr Wert ist

M =e* = 1,2824271291006.. .,

vgl. [12], 18.B, Bemerkung zu Aufg. 2.)
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Aufgabe 3.8.9
a) Fir RNs > 1 gilt

o0

s _ ($)k
— —z<s>—l§(k+1)!(z(s+k>—1>,

wobei die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung auf der rechten Halbebene fs >
0 lokal gleichmi@Big konvergiert und damit dort eine analytische Funktion definiert,
vgl. Satz 1.3.10. (Man benutze die definierenden Dirichlet-Reihen fiir die Funktionen
C(s + k), k € N+, und wende den Grolen Umordnungssatz an.)

b) Mit Hilfe von a) zeige man, dass die Funktion s/(s — 1) — {(s) sich auf ganz C ana-
lytisch fortsetzen lésst.

3.9 Numerische Integration

Da viele (auch elementare) Funktionen nicht elementar integrierbar sind, ist es wichtig,
gute Verfahren zur numerischen Berechnung bestimmter Integrale f: f(t)dt zur Ver-
fligung zu haben. Die Grundidee dabei ist, den Integranden hinreichend genau durch
Funktionen zu approximieren, die sich leicht elementar integrieren lassen. Wenn nichts
anderes gesagt wird, ist V' im Folgenden ein R-Banach-Raum.

Die einfachste Methode ist die Approximation des Integranden durch einen Strecken-
zug. Seien f:[a,b] — V stetigund n € N*. Das Intervall [a,b] C R, a < b, teilen wir
in n gleich grof3e Teile durch die Teilpunkte

ty:’=a+kh mit h:=0b—-a)/n, k=0,...,n.

Im Intervall [ty t; ] approximieren wir f durch die lineare Funktion

1
te f) + E(f(tk+l) — f(t))(t — 1),
die an den Endpunkten #; und #;,, dieselben Werte wie f hat, k = 0,...,n — 1, Den
gesamten Streckenzug bezeichnen wir mit g,,: [a, b] — V. Aus der gleichmiBigen Stetig-
keit von f folgt unmittelbar die gleichmifige Konvergenz der Folge g,, n € N*, gegen
f. Uberdies gilt nach Satz 3.2.14

b
[ f(t)dt = lim T,
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Ik Ikl

A W -

Abb. 3.25 Approximation von fab f(¢) dt mit der Trapezregel

mit
b n—1 Tt n-1
Ti=Tfiab) = [e0di =Y [ a@d=hY 5(f0)+ )
o k=0 ;. k=0
= W3S+ F@) + -+ ) + 5 1),
2 2
vgl. den Beweis von Satz 3.1.6. Man ersetzt also im Fall V' = R fiir jedes Intervall

[tk .tk 1] die Flache fiir das Integral f;"“ f(t)dt durch die Fliache eines Trapezes, vgl.
Abb. 3.25. Daher spricht man auch von der Trapezregel. 7, ist eine Riemannsche Summe
von f zur Unterteilung #, = a + kh, k = 0,...,n, von [a, b]. Auch unter diesem Ge-
sichtspunkt ist die Konvergenz 7, — |, ab £(t) dt selbstverstindlich, vgl. Beispiel 2.3.12.22

Die folgende Aussage liefert eine Abschitzung des Fehlers.

Satz 3.9.1 (Trapezregel) Die Funktion f:|a,b] — V sei zweimal differenzierbar, und
es sein € N*. Dann gilt

(b —a)’

b
H[f(t)dt —Tn(f;a,b)H < ||f”||[a.h]w'

Beweis Es geniigt, die Formel fiir n = 1 zu beweisen. Den allgemeinen Fall gewinnt man
dann durch Aufaddieren der Fehler in den einzelnen Teilintervallen. Nach Satz 2.8.5 gilt

1/@) =g < M

1
(t=a)b—1) =517t ~a)b—1)

22 Man bezeichnet die Approximation von |, : f(¢)dt durch die Riemannschen Summen R, :=
h Z}z;g f (3@t + tr1)), n € N*, als Rechteckregel.
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mit einem (von ¢ abhingenden) ¢ zwischen a und b. Daher ist

b b b
| [ roa-n]=| [ro-aw)a] = [170 -aola

IA

b
1 " _ 1 " 3
I [ —a®-ndi = Sire-ar. O

Ein im Allgemeinen wesentlich schnelleres Berechnungsverfahren fiir bestimmte In-
tegrale erhilt man, wenn man den gegebenen Integranden stiickweise durch quadratische
statt durch lineare Polynome approximiert. Man teilt dazu das Intervall [a, b] in 2n gleich
grof3e Teile durch die Teilpunkte

tw:=a+mh mit h:=((b-—a)/2n, m=0,...,2n.

Im Intervall [ty, tox+2], K = 0,...,n — 1, approximieren wir f durch die quadratische
Funktion

gt ftwgr) + %(f(lzkn) — f(ta))(t = tai41)

+ %(f(fzk-ﬂ) —2f(ta41) + [(t2))(t — tar11)?,

die an den Intervallenden und in der Intervallmitte dieselben Werte wie f annimmt. Dann
ist
Dk+2

[ q(t)dt = g(f(fzk) + 41 (t41) + f(tak12))-

(513

Fiir die Summe S,, := S,,(f;a, b) dieser n Teilintegrale ergibt sich somit

h
Son = g(f(fo) +4f(t) +2f () +4f(t3) + -+ 2 (t2n2) + 4 (t2—1) + f(120))-
Auch hier handelt es sich um eine Riemannsche Summe von £, und zwar zur Unterteilung

a=1ty<t)<ty<---<ty =DbdesIntervalls [a, b]. Offenbar ist (vgl. Aufg. 3.9.2) mit
den oben bei der Trapezregel benutzten Bezeichnungen

1
Son = §(4T2n —T,).

Dieser Ausdruck ist im Allgemeinen bereits eine sehr gute Niherung fiir das gesuchte
Integral, wie die folgende Simpson-Regel (nach Th. Simpson (1710-1761)) zeigt:
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Satz 3.9.2 (Simpson-Regel) Die Funktion f:[a,b] — V sei viermal differenzierbar,
und es sei n € N*, Dann gilt

(b—ay
2880

b
| [ r@ai=sutrian)] <15l

Beweis Wie bei der Trapezregel konnen wir uns auf den Fall n = 1 beschridnken. Nach
Konstruktion von S5, ist die abzuschitzende Differenz gleich 0, wenn f ein Polynom
vom Grad < 2 ist. Wir zeigen zunichst, dass dies auch noch richtig ist, wenn f den
Grad 3 hat. Offenbar geniigt es, dies fiir ein einziges Polynom vom Grad 3, etwa fiir
fo(t) := c(t — (a + b)/2), ¢ € V, zu zeigen. Es ist aber fah Jfo(t)dt = 0 und auch
S>2(fo;a,b) = 0. Daher gilt S, = fah P(t)dt, wobei P(t) das Polynom vom Grad < 3
ist, dessen Werte in den Punkten a, %(a + b) und b mit denen von f iibereinstimmt, und
fiir das dariiber hinaus P'((a 4+ b)/2) = f’((a + b)/2) ist. Nach Satz 2.8.3 ist nun

Lf @

£ = PO =+

(t - a)(t . %(a + b))z(b —1).
Es folgt
b b
H/nfﬁ)dt—-sﬁ‘=)L[(j(ﬂ-—P(ﬂ)d4

b
@) | @) (b—a) @
”f4! ” /(t_a)(’_i(a”))z(b_t)dt - ”f4! = 123) - ”2];380” (b-ay. O

=

Die Approximation von fub f(t)dt durch S,, namlich

b
b —
[ 10~ L @ 41 (G + ) + £0)

liegt auch der Keplersche Fassregel zu Grunde, vgl. das Ende von Beispiel 3.3.2.
Generell konnte man f: f(t)dt auch berechnen, indem man f durch Polynome vom
Grad < p stiickweise interpoliert. Fiir die sich daraus ergebenden Regeln von Newton-
Cotes verweisen wir auf Aufg. 3.9.5¢). Im Allgemeinen ist es aber giinstiger, zur Erho-
hung der Genauigkeit bei der numerischen Bestimmung von Integralen die Trapez- oder
Simpson-Regel mit einer groferen Anzahl von Teilpunkten zu benutzen. Bei der Verdop-
pelung der Anzahl der Teilintervalle ergibt sich fiir die Ndherungswerte 7;, und 75, der



344 3 Integration

Trapezregel die Beziehung

Ty = lTn+hZf(a+(2k—l)h), h:= b
k=1

—a
2 2n

Fiir den Wert 75, brauchen also nur die Funktionswerte an den neuen Stiitzstellen berech-
net zu werden. Durch Iteration gewinnt man die Werte

TZ’"VI’ m = 0,
deren Konvergenz gegen das Integral f: f(t)dt mit Hilfe des sogenannten Romberg-
Verfahrens noch wesentlich beschleunigt werden kann. Grundlage dafiir ist die folgende

Aussage, die sich sofort aus der Eulerschen Summenformel 3.7.8 ergibt.

Satz 3.9.3 Die Funktion f:[a,b] — V sei 2r + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

—a)* By

b
—~ (b 1
Tfiab) = [ fodie Y E DB () - @)
a k=1

b
(b_a)2r+l @2r+1) t—a t—a
m/f (I)Bzrﬂ(b—an_[b—an]) dt.

a

Ist f sogar 2r + 2)-mal stetig differenzierbar, so kann man das Fehlerglied auch in der
folgenden Form schreiben:

) b
s [ 100 (B B (= = [

Beweis Mitg:t — L(b—a)f(a + 1(b—a)r) gilt

b—a
n

T,(fa,b) =

<—§f(a) - Ef(b) + j;of(a + %(b —a)))
1 1 d A ay:
= —58(0) — Sgln + ;0 g(/) = [ gydi+ ; i€ =g o)

0
n

[P @Ban - 1) ar.

0

|
T arr
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Bei der letzten Gleichheit wurde die Eulersche Summenformel benutzt. Wendet man nun
die Substitution 7 = a + t(b — a)/n an, so erhilt man die Behauptung. Der Zusatz folgt
aus dem Zusatz in Satz 3.7.8. O

Sind die hoheren Ableitungen von f in den Endpunkten a und b des Intervalls leicht
zuginglich, so kann man Satz 3.9.3 zur ndherungsweisen Berechnung von fa b f(t)dt di-
rekt benutzen, wobei das Integralrestglied nicht beriicksichtigt wird. Ohne Kenntnis der
hoheren Ableitung von f geht man folgendermaBen vor: Wir setzen 7,9 := T,,. Nach
18.C.3 hat dann 7, o bei (2r + 2)-maliger Differenzierbarkeit von f die Gestalt

b
Cy, 0 1
Too= [ fldr " 0(35)
a
wobei ¢y, ...,cro € V von n unabhidngige Konstanten sind. Es ergibt sich

1
Tz,,o_/f(z)dz+—+ +4, > +O<W)'

Aus den resultierenden Gleichungen fiir fah f(t) dt eliminieren wir ¢ o und erhalten

2+ ()

mit neuen Konstanten ¢ 1,...,¢,1 € V. Nun eliminiert man mit Hilfe von 73, ; die
Konstante ¢, ; und geht iiber zu 7, , := (42 Ton1 — Ty1). In dieser Weise fihrt man
fort und erhilt fiir k < r

T, := —(4T2n0— T,0) =

421

Chk+1k Crk 1
T —[f(z)dr + R et B 0 )
mit Konstanten cx4g,...,c-x € V. Dabei lassen sich die 7, ; rekursiv bestimmen aus
Tyny o = Trm, und der Rekursionsgleichung

[ Tymsin k-1 = Tomn g
1@ Tvingemt = Tornset) = Tomvig gy + T

TZ’"n,k =

’

k = .,r,m € N, n € N*. Die Folge Tom,r, m € N, konvergiert dann gegen
f f(@®) d t. Da der Fehler der Norm nach < Cj/(2""n)*%*2 mit einer Konstanten Cy ist,
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Tn,O
Dono Tha
Tyno Ton Ty
T2m+k—]n,0 T2m+l<—2n’l T2m+k—3n’2 TZmn,k—l

T2m+kn,0 T2m+k—]n’1 T2m+k—2n’2 TZ"H'In,k—l TZml’l,k
Abb. 3.26 Romberg-Schema

wird die Konvergenz umso besser, je grofer k ist. Zur Berechnung der Tom, ; verwen-
det man zweckmaiBigerweise das in Abb. 3.26 dargestellte sogenannte Romberg-Schema
(nach W. Romberg (1909-2003)). Um 75,m, s zu bestimmen, benotigt man die Funktions-
werte von f an 2"+ p + 1 Stellen. Im Allgemeinen beginnt man mit 7 = 1 und wihlt k
nicht groRer als etwa 5 oder 6, da sonst Rundungsfehler zu stark ins Gewicht fallen. Ubri-
gens ist 7;, | — wie bereits oben bemerkt — gleich dem Wert S,,,, der bei der Simpson-Regel
mit den gleichen Teilpunkten entsteht, vgl. Aufg. 3.9.2.

Fiir Polynome f € V[T] vom Grad < 2k + 1 ist die Gleichung 7,,x = fab f(t)dt
exakt giiltig, was man unmittelbar der zweiten Darstellung des Integralrestgliedes in Satz
3.9.3 mit » = k entnimmt. Daraus ergibt sich auch eine Methode zur Fehlerabschitzung
fiir das Romberg-Verfahren, die auf dem folgenden Lemma von Peano beruht.

Lemma 3.9.4 Sei V hier ein K-Banach-Raum. Fiir Polynome f € V[T] vom Grade
< s gelte fab f@)de = Z;"zo a;j f(x;) mit festen Koeffizienten a; € K und Stiitzstellen
x; € [a,b], j = 0,...,m. Dann gilt fiir beliebige (s + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktionen f:|a,b] — V die Darstellung

b m b
ff(t)dt =Y a; f(x) + / FEV@K(r) dt
a

Jj=0 J
mit K(t) := (b — 1) /(s + D! = 5 327" g a; ((x; = 1)+4)". Es gibt ein ¢ € [a,b] mit
b
- Ll £6+D
a Jj=

wo L := (s + 1)! fuh |K(t)|dt ist. Ist K = R und ist K(t) in [a, b] iiberall nichtnegativ
oder iiberall nichtpositiv, so ist der Fehler fiir f(t) = vt**!, v € V, der Norm nach gleich

b b m
oz = G+ il | [ K@yar| = o] [ ¢ ae = Yap|
a a J=0
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Beweis Wir erinnern daran, dass (x; — t) der positive Teil der Funktion ¢ — (x; — 1)
ist. Bezeichnet P das Taylor-Polynom von f um a vom Grad < s, so gilt nach Satz 3.7.2

b

1 s
10 = P+ [ £ - 0.) d,

also nach Voraussetzung und Satz 3.2.19

b b

b b
[reav=[reas+ 5 [ ([ 100 -n.ya)a

a a

b

m b
=§ajP(xj)+ %/ (f(S+1)(z)a/((x—t)+)s a’x) dt.

a
Es ergibt sich

b

/ f(S'H)(Z)(b _t)s+l dt.

a

b m m
g j=0 j=0 ’
Ersetzt man darin noch P (x;)— f(x;) durch —(1/s!) fab SEED@)((x;—1)4)*dt, so ergibt
sich die Behauptung. Die Ergénzung folgt aus der zusitzlichen Voraussetzung tiber K. [J

Die stetige Funktion K(¢) in Lemma 3.9.4 ist nach Lemma 3.2.13 eindeutig bestimmt.
Wir wenden nun Lemma 3.9.4 auf die Ndherungswerte 7}, ; im Romberg-Schema an und
zeigen zunidchst, dass die Funktion K(t) dabei stets < 0 ist. Ohne Einschrinkung sei
[a,b] = [0, 1]. Dann beweisen wir durch Induktion iiber k, dass fiir (2k + 2)-mal stetig
differenzierbares f: [0, 1] — V die Darstellung

1

1
Thi = [ f(o)dt + nziﬂ [ FEFD )by (nt) dt
0

0

gilt, wobei b;: R — R eine von f unabhingige Funktion mit folgenden Eigenschaften
ist:23

(1) by ist (2k)-mal stetig differenzierbar.

(2) by, ist periodisch mit der Periode 1, d. h. es gilt b; (t + 1) = b (¢) fiir alle € R.
(3) by ist eine gerade Funktion mit by (0) = 0.

(4) by istin [0, %] streng monoton wachsend und in [%, 1] streng monoton fallend.

23 Vgl. dazu F.L. Bauer, H. Rutishauser, E. Stiefel: New aspects in numerical quadrature, Proc. of
Symp. in Appl. Math. 15, 199-218 (1963).
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Abb. 3.27 Konstanten L fiir k Ly

die Fehlerabschitzung beim

Romberg-Verfahren 0 1/12 (Trapezregel)
1 1/2880 (Simpsonregel)
2 1/1935360 ~ 5171077
3 1/4954521600 ~ 2,02:10710
4 5/(69206016-10!) ~ 21074
51 691/(2931315179520°12!) ~ 5-10°%°
6 ~ 3,1-107*

Wegen K(t) = —by(nt)/n?**2 ist die Aussage iiber K(t) damit bewiesen.

Fiir k = 0ist by(¢) die periodische Funktion mit der Periode 1, die auf dem Intervall [0, 1]
mit (B, — B,(t))/2 = (¢t — t?)/2 iibereinstimmt, wie sich aus Satz 3.9.3 fiir r = 0 ergibt.
Beim Schluss von k auf k + 1 erhilt man aus

Tn.kJrl =

k _ (2k+2) _
4 “TM Thi /f(t)dt+/f (1) (be (2nt) — by (nt)) ”

4k+1 2k+2(4k+1 1)

nach zweimaliger partieller Integration fiir b die Darstellung

t

b (t) = 4k+11—_1[<%c(21)—c(1))dt mit  ¢(7) :=/bk(x)dx.
0

0

Man beachte nun, dass %0(21') — ¢(7) eine ungerade Funktion mit Periode 1 ist und daher
tiber [0, 1] integriert den Wert O liefert. Daraus folgt die Behauptung. |

Mit dem Peano-Lemma 3.9.4 und Aufg. 3.9.3 ergibt sich jetzt:
Satz 3.9.5 (Romberg-Verfahren) Seien k,n € N, n > 0. Die Funktion f:[a,b] —

V sei (2k + 2)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir den Niherungswert T, =
T, x(f;a,Db) beim Romberg-Verfahren fiir das Integral fab f(t)dt die Abschiitzung

2k+3
_ (2k+2) (b—a) . L | Bok 42|
| [ rarar—ta| <07 unC gL it Loi= g

Fiir kleine k haben die Konstanten L die in Abb. 3.27 wiedergegebenen Werte.

Beispiel 3.9.6 Wir illustrieren die Konvergenz der beschriebenen Integrationsverfahren
an zwei einfachen Beispielen.
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3,00000000
3,10000000
3,13117647
3,13898850
3,14094161
3,14142989
3,14155196

3,13333334
3,14156863
3,14159250
3,14159265
3,14159266
3,14159265

3,14211765
3,14159409
3,14159266
3,14159266
3,14159265

3,14158578
3,14159264
3,14159266
3,14159265

3,14159267

3,14159266 3,14159266
3,14159265 3,14159265

Abb. 3.28 Romberg-Schema zur Berechnung von fol ddt/(1+1))=nm

ey

2

Das Romberg-Schema fiir fol 4dt/(1 +t*) = 7 = 3,141592653589793 ... hat,
wenn man mit einem Teilintervall startet (also n = 1 setzt), die Werte aus Abb. 3.28.
Dabei liefert die Trapezregel mit 2" Teilintervallen die Werte To», 0 < m < 6, in der
ersten und die Simpson-Regel die Werte Sz(zm—l), 1 <m < 6, in der zweiten Spalte.

Entsprechend hat beim Startwert n 1 das Romberg-Schema fiir flz(l/ t)dt
In2 = 0,693147180559945 ... die Werte aus Abb. 3.29. Da die Ableitungen des
Integranden sich hier leicht berechnen lassen, kann man auch die Eulersche Summen-
formel 3.7.8 direkt unter Vernachlidssigung des Integralrestgliedes verwenden. Die
j-te Zeile des Schemas in Abb. 3.30 enthilt dabei die Niherungswerte mit n = 2/,

j=0,...,6,undr =0,...,5.

0,750000000
0,708333333

0,694444445

0,697023810 0,693253968 0,693174603
0,693154531 0,693147901 0,693147478
0,693147653 0,693147194 0,693147183 0,693147182
0,693147211 0,693147181 0,693147181 0,693147181
0,693147182 0,693147181 0,693147181 0,693147181

0,694121850
0,693391202
0,693208209
0,693162439

Abb.3.29 Romberg-Schema zur Berechnung von | 12 dt/t =1In2

0,750000000
0,708333333
0,697023810
0,694121850
0,693391202
0,693208209
0,693162439

0,687500000
0,692708333
0,693117560
0,693145288
0,693147062
0,693147173
0,693147180

0,695312500
0,693196615
0,693148077
0,693147195
0,693147181
0,693147181
0,693147181

0,691406250
0,693135580
0,693147124
0,693147180
0,693147181
0,693147181
0,693147181

0,695556640
0,693151792
0,693147187
0,693147181
0,693147181
0,693147181
0,693147181

0,693147181
0,693147181

0,687988281
0,693144401
0,693147180
0,693147181
0,693147181
0,693147181
0,693147181

Abb.3.30 Niherunswerte zur Berechnung von || 12 dt/t = In2 mit der Eulerschen Summenformel
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Die Eulersche Summenformel und das daraus abgeleitete Romberg- Verfahren sind beson-
ders effektiv, wenn die Ableitungen des Integranden monoton sind, vgl. auch Aufg. 3.7.4.
Bei stark schwankenden Ableitungen wihle man die Anzahl der Spalten im Romberg-
Schema nicht zu groR. &

Aufgaben

Aufgabe 3.9.1 Man berechne numerisch die folgenden Integrale:

km

2
t
E11—E12_[e*’z dt; Slk?‘[—/&dl 1<k <35
1

k k
1 ) 11
&)= —— | e ?dt == + —/e"/zdt 1<k<5 (vgl Satz3.4.11
*) Zﬂ[ 3+ o= (ve )
—00 0
Fo 1
f(m‘m)d’ k=1,2 (vel Beispiel 3.5.8).
0

(Fiir die Integrale Siks berechne man (sin?)/t bei kleinen ¢ mit der Potenzreihenent-
wicklung 1 —¢2/6 + --- oder benutze gleich die Potenzreihenentwicklung von Si x.)

Aufgabe 3.9.2 Man zeige, dass der Wert Sy, = S2,(f;a,b) gemiB der Simpsonregel
und der Wert 7,1 = T,,.1(f;a, b) im Romberg-Schema iibereinstimmen.

Aufgabe 3.9.3 Fiir f(¢) := t?**2 gilt

(b _ a)2k+3
Tn.k(f;a, b) — / f(l) dt = |B2k+2|2k(k+l)n2k+2'

Aufgabe 3.9.4 In der vorliegenden Aufgabe sei V' ein K-Banach-Raum.

a) Das Romberg-Verfahren ist ein Konvergenzbeschleunigungsverfahren, angewandt
auf die Folge (a,) im R-Banach-Raum V mit a, := T, = Tas, . Dabei gilt fiir (a,)
das asymptotische Verhalten

1
a+4—p+ +4m +o(4m)

mit einem r € N und Konstanten a,cy,...,c, € V. Esistdann a = lim,_ a,.
Sei nun (a,) eine beliebige Folge in V' mit einem solchen asymptotischen Verhalten.
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b)

)

Definiert man dann (analog zu den T5», ) die Elemente a, ; rekursiv durch

1
—_1(4kap+l,k71 —api—1), 1 <k <,

apo =dp, dpk = 4k

so konvergiert fiir k = 0, ..., r jede der Folgen (a,x)yen gegen a mit dem asympto-
tischen Verhalten

c c 1
Qpp = a+ Ty ”"+o( ).

4P(k+l) 4pr 4pr
konvergiert also mit wachsendem k immer besser gegen a.
Als einfache Beispiele zu a) betrachte man die Folgen
7 sin(27/2P*1) 3
= —— = — — N
? 27 /20! 647
F tan(z /2P *1) N 3 N
=g — =7 e
? 7 /2r+! 12-4r

p € N*, der Flicheninhalte der ein- bzw. umbeschriebenen regelmiBigen 27+!-Ecke
des Einheitskreises in [ 14], Beispiel 3.3.9. Dann liefert f1, = 3,1415923...die Kreis-
zahl 7w mit 6 korrekten Ziffern hinter dem Komma. Das Romberg-Verfahren gibt mit
den Werten fg, ..., fi» die Ndherung

fsa = 3,141592653589793 2384626433 83279497 .. .,

die bereits 30 korrekte Ziffern hinter dem Komma besitzt (und gerundet sogar 32
Stellen: 3,14 ...7950). (Diese Genauigkeit wird ohne Konvergenzbeschleunigung erst
wieder mit fss erreicht. Ahnliche Konvergenzbeschleunigungen zur Berechnung von
 wurden bereits 1654 von Christian Huygens ersonnen.) Man betrachte auch die Fol-
ge der gewichteten Mittel (f, + 2F,)/3 = w + n°/120-4*7 4+ ..., p € N*.

(fi2 + 2F12)/3 = 3,14159265358980.. ..

liefert bereits 7 mit 12 korrekten Ziffern hinter dem Komma, gerundet sogar 13 Stel-
len.

In dhnlicher Weise wende man das Romberg-Verfahren auf die komplexe Folge
inh((1 27
dp=lna-—sm ((na)/ ), €N,
(Ina)/2r

aus Aufg. 2.2.9 zur Approximation vonIna,a € C —R_, an.
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d) Analog zum Romberg-Verfahren gewinne man aus einer Folge (a,) in V' des Typs
ap=a+cqi +--+cqf +o(gf). 1>lql>->lg|>0,

mit Konstanten a,cy,...,¢, € V, q1,...,q, € K, rekursiv fiir k = 0,...,r die
Folgen

apo = dp, dpk = (ap+l,k—1 - ap.k—lqk)/(l —qr), 1 <k =,

Apr =a+ Chyridpy, + -+ kgl + o(q?).

Man behandele auf diese Weise die Folge a, := (f, +2F,)/3, p € N*, aus b).

e) Sind in der Situation von d) neben den ¢y, ..., ¢, auch die Konstanten ¢, . . ., g, unbe-
kannt, so versucht man diese mit Hilfe weiterer Folgenglieder ebenfalls zu eliminieren.
Im einfachsten Fall » = 1 und ¢; # 0 ist

Gy —ap (gl + o(q]))(c1g!> + o(q])) = (c1g{*" + o(q}))”

ap + apir — 20541 ciq) (1 —q1)* + o(q7)

_ cqu-o(qf) _ P
=t oy - o)

(Konvergenzbeschleunigung nach Aitken (nach A. Aitken (1895-1967))).

Aufgabe 3.9.5 g = 1,g1,...,g, seien p + 1 stetige K-wertige Funktionen auf dem
Intervall [a, b]. Ferner seien fo, ...,?, € [a, b] verschiedene Punkte mit folgender Eigen-
schaft: Zu beliebigen ao., ..., a, € K gibt es eindeutig bestimmte Konstanten cy, . . ., cp €
K derart, dass die Funktion g = cogo + - - - + ¢, g, an den Stellen ¢, die vorgeschriebenen
Werte a, hat,v = 0,..., p. Sind fy,..., f, die sogenannten Fundamentallésungen die-
ses Interpolationsproblems mit f,,(¢,) = 8., 4, v =0,...,p,s0ist g = apfo+ -+
a, f, und insbesondere 1 = fy+---+ f,. Ist zum Beispiel g, = t*, 4 = 0,..., p,soist

£ = (t—10) -t =t 1)t —tyq1) - (t —1p)
: (tp,_IO)"'(IV,_tpﬁl)(tp,_Z;L+l)"'(tp,_tp)‘

Sei nun f:[a,b] — K eine beliebige stetige Funktion. Dann ldsst sich fab f(t)dt appro-

ximieren durch das Integral fab g(t)dt, wobei g = cogo + -+ + ¢, g, die interpolierende
Funktion ist, die an den Stellen #, . . ., t, die Werte f(f),..., f(t,) hat, also

b b »
/ F()dt ~ / (Ft0) o) + -+ £ @) dr = (b —a) Y we f(a0).

a k=0
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Man nennt die Koeffizienten

b
1
w :=—/fk(z)dr, k=0.....p.
b—a

die Gewichte der Quadraturformel. Eine stetige Funktion f: [, ] — K auf dem belie-
bigen Intervall [, ] € R, o < B, betrachtet man an den Stiitzstellen

gi=a+ (ty—a)fp—a)/(b—a), k=0,...,p.

Nach einer linearen Transformation erhilt man die Quadraturformel

p 14
[ r@de~@-wY wsw.

k=0

a) Es gibt eine Konstante C > 0 mit

B V4
[ r0de=¢-0 Y ws@) = 6 - (sl )
o k=0

fiir jede stetige Funktion f:[o, B] — K, wobei S(f’; [, B]) die Schwankung von f
auf [«, B] ist, vgl. [14], Beispiel 3.8.17. (Man beachte go = 1.)

b) Zur genaueren Berechnung von ff f(r)dz, wobei f:[a, B] — K wieder eine stetige
Funktion ist, teilt man das gegebene Intervall [«, B] in n gleich grofe Teilintervalle
und wendet die obige Quadraturformel auf jedes dieser Teilintervalle an. Man zeige,
dass die so gewonnenen Niherungswerte von [ f f(r)dr fir n — oo gegen dieses
Integral konvergieren. (Es gentigt, eine Folge von Unterteilungen des Intervalls [o, 8]
zu wihlen, fiir die die zugehorige Folge der maximalen Teilintervalllaingen gegen O
konvergiert.)

c) Man bestitige die Tabelle in Abb. 3.31 fiir die Gewichte wy, , = Wy ,/N, zu den Poly-
nomfunktionen 1,1, ...,¢” auf dem Intervall [0, p] mit den dquidistanten Stiitzstellen
0,1,..., p. (Fiir p = 8 ergeben sich auch negative Gewichte.”* — Man nennt die zu-
gehorigen Quadraturformeln die Formeln von Newton-Cotes. p = 1 bzw. p = 2
ergeben die Trapez- bzw. Simpson-Regel, bei p = 3 spricht man auch von der 3/8-
Regel. Die Darstellung

P k B—a

e (t—a)
Z( )(Akf)(O) mit ¢ =~ 2P

24 Dies bedeutet, dass die Niherungswerte fiir das Integral fab f(t) dt dann in der Regel keine Rie-
mannschen Summen von f sind.
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Np Wop | Wip| Wap | Wap | Wap| Wsp | Wep | Wip
2 1 1
1 4
8 1 3 3 1

90 7 32 12 32 7
288 19 75 50 50 75 19
840 41 | 216 | 27 | 272 | 27 | 216 | 41

17280 | 751 | 3577 | 1323 | 2989 | 2989 | 1323 | 3577 | 751

N O R W =g

Abb. 3.31 Tabelle der Gewichte W ,/N, bei den Formeln von Newton-Cotes

fiir das interpolierende Polynom zur Funktion f nach Beispiel 2.9.5 gibt den Quadra-
turformeln von Newton-Cotes die Gestalt

)4
f@ydT =~ (B—a) ) v(Ak 1))

k=0
1 r t 1 & "
Z _ P
e = — —1 k—n k, I
vk )4 [ (k) di k! 0( s n)n +1
0 n=

wobei (A¥ £)(0), k = 0,..., p, die hoheren Differenzen sind und die s(k,n) die
Stirlingschen Zahlen 1. Art, vgl. das Ende von Beispiel 1.2.21 (2).) — Sei p gerade und
f = f(r) das Polynom (pil) vom Grade p + 1, das an den Stiitzstellen o, ..., T,
verschwindet und bzgl. des Mittelpunkts (o + )/2 des Intervalls [«, 8] ungerade ist.
Dann verschwinden sowohl das Integral ff f(t) dt als auch seine Nédherung

Q\u

)4
(B—0) Y we f ()

k=0

Folglich ist die Quadraturformel von Newton-Cotes exakt fiir alle Polynome vom Gra-
de < p + 1 (und nicht nur fiir alle Polynome vom Grad < p). Bei ungeradem p ist das
nicht so, vgl. Aufg. 3.2.6d). Daher empfiehlt es sich, die Formeln von Newton-Cotes
fiir gerade p, d.h. eine ungerade Anzahl von Stiitzstellen zu verwenden. Zu weite-
ren Varianten dieser Formeln und zu Fehlerabschidtzungen (mit Hilfe von Satz 2.8.5
bei ungeradem p und Satz 3.2.6 bei geradem p) verweisen wir auf die Literatur. Die
sogenannten Gauf3schen Quadraturformeln behandeln wir in Bd. 6.)
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Fiihrer (eines numerischen Monoids), 53
Fundamentallemma der Variationsrechnung,
248
Fundamentalsatz der Algebra, 66, 254
Funktion
analytische, 58, 64
differenzierbare, 86
elementarsymmetrische, 112
elliptische, 313
ganze (analytische), 58
gerade, 66
holomorphe, 58, 64
komplex-analytische, 58
komplex-differenzierbare, 87
konvexe, konkave, 163
linear approximierbare, 87
Lipschitz-stetige, 134
meromorphe, 64, 65
platte, 119
reell-analytische, 58
Riemann-integrierbare, 271
stetig, nirgends differenzierbare, 93
streng konvexe, streng konkave, 164
stiickweise lineare, 17
stiickweise stetig differenzierbare, 239
stiickweise stetige, 239
trigonometrische, 71, 103
ungerade, 66
Funktionalgleichung der {—Fkt., 335



Sachverzeichnis

361

Funktionalgleichung des Logarithm., 105
Funktionentheorie, 85

G

Gammafunktion, 286

ganze (analytische) Fkt., 58

GauBsche Polynome, 125

Gaufische Produktdarst. von I'(x), 288
GauBsches Wahrscheinlichkeitsint., 234
Gebiet, 60

geometrische Folge (der Ordn. m), 56
geometrische Reihe, 115

gerade Funktion, 66

geschlossener Weg, 153
Geschwindigkeit, 86

gestutzte Exponentialreihe, 51
Gewichte einer Quadraturformel, 353
gleichmifig summierbar, 6
gleichmifige Konvergenz, 2
Grundperiode, 73

Guldinsche Regel, 272

H

harmonische Zahlen, 47

Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung, 264

Hauptteil (einer Laurent-Reihe), 24

Hauptzweig der Exponentialfunktion, 107

Hauptzweig der Wurzelfunktionen, 110

Hermite-Interpolation, 224

hexagonales Gitter, 187

hohere Ableitung, 96

hohere Differenzen, 227

hohere Differenzierbarkeit, 96, 137

holomorphe Funktion, 58, 64

Homotopieabbildung, 254

Homotopieinvarianz (Windungsz.), 254

Horner-Schema, 228

Hyperbelfunktionen, 104

hyperelliptisches Integral, 270

hypergeometrische Differenzialgl., 114

hypergeometrische Reihe, 114

I

Identititssatz fiir analytische Fkt., 59
Identititssatz fiir Dirichlet-Reihen, 192
Identitétssatz fiir Potenzreihen, 28

im Wesentlichen gleiche Familien, 112

Integral
bestimmtes, 237
elliptisches, 302
unbestimmtes, 231
uneigentliches, 276
Integralexponentialfunktion, 292
Integralexponentielle, 292
Integrallogarithmus, 292
Integralsinus, 234
Integration, partielle, 240
Integrationskonstante, 232
Interpolationsknoten, 214
interpolierendes Polynom, 214
isoliertes Extremum, 129, 138

J
Jensensche Ungleichung, 164

K
Kardinalsinusfunktion, 8
Keplersche Fassregel, 266, 343
Kettenregel, 22, 92
kompakt summierbar, 6
kompakte Konvergenz, 2
komplex-analytische Funktion, 58
komplex-differenzierbare Funktion, 87
konfluente hypergeometr. Reihe, 116
konkave Funktion, 163
konvergente Potenzreihe, 44
Konvergenz

gleichmifige, 2

kompakte, 2

punktweise, 2

von Potenzreihen, 25
Konvergenzabszisse (Dirichlet-R.), 190
Konvergenzbeschleunigung, 352
Konvergenzbeschleunigungsverf., 350
Konvergenzradius, 44
Konvergenzradius, -kreis, -intervall, 25
konvexe Funktion, 163
konvexe Hiille, 162
konvexe (Linear-)Kombination, 162
konvexe Menge, 162
Koordinatenfunktion, 87
Kosecans, 80
Kosinus, 71
Kosinus der Amplitude, 315
Kosinus hyperbolicus, 77
Kotangens, 78
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Kotangens hyperbolicus, 78
Kreisfunktionen, 71
Kreiszahl 7, 73, 154
Kriterium von Dubois-Reymond
fiir gleichmifBige Konvergenz, 19
fiir Integrale, 281
kritische Gerade der {-Funktion, 335
kritischer Streifen der ¢-Funktion, 335
Krull- Metrik, 20
Kummersche Differenzialgleichung, 116
Kummersche Reihe, 116
Kurvendiskussion, 167

L
Lagrangesche Interpolationsformel, 214
Lagrangesches Restglied, 216, 326
Landau-Symbole, 8
Landensche Transformation, 308
Laplace-Transformierte, 301
Laurent-Polynom, 24
Laurent-Reihe, 23
Legendresche Relation, 306
Legendresche Verdoppelungsformel, 288
Leibniz-Regel, 97
Leibniz-Reihe, 324
Lemma von

Gronwall, 143, 258

Peano, 346
Lemniskate, 319
linear approximierbare Funktion, 87
lineare Approximation, 88
lineare Interpolation, 226
linksseitige Ableitung, 171
Lipschitz-stetig, 134
logarithmisch konvex, 170
logarithmische Ableitung, 22, 99, 111
logarithmische Spiralen, 152
Logarithmus (einer Funktion), 150, 152
Logarithmus(funktion), 104, 110
Logarithmusreihe, 49, 105
lokal gleichméBige Summierbarkeit, 6
lokales Extremum, 129
lokales Maximum, Minimum, 129
L-Reihen, 200
Liicke (eines numerischen Monoids), 53

M
Maximumprinzip, 60
meromorphe Funktion, 64, 65

Mertenssche Vermutung, 194
Minimumprinzip, 61
Mittelwertsatz, 130, 132, 135, 238, 240
verallgemeinerter, 230
zweiter der Integalrechnung, 261
Mobius-Funktion, 193
Mobiussche Umkehrformel, 193
Modul (eines Normalintegrals), 302
Monoid, symmetrisches, 54
monoton fallend, wachsend, 144
Monotonie des Integrals, 238
multiplikative zahlenth. Funktion, 195

N

natiirliche Dichte (von N C N), 203
natiirlicher Logarithmus, 104
Nebenteil (einer Laurent-Reihe), 24
negativer Teil (einer Funktion), 265
Newton-Interpolation, 216
Newtonsche Formeln, 48, 113
Newton-Verfahren, 173

t-Norm, 29

normal konv. uneigentl. Integral, 277
normal konvergent, 24

normal summierbar, 6

normierte K-Algebra, 5
Nullstellenordnung, 58, 212

(0]

Oberintegral, 271

Obersumme, 271

Ordnung (einer Laurent-Reihe), 24
Ordnung (einer Nullstelle), 212
Ordnung (einer Potenzreihe), 21
Orthogonalitétsrelationen, 211

P

Parameter (eines Normalintegrals), 302
Parameterintegral, 250
Partialbruchzerlegung, 102
partielle Ableitung, 250
partielle Integration, 240
Pentagonalzahlensatz, 55
Periode, Periodengruppe, 73
periodische Abbildung, 73
platte Funktion, 119
Pochhammer-Symbol, 114

Pol (einer Laurent-Reihe), 29
Polarkoordinatendarstellung, 75
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Polstellenordnung, 24

Polytop, konvexes, 163

positiver Teil (einer Funktion), 265
Potenzfunktion, 107

Potenzregel, 91

Potenzsummen, 112

Produkt (von Dirichlet-Reihen), 191
Produktdarstellungen von sin und cos, 8
Produktregel, 90

Produktregel (fiir Derivationen), 22
punktweise Konvergenz, 2
pythagoreisches Komma, 77

Q

quadratische Interpolation, 226
Quadraturformeln (Newton-Cotes), 353
Quotientenregel, 90

R
Radikal (einer natiirlichen Zahl), 210
Rechenregeln fiir diff.bare Fkt., 89
Rechteckgitter, 187
Rechteckregel, 341
rechtsseitige Ableitung, 171
reell-analytische Funktion, 58
Regel von de I’Hopital, 136, 140, 143
Regula falsi, 180

unconditionierte, 180
regulire C'-Kurve, 270
reguldrer Weg, 255
Reihe, 4
Residuum (einer merom. Fkt.), 64, 65
reziprokes Polynom, 36
Riemann-Integral, 271
Riemann-integrierbar, 271
Riemannsche Summe, 134
Riemannsche Vermutung, 332, 335
Riemannsche Zeta-Funktion, 332
Romberg-Schema, 346
Romberg-Verfahren, 348

S
Satz von
Bernstein, 218
Borel, 216, 247
Darboux, 139
der Oftenheit kompl.-analyt. Fkt., 61
Dini, 17
Dirichlet, 202

Euler, 8, 196
Gelfond-Schneider, 120
Jensen, 172
Liouville, 66
Rolle, 130
Rolle, verallgemeinerter, 213
Stone-Weierstral3, 12, 14
Sylvester, 54
Schlomilchsches Restglied, 326
Schnelle Berechnung von =, 311
Schnelligkeit, 86
Schrittweite (bei Hermite-Interpol.), 226
schwaches Gesetz der grofien Zahlen, 9
Secans, 80, 81
selbstkorrigierend, 176
o-kompakt, 3
Simplex, 163
Simpson-Regel, 343
Sinus, 71
Sinus der Amplitude, 314
Sinus hyperbolicus, 77
Spiralen, 152
Spline-Funktion, lineare, 17
Stammfunktion, 134, 231
Standardgitter, 185
Standardsimplex, 163
stationdrer Punkt, 88
stetig differenzierbar, 97
Stetigkeit des Integrals, 250, 278
Stirlingsche Formeln, 329
Stirlingsche Zahlen 1. Art, 40
Stirlingsche Zahlen 2. Art, 39
Strecke, 162
streng konkav, streng konvex, 164
streng monoton, 144
stiickweise lineare Funktion, 17
stiickweise stetig, 239
stiickweise stetig differenzierbar, 239
Stiitzgerade, 171
Stiitzhyperebene, 132
Stiitzstellen, 214
aquidistante, 226
Subgraph, 163
Summatorreihe, 192
Summenfolge, 41
Summenregel, 89
Summierbarkeitsabszisse, 15, 190
Supremumsnorm, 4
symmetrisches Monoid, 54
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T A\
Tangens, 78 Vandermondesche Identitit, 110

Tangens hyperbolicus, 78
Tangente, 88
Taylor-Formel, 22, 215

fiir analytische Funktionen, 98
Taylor-Reihe, 216
Testfunktion, 249
Topologie der gleichméfBigen Konv., 2
Topologie der punktweisen Konv., 2
Trapezregel, 341
trigonometrische Funktionen, 71, 103
trigonometrische Polynome, 76
triviale Nullstellen (der ¢-Funktion), 335
trivialer Charakter, 198
Tschebyschew-Knoten, 217
Tschebyschew-Norm, 4
Tschebyschew-Polynom 1. Art, 38, 115
Tschebyschew-Polynom 2. Art, 7, 38

U

umgekehrt alternierende Permut., 128
Umkehrsatz fiir analytische Fkt., 62
Umlaufszahl, 153

unbestimmtes Integral, 231
uneigentliches Integral, 276
unendlich oft differenzierbar, 97
ungerade Funktion, 66

Ungleichung vom arith. und geom. Mittel, 166
Unterintegral, 271

Untersumme, 271

unvollstandige I"-Funktionen, 291

verallgemeinerter Mittelwertsatz, 238
vereinfachtes Newton-Verfahren, 180
Verfahren des Goldenen Schnitts, 168
Vielfachheit (einer Nullstelle), 212
Vietascher Wurzelsatz, 112

von Mangoldtsche Funktion, 196
Vorzeichenwechsel, 223

w

Wallissches Produkt, 9, 242

Weg, ebener, 150

Weg, regulirer, 255

Weierstrallsche
g-Funktion, 185, 187, 207
Produktdarstellung von I"(x), 288

Weierstra3scher
Approximationssatz, 9, 18, 205
M -Test, 6
Multiplizierbarkeitstest, 19

Wendepunkt, Wendetangente, 166

Weyl-Algebra, 50

Windungszahl, 153, 255

Z
zahlentheoretische Funktion, 188
(streng) multiplikative, 195
¢-Funktion, 188, 332
einer Gruppe, Algebra, 208
Weierstra3sche, 207
Zick-Zack-Permutationen, 128
zweiter Mittelwertsatz, 135
der Integralrechnung, 261
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