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1 Die reellen Zahlen R e z,y€R
Definitionen = J2[ >0, x <z, [2| =04 2=0
ezcRneNN, = Jz -yl = fal- [yl 2 +y| <]+ 1yl

o n el e NN ist nach oben unbeschriinkt.
-z’ =1 2" =x-2" ,n>1

X

8

( y={zeR: z <z} e R:C — R, z+ yi— 2 Realteil
(-o0,y] :={z€R: 2 <y}
— (—o0,y):={z€R: z<y}

~0=1n=n-(n—1),n>1 enceNn>2acRf= NbeR]: V" =a (b= {/an-te Wurzel von a)
= (0) = moy = [ cacR= Ve>03beQ: ja—bl<e
e Betrag |z] = {;p? Eﬁi f ig 2 Die komplexen Zahlen C
e Intervalle: z,y € R, z <y Definitionen
— [z,y] :={z € R: x <z <y} geschlossenes Intervall o i:=y-1
— [z,y) :={z € R: z < z < y} halboffenes Intervall e C:={z+yi: =,y R}
— (z,9] = {2 € R: 2 < z <y} halboffenes Intervall o (21 +90i) + (52 + 108) = (21 + 29) + (1 + )i
— (z,y) :={z € R: z < z < y} offenes Intervall
—|z,0)={z€eR: <z} o (w1 +y1i) - (w2 + y2i) = (2122 — Y1y2) + (T1y2 + T2y )i

o §:C — R, z,i — y Imaginérteil

o |z| = |z + yi| := \/2? + y? Betrag
e A C R nach oben beschrinkt :< I € R: A C (—o0,b] (b obere Schranke) ) ) . .
e :C— C,z+yi— x — yi komplexe Konjugation
¢ A C R nach unten beschriinkt :< Jc€ R: A C [¢,0) (c untere Schranke)
Sitze

Vollstidndigkeitseigenschaft von R

e C ist ein Korper, jedoch kein angeordneter Korper.
e ) # A C R nach oben beschrinkt = JlsupA € R: a < supA Va € A, [b € R obere . PR v
Schranke von A = b > sup A] (sup A kleinste obere Schranke von A, Supremum) s rtyi#A0= (v+yi) ' = [ty /Terzl

e ) # A C R nach unten beschrinkt = Iinf A € R: a > inf AVa € A, [b € R untere e w z2eC

Schranke von A = b < inf A] (inf A grofite untere Schranke von A, Infimum) 2> 0, || =0 0
— 12|20, |z|=0& z=

= w2 = wl 2], [w+ 2] < wl + 2]
e infA€e A= inf A=min A (Minimum von A) - |w—2z > |\w| - |Z|‘

e supAd € A= sup A =maxA (Maximum von A)

—WHZ2=TU+Z W 2=U-%
Satze —-zZ=ze 2z€R

e R ist ein angeordneter Korper.
o () =G+ (%)

e Allgemeine binomische Formel: (z +y)" = " _ (})a™ Fy*
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3 Folgen

Definitionen

e (.,,): N — C,n— a, Folge komplexer Zahlen

ot

o (ay)nen konvergent - 3a€C: Ve >03INEN:|a, —a| <eVn> N (a, == a,
a Grenzwert bzw. Limes von (a,)nen, @ = lim,_, ay)

o (an)new divergent :< (ay)nen nicht konvergent

® (a,)nen streng monoton fallend < a, > a,41

e (a,), Folge reeller Zahlen

(an)
(an)
(an)
(@n)nen monoton fallend : a, > a,.y ¥n € N
(an)
(an)

an)neny monoton wachsend & a, <a,,; Vn €N

an)nen streng monoton wachsend < a, < a,y1 Vn €N

Vn e N

— lim(a,) =00 & YVee RINEN: a, >¢c Vn>N
— lim(a,) =—-00 & Vee RINEN: a,<c¢ VYn>N

o (an,)r Teilfolge von (ay), :< (a,), Folge, ny < ngy1 Vk e N

e q € CU{—o00, 00} Hiufungspunkt von (a,), = 3 (an)k: an

e M CRU{—00,00}

k—o0
r T a

kleinste obere Schr. falls M nach oben beschriankt

— sup(M) := ¢ falls M nicht nach oben beschr. od. co € M
—00 falls M = {—o0}
grofite untere Schr.  falls M nach unten beschriankt

— inf(M) := ¢ —c0 falls M nicht nach unten beschr. od. — oo € M
00 falls M = {oo}

e (ay), Folge reeller Zahlen, H C R U {—o00, 00} Menge aller Haufungspunkte

— limsup = lim := sup(H) Limes superior

— liminf = lim := inf(H) Limes inferior

e (a,), Cauchy-Folge :& Ve >03IN e N: |a,, —

a,| <e Vm,n >N
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Satze
e (a,) Folge in C, a,b € C, an =% a, a, b= a=b

n—oo n—oo
a, — a= |a,| — |a]

|| > 1= (]z]")n divergent

(|z]™), divergent = (z,), divergent

|2l < 1= |2 = 2] =20
(an)n konvergent = (a,), beschrinkt

(an)n, (by)n konvergent

— (an + by), konvergent, lim(a, + b,) = lim(a,) + lim(b,,)
— (an - by)n konvergent, lim(a, - b,) = lim(ay,) - lim(b,)

— lim(b,) #0= INeN: b, #0 VYn> N, (‘;—:)n>N konvergent, lim(‘g—:) = %

(an)n — a =

n—oo {%(an) = §R(a)

(@n)n, (bn)n konvergent, a, <b, Vn €N = lim(a,) < lim(b,)

(an)n monoton und beschrinkt = (a,), konvergent
n—00 k—oo

ap — 4= Ay, — G

Jede Folge reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Bolzano-Weierstraf3: Jede beschriinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge bzw. hat
einen Haufungspunkt in C.

(an)n Folge reeller Zahlen = (a,), besitzt einen Haufungspunkt in R U {—o0, 00}
(an)n reelle Folge, S :=limsup(a,), s := liminf(a,),a € R Dann sind dquivalent:

1. a ist Haufungspunkt von (ay,),
2.Ve>03ICN,|[|]=c0:|a,—al]<e Vnel
3.Ve>0,NeNImeNm>N:l|a,—a|<e

(an)n reelle Folge: a, == a < limsup(a,) = liminf(a,) = a

(an)n Cauchyfolge < (ay), konvergent
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4 Reihen — exp(0) =1, exp(z) #0Vz € C
—exp(—z2)= —=VzeC
Definitionen P(—2) = mom

—z€R= exp(z) e R"
o (An)usn, Reihe 1= (ap)g Folge, A, =370 ar (3072, ak := (An)nzny)

o (An)n>n, konvergent: Y302 ay, := lim(A,)

—x<y= exp(z) <exp(y), z,y €R

o= o = limna(l+ )"

® > cwan absolut konvergent :< > . |a,| konvergent

eexp:C—Cz— >0, % Exponentialfunktion 5 Stetige Funktionen
e ¢:=exp(l) € R Eulersche Zahl Definitionen
. e f:D — C stetig an der Stelle 2 € D = V(z)pen C D [2n == 2= f(20) =2
Sitze )

o0 n—oo
® 25, Gk konvergent = a, — 0 o [: D — C stetig :< fstetigin z Vz e D

1

. . < n_
* Geometrische Reihe: 2] <1= 3,2,2" = 1= e In:= (expg) ' : (0,00) = R,z — In(z) logaritmus naturalis

© n J; -
o [f 2 1= 3oy 2" divergent e a€(0,00): C— C,z— a” :=exp(z-Ina) Exponentialfunktion zur Basis a

® D sy Ons Dpsn, bn konvergent, A € R = 37 o (an £ bn), 3,5, Aa, konvergent,
anno (a” + bn) = anno Qn + anno bn? ZnZno Aa‘” = /\ anno Qn

— Aoffenin B:& Vac Ade >0: U.(a)NB={z€B: |z—a|<e}CA
o Cauchy’sches Konvergenzkriterium ) . a, konvergent < Ve > 03N € N : oten “ © (@) {z |z —al <<}
IZZ:m (lk| <e VYmn>N - — A abgeschlossen in B :& B\ A offen in B

e ACBCC

— A kompakt :< jede Folge in A hat einen Hiufungspunkt in A
e Majorantenkriterium (1. Version) b, > a, > 0 Vn > ng : Enz”o b, konvergent

= an”a a,, konvergent (> b, Majorante von Y _ a,) er>0,acC:
e Quotientenkriterium (1. Version) a,, > 0Vn > ng, 30 < a < 1 : az—:' < aVn € = Up(a) ={2€C: |z—a| <7} offene r-Umgebung um a
N\I, [I| <00 = 3,5, konvergent — B(a) :=U,(a) ={2 € C: |z —a| <r} abgeschlossener Ball vom Radius 7 um «
e Leibnitzkriterium a, > a,41 > 0Vn € N: Y _n(—1)"a, konvergent < a, —> 0 e f: D — C gleichmissig stetig & Ve >030 >0: [Va,z€ D: [a—2z <=
|f(a) = f(2)] <]
e > a, absolut konvergent = 3" a,, konvergent, |3 a,| < 3 |ay|
o exp(z) == > oo, Z; absolut konvergent Satze
e Majorantenkriterium (2. Version) |a,| < by, Y ,cnbn < 00 = > an absolut e f,g: D —C, f,gstetigin 20 € D:

konve t
onvergen — fxg9:D—C,z— f(z) £ g(2) stetig in z
la

IZ:E‘ <a<1lVn>mn = —f-9:D—C,z— f(2)-g(z) stetig in z

— g(z) #0= §:{z€D: g(z)#O}HCTZHgg—ngtetigian

z

e Quotientenkriterium (2. Version) a,, # 0 Vn > ny,

> new On absolut konvergent

e Umordnungsgesetz A := ) _\a, absolut konvergent = jede Umordnung der Reihe

konvergiert gegen A o f:D;—C,g:Dy,— C, f(Dy) C D,, fstetigin z, g stetig in f(z)

= gof:Df—C,z— g(f(z)) stetig in 2z

® D emo @ns X onen, bn absolut konvergent, o : Ng — INg x No,n (Ul(n)7 02(n)) Bijek- o cap: € — C\[0} stetig
tion = > (agl(n) . b@(n)) = (ZHE]N[) agl(n)) . (ZHE]NO b,,z(n)) absolut konvergent

e Zwischenwertsatz: f : [a,b] — R stetig = Vy € [f(a), f(D)] U[f(b), f(a)] 3z € [a,]] :
fl@)=y

e Funktionalgleichung von exp exp(z; + z3) = exp(z1) - exp(z2) Vz1,22 € C
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e n€2Z+1,ag,....a, €R,a, #0, f: R — R,z — > ;_;apz” surjektiv
e D C R Intervall, f: D — R stetig: f injektiv < f streng monoton

e Satz von der Umkehrfunktion: §) # D C R Intervall, f : D — R stetig, injektiv =
f(D) Intervall, f streng monoton, f besitzt stetige, streng monotone Umkehrfunktion
' f(D)—=DCR

e Finige Eigenschaften vom Logarithmus
—exp(lnz) =In(expz) =2 Vo >0
— In(1) =0,ln(e) =1
- 0<z<y= In(z) <In(y)
— In stetig
— In(z-y) =In(z) +In(y) (Funktionalgleichung von In)

z

o ¢f =eFme gutr =¥ . g% Vw,z€C, a€ (0,00)

e R — (0,00),z +— a® bijektiv, Umkehrfunktion log, : (0,00) — R Logaritmus zur
Basis a

e ACBCC:

— A abgeschlossen in B < [(ap), C A,a, =3 a = a € A
— A kompakt < A beschriankt und abgeschlossen in C

e DCC, f:D—C:
f stetig
< [ACCoffen = f(A)~! abgeschlossen in D]
< [A C C abgeschlossen = f(A)~! abgeschlossen in D]

e ) # D kompakt, f : D — C stetig = f(D) kompakt, 329,21 € D : f(z) =
inf f(D), f(z1) = sup f(D)

e DCC,f:D—C: fstetigeVe>03>0: [z€ D,|z—al <d= |f(z)—f(a)|] <€]
o f: D — C gleichmiéssig stetig = f stetig

e D C C kompakt, f: D — C stetig = f gleichmissig stetig

6 Winkelfunktionen

Definitionen
o cos: R — [—1, 1],z — R(e™) = 3 (" + ™)
o sin: R — [—1, 1],z — () = 5 (e — e ™)

e Cosinus: cos : C — C, 2z — 3(e + e7%)

e Sinus: sin: C — C,z — %(e — e7*)

Sara Adams
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e Pi:ave[0,2]: cos(a) =0: m:=2a=2-inf{z > 0: cos(z) =0}

e Polarkoordinaten von 2 € C: (r,p) € Rf xR:z=1r-¢¥

e Argument von z € C: arg(z) = ¢, falls p € [0,27), Ir > 0: z=r-¢?
(Oft wird statt [0,27) das Intervall [—7, 7) verwendet.)

e n~te Einheitswurzeln: ¢™» , k=0,...,n—1
e Tangens: tan: C\{§ +kn: k€ Z} - C,z— 2)28 (stetig)
e Cotangens: tan : C\{k7: k€ Z} — C,z — f’?:((j)) (stetig)
Sitze
o Vz e C: exp(z) =exp(z)
o 1 € R= |exp(iz)| = e =1
e Eulersche Formel: ¢* = cosz +isinz Vz € C
o Vz € C: cos(—z) = cos(z), cos ist gerade Funktion
o Vz € C: sin(—z) = —sin(z), sin ist ungerade Funktion
o cos?(z) +sin’(z) =1 VzeC
e Additionstheoreme: Vw, z € C :
— cos(w + z) = cos(w) - cos(z) — sin(w) - sin(z)
— sin(w 4 z) = sin(w) - cos(z) + cos(w) - sin(z)
e YVw,z€C:
— cos(w) — cos(z) = —2sin(%FE) - sin(%2)
— sin(w) — sin(z) = 2 cos(¥$=2) - sin(¥5%)
e sin,cos: C — C  stetig
o V2 e C: cos(z) = 2%, (—1) g sin(2) = 0% (1) Gy

2kmi

. sin(z)
lim, o =2 =1
sin(z) 0
FiCoC 2 {1z ”éo stetig
[0,2] = R,z + cos(z) streng monoton fallend

cos(0) =1, cos(2) < 0 (= 7 wohldefiniert)
0<z<2:

1‘2 (1)2 ZA
—1-% <cos(z) <1—-%+5;

(absolut konvergent)
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-z - % < sin(z) < , insb. sin(z) >0 e Potenzreihe: C — C,z — > 7 a,2" (a; € C)
o ¢l =4, 7 =—1 eis = —i, e =1 e Konvergenzradius von > " ja,2" : R :=sup{r > 0: > a,r" konvergent} €
[0, 0]
e cos(3) =0, cos(m)=—1, cos(3)=0, cos(2mi)=1

. e Konvergenzkreis von > " ja,z" : Ug(0) :={z€C: |z| < R}
e sin(3) =1, sin(r) =0, sin(3})=-1, sin(2mi)=0

e trigonometrisches Polynom vom Grad <n € No: R — C,z +— >_j_ ncke“””, ¢ eC

e 2cC: e t5imj.e7 et = _ o7 et Rl = ;. €7, ext2mi = ¢
e z€C: Satze
— cos(z+ ) = —sin(z), cos(z+m) = —cos(z), cos(z+2m) = cos(z) ¢ f: D — Cstetig, D kompakt = f beschrénkt
— sin(z + §) = cos(z), sin(z+m) = —sin(z), sin(z + 27) = sin(z) e B:={f:D— C: f beschrinkt} =
¢ :cR: Nflle=0 & F=0
—cos(z)=0& FkecZ: z=F+kr s ?e% —AeC, feB: A fllo=1A"lfll
—sin(z) =0 3keZ: 2=kre 2 — f.9€B: [|f+9llo < Ifllec +ll9llc  (Dreiecksungleichung)
e V2eZ: =1« kel »="2knmi o (fn)n konvergiere gleichméssig gegen f:  f, stetig Vn € N = [ stetig
e cos: [0,7] — R, sin: [—F, 7] stetig, streng monoton (cos fallend, sin wachsend) e fo: D — C beschrinkt, 3°, || fullec < 00
o RT x R — C\{0}, (1, ¢) — 7 - ¥ stetig, surjektiv, 2m-periodisch in ¢ — >, fa(2) konvergiert absolut Vz € D

—F:D—C,z— ), fulz) = 3, fn konvergiert gl.m. gegen F'
— fn stetig Vn € N = F stetig

o Rt x [0,27) — C\{0}, (1, ) — r - €' bijektiv

enclN: 2=1& ze{e%%: k=0,..,n—1}
o zg € C,> > a,z) konvergent = Y 7 a,z"  V|z| < |z konvergent

o Vz e C: tan(z + m) = tan(z), tan(—=z) = —tan(z)

e z € Ugr(0) = > 07 a,z" absolut konvergent
e tan)_z z) streng monoton wachsend, Umkehrfunktion arctan: R — (-5.%)
o |z|>R= > a,z" divergent
7 Folgen und Reihen von Funktionen o R=(lmsup, . {/Ja,])”" (hier: § =00, L =0)
Sei0£DCC, fo:D—CneN o >, anz" konvergiert gl.m. auf B,(0) Vr < R, f:Ugr(0) = C,z— Y o a,z" stetig
. e p, q trigonometrische Polynome, Grad(p) < m,Grad(q) < n = p+ ¢q,p- ¢ trigonome-
Definitionen trische Polynome, Grad(p + ¢) < max{m,n},Grad(p-q) <m+n
o (fu)n konvergiert punktweise gegen f : D — C & f,(2) =3 f(z) Vz € D & e p(z) ERVz ER & c_j =5 Vk

Vze€ D,Ve>03N, e N: |fu(2) — f(2)|<e Vn>N,
—ar :=Cp+Cp = 2%((’]() eR
— by = Z(Ck — C,k) = *2%(01‘7) R
e f: D — C beschrinkt :& ||f||lo < 0 — p(x) = % + 0 (ag cos(kz) + by sin(ka))

n—oo

e (fy)n konvergiert gleichmissig gegen f: D — C & ||fu — fllo — 0 & Ve >
03IN eN:|fu(2) — f(2)]<e Vn>N,zeD

e Supremumsnorm: f: D — C: ||f||e :=sup{|f(z)|: z € D} € [0, 0]

o Siezla] < oo = 3, 5 ke’ konvergent, glm. gegen R — €,z +— Y, 5 cre’*®

e n-te Partialsumme: F,, := Y} | fi

. ZZO: 1 [x pkt.weise bzw. gl.m. konvergent :< (F,), pkt.weise bzw. gl.m. konvergent
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8 Integration Sitze
Definitionen o felt|f(z)| < MVz€[ab] =
— F,:la,b] > R,z [ f stetig (unbestimmtes Integral von f)

— F*:[a,b] = R,z — f: f stetig

e Menge der integrierbaren Funktionen: I’ C {f : [a,b] — R}

— (Lebesgue-)integrierbare Funktionen: I?

— Riemann-integrierbare Funktionen: R? C I? o e fiapy=c= f: f=c-(b—a)
e Integral: jab (IP =R, f fabf = jab f(z)dx e TPC R

1. f(x) =c€RVz = jabf =c-(b—a) . fab : R® — R ist Integral (erfiillt also 1.-5.)

2 a<e<bfel'= fiag €IS filw €10 [1f = [CF+ [0 f (Intervalladditivitiit) o fgcp o max{fghi[ab) = R max{f(x) g(@)} € Rt

3. fgell= frgell, [*(f+9) = [ f+ [ g (Additivitit) 7 ©7 min{f,g}: [a,] = R,o = min{f(2),9(2)} € R,

4 felNeR= A ell, ["Af =X ["f (Homogenitit) o fER = |fleR, | [ f1< [ Ifl

5. f.gell.f<g= [/ f< [ g (Monotonie) o fu€RVNEN, [, folm = fe R, [1f=["lim, o fu=lim, o [ fs
e Lipschitz-Stetigkeit von f: D - C: 3L >0: |f(z)— f(y)| < L-|lz—y| Vz,y€ D f stetig =~ feR

o f:]a,b] > R: a

: : b
e Treppenfunktion f : [a,b] = R: Jag =a < a; < ... < ap =b: fiaera0) = Ck € f monoton = f € R,

RVk=1,..n o fuifa,b] DReRVREN, f=3 fngleichmissig konvergent
b b b
— minimale Zerlegung ag < ... < a,: ¢ # ¢, Vk=1,...,n = feRg, fa, f= fa, 2onen fn = 2nen fa, o
— Menge allen Treppenfunktionen: 77° e Mittelwertsatz der Integralrechnung:

f:a,b] — R stetig = 3¢ € [a,b]: f(§) = ﬁfabf

. b
f €Tl ap< ... < a, minimale Zerlegung: fa f=> 0 cnlar — ap—1

o f:[a,b] — Rstetig,pe RA = f-pe R

f :[a,b] = R beschrinkt:
- f:bf = inf{f;7 ¥ €T, f <9} Oberintegral von f
- f*bu f= sup{fflﬁ 2 € TP, f >} Unterintegral von f

9 Differentiation

Definitionen
¢ Riemann-int.bare Funktionen: R’ := {f : [a,b] — R : f beschriinkt, j:b /= f:; 1 « DCRoffon, f:D RoacD:
o JER [ = [ = [l ntegral von S iber o, J difforenierbar n a > 3l L = limy g LA
o fila,b] = R: [ fi=— [bf - f'la) = %(a) = limr_.aw Ableitung von f in a

4 — f differenzierbar :& f differenzierbar in a Va € D
e a<beRU{—00,00},f:(a,0) = R, Ve<de (a,b): fiq € R’j,ﬂlimcaa.dﬂbfc f=

— [ stetig diff ierbar & f differenzierbar, f': D — R steti
fabf = lime q,a-p fcdf uneigentliches Integral von f / stetig differenzierbar J differenzierbar, f T stee

— f n-mal stetig diff.bar :& f (n — 1)-mal diff.bar, (n — 1). Abl. stetig diff.bar

. . b . Yy b
o filab] = C: feR(C) & R(F),I(f) € R, — f bel. oft diffbar (glatt) :& f n-mal stetig diff.bar Vn € N

_pbge . b b
JoF= 1R +i ;3 ed e f von rechts diff.bar in ¢ :& 3f! (a) := limy o w

e f von links diff.bar in a & 3f (a) := limy,, L@
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e 15 € D lokales Maximum von f : D - R & Je>0: [z € D,z —x| < e =
f(@) < f(x0)]
—Je>0:[wp#x €D, |x—x| <e= flr) < f(xg): x striktes lokales
Maximum
e 1y € D lokales Minimum von f : D = R & 3 >0:[z € D,Jx — x| < e =
f(z) = f(x0)]
—Je>0:[xg#x €D, |x—x| <e= flr)> f(xg)] : x striktes lokales
Minimum
e DCR,f:D—R,IC D Intervall:
— fkonvexin I & Vrg,m1 € LA€ (0,1): f((1—N)zo+ Az1) < (1= A)f(wo) +
Af(@1)
— f strikt konvex in I & Vzg,z; € I,A € (0,1) : f((l — Nz + )\xl) <
(L= X)f (o) + Af(21)
— f konkav in I :& —f konvex
— f strikt konkav in / :& —f strikt konvex
e D C R offen, f : D — R stetig: 29 € D Wendepunkt < Je > 0 : [f konvex in
(zo —€) A f konkav in (zq, zo + 6} Vv [f konkav in (g — €) A f konvex in (zo, zo + 6}

e DCRoffen, f: D — R: F:D — R Stammfunktion von f :& F diffbar, F/ = f

Satze
[@-1@ 52y,

e p:D=C,z— ra
fll@)  x=a

e f: D — Cinadiffbar & f in a vor rechts und links diff.bar, f’ (a) = f(a)

stetigina = f:D — Rdiffbarina € D

e f: D — Cinadiffbar = fin a stetig

e fg:D— Cinac D diff.bar:
— fEtginadiffbar, (f+g)(a) = f'(a) X (a)
— f[-ginadiffbar, (f-g)(a) = f'(a) g(a) + f(a)-¢'(a) (Produktregel)
—g(a) #0 = i in a diff.bar, (ﬁ)/(a) = le)g-Jla)g'(e) (Quotientenregel)

9(a)?

o Kettenregel: f: Dy - R,g: D, — R, Dy, D, C R offen, f(Dy) C D,:
fina€ Dy, gin f(a) € D, diffbar = go f in a diff.bar, (go f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a)

e Ableitung der Umkehrfunktion: f: D — R stetig, streng monoton:
fina€ D diffbar, f'(a) 0= f~'in f(a) diffbar, (f71)(f(a)) = ﬁ

e f: D — Rin g€ D diff.bar, zq lokalen Extremum von f = f'(z¢) =0

e Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
[ ]a,b] — R stetig, fiap diffbar = 3¢ € (a,b) : f/(€) = =L@

Sara Adams

e Satz von Rolle:

f :a,b] — R stetig, fqs) diff.bar, f(a) =

o f:la,b] =R, fip diff:bar = [f(D) — f(a)|

o f:a,b] — R stetig, fiap diff.bar: f konstant & f'=0

o f:R — Rdiffbar,ce R:

flz)y=a-¢* VzeR & {

e Monotoniekriterium:

f'@) =c- f(z)
f(0)=a

[
f'(x) >0 Ve (abd
fl(z) <0 Vze(ab
f'(x) >0 Vxe(ab
f'(x) (a,b

<0 VzE€a,

"1 (a,0) — R diff.bar, zo € (a,b), f'(x9) =0

Zo, To + €)
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fb)= e (@b): [ =0

<max{|f'(z)]: a <2 <b} (b—

VreR

(a,b) — R diff.bar:

) = [ streng monoton wachsend
) = f streng monoton fallend

) = f monoton wachsend
)

= f monoton fallend

= 1z lokales Maximum

= 1x striktes lokales Maximum

= 1z, lokales Minimum

= 1z striktes lokales Minimum

— f 2-mal stetig diff.bar: f”(zo) < 0= xq striktes lokales Maximum

(
(
(
(
(x
(
(
(
(
(

— f 2-mal stetig diff.bar: f”(z¢) > 0 = x striktes lokales Minimum

o f:a,b] — R stetig, fias diff.bar, f' monoton wachsend = f konvex in [a, b]

a)

o f:a,b] — R stetig, fiqp diff.bar, f* streng mon. wachsend = f strikt konvex in [a, ]

o f:[a,b] — R stetig, fia,s) 2-mal stetig diff.bar:

— f"(x) >0 Vze€(ab)< fkonvex
— f"(z) >0 Vz € (a,b) = f streng konvex

o f:[a,b] — R stetig, fiap diff.bar:
f konvex & f(x) > f(zo) + f'(x0)(z — x0)

e f:(a,b)R 2-mal diffbar: zp Wendepunkt = f”(z¢) =0

e f:(a,b)R 3-mal diffbar, zo € (a,b)

Yo,z € (a,b)

2 (o) =0, f"(z0) # 0 = 2 Wendepunkt



Sara Adams Zusammenfassung zu Analysis I - WS 2002/03 17

10 Hauptsatz der Differential- und Integlalrechnung

o Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: D C R offenes Intervall,
f:D — R stetig, xg € D = F:D—>]R,x»—>j:nfdiff.ba]r7 F'=f

e D C R offen, f, : D — R stetig diff.bar Vn € R, (f!), gl.m. konvergent = f stetig
diffbar, f' = lim, . f}

o > 2, axz® Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 = f : (-R,R) — R,z —
> he o axz® beliebig oft diff.bar, f'(z) = Y i, karz"~! mit Konvergenzradius R

e partielle Integration: f, g : D — R stetig diff.bar, [a,0] C D = f fg' =1f9’ f f'g

e Transformationssatz bzw. Substitutionsregel: f : Df — R,g: Dy — R stetig
diff.bar, [a,b] C Dy, g([a, b)) € Dy = [ f(g(t))g'(1)dt = [ f(x)da

11 Lokale Approximation durch Polynome

Definitionen

e D C Roffen, a € D,f : D — n-mal diffbar in a: n-tes Taylor-Polynom von
n (k) (q
foTf R =R = S Ty (e —a)t

e f.g:D—R: f gstimmen bei a € D in n-ter Ordnung {iiberein :& Jp: D —
R: g stetig, f(z)— g(x) = (- a)"p(z) |f(x) = gla)+HOT']

e f.g:D—R, lim,_, gE;) =0: fist fir z — a von der Ordnung o(h)

e D C R Intervall, f : D — R bel. oft diffbar, a € D : T,(z) := Y 1oy f(tz!(”') (x —a)”
Taylorreihe von f in a

e f: D — Ranalytisch:& feC®Vae D3r>0: Ve (a—r,a+r): f(z)=T.f(x)

Sitze

e f: D — R, D offenes Intervall in R, f (n + 1)-mal stetig diff.bar in @ € D, R,,11(x) :=
flx) =T f(x) = Ruu(z) =4 az(x - t)”f("“)(t)dt Yz € D

n!
e [ (n+ 1)—mal stetig diff.bar, D C R offenes Intervall = Vz € D 3¢ € [a,2] U [z, q] :

(n+1)
Ron(o) = TP @ — o™

e f:D — Rn-mal diffbar, a € D, f'(a) =0, ..., f*~1) = 0, f):

—ne2N, f™ < 0= a striktes lokales Maximum
— n € 2N, f® > 0= a striktes lokales Minimum
—n € 2N+ 1= a kein lokales Extremum

o fEC(D,R) = f(z)="Trf(z)+HOT
o feC(D,R)= f—-Tf(xz)=o0(x—a|") firz—a

Thigher order terms
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12 Kurven in der Ebene

Definitionen

e cuklidischer Abstand: d: R? x R, (z,y) — /(21 — y1)2 + (22 — 12)?

e euklidische Norm: ||.||s : R? = R{,z — /2% + 22 = d(z,0)
e parametrisierte Kurve in R>: D C R, v: D — R? stetig
o ~ differentierbar :< 7,7, differentierbar

o v €' regulir :& (1) #£0 VteD

e I,J C R Intervalle: ¢ : I — J C*-Parametertransformation :< o bijektiv, 0,07" k-
mal stetig diff.bar

e D C R Intervall: v : D — R? € C! nach der Bogenlinge parametrisiert :<
(@)l =1 VLGD

— Linge des Weges [a,0] — R2,x — y(z): b—a (a<b€ D)
ey:D — R? rogularc Cl-Kurve, [a,b] C D : Linge der Kurve v zwischen a¢ und

be L) = J; |1/ (][t

Sitze
° H.’L—yHQ:d(.’)ﬁ,y) Vx,ye]R?
o ||z]|2 = |1 4+ 22i] Vz €R?

e [,J C R Intervalle, v : J — R2? C*-Kurve, 0 : I — J C*-Parametertransformation
= yoo: I — RCHKurve

e v : D — R2 regulire C*-Kurve, k > 1= Jo: D — I : o C*-Parametertransformation,
voo: I — R?nach der Bogenlinge parametrisiert

—the€D= o(t):= ft“ [|7/(s)]]2ds  mogliche Parametertransformation



