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1 Zahlen

1.1 Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

Definition 1.1.1: Rechengesetze

Fiir alle k,m,n € N gilt:

Assoziativgesetz:
(k+m)+n=k+ (m+n)
und
(k-m)-n=Fk-(m-n)
Kommutativgesetz:
m+n=n-+m
und
m-n=n-m

Distributivgesetz:

Definition 1.1.2: Peano Axiome

Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 1 € N und versehen
mit einer Selbstabbildung N = N sod. gilt:

1. v injektiv ("keine Wiederholungen”)
2. 1 ¢ v(N) ("1 ist Anfang”)

3. Induktionsprinzip: Ist M C N (Induktive Menge) eine Teilmenge, sod. 1 € M und v(M) C
M, so ist M = N.

= Beim Zéhlen durchléuft man die gesamten (3.) natiirlichen Zahlen genau einmal (1. & 2.).

= Die Menge der natiirlichen Zahlen ist die kleinste Induktive Menge.
Definition 1.1.3: Unendliche Menge

Sei M Menge
M undendlich < J injektive Abb.: N — M

= Jede unendliche Menge ist min. so méchtig wie N

M unendlich < 3 Selbstabb.: M — M die injektiv aber nicht surjektiv



1.1.1 Vollstiandige Induktion

Beweisprinzip (1.Version): Fiir jedes n € N sei A(n) mathematische Aussage. Wir wollen in

endlichen Schritten zeigen, dass Aussage fiir alle n gilt.
Induktionsanfang: Zeigen, dass A(1) gilt oder A(ng) fiir anderes ng € N.
Induktionsschritt: Zeigen, dass fiir ein (bel.) n € N gilt: A(n) (Induktionsannahme) = A(n + 1)

Dann gilt A(n) fiir alle n € N (Induktionsschluss)
Beispiel 1.1.1: Bew. durch vollst. Induktion

Beh.: Vn € N ist Summe der ersten n nat. Zahlen geg. durch

() 1+2+...+n::2izw

Bew.:
. N 1-2 .
Induktionsanfang: (%) gilt fir n =1, denn 1 = - ist wahr.

Induktionsschritt: (x) gilt fiir ein n € N. Dann

n+1 n
1 1 2
Si- (z) 4 gy e D) Ly (0 2)
, , 2
1=1 i=1
D.h. (%) gilt auch fiir n + 1.

Induktionsschluss: Mit vollst. Induktion folgt () fir alle n € N. O
Beweisprinzip (2.Version) Wir verwenden beim Induktionsschritt mehrere (z.B. alle) ”vorher”
gezeigten Aussagen.
Induktionsanfang: A(ng) gilt.
Induktionsschritt: Fiir jedes n € N und n > ng gilt: A(m) gilt fiir alle ng <m <n = A(n+1) gilt.

Induktionsschluss: Dann gilt A(n) fir alle n € N mit n > ny.

Beweisprinzip wird aus dem Induktionsprinzip mit Menge
M :={n e N| A(m) gilt fur alle m € N mit m < n} abgeleitet.

1.1.2 Anordnung der nat. Zahlen
Satz 1.1.1: Wohlgeordnet (Reformulierung des Induktionsprinzips)
(N, <) ist wohlgeordnet, d.h. jede nichtleere Teilmenge von N enthélt ein kleinstes Element.

7Z,Q,R, sind nicht wohlgeordnet.
Induktion iiber wohlgeordnete Mengen heif3t transfinite Induktion



Definition 1.1.4: Konstruktion (Definition) durch vollst. Induktion

Sukzessive Definition einer unendlichen Folge mathematischer Objekte O,, fiir n € N:
1. Definition des Anfangsobjekts O

2. Festlegung einer Vorschrift, wie das Objekt O, fiir n > 1 durch die bereits konstruierten
Objekte O, fiir m < n festgelegt wird (Rekursion).

Damit liefert ”Induktion” gesamte Folge von Objekten O, fiir alle n € N ”auf einmal”.

Beispiel 1.1.2

Gegeben ist Folge aq,ao, ... reeller Zahlen.
Folge der Partialsummen S, = a1 + a2 + ... + a, wird induktiv definiert.

X Sl = aq
Strenggenommen rekursiv def. durch

Sp = Sp_1 + apfir n > 2

Eigenschaften zur induktiven Definition:
Gegeben Folge (a,)nen reeller Zahlen. (Abb. N — R a — ay,)

Dann kann man Folge durch Partialprodukte bilden (aj - ... - ay,).
=a
Indutktiv durch: n !
Pn = Pn—1"0an
Konvention leeres Produkt: pg :=1



2 Abbildungen
Definition 2.0.1: Bild

Sei U C A Teilmenge, dann ist das Bild von U

und

Definition 2.0.2: Urbild
Urbild der Teilmenge V C B ist
fIV)={ac Al f(a) eV}

Insbesondere ist f~1(b) = f~1({b}) C A Niveaumenge von f zum Wert b.
A wird also von den f-Niveaumengen partitioniert.
Partition: A= J,.5 /()

Definition 2.0.3: Karthesisches Produkt\Produktmenge

Seien A, B Mengen

Karthesisches Produkt Ax B={(a,b)|a€ Aund b € B}

Definition 2.0.4: Graph einer Abb.
Graph einer Abb. f: A — B ist definiert als
Graph(f) :={(a, f(a)) |la € A} C Ax B

Graph enthalt gesamte Information tiber Abb. f.

2.1 Arten von Abbildungen
Sei f: A — B Abb.

Definition 2.1.1: Injektiv

f injektiv falls gilt
a,a’ € Amit f(a) = f(d')=>a=d

D.h. es wird ausgeschlossen, dass zwei versch. Elemente auf das selbe Element in der Zielmenge
abb.



= ”Einbettung” von Menge in Zielmenge

Definition 2.1.2: Surjektiv

f surjektiv falls gilt:
Vb€ B Ja € Amit f(a) =0

D.h. jedes Element in der Zielmenge wird getroffen. = Bild(f) fiillt Zielmenge komplett aus.

Definition 2.1.3: Bijektiv

f bijektiv, falls f sowohl injektiv und surjektiv.
Auch ”eineindeutige Abbildung” genannt.

e Bijektion identifiziert Elemente der beiden Mengen miteinander.
e Bijektion f : A — B besitzt wohldefinierte Umkehrabb. f~!: B — A

e Identitét: f~'o f =1idy und fo f~! =idp

Definition 2.1.4: Bijektive Selbstabb.

o : M — M ist bijektive Selbstabb. <: Permutation

o:{1l,....,n} = {1,...,n}, i— o(i)

Definition 2.1.5: Eingeschrankte Abb.

Sei f:A—= B, TCA
flr : T — B ist Einschriankung oder Restriktion der Abb. f auf die Teilmenge T'.

2.2 Relationen

Man definiert Relation zwischen Elementen einer Menge A und einer Menge B als Teilmenge R der
Produktmenge R C A x B, z.B. Graphen von Abb.

Definition 2.2.1: Relation

Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge R C M x M (auch Produktmenge von
mehr als zwei Mengen moglich).

Eine Relation R zwischen zwei Elementen x,y € M besteht, falls (z,y) € R.

e Notation: xRy , oft auch andere Symbole wie ”<” oder "~".



e Einschrankung: Falls T C M gilt, heifit RN (T x T') die Einschrinkung der Relation R auf die
Teilmenge T'.

e Besonders wichtige / haufig auftretende Arten von Relationen:

— Aquivalenzrelationen — (Quotientenbildung)

— Ordnungsrelationen

2.2.1 Aquivalenzrelationen

Definition 2.2.2: Aquivalenzrelation

b

Eine Relation ”~” auf M heiBt Aquivalenzrelation falls:

1. Reflexiv: x~x2 Vre M
2. Symetrisch: Firz,ye M gilt: x~y=y~=x

3. Tramsitiv: Firz,y,z€e M gilt: x ~yundy~z=>x~ 2

Definition 2.2.3: Aquivalenzklassen

[zl ={yeM|z~ytCM

ist die vom Element z reprisentierte Aquivalenzklasse in M.

Lemma 2.2.1: Dichotomie von Aquivalenzklassen

L : R . [z] =[] falls = ~ y
Fiir je zwei Elemente x,y € M gilt die Dichotomie, dass

[z] N[yl =0 sonst

— die Aquivalenzklassen partitionieren die Menge M.
Definition 2.2.4: Quotientenprojektion

Es besteht die natiirliche Abb.

M — M/, ={z]|xe M}

(Menge der Aquivalenzklassen).

e Anschaulich beschrieben ”kollabiert” die Abbildung die Aquivalenzklassen zu Elementen.



Beispiel 2.2.1: Aquivalenzrelationen.

1. (a) ”Gleichheit” (kleinste mbgliche Aquivalenzklasse)
(b) Grofite Relation ist auch Aquivalenzrelation. Def. durch z ~ yVaz,y € M

2. Aus Elementargeometrie:

(a) ”Parallel” fiir Geraden in der Ebene
(b) ”Kongruenz” geometrischer Figuren.

(¢) 7Ahnlichkeit”

3. Auf Z: "gleicher Rest modulo n”, n € N fest. Diese Aquivalenzklassen heiBen ”Restklassen”

modulo n.
77wz =10,1,...,n—1}
4. Aquivalenzrelation auf Klasse aller Mengen def. durch
M~M & 3bij.: M — M’

— Mengen sind ”gleichméchtig”

Aquivalenzklassen dazu heifien ”Machtigkeiten” oder auch ”Kardinalzahlen”.

2.2.2 Ordnungsrelationen
Definition 2.2.5: Partielle Ordnung
FEine Relation ” <" auf einer Menge M heifit partielle Ordnung oder Halbordnung, falls:
1. Irreflexiv: z Az Vee M
2. Transitiv: z<yundy<z=x<z2

Also gilt fir alle z,y € M héchstens eine der Eigenschaften:
(%) <y, z=y, y<z (Szx>y)

Zugehorige schwache Ordungsrelation: ¢ <y <& 2z <yoderx =y
Auflerdem gilt: z <yund y <z = =z =y.

Definition 2.2.6: Totalordnung

Eine parielle Ordnung ” <” heifit Totalordnung, falls auflerdem fiir alle z,y € M stets (genau) eine
der (%) Eigenschaften gilt.



Beispiel 2.2.2: Ordnungsrelation

1. leere Relation (part. Ordnung)
2. 7<” auf R ist eine Totalordnung (schwache Rel.: 7 <”
3. Echte Inklusion ”C” auf P(M) ist partielle Ordnung (schwache Rel.: 7 C”

=

4. "Echter Teiler von” auf N ist parielle Ordung. (Bsp.: 213 und 3 1 2) (schwache Rel.: ”Teiler

von”)

Definition 2.2.7: Intervalle

Sei partielle Ordnung auf einer Menge M gegeben.

Dann sind Intervalle als ” Abschnitte” definiert.

(beschr.) offenes Intervall (a,b):={zeM|a<x<b}
(beschr.) halboffenes Intervall [a,b) ={z €M |a=<z<b}

(a,b] :=={zeM|a<z=b}
abgeschlossenes Intervall [a,b] :={x e M |a=<z=<b}

2.3 Kombinatorik

Definition 2.3.1: Anordnung

Fiir n € Ny gibt es n! Moglichkeiten, n Objekte anzuordnen.

Unter Anordnung verstehen wir eine Bijektion:
{1,....n} = {04,...,0,}, i~ Oa(i)

Entspricht Permutation

Definition 2.3.2: Binomialkoeffizienten

n,k € Ng, k <n

e (}) € QT, also nur rational.

Ganzzahligkeit folgt aus der kombinatorischen Interpretation als Anzahl.

e Fiir n,k € N, (k <n) besitzt eine n-elementige Menge genau (Z) k-elementige Teilmengen

10



e Der Binomialkoeffizient gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man aus einer Menge von n ver-
schiedenen Objekten jeweils k& Objekte auswéhlen kann (ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung
der Reihenfolge).

Eigenschaften Binomialkoeffizienten:

1. Symetrie: ()= ("), 0<k<n

2. Rekursion: (}) = (nzl) + (Zj) ,1<k<n

Definition 2.3.3: Binomischer Lehrsatz

n € Ny, a,b € R oder beliebiger kommutativer Ring.

=3 (1) oo

und

Theorem 2.3.1: Additionstheorem der Binomialkoeffizienten

Fiir alle s,t e Cund n =1,2,... gilt

kzo(k)(nfk) - <Zt>

2.4 Polynome

Definition 2.4.1: Polynome

Unter einem Polynom versteht man Funktion P : R — R mit

n
P(m):ao—i—alw—k...—i—anxn:Zaiwi mit a; €R,neN
i=0

Eigenschaften:
e q; sind die Koeffizienten
e Wenn a, # 0, ist die Zahl n der Grad des Polynoms.
e Sind alle a; = 0 so ist das Polynom ein Nullpolynom. Das Nullpolynom hat Grad -1.

e Ist P(z) =0 so wird = Nullstelle genannt.

11



e Der Quotient zweier Polynome R(z) = ggi; heifit rationale Funktion.

e Ist GradP =n > 1 und & vorgegeben. Dann hat P die Darstellung

wobei Grad@ = n — 1 ist.
Ist & Nullstelle von P so folgt P(z) = (x — {)Q(z).

Definition 2.4.2: Rechenregeln fiir Polynome

Sind P und @ Polynome, so sind auch AP, P + ), und PQ Polynome.

Addition: Die Polynome werden Koeffizientenweise addiert

n m max(n,m)
Pz)+Qx) = > ax’+) ba'= Y (a;+b)a'
=0 =0 =0

P(@)Q(z) =co+ 1% + ... + Crpnz™ "

mit
¢ = agbr + a1bp—_1 + ... + arby

Es gilt Grad(PQ) = Grad(P) + Grad(Q)

Satz 2.4.1: Nullstellensatz fiir Polynome

Ein Polynom vom Grad n > 0 hat hochstens n Nullstellen.
Sind die Koeffizienten aus den komplexen Zahlen so ist mindestens eine Nullstelle auch aus den
komplexen Zahlen.

Satz 2.4.2: Identitatssatz fiir Polynome

Zwei Polynome vom Grad < n, welche an n+1 Stellen iibereinstimmen (d.h. sie haben die selben

Koeffizienten), sind identisch.

12



3 Reelle Zahlen

Die rellen Zahlen sind durch folgende Strukturen und Eigenschaften (Axiome) charakterisiert, die sich

aus ihrer Konstruktion ergeben.
e Korperstruktur
e Anordnung

o Vollstandigkeit

3.1 Positivitat und Anordnung

Die Anordnung reeller Zahlen ergibt sich aus dem Begriff der Positivitdt.

Definition 3.1.1: Postitivitat bei reellen Zahlen

in R ist eine Teilmenge RT™ C R ausgezeichnet, deren Elemente man positive Zahlen nennt und

die folgende Eigenschaften (Aziome) erfiillt:

1. Fiir jedes a € R gilt genau eine der Aussagen:

acRT, a=0, —a=R"

2. Abgeschlossenheit bzgl. Addition und Multiplikation, d.h.:
a,beRT =a+ba-becRT
Bem.:

e a € R negativ & —a€R—-R :=-Rt:={-b|beR"}
(1.) besagt, dass die disjunkte Zerlegung besteht:

R=R U{0}uURT

Aus den Axiomen folgen die Rechenregeln fiir Vorzeichen bei Multiplikation:
a,beER" = a-(—b) = —ab e R™

(—a) - (—b) =abe RT

Anordnung folgt aus Positivitdt, d.h. die Relation ”<” auf R, wird def. durch

a<b:=b—acRT

"< ist Totalordnung auf R (Erfiillt die Axiome der Totalordnung).

13



e Anordnung von R ist translationsinvariant wegen additiver Abgeschlossenheit von Positivitét:

f:R — R bijektiv ,z— x+¢, c€ R

a<b&at+e<b+e

Beispiel 3.1.1: Regeln

(1) a<bAhNc<d=a+c<b+d
(2) 0<a<bANO<c<d=0<ac<bd
1 1
b <z
(3) 0<a< :>O<b<a

Definition 3.1.2: Fundamentale Ungleichung (Quadrate)

Quadrate sind nicht-negativ
2>0 VreR

Gleichheit gdw. x =0

Bem.:

e Quadrate sind nicht-neg. und Jede nicht-neg. Zahl ist Quadrat einer reellen Zahl.
= Die positiven Zahlen sind genau die Quadratte der reellen Zahlen # 0. D.h. auf dem Korper R

existiert genau eine Anordnung / Begriff von Positivitédt der die oben genannten Axiome erfiillt.

e Insbesondere ist klar: N ¢ R genauer: |ZNRT =N
Denn: 1=12>0undn=1+1+...4+1>0
—_——
n-mal

= Qt=Q=R*={Z|n,meN}
n
Definition 3.1.3: Archimedizitat

VoecR dneN mit a<n

D.h. N C R besitzt keine obere Schranke.

Variante:
Vae R dIneN mit —n<a<n

Aquivalent zur Archimedizitét:

Definition 3.1.4: Satz von Endoxos

1
Ve>0,eec R dneN mit —<e
n

14



Satz 3.1.1: Z ist Diskretisierung von R
Ya € Rdlz € Z mit
(%) z<a<z+1

Also kann z als ganzzahliger Anteil von a (Bez.: [a] € Z ) gesehen werden.
(%) wird also zu [a] < a < [a] + 1.

Diese Diskretisierung kann beliebig verfeinert werden, indem sie auf kleinerer Skala durchgefithrt wird:
[na] < mna < [na

[nal - [nal + 1

VAN
S

M und
n n

[na] + 1 GEZQQ.
n

1
— Approximation von ¢ mit ’Unschéarfe’ —
n

— Jedes nichtleere Intervall in R enthdhlt rationale Zahlen.
Satz 3.1.2
Fiir a,b € R mit a < b gilt (a,b) NQ # 0

= Reelle Zahlen sind beliebig gut durch rationale Zahlen approximierbar.
Bemerkunyg.:

'Fast alle’ (alle bis auf abzahlbar viele) rellen Zahlen sind irrational.

3.2 Betrag

Definition 3.2.1: Betrag
Fiir eine relle Zahl a € R ist ihr (absolut) Betrag |a| € R def. als:

a , fallsa>0
la| =
—a , sonst

Definition 3.2.2: Beziehung Betrag und Korperstruktur

1. Addition: Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b]
Mit Gleichheit gdw. a und b gleiches Vorzeichen haben, oder eine der beiden Zahlen = 0 ist.

2. Multiplikation: |a-b| = |al| - ||

15



e Betrag ist Abstandsmessung auf R (Betrag ist Abstand von der 0)
Fasse |a — b| geom. als Abstand von a und b auf. Bzw. als Lange des Intervalls mit Endpunkten

a und b.
e A - Ungleichung in ihrer (dquivalenten) allgemeinen Form:
la—c| <la—0bl+|b—¢c abceR
ist eine Ungl. fiir Seitenlangen des entarteten Dreiecks mit Eckpunkten a, b, ¢

3.3 Vervollstandigung im Unendlichen

Reellen Zahlen haben geom. gesprochen zwei 'unendliche Enden’ in pos./neg. Richtung. Man fiigt zu
R zwei Elemente hinzu:
R={-o0o} URL {400}

Das Abschliessen der Enden wird dadurch formalisiert, dass man die Anordnung von R auf R ausdehnt:
—0o<a< 4o VaeR insbesondere — oo < 400

Die erweiterte Zahlengerade (R, <) bleibt totalgeordnet

Algebraisch betrachten wir +00 nicht als gleichberechtigte Zahlen denn Addition und Multiplikation

lassen sich nur partiell sinnvoll ausdehnen:

e Sinnvolle Konventionen:

(£o0) +a==+00, (£o00)-a=+o00,a>0, (+00)+ (+00)=00, —— =0

e Nicht sinnvoll definierbar:
(+0) —00 und £00-0

3.4 Vollsandigkeit der reellen Zahlen
Definition 3.4.1: Dedekind-Schnitt
Ein Dedekind-Schnitt von Q ist eine disjunkte Zerlegung Q = AU B, sod. gilt:
1. AB#0
2. A < B im Sinne, dass a < bVa € A,b € B gilt.
3. B hat kein minimales Element (Beseitigt *Zweideutigkeit’)

Dann entsprechen
die rat. Zahlen <— Dedekind-Schnitte bei denen A ein max. Element hat.

Q={reQlz<gU{reQ|z>q}

16



Definition 3.4.2: Liicke von Q

Eine Liicke von Q ist ein Dedekind-Schnitt Q = AL B , bei dem A kein max. Element hat. ’Liicke
zwischen A und B .
= Q hat Liicken.

Beispiel 3.4.1

22 = 2 hat keine rationale Losung.
Dedekind-Schnitt:

Q={zcQ|z<0oderz? <2}U{zcQ|z>0und z? > 2

= kein z € Q wird ausgelassen also wirklich disjukte Zerlegung.

Definition 3.4.3: Obere Schranke

HcR

eine obere Schranke von M ist eine Zahl s, sodass
r<s VYeeM

Existiert eine solche, so heisst M nach oben beschrankt

Definition 3.4.4: Supremum

Ein Supremum von M ist eine kleinste obere Schranke s’ von M, d.h. es gilt: s < &’ fiir alle obere
Schranken von M (I.A. ist Supremum ¢ M).

Definition 3.4.5: Maximum

Ein Mazimum von M ist ein grosstes Element von M (Maximum ist per Def. € M).

Beispiel 3.4.2

1. Beschrénkte Teilmengen von R enthalten i.A keine Maxima und Minima.

Beschrankte Intervalle (a,b), [a,b), (a,b], [a,b] jeweils inf = a und sup = b.

1
2. {— | n € N} hat kein Min aber Max. bei 1.
n
Aus Satz von Eudoxos folgt: 0 ist grosste untere Schranke, d.h. inf =0
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Satz 3.4.1: Supremumseigenschaft von R

Jede nach oben beschénkte nichtleere Teilmenge besitzt ein Supremum.

Lemma 3.4.1
Seien ) = M, M' C R mit M < M’ (d.h. z < 2'Vo e M, 2/ € M'). Dann gilt
supM < infM’

Es ist natiirlich, Suprema und Infima allgemeiner in den erweiterten reellen Zahlen zu definieren, um
unbeschrénkte Teilmengen von R mit zu erfassen.
Fiir M C R gilt ( innerhalb von (R, <)):

o sup M =+o00 < M nicht nach oben beschrankt.
e inf M = —c0 & M nicht nach unten beschréinkt.
e supM =-0c0 & M=

Die Supremumseigenschaft besitzt fiir R die vereinfachte Formulierung:

Jede Teilmenge von R besitzt sowohl ein Supremum als auch ein Infimum (in R).

Vorsicht:
inf M < sup M, falls M # ()
inf) = +oc0, supl=—ococ.
— Aziome fiir R:
e Korper Axiome
e Axiome fiir Positivitdt — Totalordnung von R durch ”<”.
e Vollstdndigkeit in Form der Sup.-Eigenschaft — Archimedizitét.
Aus der Sup.-Eig. folgt, dass die irrationalen reellen Zahlen alle Liicken von @ fiillen, dass R lickenlos
ist.
Beh.:

1. Die nat. Abb.
R — {Dedekind-Schnitte von Q}

r—= (Q={zeQlz<riu{zeQ|z>r}
ist bijektiv und bildet R — Q (irrationale reelle Zahlen) auf die Liicken von Q ab.

2. Zu jedem Schnitt von R | d.h. disjukte Zerlegung R = A’ U B’ in nichtleere Teilmengen mit
A< B I € Rmit A’ < ¢’ < B’ namlich ' = sup A’ = inf B’.

Entweder ' = max A’ oder ' = min B’ (je nachdem ob 7’ € A’ bzw. 1’ € B’)
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Bem.:

e Umgekehrt impliziert die Liickenlosigkeit von R die Supremums-Eigenschaft, denn mit M C R

nach oben beschr. und nichtleer, ist

R={zeR|ImeMmitz<m}U{zxeR|z>m, Vme M}

e Liickenlosigkeit == Schnitt durch ein » € R (r ist kleinste obere Schranke fiir M, also r =
sup M).

Beispiel 3.4.3: Existenz von Quadratwurzeln als Anwendung der Vollstandigkeit von
R

Beh.: Fiir jedes a € Rar existiert ein eindeutiges r € RS’ mit 72 = a
Reformulierung: Die Quadradfunktion Rg — Rg . x> 22 ist bijektiv.

Bew.:

e Eindeutigkeit (von r) / Injektivitat (der Quadratfunktion):
Folgt direkt aus der strikten Monotonie der Quadratfunktion. D.h. aus

0<z<y=0<a?<y?

e Existenz / Surjektivitat:
Beh. klar fiir = 0. Wir nehmen daher an, dass a > 0. Betrachte Schnitt von R (der der

gesuchen Q.wurzel entsprechen sollte)
R={zcR|z<0oderz? <a}U{z €R|z>0undz* > a}

SR=AUB
Beobachte:

1. A und B nichtleer, sogar nichtleerer Durchschnitt mit R, denn

min(1l,a) € A, denn min(1,a) -min(l,a) <1-a<a

1 1 1
a—|—§EB, denn(a—|—§)2:a2—|—a+12a
2. Wegen der strikten Monotonie der Quadratfunktion gilt A < B.

Unter der Verwendung der Supremums-FEigenschaft von R def. wir r := sup A, dann

auch r = inf B.

Es muss aber noch gezeigt werden, dass 72 = a

Denn a priori konnte die Q.fnkt. den Wert a ’auslassen’ indem sie ’springt’. Dass dies nicht

passiert, zeigen wir folgende Abschitzungen:
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Sei 0 < 6 < min(1,a) bel. Dann gilt 7 — ¢ > 0 und somit

(r—90)?*<a<(r+9)?
= —20r — 6% < 1r? —a < 26r — 6% < 261 + 52
= |r? —a| < §(2r+6) fiir beliebiges Delta
Dann sei € > 0 bel. Dann kénnen wir § so wahlen, dass
€
0 <8 <min(l,a,r, —) € R?
min(1,a,r 374)

und es folgt

€
5(27’+5)<3—T-(2r+r)—e

Es folgt weiter
0<|[r?—al<e VYe>0=|rP—a|=0s1r’=a
Definition 3.4.6: Intervallschachtelung

Die Intervallschachtelung ist eine Folge beschréankter abgeschlossener Intervalle I, = [ay,,b,] C R
fiir n € N sod.

1. 1DLD - DI, DIpy1 D
2. Fir jedes € > 0 existiert ein n = n(e) € N mit |I,| = b, —a, <€
Eine solche Intervallschachtelung kann héchstens eine reelle Zahl einschliessen:
oo
z,x € ﬂ In = |z—2'|<bpye) —ape <€ Ve>0
n=1
=lz—-2|=0= z=1
Die Vollstandigkeit von R impliziert, dass stets eine Zahl eingeschlossen wird.

e Eine reelle Zahl durch immer genauere Fingrenzung immer genauer zu bestimmen, fithrt zum

Begriff der Intervallschachtelung

Satz 3.4.2: Intervallschachtelungsprinzip

Zu jeder Invervallschachtelung I71 D Is D ... existiert x € R mit

x € ﬁ[n? ﬁ[ = {x}
n=1 n=1
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4 Die komplexen Zahlen

Anforderungen an die komplexe Zahlen:
Erweiterung des Zahlenbereichs R (algebraische Struktur mit Addition und Multiplikation) unter

Beachtung der Rechenregeln (Assoziativ, Kommutativ, Distributiv) — also Kérpererweiterung.

Definition 4.0.1: Komplexe Zahl

Es existiert eine neue (nichtleere) Zahl 4 mit i> = —1. Die sog. imagindre Einheit. Aus ihr und

den reellen Zahlen gehen die kompl. Zahlen hervor:
z=a+b-i a,beR

Realteil: Rez :=a

Imaginarteil: Imz :=b

4.1 Konstruktion der komplexen Zahlen

Wir definieren die den komplexen Zahlen zugrunde liegende Menge als
C:=R?*={(a,b) | a,b € R}

Die Paare (a,b) reeller Zahlen modelieren die komplexen Zahlen z = a + bi.

Rechenoperationen:

Addition: (a,b) + (¢,d) :== (a + ¢,b+d)

Multiplikation: (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

Es gelten die Korperaxiome:
1. Addition u. Multiplikation sind assoziativ und kommutativ und es gilt das Distributivgesetz.
2. Neutrale Elemente: (0,0) =: 0 fiir Addition und (1,0) =: 1 fiir Multiplikation.
3. Inverse Elemente:

Addition: (a,b)+ (—a,—b) = (0,0)
a —b
2102 a? b2

Multiplikation: (a,b) - ( ) = (1,0) falls (a,b) # (0,0)

= (C,+,) ist Korper.

C ist Erweiterung von R. Korpereinbettung: R — C,a +— (a,0).

Definition 4.1.1: Imaginire Einheit
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Die imagindre Finheit i € C wird definiert als i := (0,1) € C\ R. Dann ist
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1
Bem.:
e Auf C gibt es keinen Begriff der Positivitdt

e C besitzt keine nichttriviale Korpererweiterung eindlichen Grades.

4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Definition 4.2.1: Komplexe Konjugation

Korper C hat natiirliche algebraische Symetrie (Kérperautomorphisumus).

Z:=a—bi= Imz—iRez
Eigenschaften:

1. Erhélt Addition u. Multiplikation: z +w = zZ + @ und zw = Z - w.
2. Involutorisch, d.h. Z = z, insbesondere bijektiv.
3. zeRez=2 zeiR&z=—2

Z2+z zZ—2Zz
4. Re z = , 1 = :
ez 5 m z %

5. z-z = (Re 2)?2 + (Im z2)?
Bem.:
e 2.z > (0 mit Gleichheit g.d.w z = 0.

e i ist einzige Nullstelle von 22 + 1.

Definition 4.2.2: Rechenregeln komplexe Zahlen

o Addition: z1 +2z2 = (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
o Subtraktion: z1 — z2 = (a+bi) — (c+ di) = (a — ¢) + (b— d)i

e Multiplikation: z1 - zo = (a + bi) - (c+ di) = ac + (ad + be)i + bd - i2 = (ac — bd) + (ad + be)i

e Division: A_ 4 ? — (a—i—bz)(c—dz) — @8 el +1 b =l
c + d?

zo 2973 (c+di)(c—di) A+d?
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Definition 4.2.3: Betrag/Grofle komplexer Zahlen

Grofle komplexer Zahlen wird gemessen durch:

2| := V2 - Z = v/(Re 2)2 + (Im 2)2 € RY

—(Absolut-) Betrag von z € C.
Eigenschaften:

1. |z| >0, mit Gleichheit gdw. z =0
2. |[Rez| < |z| und |Imz| < |z|, Gleichheit gdw. z € R oder z € iR.
3. [2] = ||

4. Dreiecksungl.: |z + w| < |z| + |w|
Mit Gleichheit gdw. 3\ € Rar sod. w = Az oder z = Aw
& 2 =0 oder I\ € R} mit w= Az
& z,w € 0,1] - (z,w) == {s(z+w) |0< s < 1}

5. Multiplikativ: |zw| = |z| - |w|

Beispiel 4.2.1

1. Zerlegung von a? + b? (Variation der 3. binomischen Formel(a? + b? = (a + b)(a — b)))
a? + b? =a? — (bi)? = (a + bi)(a — bi)
—(—b2)=—(bi)2

2. Die (nichtoffensichtliche) reelle Identitét
(a? + b?)(c + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)? ergibt sich auf nat. Weise durch den Umweg

iiber das Komplexe

(a® +b*)(c? 4 d?) = (a + bi)(a — bi)(c + di)(c — di)
= (ac — bd) + (ad + be)i - (ac — bd) — (ad + be)i
= (ac — bd)? + (ad + bc)?
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5 Folgen
Definition 5.0.1: Folge

Eine (unendliche, mit N indizierte) Folge in einer Menge M ist eine Abb. N — M.
Notation:

(zn)nen bezeichnet die Folge, die der Abb. N — M, n +— x,, entspricht.

Bem.:
e Folgenglieder x,, miissen nicht verschieden sein.

e Andere Indexmengen statt N moglich.

5.1 Konvergenz von Folgen

Definition 5.1.1: Konvergenz
Eine Folge (an)nen in C konvergiert in C, falls a € C existiert mit der Eigenschaft:
Ve>0 dn(e) eN

sodass gilt
lan, —al <€ VYn > n(e)

Die Zahl a heifit dann der Grenzwert oder Limes der Folge (a,).

Notation: lim,,_, a, = a, oder kurz: a,, — a (fiir n — o)

Geom. Bedeutung: Spitestens ab Folgenglied a,,() liegen alle weitern Folgenglieder a,,n > n(e)

in einer offenen Kreisscheibe

Dc(a):={z€C||z—a| <€}

Eindeutigkeit des Grenzwerts: Konvergiert eine Folge in C, so ist ihr Grenzwert eindeutig bes-

timmt.

Nullfolge: Eine Folge die gg. 0 konv. heifit Nullfolge. Daraus folgt
anp—0 & Ja,| —0

Also:

lim a, =a < lim(a,—a)=0 < lim |a,—a|=0
n—oo n—oo n—oo
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Definition 5.1.2: Umgebung

Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung von a € C falls € > 0 existiert mit D.(a) C U

Motivation: Fine Umgebung eines Punktes enthélt alle Punkte, die ihm ”hinreichend nah ” sind.

D.h. man kann sich ihm auflerhalb der Umg. nicht beliebig nahern.

Definition 5.1.3: Topologische Reformulierung des Konvergenzbegriffs

Mit Hilfe der Umgebungsbegriffs:

lim a, =a <«  Jede Umgebung von a € C enthalt fast alle Folgenglieder

n—oo

Eindeutigkeit des Grenzwerts:

Konvergiert eine Folge in C, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.

Definition 5.1.4: Nullfolge

Eine Folge die gg. 0 konv. heifit Nullfolge

Bem.:

ap —0 < |ap| —0

Jede D(0) = {|z| < €} enthélt fast alle a,,. Also:

lim a, =a < lim(a,—a)=0 < lim |a,—a|=0

Beispiel 5.1.1

1
Fudoxos = lim,_oo— =0
n

1
Bew.: Zu € > 0 ex. wegen Eudoxos n(e) € N mit — < e

n(e)

1 1 1
=0<—-—<——<¢ n>n(e). Also— €0,¢) C D(0) Vn > n(e).
n — n(e) n
1

1
Allgemeiner: limy, o — = 0 fiir k € N (weil — < =)
n n n
Bem.:

1. Fir Folgen (a,) in C und a € C gilt

Rea, — Rea
® a4y — a4 <=

Ima, —> Ima
e a4, a4 = Gp—a

e a, >a = |ay| —|a

2. Konvergenz ist stabil unter Storungen. D.h. seien (a,) und (a},) Folgen in C, sod. a], — a, — 0.

Dann gilt fira € C a, - a < a, —a
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Definition 5.1.5: Divergenz

Man sagt, dass eine Folge divergiert, falls sie nicht konvergiert.

Beispiel 5.1.2

1. (an)nen mit a, := (—1)" in R divergiert, denn jedes a € R besitzt eine Umgebung (a—e, a+¢)

in R, die nicht fast alle Folgeglieder a,, enthélt.

Denn wéhlen wir € > 0 hinreichend klein, so ist —1 oder 1 nicht in (a — €, a + €) enthalten,

{-1,1} € (a —€e,a+€).

Folglich enthélt (a — €, a + €) dann nicht fast alle a,,,n € N, d.h. a ist nicht Grenzwert von

(apn). Das gilt Va e R = (a,) divergiert.

2. Fir z € C mit |2] < 1 gilt: limy, 002" =0

1
Da W iiber alle Schranken wachst, weil ﬂ >1
z z

1 1
Impliziert fiir alle € > 0 : — > — fiir fast alle n = [2]" < e fiir fast alle n € N. D.h. D(0)
z €

enthalt fast alle Folgengl. |z|™.

5.1.1 Rechnen mit konvergenten Folgen

Definition 5.1.6: Rechenregeln konvergenter Folgen

Seien (a,) und (b,) Folgen in C die konvergieren a,, — a, b, — b, dann gilt:

1. ap +b, — a-+0b, an—>b, — a-—>b
2. ap-b, — a-b
a

3. Falls b # 0, dann gilt : b, # 0 fiir fast alle n € N und ZL” -7

5.1.2 Konvergenz und Anordnung (in R)

Definition 5.1.7: Vergleichsprinzip

Seien (a,) und (b,) in R mit a,, — a , b, — b, sod. a, < b, fir fast alle n € N.

Dann: a <b.

Definition 5.1.8: Einschniirungsprinzip
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Seien (ay), (by), (¢,) Folgen in R mit a, — g,¢, — g sod. a, < b, < ¢, fir fast alle n € N.
Dann gilt: b, — g.

5.2 Monotone und beschrankte Folgen

Definition 5.2.1: Beschrankte Folge
Eine Folge (ay,) in C heifit beschrinkt, falls C' € RT ex. mit

lan| < C VneN
Bem.:

e Konvergente Folgen in C sind beschrankt

Definition 5.2.2: Monotonie

Eine Folge (a,) in R heifit

Monoton wachsend falls a, < a,11 VneN
Monoton fallend falls a, > a1 Vn €N

Streng monoton wachsend falls a, < an,+1 Vn €N

Streng monoton fallend falls a,, > a,+1 Vn €N

Beh.:

‘Beschréinkte monotone Folgen in R konvergieren. ‘

Genauer gilt fiir eine beschrinkte Folge (a,) € R und A := {a,, | n € N} C R:
e (a,) wachsend = a, - sup A

e (ay) fallend = a, — inf A

Sei (an) beschr. Folge in R.

Dann kénnen wir sie zw. zwei beschr. monotonen Folgen einschlieflen:

spi=infar < S, :=supag
k>n k>n

Es gilt s, < s,y < Sy < S, Vn' > n wobei sie monoton und beschrankt sind.

Dann konv. die beiden assozierten Folgen:

Sp /s=sups, < infS,=95,., S,
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und es existieren geschachtelte Intervalle mit dem Durchschnitt

ﬂ [Sna Sﬂ] = [Sa S]

n=1
Beob.:

1. [sn, Sy] enthélt fast alle (ay,).
— Fiir bel. € > 0 enthélt (s — €, S + €) fast alle Folgenglieder a,,.

2. Aber: Fiir € > 0 enthélt [s + €, +00) nicht fast alle Folgenglieder da sonst s, > s+ € fiir fast alle
n (Widerspruch!)
= (s —¢,5+¢€) und analog (S — €, S + €) enthalten unendlich viele Folgenglieder a,.

= (ay) konvergiert gdw. s = S. In diesem Fall a,, - s = S.

Definition 5.2.3: Haufungspunkt

Ein Haufungspunkt einer Folge (a,) € C ist eine Zahl h € C sod. jede Umgebung von h € C

unendlich viele (nicht ”fast alle”) Folgenglieder a,, enthalt.

Definition 5.2.4: Teilfolge

Ist (an)nen eine Folge (in einer bel. Menge M) und ist (ng)ren eine streng mon. wachsende

(Index-)Folge in N, so nennt man die Folge (an, )ren eine Teilfolge von (an)nen
Beide Begriffe sind verbunden durch:

Lemma 5.2.1
Fiir Folgen (a,) in C und h € C gilt:
h Haufungspunkt von (a,) < 3 Teilfolge a,, — h < klirgo an, =h
Die Menge aller Haufungspunkte einer Folge ist abgeschlossen unter Grenzwertbildung

Prop.:
Ist (a,) Folge in C und (h,,) eine Folge von Haufungspunkten von (a,) in C mit h,, — g € C, so ist
auch g Hf.punkt von (ay).
Bem.:
e {Hf.punkte von (a,) in C } = { Grenzwerte konvergenter Folgen (an, )ren }
e hyy, =g = g auch Hf.punkt von (a,)

e C besitzt abzahlbar viele dichte Teilmengen, d.h. Folgen in C die sich 4berall in C haufen.
(Jeder Punkt in C ist Hf.punkt einer solchen Folge).
—  IN — C mit dichtem Bild.
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Definition 5.2.5: Dichte Menge

M c C dicht
:< Jede (offene) Scheibe hat nicht-leeren Durchschnitt mit M

MND(z)#0 VzeC,e>0

< Jede nicht-leere offene Teilmenge hat nicht-leeren Durchschnitt mit M

Satz 5.2.1: Bolzano-Weierstrafl

Jede beschrankte Folge in R besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

Also einen Haufungspunkt. Genauer gilt:
1. s und S sind Haufungspunkte von (a,)

2. Alle weiteren Haufungspunkte von (a,) liegen in [s, S]

Definition 5.2.6: Limes inferior und Limes superior

Fiir eine beschrénkte Folge (a;) in R definiert man ihren Limes inferior (bzw. superior) als ihren
kleinsten (grofiten) Haufungswert.

Notation:
e liminf,, - ap
e limsup,,_,. an
Bem.:
e Wird verwendet, wenn Grenzwert (lim) einer Folge nicht existiert.

e Limes inferior und Limes superior existieren fiir jede Folge in den erweiterten reellen Zahlen R.

Fiir jedes € > 0 liegen jeweils unendlich viele Folgenglieder im Intervall

(lim inf a,, — €, liminf a,, + e) bzw. (lim sup a, — €, limsupa, + e)
n—00 n—00 n—00 n—00

Fiir € > 0 gilt fiir fast alle Folgenglieder

liminfa, —€¢ < a, < limsupa,+e¢
n—oo n—o00

Gleichheit gilt wenn die Folge in R konvergiert

lim = liminf = limsup
n—oo n—00 n—00
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Satz 5.2.2: Bolzano-Weierstrafl in C

Jede beschriankte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge. (Also einen Haufungspunkt).

Korollar 5.2.1

Fine beschriankte Folge in C konvergiert gdw. sie genau einen Haufungspunkt besitzt.

5.3 Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit

Definition 5.3.1: Cauchy-Folge
Eine Folge (an)nen in C heifit Cauchy-Folge, falls

lim |ap —am| =0
n,m—00

d.h.
Ve >0 3n(e) €N, sod. gilt |an —am| <e Vn,m > n(e)

Daraus folgt:

Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz von Folgen:

Eine Folge (a,) in C konvergiert gdw. sie eine Cauchy-Folge ist. ‘

Bem.:
e Cauchy-Folgen in Q konvergieren i.A. nicht in Q (sondern in R)

e Die Eigenschaft, dass Cauchy-Folgen in R konv., ist (unter Annahme der Koérper- und Anord-

nungseig.) dquivalent zur Supremums Eig., d.h. weiter Art, die Vollstdndigkeit von R auszudriicken.
e Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

e Wenn die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert a besitzt,

dann gilt auch a,, — a.
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5.4 Bestimmte Divergenz / uneigentliche Konvergenz

Wir dehnen den Begriff der Konvergenz auf R aus.

Definition 5.4.1: Bestimmte Divergenz in R
Fiir Folgen (a,,) in R definieren wir

an — +oo0 &= VO € R gilt a, > C fir fast alle n

< jede Umgebung von + oo in R enthilt fast alle a,,

e U C R Umgebung von ~ ¢ 3 C € R sod. (C,+o0] CU

e +oo Haufungspunkt von (a,) € R < (ay) nach oben unbeschriankt

Satz 5.4.1: Bolzano-Weierstraf3 in R

Jede Folge in R besitzt eine in R konvergente Teilfolge; dquiv einen Hiaufungspunkt/-wert in R.

Genauer besitzt sie einen maximalen (limsup) und einen minimalen (lim inf) Haufungswert.

Definition 5.4.2: Bestimmte Divergenz in C

Da Zahlenebene C nur ein ’Ende’ hat, fligt man entspr. nur einen ’'unendlich fernen’Punkt oo
hinzu und schlieBt C zu einer 2-dim Sphire ab, der Riemannschen Zahlensphire: C = C LI {oo}

Auch in diesem Fall ist oo &£ 0o und 0 & oo nicht sinnvoll definiert.

an — +0o & VR € RT gilt |a,| > R fiir fast alle n

& jede Umgebung von oo in C enthélt fast alle a,,

e U C C Umgebung von c & 3 R € R" sod. C\ Dr(0) CU
Dpg(0):={z € C||z| < R} = abgeschl. R-Scheiben um 0

e oo Haufungspunkt von (a,) € C < (ay) nach oben unbeschrénkt
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6 Reihen

6.1 Definitionen und erste Beispiele

Definition 6.1.1: Partialsummen

Sei (ay) Folge in C, dann ist

m
Sm=a1 + ...+ apy = E G,
n=1

die m-te Partialsumme s,, von (ay).

Definition 6.1.2: Unendliche Reihe

Sei (an) Folge in C. Unter einer Reihe ) | a,, versteht man die Folge (S )men aller Partialsum-

men von (a,), also

Z Qp = (Sm)meN

n=1

Definition 6.1.3: Konvergenz einer Reihe

Die Reihe "7 | a, heiBt konvergent, falls die Folge ihrer Partialsummen (s,,)nen konvergiert.

Der Grenzwert heifit Summe der Reihe und wird ebenfalls bezeichnet mit

o0 m

g ap = lim E ap = lim s,
m—0o0 m—0o0

n=1 n=1

e Der Ausdruck ) 2 | a, steht sowohl fiir die Folge der Partialsummen (=Reihe), als auch fiir den

Grenzwert der Partialsummenfolge (=Wert der Reihe).

e Das Abidndern oder Weglassen endlich vieler Summen &ndert nichts am Konvergenzverhalten

einer Reihe.

e Fiir die Konvergenz einer Reihe Y 7 | a,, ist notwendig, dass die Glieder eine Nullfolge bilden,
an, — 0, denn

A = — Sm-1 —0

Sm
N~~~
_>ZOO a [ee]
n=1%n Hzn:1 an

Beispiel 6.1.1

Geometrische Reihe:

o
Za":1+a—|—a2+... (a € C)

n=0
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Partialsummen lassen sich schreiben als

1— am+1

m
Za”:1+a—|—...+am:
1—a
n=0

Konvergenzverhalten:

e |a| >1 = Divergenz, da Glieder a" keine Nullfolge.

1
e la| <1 = Konvergenz: y >~ a, = T a
—a
Bem.: > 7 ay ist eine Potenzreihe
Harmonische Reihe:
i S T
n 2 3 7
n=1

Die Harmonische Reihe divergiert bestimmt, d.h. Y >, % = +o0. Das gilt obwohl % — 0. Also
ist Nullfolgen Bedingung nicht hinreichend.

Definition 6.1.4: Rechen- und Vergleichsregeln fiir Reihen

Linearitét der unendlichen Summe: Konvergieren die Reihen )7 | a, und >">° ; b, und ist
A € C, so konvergieren auch die Reihen Y 7, (a, + by) und Y7 ;(Aay) und es gilt fiir ihre

Summe
o0 o o o0 o0
d(an+bp) =D an+> by und > (Aap) =X ap
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Reihen im Komplexen: Fiir a, € C gilt

Zan:a (aeC) <« 2z Rea ol
n=0

o0
& ) ap=a
n=0

Yo pIma, =Ima

Vergleich von reelle Reihen: Fiir konv. Reihen "7 | ay, und Y 2 | b, mit an, b, € R gilt:

an <b, YneN = iangibn
n=1 n=1

6.2 Konvergenzkriterien

Definition 6.2.1: Cauchy-Kriterium
Eine Reihe Y °7 ;| a, konvergiert gdw. zu jedem € > 0 ein n(e) € N ex., sod.

n=1

m'>m>n(e) = |Sp—Sm-1|=l|am+...+anw| <e
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(Insbesondere ist notwendig, dass a,, — 0, vgl. oben)

Folgt unmittelbar aus Cauchy-Krit. fiir Konvergenz von Folgen.

= Eine Reihe konvergiert gdw. ihre Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden.
Definition 6.2.2: Absolute Konvergenz
Eine Reihe Y ° | a,, konvergiert absolut, falls " ° | |a,| konvergiert.

Bem.: Mit dem Cauchy-Kriterium folgt

oo oo
Zan konv. absolut <« Ve>0 3n(e) € N sod. Z lan| < €

n=1 n=1

lam| 4+ ... Flam | <€, m,m >n(e) & apel+... + lan| <€, ¥Ym' > n(e) (auch m — oo)

Lemma 6.2.1
Ist eine Reihe > 2 | a, absolut konv., so ist sie auch ("normal”) konvergent und es gilt fiir ihre
Summe
oo [e.e]
DI EEND W
n=1 n=1

Definition 6.2.3: Majoranten-Kriterium

Sei 7, a, eine komplexe Reihe und ) 7, ¢, eine reelle Reihe, sod |a,| < ¢, fir alle n € N

(insbes. ¢, > 0). Dann gilt

o0 o
Z cn, konvergiert = Z an konvergiert absolut.

n=1 n=1

Und fiir die Summen gilt:

e Fiir die absolute Konvergenz reicht aus, dass |a,| < ¢, fir fast alle n.

e Oft niitzliche Majorante ist die allgemeine harmonische Rethe 7 k—la welche fiir o > 1 kon-

vergiert.

Definition 6.2.4: Wurzel-Kriterium

Sei > >° | a,, komplexe Reihe

1. Existiert 0 < ¢ < 1, {/]a,| < g fiir fast alle n so konvergiert > > ; a,, absolut.

2. Gilt {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n, so divergiert 7 | an.
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Bem.:
e limsup,_, V/|an| <1 = Aussage 1.
e limsup,_, V/|an| >1 = Aussage 2.

e Keine Aussagen moglich in den Fallen

1. limsup,,_,o V/|an| =1

2. Y|an| < 1 fiir fast alle n

Beispiel 6.2.1

Beispiel dafiir, dass das Konvergenzverhalten unterschiedlich sein kann: > 0% | L(s > 0) konv.

genau fir s > 1.

Definition 6.2.5: Quotienten-Kriterium

Sei > >° | a,, komplexe Reihe, sod. a, # 0 fir fast alle n

1. Existiert 0 < ¢ < 1 sod. ‘a"—:l‘ < ¢ fiir fast alle n, so konvergiert > | a,, absolut.

a

2. Gilt ’“Z—:l‘ > 1 fiir fast alle n, so divergiert Y 2 ap.

Bem.:

ntll <1 = Aussage 1.

. limsupn_,oo‘ -
n

an

azl‘ > 1 = Aussage 2.

e liminf, ‘

e Keine Aussage moglich falls

1. liminf‘ag—:w <...<1 Slimsup‘a"—:l’ <...

a

2. }M‘ < 1 fir unendlich viele n (folgt aus a, — 0).

an

Beispiel 6.2.2

Weiteres Bsp. dafiir dass Konvergenzverhalten unterschiedlich sein kann:
1

Fiir 0%, L mit s > 0 gilt stets “H° = (-22)° — 1, d.h. in diesem Fall gilt liminf =

n=1 ns L n+1
... = limsup = lim = 1 (unabh. von s) also stets in ”Grauzone”. Jedoch unterschiedliches

Konvergenzverhalten abhéngig von s: Konvergenz fiir s > 1, Divergenz fiir s <1

Vergleich von Wurzel- und Quotienten-Kriterium:
Falls a,, # 0 fiir fast alle n, so

Gn+41
a

d.h., liefert das Quotienten-Kriterium Konvergenz, so auch das Wurzel-Kriterium (Umgekehrt nicht).

limsup {/|a,| < limsup]
n—oo n—oo

n

— Wurzel-Kriterium als Nachweis fiir Konvergenz ist allgemeiner als Quotienten-Kriterium, jedoch

ist Quotienten-Kriterium oft einfacher anwendbar.
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Beispiel 6.2.3

Geometrische Reihe:

oo
> "
n=0

Y27 = |z], falls z # 0 ist dann |z] = ‘ZZ:I |. Anwenden des Wurzel- oder Quotienten-Krit.
liefert:
absoute Konvergenz fiir 2| < 1
Divergenz fir |z| > 1
Exponentialreihe:
1 22 28
Z—znzl—i—z%—f—i-f—i—...
n! 2 6
n=0
( 1 )'Zn+1
. .| (o) ] ,
Quotienten-Krit.: 1,2”‘ =53 — 0 firn—oo
n:
Z|
-Krit.: {/|L2n| = | fi
Wurzel-Krit ‘n!z ‘ il —- 0 firn— o0

= aus beiden Kriterien folgt éleichermaﬁen absolute Konvergenz Vz € C

Logarithmusreihe:
0 (_1)n+1 2 3
IS
n 2 3
n=1
(=1"*? nt1
Quot-Krit.: || ="y firn o oo
. . (_1)n+1 Zn n+ 1
n
abs. Konv fiir 2] < 1
Daraus folgt: { Divergenz fiir |z| > 1

(keine Aussage falls |z| = 1)

(_1)n+1

Wurzel-Krit.: { M=—= = |z firn— oo

Binomialreihe:
oo

<S>z” fur s € C
-\

|z| firn — o0

n

bricht ab fiir s € Ny in diesem Fall
s 1

SHES PRI
(3)=n n+1

abs. Konvergenz fir |z] < 1

Quot.-Krit.:

daraus folgt:
Divergenz fir |z| > 1
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6.2.1 Konvergenzkriterien von reellen Reihen

Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern:

Definition 6.2.6: Monotonie-Kriterium

Eine Reihe >°°° | a,, mit a, € R konvergiert gdw. die Folge (> ; an)m ihrer Partialsummen

(nach oben) beschrankt ist. Insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen monoton wachsend.

Definition 6.2.7: Cauchy-Verdichtungskriterium

Sei (an)nen eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Reihe ) 7 | a,, genau dann, wenn » . ~_; 2™agm konvergiert.

Fir alternierende Reihen:

Definition 6.2.8: Leibniz-Kriterium

Sei (an)neny monoton fallende Nullfolge in R (bzw. R7).

Dann konvergiert Zfzo(—l)"an =ap—aj+az—...+...und hat Summe < ag (ebenso > ag—ay, <
ap — a1 + ag ete...).

LLA. konvergiert die Reihe nicht absolut.

Beispiel 6.2.4

Alternierende harmonische Reihe:

i (_1)n+1 1 1
o n 2 3

konvergiert, jedoch nicht absolut.

6.3 Umordnungen von Reihen

Definition 6.3.1: Umordnung

Ist Y02 | an eine Reihe und o : N — N bijektiv (Permutation von N), so heifit die Reihe Y 7 | ag ()

eine Umordnung von | an.

Bem.:
e FEndliche Summen sind unabhéngig von der Reihenfolge der Summanden

e Bei unendlichen Reihen hangen Konvergenzverhalten und Summe i.a. von Reihenfolge der

Summanden ab.
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Definition 6.3.2: Bedingte Konvergenz

Eine konvergente Reihe heifit bedingt Konvergent, wenn sich sowohl ihr Konvergenzverhlaten als
auch ihre Summe bei geeigneter Umordnung verédndern.
D.h. eine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, falls Konvergenzverhalten und Summe

bei Umordnung gleich bleiben und bedingt konvergent sonst.

Beispiel 6.3.1

Wir verandern bei der alternierenden harmonischen Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1
1_54_5_14_5—64-?—... < 1—§+§ (obere Schranke)

die Reihenfolge der Summanden und betrachten

(1+1—1)+(1 1—1)+ + ( LR— —i) +
3 4 5 7 2 4k —3 4k -1 2k v
o<l t 11 .1 1
Ak Ak 2k 7T T4k —4  4k—4 2k
_lot o
2%k —-1 K
Dann ist 3(z1; — ) die Majorante mit
=1 1 1 1 1
Y =(1—-2= —__Z =1
DGR =G gt

Weil ﬁ — 0 und ﬁ — 0 folgt, dass die modifizierte Reihe konvergiert mit Summe > 1+ % — %

Also verschieden von (grofler als) die Summe der allg. alternierenden harmonischen Reihe.

Satz 6.3.1: Riemannscher Umordnungssatz fiir nicht absolut konvergente Reihen

Jede konvergente, jedoch nicht absolut konvergente reelle Reihe ist bedingt konvergent.

Genauer lasst sich durch geeignete Umordnung erreichen, dass sie gegen einen bel. vorgegebenen
Grenzwert in R konv.

Allgemeiner: die Menge der Haufungswerte ihrer Partialsummenfolge ist ein beliebig vorgegebenes

abgeschlossenes Intervall in R .

Bem.:

o Intuition:
Sei > o7 ay, reell und konvergent, jedoch nicht absolut konvergent ( >, |an| = +00). Dann
miissen die aus nur positiven bzw. negativen Summanden bestehenden Teilreihen bestimmt

divergieren:

oo o0
ZmaX(O,an) =400 und Zmin(o, ap) = —00
n=1 n=1

38



Es ist insbesondere

i max(0, ap) + i min(0, a) = i an
n=1 n=1 n=1

Daraus folgt, dass Partialsummenfolge durch geeignete Umordnung beliebig ” gesteuert” werden

kann, d.h. sie gegen beliebigen Grenzwert konvergieren lassen (a, — 0 muss gelten (muss
Nullfolge sein)).

Satz 6.3.2: Umordnungssatz fiir absolut konvergente komplexe Reihen

Ist > >° | a, absolut konvergent, so auch jede Umordnung und diese hat stets dieselbe Summe

Z Uo(n) = Z an Vo :N— N bijektiv
n=1

n=1

d.h. Y02 ap ist unbedingt konvergent.

6.4 Multiplikation von Reihen

Definition 6.4.1: Cauchy-Produkt

Fiir zwei komplexe Reihen Y 7 | a, und > >° | b, ist ihr Cauchy-Produkt definiert als die Reihe

N——

=2 @p
Bem.:

e Formales Ausmultiplizieren ergibt zunichst die endliche Doppelsumme/-reihe > 3}';_;axb; von
der man durch Zusammenfassen der Summanden gleichen Grades zu einer unendlichen Summe/Reihe

iibergeht.

Satz 6.4.1: Konvergenzsatz fiir Cauchy-Produkte

Konvergieren die komplexen Reihen > >° | a,, und Y 7 | by, absolut, so konvergiert auch ihr Cauchy-

Produkt > >°, ¢, absolut und fir die Summen gilt

S em (S (S0

n=0

Beispiel 6.4.1

Geometrische Reihe: Ubung
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Exponentialreihe:

< n w” o n 1 .
(7;)71') (nzo”') :nzo;o("_k)k' Fut
= O_OO:L!(Z—I-U)) Vz,we C

Konvergenzsatz fiir Cauchy-Produkt liefert Funktionalgleichung fir die Exponentialfunk-
tion:

exp(z) -exp(w) = exp(z+w)

6.5 Binomialreihe

Definition 6.5.1: Binomialreihe

Die Reihe

> /s s(s—=1) 9 s(s—1)(s—2) 4
B.(2) = n_q
s(2) %(n)z tozt — "2+ 193 & <k

nennt man die Binomialreihe.

Ist s € N, so bricht die Reihe nach dem Glied mit n = s ab und es ergibt sich aus dem Binomialsatz

Bs(z) = (1+2)°

Definition 6.5.2: Konvergenz der Binomialreihe

Die Binomialreihe ist fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent.

6.6 Potenzreihen

Definition 6.6.1: Potenzreihen

Potenzreihen verallgemeinern Polynome. Eine komplexe Potenzreihe ist eine formaler Ausdruck
o
Zanz" —aytaiz+az®+...
n=0

mit Koeffizienten a,, € C und den Variablen z.
Durch Einsetzen einer komplexen Zahl fiir z wird sie zu einer komplexen Reihe, deren Konvergenz

man untersuchen kann.
Bem.:

e Die komplexen Potenzreihen bilden eine C-Algebra (C-VR + Ring).
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e Addition:

(Z anz") v (Z bnz”> =3 (an + )"
n=0 n=0 n=0
e Multiplikation:
(Z anz"> . <Z bnz") = Z ( an,kbk> 2" (Cauchy-Produkt)
n=0 n=0 n=0 k=0

Definition 6.6.2: Konvergenzbereich

Der Konvergenzbereich besteht aus den Punkten z € C, in welchen die Potenzreihe konvergiert.

={zeC| Zanz” konvergent } C C

n=0
Im Konvergenzbereich definiert die Potenzreihe eine C-wertige Funktion.
Lemma 6.6.1

1. Konvergiert > >° janz{ fiir zo € C, so konvergiert > > ja,z" fiir alle z € C mit |z| < |z

absolut.

2. Konvergiert » > ja,zy absolut, so konvergiert > >° ja,z" fiir alle |z| < |z| absolut, und

Y02 o lanzl] ist eine gemeinsame Majorante ( = gleichméBige Konvergenz).

Definition 6.6.3: Konvergenzradius

Fiir komplexe Potenzreihen ) °° j an2" definiert man den Konvergenzradius mit:

R := sup{|2| | Zanz" konvergiert (absolut) } € [0,4o0]

n=0

er hiangt nur von den Betrégen der Koeffizienten ab.

Satz 6.6.1
1. Y>>, anz™ konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < R.
2. Y02y anz" divergiert fiir alle z € C mit |z| > R.
Definition 6.6.4: Konvergenzscheibe

R heiBt Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe Y >° janz™ und Dg(0) C C ihre Konver-
genzscheibe. Es gilt

Dpg(0) offen € Konvergenzbereich €  Dg(0) abgeschlossen
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e R=0 Dy(0) =0, Konvergenzbereich = {0}
e R=+00 Dy(0)=C, Konvergenzbereich = C
Bem.:

e Fiir 0 < R < 400 kann das Konvergenzverhalten auf dem Rand der Konv.scheibe, also fiir

|z| = R unterschiedlich sein.

Satz 6.6.2: Berechnung des Konvergenzradius

Fiir den Konvergenzradius R einer komplexen Potenzreihe » 7 an2™ gilt

1.
1
R= 7 mit L =limsup {/|a,| (Cauchy-Hadamard)
n—o0

2. Falls a,, # 0 fiir fast alle n, so ist

an+1 an+1

an

lim inf
n—oo

1
‘ < = < lim sup (Euler)

n—00 Gn

Insbesondere

falls dieser Grenzwert existiert.

1
R=- mit g¢= lim ia
q

n—0o | Ay

Beispiel 6.6.1

1. Geometrische Reihe: Y ° 2", R=1

2. Exponentialrehe: >°° (27 R = 400

n=0 n!»

3. Logarithmusreihe: ) 7 Fl)nﬂz”, R=1

n

W
Il
—_

. Binomialreihe: 3°>° (%)z" (a€C), R

n=0 \n

Satz 6.6.3: Multiplikationssatz fiir Potenzreihen

Seien Y >° 1 an2" und Y o2 b,2" komplexe Potenzreihen mit Konvergenzradius R, und R;,. Da
sie absolut konvergent sind kann das Cauchy-Produkt angewendet werden.

Fiir |z| < min(R,, Rp) gilt

() (L) =2 (éan_kbk)zn

fur die Summe der Reihen.

Die neue Potenzreihe hat Konvergenzradius R > min(R,, Rp).
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(Produkt wird betrachtet als Summen, also Summe des Cauchy-Produktes, nicht Cauchy-Prod.

von Reihen an sich.)
Bem.:
e Potenzreihen bilden also mit Konvergenzradius > Ry eine Unteralgebra von (C[[ZH

e Produkt wird betrachtet als Summen, also Summe des Cauchy-Produktes, nicht Cauchy-Produkt

von Reihen an sich.
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7 Stetigkeit
Definition 7.0.1: Stetigkeit
Eine Funktion/Abbildung f : C D D — C heifit stetig im Punkt xg € D , falls gilt:
Ve>0 36=0(e) >0 sod. z€D mit |z—xo|<d = |f(x)— flzo)] <e (%)

f heifit stetig, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Definition 7.0.2: Topologische Reformulierung von Stetigkeit

Sei U C D Umgebung von zp in D < Ja > 0 sod. DN B,(zg) C U

Dann ist

f:D—Cstetiginzg e D < f~1(V)c D Umgebung von zg in D.
V'V C C Umgebung von f(zg) in C

Bem.:

e Topologische Reformulierung folgt aus

(x) & f(Bs(zo)) C Be(f(20))
& Bs(zo) C fHBe(f(z0))

Definition 7.0.3: Lipschitz-Stetigkeit

Funktion f : D — C heit Lipschitz-stetig , falls L > 0 (Lipschitz-Konstante) existiert mit
[f(z)—f@) < L-lz—2a'| Va,a'eD

Dann heit f L-Lipschitz (-stetig).

Bem.:

e Lipschitz-stetig = stetig  (wéhle 6 = %)

e Intuition: Anderung der Funktionswerte hochstens proportional zur Anderung des Werts der

Variablen.

Beispiel 7.0.1

1. Konstante Funktionen: C — C, z+ c fest sind 0-Lipschitz = stetig.

(L = 0 da bei konstanter Funkion keine Anderung des Funktionswerts)

2. (a) Lineare Funktionen sind Lipschitz = stetig.
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Sei Funktion C — C, z + az + b dann ist

|(az +b) — (a2’ +b)| = Ja|-|z—2'| also |al-Lipschitz (a,b € C)

=a(z—2')

Anderung der Funktionswerte proportional zu Anderung der Variablenwerte.

(b) C—=C, z—zZund C—C, z+— |z|(Re: C— R, Im : C — R) sind Lipschitz, da
Z—Z|=z=2| und |]z|-|7|| <]z -7

Daraus folgt, dass die Anderung der Funktionswerte hochstens so grof ist wie die

Anderung der Variablenwerte.

3. Polynome vom Grad > 2 sind nur lokal Lipschitz, jedoch nicht global Lipschitz. Sie sind
aber stetig.
ZB.q:C—C, z+— 2°

2| —

|22 —w |z +w| |z — w|

<lz|+|w]

zeigt, dass ¢ nicht global Lipschitz ist (da |z 4+ w| beliebig grof} sein kann).
Aber: q‘?R(O) ist 2R-Lipschitz VR > 0 (insbesondere stetig) = ¢ stetig in allen Punkten
des offenen Balls Br(0) = ¢ stetig.

4. Quadratwurzel: q: R — RE, z+— /x

1
—\/x/ = 7,7;—_%/
'QF//' \/E+\/a7| |

Va+Vaz!

Abschétzung zeigt:

(a) ql[a,400) ist Q—%—Lipschitz Va >0 = g stetig in allen Punktion von (a,+00) =
q stetig auf RT.

(b) Jedoch g ) nicht Lipschitz stetig, da z.B. \\/% —0| = /1|2 —0| fiirn € N. Und \/n
kann unendlich wachsen daher gibt es kein L welches die Ungleichung erfiillen wiirde.
Aber: ¢ stetig (auch in 0) denn fiir 6 > 0 gilt 0 <z < €2 = () = 0< 7T <e¢
Also q stetig.

5. Unstetige Funktionen:

(a) Treppenfunktionen:
1, falls x > 0
zB: fR=>R z— f(z) =
0, sonst

Vemit0<e<1 V>0 gilt:

f_l((l -6 1+ 6)) 2 (_6a 5) < (1 -6 1+ 6) 2 f((_57 5)) = {07 1}

v

=[0,+00)
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— f unstetig in 0.
1, fallsz € Q

(b) Dirichlet-Funktion: f:R - R, z — ist iiberall unstetig.
0, sonst

1 falls 2 = £ mit p € Z und q € N teilerfremd
(¢) Riemann: f:R =R, x +— q
0 sonst
Ist unstetig in allen rationalen Punkten € QQ aber stetig in allen irrationalen Punkten

z € R\ Q.

Definition 7.0.4: Folgenkriterium fiir Stetigkeit

FEine Funktion f : C D D — C ist genau dann stetig in einem Punkt x € D, wenn fiir jede Folge
(xn) in D mit z, — z gilt, dass f(z,) = f(x) in C.

Bem.:
e Intuition: Stetigkeit ist charakterisierbar als Erhaltung von Folgenkonvergenz.

e Komposition stetiger Funktionen/Abbildungen sind stetig:

Sei D1,Dy C C
1 stetig in x € Dy
xEDlLfl(x)eDgiﬂC f s }:fgoflstetiginx

fo stetig in fi(x) € Do
W

Das folgt direkt aus dem Folgenkriterium:
teti teti
wn— 13 Dy L £ () o fi(2) 3 Dy L £ (1 (20) = falfi(2)) 5 C.

7.1 Gleichméaflige Limiten/Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 7.1.1: Punktweise Konvergenz

Sei (fy) Folge von Funktionen f,, : C D D — C. Die Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise
gegen die Funktion (sog. Limesfunktion) f: D — C falls

fn(2) = f(2) VzeD
D.h. Ve>0,z€ D 3Jn(e z) € Nsod.
[fn(2) = f(2)| <€ Vn=mn(ez)

Hierbei ist n(e, z) abhingig von z.

46



Bem.:

e Intuition: ” Geschwindigkeit” mit der sich Funktionenfolge in einem Punkt zo der Limesfunktion

in diesem Punkt annéhert héngt von der Stelle zy ab (Ist also nicht {iberall gleich).

o Stetigkeit wird unter punktweiser Konvergenz i.A. nicht erhalten.

Beispiel 7.1.1

fn:]0,1] =5 Rz +— 2™
0, falls 0 <z <1
1, fallsx =1

fn konvergiert punktweise gegen f(z) =

Definition 7.1.2: Supremumsnorm

Die Supremumsnorm einer Funktion f : D — C ist definiert als
Ifllp == sup|f(z)] € [0,+00]
zeD

Bem.:
e Intuition: Supremumsnorm misst ”Grofle” einer Funktion.
eDaD#0D =|-||lp>0
e |[|fllp < +o0 (endlich) <« f beschrankt.

Eigenschaften der Supremumsnorm:
Seien f,g: D — C Funktionen und A € C

L ||fllp=0 <« f=0 (positivitit)
2. [[AMfllp = Al [[f]|p (homogenitit)
3. [If +gllp < [Ifllp +llgllp (A-Ungl.)
4. ||f — gl|p ist Abstand von f und g.

Definition 7.1.3: Gleichmaflige Konvergenz
Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f : D — C falls
fo=fllp — 0
D.h. Ve > 03 n(e) € N sod.
|fn(z) — f(2)| <e Vze D, n>n(e)

Hierbei ist n(e) unabhingig von z.
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Bem.:

o Gleichméafiige Konvergenz = Punktweise Konvergenz

Lemma 7.1.1: Cauchy-Kriterium fiir Funktionenfolgen

Sei (f,) Folge von Funktionen f,, : D — C.

Es gilt
(fn) konvergiert gleichméafiig < (f,) ist Cauchy-Folge bzgl. ||f||p
dh. lim ||fn— fllp=0
n,Mm—00
Satz 7.1.1

Sei (f,) Folge von Funktionen f,, : D — C und gleichméfiig konvergent gegen die Funktion
f:D — Cund 2y € D, dann gilt:

fn stetigin zg Vn = fstetig (in zp)

7.1.1 Anwendung der gleichmafligen Konvergenz auf Reihen:

Sei (fn)nen Folge von Funktionen f,, : D — C.
Dann ist die Reihe > >, f,, definiert als die Folge (S )men der Partialsummen

m
Sm = Z fn
n=1

Lemma 7.1.2

[ee] o
Z llfallD < 400 = Z fn konvergiert gleichmdf$ig (und punktweise absolut)

n=1 n=1

Korollar 7.1.1

Sei (fn)nen Folge von Funktionen f,, : D — C mit Y 2 || fallp < 400
Dann konvergiert die Reihe ) 7, f,, gleichmafig und es gilt mit zy € D:

oo
fnstetigin zg VneN — Z fn stetig in zg

n=1
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Hierbei ist Y2, f, die durch die Reihe definierte Limesfunktion.

7.1.2 Anwendung der gleichmifligen Konvergenz auf Potenzreihen

Satz 7.1.2

Sei P(z) := 3 2, a,z" komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann gilt
1. Die durch die Potenzreihe definierte Funktion P : Dr(0) — C ist stetig

2. Fiir 0 < 7 < R konvergiert Y o2 anz" auf D,(0) C Dg(0) gleichmdpig.

Beispiel 7.1.2

Z'I'L
Exponentialfunktion: Die durch die Exponentialreihe Y o - definierte komplexe Exponential-
n!

funktion

exp:C— C, zw exp(z)=:¢"

ist stetig.

7.2 Abbildungsverhalten stetiger Funktionen
7.2.1 Zwischenwertsatz

Definition 7.2.1: Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R stetig und sei yo € R zwischen f(a) und f(b) (d.h. im abgeschlossenen Intervall
mit diesen Endpunkten).
Dann gilt

Yo € f([a,b]) d.h. yg liegt im Bild von f

Anders formuliert nimmt f jeden Wert yo zwischen f(a) und f(b) an mindestens einer Stelle
c € |a,b] an.

Korollar 7.2.1

Sei f:R DI — Rstetig = f(I) C Rist (auch) ein Intervall.
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7.2.2 Monotone Funktionen und ihre Umkehrfunktionen

Definition 7.2.2: Monotonie
Sei f:RD>D—R

z, ' €D

x<a

} = f(z) < () f()

f (streng) monoton wachsend :< {

z, 2’ €D

f (streng) monoton fallend :&
7 <& 4

} = f(z) > (>)f(a)

Bem.:

e Monotone Funktionen, die keine Werte auslassen, sind stetig.
Lemma 7.2.1

f:R DD — R monoton

= f stetig
f(D) C R ist Intervall

Bem.:

e f streng monoton — f injektiv = f: D — f(D) bijektiv
Es existiert also Umkehrabbildung f~!: f(D) — D die auch streng monoton ist.

Korollar 7.2.2

f : I — J streng monoton bijektive Abbildung von Intervallen = f und f~! stetig
(d.h. f ist Hom6omorphismus).

Satz 7.2.1

f : I — R stetig, streng monoton, I Intervall. Dann gilt
o J:= f(I) C R ist ein Intervall.
o f:1— J bijektiv

o f~1:J 1T stetig

Beispiel 7.2.1

1. Ry — R, 2+ 2? stetig, streng monoton (und bijektiv)
(Satz) = R — R{,z+~ /& auch stetig.

2. R — R,z — 23 stetig, streng monoton
(Satz) = R — R,z +— Jx auch stetig.
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3. Exponentialfunktion: R — R*, 2+ e® streng mon. wachsend und bijektiv hat Umkehrfunk-
tion

Natiirlicher Logarithmus: RT™ — R,z + Inxz  auch stetig.

7.2.3 Topologischer Exkurs: abgeschlossen & kompakt

Definition 7.2.3: Haufungspunkt einer Teilmenge

h € C heiit Haufungspunkt von M C C, falls jede Umgebung von h in C unendlich-viele Punkte
von M enthalt.

Bem.:

h Haufungspunkt von M <« Jede Umgebung von h in C enthélt einen Punkt von M, verschieden von h.

< M\ {h} enthélt eine gegen h konvergente Folge.

Definition 7.2.4: Abgeschlossene Menge

Sei M C C Teilmenge.
Dann heifit M abgeschlossen, falls M alle Grenzwerte von (in C) konvergenten Folgen enthalt.

Falls also gilt :
(ayn) Folge in M

— a€eM
a, —a€C

Beispiel 7.2.2

e Abgeschlossene Intervalle in R sind in diesem Sinne abgeschlossen

e Offene Intervalle in R sind nicht abgeschlossen.

Bem.:

M C C abgeschlossen < M enthéalt alle Hiufungspunkte von M
< Komplement O = C\ M ist offen

O C Coffen <« O ist Umgebung jeder ihrer Punkte

< O ist Vereinigung offener Scheiben

e Sei f: C — C stetig und A C C abgeschlossen (bzw. offen), dann ist auch das Urbild
f~t:={z€C| f(z) € A} abgeschlossen (bzw. offen).
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Definition 7.2.5: Folgenkompaktheit
M C C heiit folgenkompakt, wenn jede Folge in M eine in M konvergente Teilfolge hat.

Charakterisierung:

’M folgenkompakt < M abgeschlossen + beschrinkt ‘

Eigenschaften der Familie aller folgenkompakter Teilmengen (in R oder C):

i) Endliche Vereinigungen
folgenkompakter Mengen sind folgenkompakt
ii) beliebige Durchschnitte

Dies gilt genauso fiir die (grofiere) Familie abgeschlossener Teilmengen (von R bzw. C).

Beispiel 7.2.3

Folgenkompakt: [a,b] C R, Scheiben D,.(2)), Rechtecke {z € C|a < Rez < b, c <Imz < d}

Nicht folgenkompakt: [a,b), (a,b], (a,b), [a,+00), (—oc0,b] C R

7.2.4 Annahme von Extremwerten

Satz 7.2.2

f:CD>K — Cstetig, K folgenkompakt. = f(K) C C folgenkompakt.
D.h. stetige Bilder von Kompakten sind kompakt.

Anwendung bei R-wertigen Funktionen:
Lemma 7.2.2

Nichtleere folgenkompakte Teilmengen von R enthalten minimale und mazimale Elemente.

Korollar 7.2.3

Sei f:C D K — R stetig, K folgenkompakt.

Dann nimmt f Minimum und Mazimum an, d.h. hat einen min/max Wert.

Korollar 7.2.4

Stetige Funktionen [a, b] — R nehmen Miniumum und Maximum an, da beschrankte, abgeschlossene
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Intervalle folgenkompakt sind.

Bem.:

e Stetige Funktionen auf nicht-kompakten Definitionsbereichen nehmen i.a. keine Extrema an.

7.2.5 Gleichmaflige Stetigkeit

Definition 7.2.6: Gleichmaflige Stetigkeit
Funktion f: C D D — C hielt gleichmdfig stetig, falls gilt
Ve>0 35=0(e) >0 sod. fir 2,2 €D mit [2-2|<déd = |f(z)—f(Z)|<e

Im Vergleich zur € — §-Definition gewohnlicher Stetigkeit kann hier & unabhdngig vom Punkt in D
gewahlt werden.

Bem.:
e Lipschitz-stetig = glm. stetig.

e Stetige Funktionen auf Kompakta sind gleichméaflig stetig.

Satz 7.2.3

Sei f: C D> K — C stetig, K folgenkompakt.
Dann ist f gleichméafig stetig.

Korollar 7.2.5

Stetige Funktionen [a,b] — C sind gleichméBig stetig.
Bem.:

e Stetige Funktionen auf nicht-kompakten Definitionsbereichen sind i.a. nicht gleichméaBig stetig.

7.3 Kontinuierliche Grenzwerte

Definition 7.3.1: Grenzwerte von Funktionen

Sei f:C D D — C Funktion und 29 € C Haufungspunkt von D. Dann ist

f(z) falls z € D\ {20}

a, falls z = 2y

lim f(z) =acC <& Die durch f,, .(2) :=

Z—r20

definierte Funktion sz,a :DU{z} — C ist stetig in z.
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D.h. in € — § Schreibweise:

Ve>0 30=0(e)>0 sod. z€DNBs(zo) = |f(z)—al<e

Wobei Bs(z) := Bs(z) \ {20} ist.

Das Erfasst das Verhalten von f nicht in zg sonder in der Nahe von zj.

Bem.:

e Falls zp € D, so ist sz’a = f und daher

ILm f(z) = f(20) < f stetig in zp.
z2—%20 -

e Falls 2o ¢ D und lim,_,, f(2) = a, so heifit fAZOﬂ die stetige Fortsetzung von f nach z.

7.3.1 Reformulierungen des Grenzwertbegriffs

Definition 7.3.2: Folgenkriterium

i =a

< f(zn) @ a VY Folgen z, — zp in D\ {20}

Definition 7.3.3: Cauchy-Kriterium

ILm f(z) existiert << Ve>0 30=09(e) >0 sod.
z—20

2,2 € DN Bs(z) =

f(2) — f(&)] <€

Bem.:

e Gilt f(z) = a und g(x) — b fiir x — x0, so gilt auch:

e Sei f:D— FEund g: E— Cundesist f(z) = a € F fir x — 9 und g stetig in a. Dann gilt

9(f(x)) = g(a) fir z — zo



7.3.2 Varianten des Grenzwertbegriffs

Definition 7.3.4: Rechts- und linksseitiger Grenzwert

Sei f:R D D — C und zp € R Haufungspunkt von D. Dann ist

xh\n;g f(z) = $li>119&10 Flpr(@o,+o00)

der rechtsseitige Grenzwert von f in zo (falls er existiert).

Analog fiir linksseitigen Grenzwert.

Definition 7.3.5: Rechts- und linksseitige Stetigkeit auf R

Falls zg € D, dann heif3t

[f rechtsseitig stetig in o ¢ f|pnjwy,+00) Stetig in o

& lim f(z) = f(a0)

Analog linksseitig stetig.

Definition 7.3.6: Stetigkeit und Grenzwert im Unendlichen

Sei f: R D> D — C und +oo ist Hiufungspunkt von D (d.h. DN (C,+o00) # PVC € R).

Dann ist

lim f(z)=a & Ve>0 3ICeR, sod

T—+00

r€Dundx>C = |f(zx)—al<e

Falls +o00 € D:
lim f(z) = f(+o0) < fstetigin + o0

r——+00

e Falls a = +o00:  |f(2) —a| < € ersetzen durch f(z) > C.

95



8 Differenzierbarkeit
8.1 Definition
Definition 8.1.1: Differenzierbar
Die Funktion f: R D D — R heifit diffenerzierbar in xy € D, falls

lim fz) = (@) = f'(zg) existiert
T—T0 T — X

f/(xo) heiit die Ableitung von f in xg.
Bem.:

e Ableitung intuitiv: Kleine Anderung des Werts der Variablen fithrt zu ungefiihr proportionaler
Anderung des Funktionswertes.

D.h. eine differenzierbare Funktion ist ”gut linear approximierbar”.

e Die lineare Approximation ist gegeben durch
l(x) = f(x0) + f'(x0) - (x — 20)

e Alternative Notationen von f’(z¢): %(xo), %b:zof.

Lemma 8.1.1

Sei f:R>D D — R und z¢p € D, dann sind dquivalent:
1. f diff.bar in zq
2. 3 s:D — C stetig in zg mit

f(z) = f(zo) + s(x) - (x —xp) firzeD

Dabei ist s(x) die ”durchschnittliche Steigung” von xy nach x.

3. 3a€C und r:D — C mit r(zo) = 0 und limg_,,, ;E?O =0 sod.

f(@) = f(zo) +a- (& = wo) +r(x)

Wobei 7(x) das Restglied bzw. der Approximationsfehler ist.

Im differenzierbaren Fall erhélt man also die Darstellung

f@) = f(wo) + f'(x)(z = z0) + ()

Das Restglied verschwindet in xqg erster Ordnung, d.h. es verschwindet schneller als x — zg.

Wir schreiben: r(z) = o(z — ).
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— f(z) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0) + o(x — z9) (0 = Landau-Symbol).

= f diffbar in xy < f linear approximierbar mit Fehler von kleiner als erster Ordnung

‘f diffbar in xg = f stetig in :):0‘

Bem.:

e Geometrische Bedeutung: Der Graph von f schmiegt sich an den Graphen der linearen Approx-

imation an.

e Also ist die lineare Approximation die Tangente des Graph von f.

Beispiel 8.1.1

1. Konstante Funktionen haben verschwindende Ableitungen:

f=ceCaufR = f'(x9) = lim — =0=f'=0

T—=To0 T — X

2. Lineare Funktionen haben konst. Ableitung

f(z) = ax + b auf R mit a,b € C
F(20) = limy_s g (e +b) —(azo+b) _ -~ g
r — X0
3. Betrag: f(z) = |z| auf R:

Sei g = 0, dann ist

Il
R

L 1@) = £(0)
0

e @ f0) _ e
z\,0 T — X ’ 0

x 0 xr —
= rechtsseitige und linksseitige Ableitung stimmen nicht iiberein = f nicht diffbar.

4. Potenzen: f(z) =z" auf R (n € N):

n n

" —x
f'(zo) = lim 0 =n. .l
T—=To T — TQ

= (2") = na"!

x € R, falls n € N ungerade
5. Wurzeln: g(z) = {/z fur &

T € Ra’ , falls n € N gerade

In 2o # 0:
Vo — Yx — 1 1 1
g (xp) = lim u = lim 2% _ — =~z !
Tz X — X y=vo Y — Yy nyy n
1
1 —1
= (YY) =—xn firz #0.
n
6. Exponentialfunktion: f(z) = e® auf R:
T __ X0 T—To _ 1
f'(zo) = lim €0 _em im S = e
rT—Tro T — _1‘0 T—rT0 €T — ,’EO
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= (e®) =e".
7. Logarithmus: g(z) = logx auf RT:

. logx —logxg .
9/(x0> = lim 08T T 080 _ lim
T—T0 T — Xo y—yo e¥ — %o

lim
Y=Y Y — Yo

Y — Yo _( ey_ey())—l ]_ 1

1
= log’x = — fiir > 0.
x

8.2 Berechnung und Rechenregeln von Ableitungen

Seien f,g: R D> D — C, D offen und f, g differenzierbar in x¢y € D

Definition 8.2.1: Addition

f+g:D — Cist diffbar in x¢ mit

(f +9)(x) = f'(z0) + g (0)

Definition 8.2.2: Produktregel

f-g: D — C diffbar in z¢ mit

(£9)'(x0) = f'(20) - g(x0) + f(z0) - ¢'(20)
Definition 8.2.3: Quotientenregel

Falls g(z¢) # 0, so ist die (auf einer Umgebung von zg def.) Funktion f diffbar in xg mit
g

(i)'(x ) = f'(xo) - g(z0) — f(@0) - g'(@0)
g/ 9*(o)

Definition 8.2.4: Kettenregel

Seien f:RD Dy - Rund g:R D Dy — Csod. f(Dy) C D,.

f diffbar in zq
Dann gilt — go f diffbar in 2y mit Ableitung;:
g diffbar in f(zo)

(g0 f)(z0) = g'(f(z0)) - f'(w0)

Definition 8.2.5: Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f: R D I — R streng monoton und stetig diffbar in ¢ € I mit f'(x¢) # 0 (notwendig).
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Dann ist f=%: f(I) — I diffbar in f(z¢) mit Ableitung

1

—1\/ o

Beispiel 8.2.1

L f(z) =22 gly)=y
1 1

f(z) ist diffbar mit f'(z) = 22 # 0 = g diffbar mit Ableitung (,/y)’ = @) =3 N

2. f(x) =e", g(v)=1logy

1 1 1
f diffbar mit f'(r) =e* #0 = log'y =

Filaly)) ~ eoww

8.3 Mittelwertsatz und Anwendungen

Betrachte reelwertige Funktionen f: C > D — R

Definition 8.3.1: Lokales Minimum und Maximum

Man sagt, dass f in xg € D ein lokales Maximum (Minimum) annimmt, falls eine Umgebung U

in C existiert, sod. f|pny in o ein Maximum (Minimum) annimmt.

Lemma 8.3.1
Sei f:(a,b) = R, (a,b) C R, diffbar in ¢ € (a,b). Dann:
1. f hat ein lokales Extremum (Min od. Max) in zg = f/(29) =0

2. e Ist f(xg) >0 == lokales Minimum.

o Ist f/(z9) <0 =  lokales Maximum.
3. Sei f"(xg) #0 = f — f(xo) wechselt in xy das Vorzeichen.
Bem.:

e Beweis Skizze: Man nimmt an, dass f in x¢ Extremstelle ist. Dann bildet man den Differen-
zenquotienten auf beiden Seiten von f(xg) (Rechtsseitiger und linksseitiger Limes). Wegen

gegensitzliches monotones Wachstum auf beiden Seiten folgt f/(xg) = 0.

¢ Wird verwendet um aus der Existenz von Extema die Existenz von Nullstellen der Ableitung zu

folgern.

99



Lemma 8.3.2: Satz von Rolle

Sei —0o <a <b< +ooundsei f:[a,b = R, [a,b] C R, stetig diffbar auf (a,b) und habe gleiche
Randwerte f(a) = f(b). Dann gilt

Jz0 € (a,b) mit f(zg) =0
Auf beschriankten Intervallen kann man dies auf den Fall beliebiger Randwerte verallgemeinern:
Satz 8.3.1: Mittelwertsatz

Sei —o00 < a <b< 4oo und sei f: [a,b] = R, [a,b] C R, stetig und diffbar auf (a,b). Dann

f(b) = f(a)

Jx9 € (a,b) sod. f'(xg) = b—a

Satz 8.3.2

Sei I C R offenes Intervall und f : I — R diffbar. Dann ist
1. f monoton wachsend <« />0
2. f streng monoton wachsend <« f' >0 (Sattelpunkte konnen existieren)

Analog fiir fallend.

Korollar 8.3.1

f konstant < f'=0

Bem.:

e Zwei diffbare Funktionen f,g : I — C mit gleichen Ableitungen f’ = ¢’ unterscheiden sich nur

um eine Konstante: f — g = const.

Satz 8.3.3

Sei I C R offen und f : I — R diffbar mit f’ = af, wobei a € R.
Dann hat f die Form f(z) = c-e® mit ¢ € R.

Bem.:
e Die Exponentialfunktion ist also die einzige diffbare Funktion f : R — C mit /' = f und f(0) =1
Definition 8.3.2: Stetig differenzierbar
Sei f: D — C, D C R und offen.

Dann heifit f stetig diffbar falls f diffbar und f': D — C stetig ist.
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Satz 8.3.4
Sei I C R, I offen und f : I — R diffbar. Dann gilt
ff<Caufla,b)cT = f(b)— f(a)<C (b—a)

d.h. f hat die maximale Steigung C.

Satz 8.3.5: Schrankensatz
Sei I C R, I offen und f : I — R diffbar.

Ist |f/| < L fiir L € R, so ist f Lipschitz-stetig.

Bem.:

e Insbesondere ist eine differenzierbare Funktion auf einem kompakten Intervall dort Lipschitz-

stetig, falls ihre Ableitung stetig ist.

Korollar 8.3.2: Lokale Lipschitz-stetigkeit

Stetig diffbare Funktionen f: D — C, D C R und offen, sind lokal Lipschitz-stetig.
D.h. sie sind Lipschitz-stetig auf jedem abgeschlossenen und beschrénkten (< folgenkompakt)
Intervall [a,b] C D.

Satz 8.3.6: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sei=c0<a<b< +oo, f,g: D — R, DCR, stetig und auf (a,b) diffbar.

I
—
)
o

o
SN—
|

Q
—
S
S~—
SN—
Y
—~
8
S
~—

— 3w c(@b) mit (f() - f(a)¢'(0)
£(b) ~ f(a) _
“g(@) _ ¢a0)

Wird angewendet in der Methode zur Bestimmung gewisser Grenzwerte von Quotienten:

kh
)
S—
%
s
o
S—

Q

Definition 8.3.3: Regel von L’Hospital

Sei —00 < a < b < 400 und seien f,g: (a,b) — R diffbar mit ¢’(z) # 0 fiir alle z € (a,b). Dann

gilt in jeder der beiden folgenden Situationen:
L. limgngq f(z) = limgpnqag(z) = 0

2. limp\, f(z) = limpqa9(x) = o0

!
Existiert limg\, w € R, so existiert auch lim,\ 4 @ € R, und es ist
g (z) g9(z)
/
lim @ = lim f/(:c)
z\a (CC) x\a g (JU)
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Analog fir z /b, © — 400 und x — —ooc.

8.4 Mehrfache Differenzierbarkeit

Definition 8.4.1: Hohere Ableitungen

Betrachte Funktion f : R O D — C, D offen. Wir definieren héhere Ableitungen f(™ : D — C

von f induktiv:

.« fO =7

e Existiert f(»~1 fiir n > 1 und ist diffbar, so ist (™ := (f(*=D)".
Man sagt:

1. f n-mal differenzierbar :<  f(" existiert (n € N).

2. f n-mal stetig differenzierbar oder von Klasse C" :& (™) existiert und ist stetig.

(Niedrigere Ableitungen in dem Fall auch stetig).

3. f glatte Funktion oder co-mal differenzierbar oder von der Klasse C'*°
& feld™ VneNy < f n-mal differenzierbar Vn € Ny.

4. f n-mal diffbar in 9 € D (n € N)
& fist (n — 1)-mal differenzierbar auf offener Umgebung zo € U € D und (f|y)™

differenzierbar in zg.

Bem.:

e Die konstanten Funktionen f(z) = ¢ sind beliebig oft differenzierbar.

Satz 8.4.1: Isolierte lokale Extrema
Sei f: R D (a,b) — R zweimal differenzierbar in zg € (a,b) mit
f'(zo) =0 und f"(x¢) >0 (bzw. <)

Dann hat f in zg ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Mazimum).

(isoliert = eindeutig).

8.5 Lokale Approximation durch Polynome

Definition 8.5.1: Taylor Polynom

Sei f:R DI — C, I offen. Ist f in g € I n-mal differenzierbar so definieren wir, das n-te Taylor
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Polynom von f in xqg als

" ork) (g
I npl@8)) 5= / k(' )(:c — o)k
k=0 '
Es gilt insbesondere Téf?n(:vo) = f®(z) 0<k<n.

Satz 8.5.1: Taylor-Approximation

Quantitativ: Ist f : I — R n-mal diffbar auf ganzem Intervall, so gilt: Zu z,xy € I gibt es ein

& zwischen z und x( sod.

£

n!

(x — xo)"

/

Lagrange-Restglied
D.h. £ héngt von z und x¢ ab.

Qualitativ: Ist f : I — C n-mal differenzierbar in xg, so gilt

f(@) = Tyon(2) + oz — 2o[")

f(@) = Tagn(z)

|z — xo|™

D.h. — 0 fur x — xg.

Definition 8.5.2: Taylor-Reihe

Ist f : I — C beliebig oft differenzierbar, xg € I , so heif3t
O () (4
> Lo
= nl

die Taylorreihe zu f in xg.
Bem.:

e [.A. hat die Taylorreihe weder positiven Konvergenzreadius, noch (falls doch) konvergiert sie

nahe x( gegen f.
Definition 8.5.3: Entwicklung einer Potenzreihe

Konvergiert die Taylorreihe zu f in g gegen f (punktweise = gleichméBig auf kleineren Umge-
bung), so sagt man, dass sich f um z( als Potenzreihe darstellen/entwickeln lasst. Bzw., dass f

in xq reell analytisch ist.

Bem.:

e Die Menge der Punkte des Deffinitionsbereichs in dem f reell analytisch ist, ist offen.

e Reell analytisch = C°.
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8.6 Differenzierbarkeit von Limiten

8.6.1 Anwendung fiir Funktionenfolgen

Satz 8.6.1

Sind die Folge (f,)nen von C'-Funktionen f,, : R > D — C , D offen, sowie die Folge (f!)nen
ihrer Ableitungen gleichméBig konvergent: f, — f, f,, — g, (f,g stetig).
Dann ist f C'!' Funktion und f' = ¢ , also

(lim f,) = lim (f})

n—oo n—oo

Bem.:

e Ist D ein beschranktes Intervall, so geniigen schwéchere Annahmen:

(fn(zo)) konvergiert
D = (a,b) 3 xg = (fn) konvergiert gleichméafig
(f1) konvergiert gleichmafig

8.6.2 Anwendung fiir Reihen

Korollar 8.6.1

Sei (fy)nen Folge von C! Funktionen, f,, : R D D — C mit

) 0
Slifallp <00, DA <00
n=1 n=1

Dann sind > o7, fp und > 7 f/ gleichméBig konvergent also der Grenzwert (Grenzfunktion)

stetig.
Dann ist die Funktion } >°, f, : D - Cin C 1 und es gilt

(Sh) = (5

8.6.3 Anwendung auf Regularitat von Potenzreihen

Betrachte Potenzreihe um 0 in R

o
P(x) = Zanz (an € C)
n=0
Gliedweise differenzieren ergibt
o0
P'(z) = Zn R
n=1
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Lemma 8.6.1

>0 panz™ und Y00 n - apz™ ! haben gleichen Konvergenzradius.

Satz 8.6.2

Hat die Potenzreihe P(x) Konvergenzradius R > 0, so ist die durch sie definierte Funktion
P:(—R,R) — C glatt (C*°) und die Ableitungen sind gegeben durch gliedweises Differenzierern:

P®) () = Z (n!x”_k auf (—R, R)

Konvergenz ist lokal gleichméaBig, d.h. gleichméfig auf [—r,r] fir 0 < r < R.

Beispiel 8.6.1

Potenzreihenentwicklung des Logarithmus:

(log(1+ ) = 147 auf (=1,00) =1—2+2*—... auf (=1,1) (geom. Reihe).
Diese Reihe entsteht auch wenn wir P(x) = x — 272—2 + ‘%3 — ... gliedweise differenzieren.
Wir priifen:

P(z) =log(1+z)" auf (=1,1) = P(z)—log(1 + z) = const.
P(0)=0=1og(1+0) = const. =0, d.h. P(z)=1log(l+z)auf (—1,1).

Randverhalten fiir z 7 1:

P(zx)=>_ O n =y % + x—; — ... alternierende Summe mit - — 0 fir 0 <z < 1
= Durch Leibnitz-Kriterium konvergiert P(1).
Die Konvergenz ist sogar gleichméafig auf [0, 1], denn

22011%1’" S%g%%Ofﬁrn%o&

— P(xz) ist stetig auf [0, 1] also auf (—1, 1]. Und wegen log stetig
= P(z) =log(l+=x) auf(-1,1].

Insbesondere
log2 =1 1 + L
og2 = 5 T3

Fir zp € R gilt:
X X
log(xo + &) = log(wo) +log(1 + —) = log(zo) + P(—)
0 0

= log:R" — R ist reell-analytisch.

Potenzreihenentwicklung von Arcustangens:

tan(x) = (S:g;((m)) auf (-7, 5) — R (bjektiv). Dann ist arctan : R — (=3, 5).
arctan’(z) = sz =1—-224+a2%—... auf (-1, 1)
z3 | b /
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= Beide Konvergenzradius 1.

3 b
= arctan(x)::v—g—i—g—... auf [—1,1]
Insbesondere
T 1 1 n 1
4 3 5 7

arctan ist analytisch, denn ﬁ ist analytisch:
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9 Trigonometrische Funktionen
Definition 9.0.1: Definition von sin & cos

Sei z : t ~— (cos(t),sin(t)) € C stetig differenzierbare Kurve (C')

Dann ist z Kurve in der Ebene, die

1. Einheitskreis parametrisiert: 22 +¢y? =1 2z-2=1 (. y) = (cost, sinf)

2. mit Geschwindigkeit 1: > + > =1& -2 =1
3. mit Anfangs Punkt: (2(0),y(0)) = (1,0) < 2(0) =1 cost
4. Umlaufrichtung: (£(0),y(0)) =(0,1) < 2=1

Bedingungen erzeugen Differentialgleichungen:

Losung der Differentialgleichungen mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion ¢ +— e ergibt
2(t) = e,

Eulersche Formel:

Definition von cos und sin mit x € R :

e = cos(z) + isin(z)
cos(z) = Re(e™)

sin(z) = Im(e')

Definition 9.0.2: Potenzreihenentwicklung von cos und sin
Es ist fiir z € C
o0 Zn
E— -
e = Z n!
n=0

Dann gilt fiir sin und cos:

‘ [e’e) x?n
cos(z) = Re(e™) = ,;)(_1) 2n)!

| . 00 . x2n+1
sin(e) = In(e) = 3 (D" gy
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Definition 9.0.3: Definition fiir komplexen cos und sin

eiz 4 e—iz
Cos(z2) = ————
(2) = 5
) eiz _ e—iz
sSin(z) =
()=

fir z € C.

Definition 9.0.4: Eigenschaften
Geometrisch:
€| = \/ﬁ: Velt . e~ =]

€| = \/0052(37) + sin?(z) = \/Re(eix)2 + Im(e®*)2 =1

1 = cos?(z) + sin?(x)

Regularitat / Ableitung:

Sinus und Kosinus haben Darstellung als Potenzreihe =  cos(z) und sin(s) sind stetig

cos'(x) = — sm(:z:)} — cos(x),sin(z) sind C®

sin’(z) = cos(z)

Funktionalgleichung:

ez(quv) — U . o

e “+v) = cos(u 4 v) + 4 sin(u + v)

— ™. e" = cos(u) - cos(v) — sin(u) - sin(v) + i(cos(u) - sin(v) + sin(u) - cos(v))

Additionstheorem:

cos(u + v) = cos(u) - cos(v) — sin(u) - sin(v)

sin(u + v) = cos(u) - sin(v) + sin(u) - cos(v)

Nullstellen und Periodizitat:

Aus der eulerschen Formel folgt:

x Tim |32 2n
cos(z) |0 |-1]0 |1
sin(z) |1 [0 |-1 |0
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cos und sin sind 27-periodisch:

cos(x + 27m) = cos(z) — ilat2m) _ iz
sin(z + 2m) = sin(z)

cos(x + m) = — cos(x) sin(x 4+ m) = —sin(z)

cos(x + 5) = —sin(x) sin(z + 5) = cos(x)

Definition 9.0.5: Arkussinus & Arkuskosinus
Sind die Umkehrabbildungen von Sinus und Kosinus:
arccos : [—1, 1] — [0, 7] arcsin : [—1,1] — [—g, g]

arccos und arcsin sind bijektiv und streng monoton also stetig.
AuBerdem differenzierbar auf (—1,1):

1 1

arccos’ L) = —/——= arcsin’ ) = —F/———
(@)= 77— (@) = 77—
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10 Integration

10.1 Konstruktion des Integral auf Regelfunktionen

Definition 10.1.1: Unterteilung

Eine Untertreibung eines Intervalls [a, b] C R ist eine endliche Punktfolge
a=x0< 21 <T9<...<xy=>.

Sie hat Feinheit § > 0, falls zp — xp_1 < 0 Vk . Eine Verfeinerung dieser Unterteilung ist eine
Unterteilung, die durch Hinzufiigen endlich vieler Teilpunkte entsteht.

Bem.:

e Je zwei Teilunterteilungen von [a, b] haben eine gemeinsame Verfeinerung.

Definition 10.1.2: Treppenfunktion

Eine Treppenfunktion ist eine Funktion 7 : [a,b] — C, wenn es eine Unterteilung a = zp <
. < z;m = b gibt, sodass 7 auf jedem offenen Teilintervall (xg,zr—1) konstant ist (Werte an

Unterteilungspunkten kénnen beliebig sein).

Bem.:

e Treppenfunktionen sind beschrankt.

e Treppenfunktionen bilden einen C-Vektorraum: T ([a,b]) C B([a,b])

—— ~——
Treppenfunktionen beschrankte Funktionen

= linearer Untervektorraum
Definition 10.1.3: Integral einer Treppenfunktion

Sei 7 : [a,b] — C Treppenfunktion mit Unterteilung a = 29 < ... < =z, = b und Werten

al y = cx € C. Dann ist

Tk—1,Tk

b m
/T(x)dﬂﬁ = ) celwr — z-1)

k=1

das Integral der Treppenfunktion. Das ist wohldefiniert, da fabT(x)da: unverandert bei Ver-
feinerung der Unterteilung bleibt.

Wir fassen das Integral auf als Funktional:

b b
/ :T([a,b]) = C, 7+ / 7(x)dx
Eigenschaften Integral:

1. C-linear:
b b b
/ (/\17'1 +)\27’2)d1’ = /\1/ Tldx—i-)\Q/ Todx T1,T0 €T, A, € C
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2. Monoton:

b b
1,72 € T R-wertig, 71 <170 = / nidx < / Todx
a a

3. Positiv:
b
7 €T R-wertigmit 7 >0 = / Tdr >0
a

4. Beschranktheit: D.h. Lipschitz-stetig bzgl. Supremumsnorm

b b
| [ras] < [Tirlde < 6-a)-firllu, TET

Definition 10.1.4: Treppenapproximierbar

Eine Funktion f : [a,b] — C heiit treppenapproximierbar , falls es Ve > 0 eine Treppenfunktion
7 € T([a,b]) gibt mit
1f = 7llap) <€

< (Tn)nen Folge in T ([a,b]) mit 7, — f gleichméBig auf [a, b]
Bem.:

e Wir bezeichnen Menge der treppenapproximierbaren Funktionen auf [a,b] mit 7 ([a,b]). Dann
ist T ([a,b]) C B([a,b]) ein UVR.

e Fiir f € T([a,b]) definieren wir

a a

wobei 7, € T ([a,b]) mit gleichméBiger Konvergenz 7,, — f auf [a, b].
e Wohldefiniertheit:

— (1) ist Cauchy bzgl. || ||y = (f; Tn dx) Cauchy in C.
— Konvergieren 7, — f und 7,, — f gleichméBig, dann 7, — 7, — 0 (gleichmé&Big)

b ~ b b~ ~
= ’fa o d — [ T dl“ < Jo 170 = mlliap) = (0= a) - |70 = 7o |l

—0

e Dann ist das fortgesetzte Funktional

b
/ T (la,b]) = C

Satz 10.1.1

Die Eigenschaften des Funktionals oben bleiben fiir die neue Definition erhalten.
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Satz 10.1.2

Sei (fn)nen € T ([a,b]) Folge von Funktionen mit f, — f gleichmiflig konvergent. Dann gilt

b

b
f€T(a,b]) und/fd:c: lim fn dx

n— o0

Treppenapproximierbare Funktionen:
Zu T ([a, b]) gehdren:

e Stetige Funktionen: Denn f stetig und [a, b] kompakt = f glm. stetig.
D.h. Ve > 0 36 := d(e) > 0 sod. sich fiir jede Unterteilung von [a,b] mit Feinheit § die Werte

auf jedem Teilintervall jeweils um < e unterscheiden.

e Monotone Funktionen: Denn fiir € > 0 sind nur endlich viele Teilmengen f~1([ne, (n + 1)e])

= liefert endliche Unterteilung von [a, b] sod. Werte auf Teilintervallen sich < € unterscheiden.

Definition 10.1.5: Regelfunktion

Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Regelfunktion (oder sprungstetig), falls iiberall in [a, b] einseitige

Grenzwerte von f existieren. D.h.

lim, lim fiir 2y € (a,b) existieren, sowie lim, lim
x o \(To z\a z,/'b

Satz 10.1.3

f treppenapproximierbar < f Regelfunktion

10.2 Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Lemma 10.2.1

Sei f: R D I — C Regelfunktion.

Dann sind Einschrankungen auf Teilintervalle auch Regelfunktionen:

a,bcel b c c
/fdas+/fda::/fd:z:
a<b<ec a b a

Bem.:

e Fiir a,b € I mit a > b definieren wir

/abfdx = /bafd:c
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Definition 10.2.1: Variation der Integrationsgrenzen

Sei f: R D I — C Regelfunktion.
Fixiere Referenzpunkt zy € I und definiere ¢ : I — C durch ¢(z) := f;o fdu

Ferner ist
x2

= ¢(z2) — Blan) = / " fdu

z1

Verlegung des Referenzpunkts zy bewirkt Anderung von einer additiven Konstante:

&(x):/zfdu:/zofdw/rfdu

fest o(z

Definition 10.2.2: Unbestimmtes Integral

Die Familie der Funktionen I — C von der Form
T
T const+/ fx)du (xo€l)
0

heifit das unbestimmte Integral von f.
Bezeichnung: [ f(z)d.
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A Wichtige Summen

Gaufische Summenformel

Summe der ersten ungeraden Zahlen

Summe der ersten Quadratzahlen

Partialsumme der geometrischen Reihe

B Wichtige Grenzwerte

lim
lim {/a =1 fiirc>0 nreo

n—0o0

n

n=1

1
lim (1+—-)*=e

n—o0

8
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C Wichtige Reihen

Geometrische Reihe

1
Zq”zli fir [¢| < 1
n=0
Harmonische Reihe
1
IR
n:ln
Allgemeine harmonische Reihe -

1
Z — konvergent fir a > 1
nOL

n=1

Si-m £i-3
n2 6’ nt 90
n=1 n=1

Alternierende harmonische Reihe

Leibnitz Reihe

e-Funktion

Logarithmus-Funktion

D (N =l +a)

fir z € (—1,1]

Sinus-Funktion

Cosinus-Funktion

e 72n
;(—1)”(271)' = cos(x)
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