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1. Aus der GOP-Nachklausur des Sommersemesters 2013:
Gegeben seien zwei Folgen (a, )neny und (b, ) men mit Werten in C, eine weitere Folge (n(m))men
mit Werten in N, sowie ¢ € C .

(a) Definieren Sie, wann (a,)nen eine Cauchyfolge genannt wird.
(b) Definieren Sie die Aussage n(m) "—s +oo.

(¢c) Definieren Sie die Aussage lim,,—, oo by = c. Notieren Sie ebenso die Definition der
Aussage lim,, o, a, = c. Hinweis: Das scheinbar redundante doppelte Aufschreiben der
Konvergenzdefinition soll Thnen bei der folgenden Teilaufgabe (d) helfen.

(d) Nun sei gegeben:

i. (an)nen ist eine Cauchyfolge.
ii. n(m) "5 foo.
ili. by = Ay (m) fiir alle m € N.
iv. lim,, o0 b, = c.
Beweisen Sie: lim,,_, o, a, = c. Achten Sie dabei besonders auf eine logisch korrekte

Darstellung des Beweises, insbesondere bei der Behandlung von Quantoren. Alle nicht
quantifiziert auftretenden Variablen miissen vor der Verwendung eingefiihrt werden.

2. Das arithmetisch-geometrische Mittel. Es seien ag > by gegebene positive reelle Zahlen.
Die Folgen (an)nen, und (by)nen, seien simultan rekursiv durch das arithmetische bzw.
geometrische Mittel

an +b ..
Unyp = — 5 “ bup1 =V anby. fiir n € Ny

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass a, > apt1 > bye1 > by, fiir alle n € Ny gilt.

(b) Beweisen Sie, dass (an)nen, und (bn)nen, gegen den selben Grenzwert konvergieren.

3. Produkt zweier Potenzreihen. Es seien f(z) = Y7 a,2" eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius 71 und g(z) = Y " b,az" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ry. Zeigen Sie,

dass die Potenzreihe
h(z) = Z < akbnk> "
k=0

n=0

mindestens den Konvergenzradius min{ry, 72} hat und dass fiir z € C mit |z| < min{ry,r}
gilt: h(z) = f(z)  g(z).

4. Alternierende Reihen. Es sei (a,)nen, eine monoton fallende Folge in RT mit infpen, an =
0. Zeigen Sie, dass die Reihe > ° (—1)"a, in R konvergiert, und dass fiir alle k € Ny gilt:

2k+1 9] 2k
D (=D)"an <Y (—1)"an <Y (—1)"an.
n=0 n=0 n=0

Zum Beispiel konvergiert Y # in R.



5. Exponentielles Wachstum ist schneller als alle Potenzen — alternativer Beweis.

Zeigen Sie
nk
YA>0VkeNg: lim ———=0.
n—oo exp(An)

Verwenden Sie dazu nicht die Aufgabe 2 des Ubungsblatts 7, sondern zeigen Sie zunéchst
nkF < IXTFTL(k + 1)l exp(An) fiir k € Ng, n € N.

6. Unitaritéit der diskreten Fouriertransformation. Gegeben sei n € N. Das Standards-
kalarprodukt auf C™ wird durch

() :C"xC" = C,
n—1
(a,b) :=">_ aby
k=0

fiir a = (ax)g=0,...n—1 € C” und b = (bg)r=0,....n—1 € C™ definiert. Weiter wird die diskrete
Fouriertransformation F : C" — C™ durch F(a) = (dk)k=o0,... n—1 definiert, wobei

.....

n—1

g = % ; whla

mit der n-ten Einheitswurzel w, = cos(2w/n) + isin(27/n). Beweisen Sie:
(a) Invarianz des Skalarprodukts. Fiir alle a,b € C™ gilt:

(F(a), F(b)) = {a,b)

(b) Diskrete Fourierumkehrformel. Die Abbildung F : C* — C" ist bijektiv mit der
Inversen F~1: C" — C", F~1((ax)k=0....n—1) = (a1)i=0.....n—1, Wobei

ki~

1 n—1

a] = ——= E W, Ak
n
fk:O

Hinweis: Verwenden Sie die Orthogonalitétsrelationen fiir die Einheitswurzeln aus Aufgabe
4 von Ubungsblatt 4.



