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1. Konvergenz einer Folge bei iibereinstimmenden liminf und limsup.
Es sei (an)nen eine beschrinkte Folge mit Werten in R. Es gelte

lim inf a,, = lim sup a,.
n—oo n—00

Beweisen Sie, dass die Folge (a,)nen in R gegen diesen Limes inferior und Limes superior
konvergiert:

lim a,, = liminf a,,.
n— o0 n— o0

Hinweis: Sie diirfen dabei ohne Beweis verwenden:

liminf a,, = sup inf @, und limsupa, = inf sup a,
n—oo meN n>m n—o00 meN n>m

2. Vergleich des Wachstums von Potenzfunktionen mit Exponentialfunktionen.
Beweisen Sie fiir alle a € C mit |a| < 1 und alle k& € Ny:

N
nFa™ =57 0.

3. Eine Riemannsumme zur Quadratfunktion. Zeigen Sie:

1 1
. L 2 _ =
Jim 5> k=3
k=1
Hinweis: Zeigen und verwenden Sie hierzu die Formel

3 Tl2

n
ij:%—i-?—k%, (n e N).
k=1

4. Das Heron-Verfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln. Gegeben a,b € RT,
definieren wir eine Folge (z,,)nen, in RT rekursiv wie folgt:

1 a
To = b’ Tptl = 5 <xn+x) furnENo
n

Weiter sei A,, := z,, — v/a fiir n € Ny. Beweisen Sie:

A2
(a) Fiir alle n € Ny gilt A, 41 = Qx—”
(b) Folgern Sie A,, >0, Ayq1 < %An und A, 1 < % fiir alle n € N. (Falls Ay > 0, gelten

die Schranken auch fiir n = 0.)
(¢c) Zeigen Sie lim,, o x, = V/a.

(d) Nun sei speziell a = b = 2. Verwenden Sie die Schranke 0 < Ay < 1, also 1 < /2 < 2
zusammen mit den Schranken aus Teilaufgabe (b), um ein n € N mit A,, < 107°
explizit anzugeben. Berechnen Sie x,, fiir dieses n explizit, z. B. mit dem Taschenrechner
(Taschenrechnergenauigkeit geniigt).



5. Berechnung einer Potenz-Exponentialreihe. Berechnen Sie (mit Beweis):
m
li 227k,

Hinweis: Die Rekursionsformel fiir ;"  k"z*, z # 1, siehe Formeln (34), (35) und (36) im
Skript, kann Thnen dabei helfen.

6. Grenzwert einer rekursiv definierten Folge. Es seien ag,a; € R gegeben. Die Folge
(an)nen, sei rekursiv durch

Up41 = ganfl + gan
fiir n € N definiert. Beweisen Sie:
. 5a1 + 2agp
lim a, = ——.
n— 00 7

Hinweis: Beweisen und verwenden Sie dabei

San + 2a,-1

7 )

ap —Cc= —g(an_l —¢)

fiir alle n € N, wobei
co= 5(11 —|— 2(10
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