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Ubungsblatt 2 zur
Analysis einer Variablen

Bitte reichen Sie Thre Bearbeitung der schriftlichen Aufgaben (Nr. 1-8) in uni2work in einem pdf-
File mit dem Namen ,,abgabe2.pdf“ elektronisch ein.

Abgabefrist: Montag, den 16.11.2020, 12:00 Uhr.

Bearbeiten Sie die miindliche Aufgabe Nr. 9 bitte ebenfalls bis zum gleichen Tag.

1. Addition und Multiplikation auf natiirlichen Zahlen. Es sei N : Ny — Ny die Nach-
folgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen. Wir setzen 1 := N(0), 2 := N(1), 3 := N(2) und
4 := N(3). Die Addition + : Ny x Ny — Ny und die Multiplikation - : Ny x Ny — Ny werden
rekursiv wie folgt definiert: Fiir n, m € Ny sei

n+0:=n,
n+ N(m):= N(n+m),
n-0:=0,

n-N(m):=n-m+n.

Beweisen Sie mit diesen Definitionen:

(a) 1+1=2,
(b) 2+2 =14,
(¢) 2-2=4.

2. Gesetze fiir die Addition auf Ngy. Die Addition + : Ng x Ny — Ny auf den natiirli-
chen Zahlen sei wie in Aufgabe 1 rekursiv definiert. Beweisen Sie damit durch vollstdndige
Induktion:

(a) Fiir alle a,b,c € Ny gilt (a +b) +c=a+ (b+ ¢) (Assoziativgesetz der Addition).
(b) Fiir alle a,b € Ny gilt a + b = b+ a (Kommutativgesetz der Addition).
Achten Sie dabei besonders auf eine logisch korrekte Darstellung der Beweise! Geben Sie

bei den Induktionsbeweisen genau an, inklusive aller Quantoren, welche Aussage induktiv
bewiesen wird und wie die Induktionsvoraussetzung lautet.

3. Die Kleinerrelation auf Njy. Wir verwenden die Notationen von Aufgabe 1. Die Kleiner-
relation < C Ny x Ny wird rekursiv so definiert:

YneNy:—-n <0,
YmeNogVneNy: (n< N(m) & n=m V n<m).
Hierbei soll A :< B bedeuten, dass A als dquivalent zu B definiert wird. Beweisen Sie mit
Hilfe dieser Definition:
(a) 1 <3,

(b) = 3 < 1. Sie diirfen dabei als bekannt voraussetzen, dass die Zahlen 0,1,2,3 alle ver-
schieden sind.

(c) Fiir alle n,m € Ny gilt genau eine der drei Aussagen n < m, n=m, m < n.

4. Die arithmetische Summenformel. Beweisen Sie fiir alle a,b € R und m € Ng:

> (a+nb) = (m+1)(a+mb/2)

n=0
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5. Wus der GOP des Wintersemesters 2012/13, minimal variiert:

(a\Formulieren Sie eine Version des Induktionsprinzips, die zur Losung der folgenden Teil-
fgabe (b) niitzlich ist.

(b) DieKglge (an)nen, ganzer Zahlen sei rekursiv wie folgt definiert:

ag =0,
aj = 2,

apy1 = 4(an — ap—1) fir n € N,

Beweisen Sie mit Hilfe des Induktionsprinzips aus Teilaufgabe (a), dass a,, = n2" fiir
alle n € Ny gilt. Achten Sie dabei besonders auf eine logisch korrekte Darstellung des
Beweises! Geben Sie insbesondere an, auf welche Formel Sie das Induktionsprinzip aus
(a) anwenden.

6. Wohlordnung der natiirlichen Zahlen. Beweisen Sie, dass jede nichtleere Menge M C N
ein minimales Element besitzt, d.h.

VMCN:(M#0=3Ine MVYmeN:(m<n=m¢M)).

Hinweis: Beweisen Sie das durch Kontraposition. Nehmen Sie also an, M besitze kein mini-
males Element, und folgern Sie M = (). Verwenden Sie hierzu vollstindige Induktion.

7. Eindeutigkeitsaussage im Rekursionssatz. Beweisen Sie die folgende Eindeutigkeits-
aussage im Rekursionssatz iiber Ng: Sind M eine Menge, a € M ein Element davon und
g : Ng x M — M eine Abbildung, so gibt es hdchstens eine Abbildung f : Ny — M mit
f(0)=aund f(n+1) =g(n, f(n)) fir alle n € No.

8. Aussagenlogisches Distributivgesetz fiir n Aussagen. Zeigen Sie fiir alle n € N mit
n > 2 und alle Aussagen a und by, ..., by:

(a) aA(by VbaV...Vby,) ist gleichwertig mit (a Aby) V (aAb2) V...V (aAby).

Sie diirfen die Thnen bereits bekannten Spezialfiille n = 2,3 dabei ohne Begriindung verwen-
den.

Miindliche Hausaufgabe (ohne Abgabe):

9. Leseaufgabe: Potenz-Exponentialsummen.
Lesen und verstehen Sie den Abschnitt iiber Potenz-Exponentialsummen am Ende des Ab-
schnitts 1.3.1 im Skript.



