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1. Rechentraining zum Ableiten. Berechnen Sie jeweils die Ableitung der folgenden Funk-

tionen:
(a) fi(x) =xlogz, z > 0;
(b) fa(z) = (¥), z € R, wobei n € Ny eine gegebene Zahl sei;
(¢) f3(z) =2, x>0, zu lesen als 2 = x(@");
_ a+-cos ¢ : : 2 2
(d) falp) = Jeres o v € R, wobei a,b € R gegebene Zahlen mit a® + b= # 1
seien;
(e) fs(z) = \/2;7@757, x € R, wobei o > 0 eine gegebene Zahl sei;
22
(f) fe(o) = ﬁe_ﬁ, o > 0, wobei z € R eine gegebene Zahl sei;

() fr(z) = V2ma®tze ™, &> 0.

Bemerkung: Die Funktion f5 spielt in der Stochastik als sogenannte “Dichte einer Normalver-
teilung” eine wichtige Rolle. Die Funktion f7 ist eine berithmte Nédherung an die Fakultéts-
funktion, die sogenannte “Stirlingsche Formel”. Mehr dazu im 3. Semester.

2. Fortsetzung der reellen Exponentialfunktion ins Unendliche. Die erweiterte reelle
Exponentialfunktion Exp : RU {£oo} — R U {£o0},

0 fir x = —o0

exp(x) fir z € R
Exp(z) =
+oo fiir x = 400

ist stetig.
3. Stetigkeit und Uberdeckungen.

(a) Esseien M, N,U C Cmit MUN = U. Die Mengen M und N seien in U abgeschlossen.
Zeigen Sie, dass eine Menge V' C U genau dann offen in U ist, wenn V N M offen in M
und V N N offen in N ist.

(b) Wie eben sei U = M UN C C, und M und N seien in U abgeschlossen. Weiter sei
f : U — C eine Abbildung, deren Einschrinkungen auf M und N stetig sind. Zeigen
Sie: f ist stetig.

(c) Es sei U C C und (M;);c; eine Uberdeckung von U mit in U offenen Mengen M; C U.
Es sei f: U — C eine Abbildung, so dass fiir alle i € I die Einschrankung f; : M; — C,
fi(z) = f(2), von f auf M; stetig ist. Zeigen Sie, dass f stetig ist. Folgern Sie, dass die
Aussage in (b) richtig bleibt, wenn man dort das Wort “abgeschlossen” durch “offen”
ersetzt.

(d) Typische Anwendung von (b): Gegeben seien U C C und zwei stetige Funktionen f, g :
U — R. Zeigen Sie, dass die Mengen M := {x € U| f(z) — g(z) < 0} und N :=
{z € U] f(z) — g(x) > 0} abgeschlossen in U sind. Folgern Sie, dass die Abbildung
fAg:U—=R, fAg(x)=min{f(x),g(x)} stetig ist.



4. Aus der Klausur zur Analysis 1 des Wintersemesters 2004/05, um einen Hinweis erginzt:
Zeigen Sie fiir ein geeignetes a € R:

1
cot(z) = - +ax + o(x)

fiir z — 0. Identifizieren Sie a.
Hinweis: Es gilt
ZI _|_ e—’LZl)
cotx = 27,
e 1T e 1T
falls x € C kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.
5. Beispiel einer Vertauschung von Ableitung und Reihe.

(a) Gegeben sei eine Folge (fy,)nen von Funktionen f,, : U — C mit einer offenen Umgebung
U von xg € R. Alle f,, seien in z( stetig. Es gelte

Zsup|fn )| < 0.
n—1z€U

Zeigen Sie, dass die folgende Funktion stetig in xq ist:
g:U—=C, gla)=> falx)

(b) Zeigen Sie, dass

oo

fiR=C, fa)=) ¢

n3

nT

n=1

eine differenzierbare Funktion mit der folgenden Ableitung ist:

fzz

n=1

Z’I’LI

Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz, angewandt auf Real- und Imaginérteil
(warum aufgespalten?).

6. Ableitungen der Areafunktionen. Gegeben seien die folgenden Hyperbelfunktionen und
die zugehorigen Areafunktionen:

(a) fi:RT =]1,00], fi(z) = coshz = 3(e® +e7%), fi ' :]1,00[= R*, f{ ' (y) = arcosh(y);
(b) R — R, fo(z) =sinhz = L(e® —e™), f; ' : R = R, fy ' (y) = arsinh(y);
)
)

f 2
(¢) f3:R—=]—=1,1], f3(z) = tanha = ig‘gﬁz, f;l J-1,1[—= R, f;l(y) = artanh(y);
(d) fa

tRAA{0} = R\ [-1,1], fa(z) = cothz = €=pz f1: R\ [-1,1] - R\ {0},
fi71(y) = arcoth(y).

Beweisen Sie fiir y im jeweils oben angegebenen Definitionsbereich:
(a) arcosh(y) = log(y + v/y% — 1);
(b) arsinh(y) = log(y + v/y* + 1);

)
(c) artanh(y) = % 5 log }‘H;;
(d)

y+1
Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktionen f;17 j=1,2,3,4, jeweils auf zwei ver-
schiedene Weisen, und zwar

arcoth(y) = 1 5 log 4=

(i) direkt mit der eben bewiesenen expliziten Formel fiir die Umkehrfunktion;
(ii) mit der allgemeinen Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion.

Uberpriifen Sie in allen vier Fillen (a), (b), (¢) und (d), dass die Ergebnisse aus (i) und (ii)
iibereinstimmen.



