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Aufgabe 1

Sei (Am)men, € CNo gegeben. Nehme an es gelte

Ve >03dm e NgVn>m:|a,| <e. (1)

Sei € > 0, wéhle p € Ny nach Gleichung (1) so grof, dass

Vn>p:a, < g (2)
gilt. Dann gilt insbesondere auch
Vn2p+1€N:an§%<s. (3)
Insgesamt gilt dann also
Ve>03dmeNyVn>m:la,| <e=Ve>0ImeNVn>m:|a,| <e. (4)

Aufgabe 2

a):

Wir finden im Skript auf Seite 83:

Satz 1. Es sei (a,(f))meNO eine Doppelfolge, d.h. eine Folge von Folgen in C. Wir
nehmen an:

1. Fiir alle i € Ny existiere lim,,_, aff) in N.

2. Es existiere b > 0, fiir alle i € Ny, mit Yo b < +oo, so dass fir alle
n,i € Ny gilt: |a®| < b®.

Dann existiert lim,,_,o Y2, a® in C, und es gilt

SRS o 5

: Wir zeigen zuerst ein paar Hilfslemmata.

Lemma 1. Es gilt fir alle x,y € R

r<y=e <e¥ (Monotonie)



Beweis: Sei x,y € R mit x < y, folglich gilt dann
ey o)
eVt = ;;) T > 1, (6)

aufgrund von y > = und der Definition der Exponentialfunktion. Mit Satz 3.41 des
Skriptes folgt dann e¥ > e”.

Lemma 2. Seien m € N, x € R mit |x| < m+ 1 gegeben. Es gilt

;:: % mnrl)! m?_ ;LE = (Fehlerabschétzung)
Beweis: Dieser erfolgt durch eine kurze Rechnung;:
o ok gl ook pmHl 2k
kgn:ﬂﬁz(m—l— ',;]ll_{)m—l—l—l—l_(m—irl)!,;](m—f—mk 0
! 1 e m+ 2
o mADI - gty (mtD)Im 2 -2

Lemma 3. Die Exponentialfunktion ist stetig

Beweis: Es ist zu zeigen, dass
Ve eRVe>0I0>0VyeR: |z —y|<d=|e"—¢€Y| <¢ (8)

gilt. Seien x € R und € > 0 gegeben. Wir wéhlen § =

1+2I<2 Sei y € R mit

ly — x| < gegeben. Dann folgt fir den Abstand der Funktionswerte

Satz 341, VL > ]y—x!k .
le® — Y| e’ |l — eV =¢€” Z <e Z
2 2 2 1+*
bemma 2 52 — 7§ 5— =¢" -3 =€

(9)

Nun zur Aufgabe. Wir wollen also den Satz der dominierten Konvergenz fiir Rei-
hen mit af) = exp(—i + Ze~7),i,n € N anwenden. Die Bedingung 1. ist mit der
Stetigkeit der Exponentialfunktion, Satz 3.45¢) und Aufgabe 5 von Blatt 8 erfiillt.
Wir wahlen als Majorante

b = e~ (10)

Aufgrund von Lemma 1 reicht es zu sehen, dass der Exponent von b gréfer als der
Exponent von a? fiir alle i,n € N ist. Nach der Definition der Exponentialfunktion
gilt aber

N\ﬁ

f; E) = et (11)
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woraus dies folgt. Weil die Folge b auch summierbar ist, gilt auch die zweite
Voraussetzung des Satzes. Insgesamt gilt damit

k' k k k
=1 E —n+4 —e n —§ li —n+4 —e n
z = lim : 1exp( n+t e ) : 1klm exp( n+t e )

Jeshant zZ . s k ad
Lemma 3, Satz 3.45c) Z exp <—n + lim e‘ﬁ) = Z e " (12)
k=1 koo n k=1
1 1
= — Z [ =
e—1

Aufgabe 3

a): Seien (an)neng, T, 2, ¥y wie in der Aufgabenstellung. Wir betrachten die folgende
Reihe in den erweiterten reellen Zahlen. Mit dem grofien Umordnungssatz (Satz
3.40) und weil >2° ) a,2™ den Konvergenzradius r hat gilt

k41 S . oo s .
S0 SN LA SVECES b of (A PRI FES oI 7AD oY (A TRC Bt
s=0 k=0

keNg leNg s=0 k=0
=D lag|(ly[ +]2])° < oo.
s=0
(13)

b): Weil die in Teilaufgabe a) abgeschétzte Reihe konvergiert und die Summanden
dieser Reihe der Absolutbetrag der Summanden von

Z bkzk (14)
k=0

sind, konvergiert auch die Reihe (14). Nachdem dieser Schluss fir alle y, z € C mit
|z| + |y| < r gilt, hat die als Potenzreihe aufgefasste Reihe (14) mindestens den
Konvergenzradius r — |y|. Mit den gleichen Rechenschritten wie in Teilaufgabe a)

folgt dann

keNg k€eNg

]

Aufgabe 4

Sei s > 1 gegeben. Wir halten uns an den Tipp der Aufgabe und zeigen zuerst induktiv

ok

1 k 1
n=0

s =
l:ll



Nachdem die rechte Seite der Ungleichung (16) konvergiert, ist dann iiber das Majoran-
tenkriterium die Konvergenz einer Teilfolge der Folge

(Z5) w

gezeigt. Nachdem diese Folge aber monoton in M steigt, konvergiert sie auch und gegen
den gleichen Grenzwert wie ihre Teilfolge.

Beweis von (16): Fur k£ = 0 stimmt die zu zeigende Formel offenbar. Nehme also an, sie
gilt fiir £ und zeige sie fur k& + 1:

2k+1 k 2k+1

1 2 1 1 Induktionsvoraussetzung k 1 1
PRt X n < Tyt 2 @
=1 l =1 ! [=2k41 ! n=0 (2 1) 1=2k41 <2k>
k k k
1 2 1 1
S 28—1 _ + _ 28—1 - + (18)
7;) (2371) <2k>s 7;) (2371) (2]@‘)571
k s—1 k+1
1 2 1
:28—1 _ 28—1 )
Loy e T Ly
[l
Aufgabe 5

a): Seiv € NE)N) und R > s > 1. Nach Aufgabe 4 konvergiert die Reihe, welche die Rie-
mannsche Zetafunktion definiert. Es bezeichne j,.. den Index nach dem v konstant
Null ist. Es gilt

1., 10, .
> {EM} > linemy {EM} > lmemy [T 07"

neN neN®) neN®) JEN
]max ]mlx
—sl
= > Lneay [T ;™" =11 Z
ny €{0,...,v1} i=1 j=11=0 (19)
njmax - {0, e Ujmax}
_ Jﬁx 1— pj—(vﬁ‘l)s _ H 1 _pj—(vj-i-l)s
el ey jEN 1 —p;°
b): Wir wahlen (v, )yen C NSN) mit
ufirr <m
e = { 0 sonst. (20)

Wir setzen dann fiir die in Teilaufgabe a) gezeigte Gleichung v, fir v ein. Die
Gleichung erhalt dann Gestalt



1— f(1L+1)s

Z 1{n€MUu} _ H p; ‘ (21)

S _ '—S
neN T i 1=p;

Wir nehmen dann den Grenzwert dieses Ausdrucks fiir v gegen unendlich (dieser
existiert, weil die rechte Seite der Gleichung ein endliches Produkt von Ausdriicken
ist deren Grenzwert existiert). Es folgt

1

. Linermn,y 1o
lim —ud — —. 22
Der Limes vertauscht dann mit der Reihe, weil die Reihe in Gleichung (22) uniform
durch die Reihe ohne Indikatorfunktion beschrankt ist und diese absolut summier-

bar ist. Daher gilt mit dem Satz der dominierten Konvergenz

1y =t 320l = 0 iy ool = 52 Sl (o
neN neN

]:11_p;5 neN
]

Fiir diese Teilaufgabe stellen wir fest, dass alle Summanden der rechten Reihe in
(23) monoton in m steigen. Wir kénnen daher den Satz der monotonen Konvergenz
anwenden und erhalten

1 —p - ns
Jj=1 J Jj=1 1 neN 1 (24)
o Z li {n€Lm} _ .
neN meee n’ neN n’
]



