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Aufgabe 1

(a) Aus dem Skript: Eine Folge (a,)neny mit Werten in R oder C heifit Cauchyfolge,
wenn gilt
Ve >0dm e Ny Ve >mVl>m:|ap —a <e.

(b) Wir definieren

n(m) “=>% +oo &= VM €R3K € Ny Vm > K :n(m) > M.

(c) Wir definieren

lim b, =¢c <= Ve>03dNeNyVm>N:|b, — | <g¢,

m— 00

lim a, =¢c <= Ve>03dM eNyVn>M:|b,—c|<e.

n—o0

(d) Nach (i.) und Satz 3.12 ist (a,),en konvergent, es existiert also C 3 a = lim,,_, a,.
Wir zeigen nun, dass a = c¢. In einem ersten Schritt finden wir eine Teilfolge von
(ay), die auch eine Teilfolge von (b,,) ist. Dies wiederum ist méglich, wenn wir eine
streng monoton steigende Teilfolge von (n(m)),ey finden.

Wir setzen ky = 0 und definieren fir j > 0 rekursiv kj11 = min{l > k; : n(l) >
n(k;)}. Da n(-) nach (ii.) unbeschriankt ist, ist die Folge (k;) wohldefiniert und
per Definiton streng monoton steigend. Ebenfalls per Definition gilt des Weiteren
n(k;) < n(kj41) fir alle j > 0. Definieren wir also die Folge (n'(j)) als n'(j) = n(k;)
fur j € Ny, so ist (n/(j));en, eine streng monoton steigende Folge in N. Folglich ist

iii.)
(an())iene = (@nr))jene = (bk;)jens
eine Teilfolge von (a,,) als auch eine Teilfolge von (b,,). Als Teilfolge der konvergen-

ten Folge (by,) wissen wir mit (iv.), dass @, 7% ¢. Als Teilfolge der konvergenten

Folge (a,) gilt jedoch ebenso a, ;) 7% ¢ und daher ¢ = lim; o0 an/(j) = a.

Aufgabe 2

(a) Fir n € Ny ist

i1 — bus1) = an — 2 by + by = (VVam — \/b2)? > 0,

also folgt zusammen mit ag > by, dass a,, > b, fir alle n € Ny. Sei nun n € Ny
beliebig. Dann gilt

a —|— b bnSan 2a anzbn
Ap4+1 = = 9 = S 2TL = Ap, bn+1 =V anbn Z \/ b% = bn




(b) Zuerst zeigen wir, dass jede reelle Folge (¢,)nen, die nach oben beschrankt und
monoton steigend ist, konvergiert.

Sei also C' := {c,| n € N} und ¢ := supC € R. Wir wéhlen € > 0 und bemerken,
dass ¢ — € keine obere Schranke fiir C' ist, da ¢ die kleinste obere Schranke von C'
ist. Damit gilt: Es existiert ein m € N, sodass

c—e<c, <c

Da die Folge monoton steigend ist, gilt aber fiir alle n € N mit n > m:
c—e<c,<c

und somit
len, —c] <€

fir alle n > m. Das heifit, die Folge (¢, )nen konvergiert gegen c.

Analog zeigt man, dass nach unten beschrankte und monoton fallende Folgen kon-
vergieren. Da sowohl (a,,) als auch (b,,) monoton und beschriankt sind, konvergieren
beide Folgen in R und es gibt a,b € R mit a, —= a,b, — b. Weiterhin ist
a > b: Es ist b = sup,,cy b, und da b, < a, fiir alle m,n € N ist jedes Folgenglied

aus (a,) eine obere Schranke der Folge (b,,).

Nehme nun also an, a # b und damit a = b+ A fir ein A > 0. Aufgrund der
Konvergenz der Folge (a,,) konnen wir n grof§ genug wéhlen, sodass a,, < a + A/2.
Doch dann gilt

an+bn<a+A/2—|—b_2a—A/2_ A

2 2 2 I

a < an41 =
ein Widerspruch.
Aufgabe 3
Sei € C mit |z| < min{ry,ro}. Aufgrund der Wahl von x konvergieren sowohl g(z)

wie auch f(z) absolut, d.h. Y ey, |axz®| < 0o und Y ey, |biz!| < oo gilt. Wir bemerken
zunachst, dass somit auch die Reihe >, jyenz apbir* ! absolut konvergiert, denn

S Jaba™ = Y Jaat(bal = Y (Y laxa®(|bia])

(k,1)ENZ (k,1)EN2 k€No 1eNg
= ( > |akxk|)( > |blxl|) < 00,
keNg 1eNp

wobei man fiir die zweite Gleichheit den Umordnungssatz fiir Reihen mit nicht-negativen
Summanden verwendet. Analog zeigt man fiir die Reihe ohne Absolutbetrége

Z apbettt = Z apxthzt = Z (Z akxkblxl>

(k,I)eN2 (k,I)eNZ keNo 1eNg
(X wa)( X ).
k€eNg leNg



wobei man fiir die zweite Gleichheit den Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen
verwendet.

Zu zeigen bleibt die Identitdt h(z) = X penz apbix® . Dafiir benutzen wir den Satz von
der dominierten Konvergenz auf die folgende Weise: Betrachte die (Doppel-)Folge

k+1
(arbix ]l{k+l=n})(k,z)eNg,neNm

wobei 1yyi<ny die Indikatorfunktion ist, die den Wert 1 annimmt falls £ +1 < n und 0
sonst. Es gilt dann die punktweise Konvergenz

arbit" M e icny — apbia™
fiir n — oo (da Lygii<ny — 1 fiir n — oo und alle (k, 1) € Nj). Dariiber hinaus schen wir,
dass

bz L g1<ny] < |arbiz™|

fir alle k,I,n € N gilt, und wir somit eine absolut summierbare Majorante fiir unsere
Folge haben. Die Annahmen aus dem Satz von der dominierten Konvergenz sind somit
erfilllt und wir kénnen darauf schlieffen, dass

Rl 1 kel
> apbr™t = lim > apbhir" M L gi<ny
(k,1)eN? (k,1)eNZ

Um nun die Identitidt zwischen der rechten Seite dieser Gleichung und h(x) zu zei-
gen, schreiben wir den Indikator 1(;,<n als die (endliche) Summe von Indikatoren
> m=0 L{k+i=m} um und erhalten

n—oo — 00

lim Z akbll’kJrl]l{k_HSn} = nhm Z akbl:ck“ Z ]1{k+l:m}
(k,l)eN2 (k,l)eN2 m=0

=lim > > arb* M gy i—my = Z( > akblﬂ{kﬂzm})xm
m=0 (k,1)eN2 m=0 " (k,l)eNg

m

= i ( Z akbm,k)xm.

m=0 k=0

Insgesamt gilt also

h(z) = i <§: akbm_k)xm = Z apbit = ( Z ak$k>( Z blxl) = f(z)g(),
m=0 k=0 (k,))ENZ keNg leNo

wobei alle vorkommenden Reihen absolut konvergieren, und der Beweis ist abgeschlossen.

Aufgabe 4

Wir definieren die Folgen (by)ren, und (¢ )ren, als by := 227 (—1)"a, und ¢, := 224 (—1)"a,,.
Zunéchst beobachten wir, dass b, monoton fallend ist, denn

b1 = b + agrq2 — agpy1 < by,



was aus der Monotonie von (a,)nen, und daher aus aggio < agky1 folgt. Analog zeigt
man, dass (cx)ren, monoton steigt. Des Weiteren sehen wir, dass

ap =0by > by > by — a1 =cr > co=ap—ar Yk € Np.

Damit sind also die Folgen (by)gen, und (cx)ren, beide monoton und beschrénkt. Nach
dem Beweis der 2. Aufgabe konvergieren dann beide Folgen in R und der jeweilige Grenz-
wert b := limy_.o by und ¢ := limy_,, ¢; existiert. Zudem gilt

k—o0

|br — x| = |agg+1] — 0,

weswegen b = c. Doch damit konvergiert auch die Folge (di)ren, gegen b, definiert als
do, = by und dogyy = ¢ fiir k € Ny — also d, = 2F_(—=1)"a,, was die zu zeigende
Konvergenz ergibt. Die behaupteten Ungleichungen gelten mit der Monotonie von (b )ren,
und (cg)ken, und da b = inf{b,| n € N} bzw. ¢ = sup{c,| n € N} nach dem Beweis der
2. Aufgabe.

Aufgabe 5

Wir zeigen zuerst den Hinweis. Sei A > 0,k € Ny und n € N. Es gilt

n)J ()\n)'”rl
(k + 1)U

exp(An) Z

woraus der Hinweis folgt. Hiermit erhalten wir

nk;

T ;)\‘k‘l(ls + 1)1 220,
da % 2% 0.

Aufgabe 6

Seien a,b € C" fiir ein n € N gegeben.

a): Mit der Notation von Aufgabe 4 von Blatt 5 und unter Verwendung von Aufgabe
4e) von Blatt 5 ergibt sich

(F(a), F(b)) = ZZ FanF () = "z S ) LS,
1 n—1 1 n—1 n—1

gzakZbZ AE S S e o
k=0



b): Der Beweis dieser Teilaufgabe verlauft sehr dhnlich zu dem der letzten. Wir ver-
wenden wieder Notation und Ergebnis von Aufgabe 4e) von Blatt 5 und erhalten
1 n—1

1n1 1n1 n—1 1n1

Z wkl kp

k:l kl

— n g = Wn' @ a
N fko"fz”pzp
:Za—nél:al.
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