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Aufgabe 1

Das Guthaben G setzt sich zusammen aus der Summe aller bisherigen Einzahlungen
multipliziert mit (1 + p)*, wobei k gleich der seit der Einzahlung verstrichenen Jahre ist.
Insgesamt erhilt man unter Verwendung der geometrischen Reihe, unter der Annahme,
dass p # 0:

1—(1+p)”_Il—(1+p)”_x(1+p)"—1
1—(1+p) —p B P '

G:ix(l—i—p)k:x (1)
k=0

Fiir den Fall p =0 gilt: G =« ZZ;& 1 = nx. In der folgenden Tabelle sind die gefragten
Werte jeweils auf ganze Euro gerundet angegeben:

| 0 ]0.01]0.04
| 4000 | 4889 | 9503

HA3

Aufgabe 2

a)

Behauptung. A+ B st nichtleer

Beweis: Seia € A,b € B, dannist a+b e A+ B.
Behauptung. A + B ist von oben beschrinkt

Beweis: A und B sind jeweils nicht leer und von oben beschrinkt, besitzen also ein
Supremum. Definiere o := sup A, § := sup B, dann gilt:

Vee A+ B:dacAbeB:c=a+b<a+b<a+p (2)
Behauptung. A + B hat keine kleinere obere Schranke als oo+

Beweis durch Widerspruch: Nehme an, dass es gidbe eine obere Schranke v < a+ . Nun
ist a die kleinste obere Schranke von A, also ist ANja — %ﬁﬂ, «| nicht leer, das gleiche
gilt fir BN|S — %ﬁ_”,ﬁ]. Sei daher ag € ANja — %ﬂ_”,a],bo € BN|g — %ﬁ_”,ﬁ], dann
gilt:

a+pB—v a+p—v a+p 2y 3y
bp >a— —— — = — > —= 3
ap + 0p = 3 + 3 3 + 3 3 7 (3)
Weil aber auch ag € A und by € B ist, ist ag+ by € A+ B. Dieses Element von A+ B ist
aber grofier als v, also kann ~ keine obere Schranke von A 4+ B sein. O]



b)

Behauptung. A - B ist nichtleer

Beweis: Sei a € A,b € B, dann ist ab € A - B.
Behauptung. A - B ist von oben beschrinkt

Beweis: A und B sind jeweils nicht leer und von oben beschrinkt, besitzen also ein
Supremum. Definiere v := sup A, § := sup B, dann gilt:

VeeceA-B:dacAbeB:c=ab<ab<af (4)
Behauptung. A - B hat keine kleinere obere Schranke als a3

Beweis durch Widerspruch: Nehme an, dass es gibe eine obere Schranke v < a + . Es
gilt also 1 > L. Wir wiihlen &; €].5, 1 [ d2 €] 35 1.

Nun ist « d1e klelnste obere Schranke von A, also ist ANjady, o nicht leer, das gleiche
gilt fiir BN]Bdy, B]. Sei daher ay € AN]jady, o, by € Bﬂ]ﬁ(SQ, A], dann gilt:

(lobg > 0551652 > aﬁél =7 (5)

551
Weil aber auch ag € A und by € B ist, ist agbg € A- B. Dieses Element von A - B ist aber
grofer als v, also kann v keine obere Schranke von A + B sein. O]

c) Definiere: a := inf A, laut Aufgabenstellung gilt a > 0.
Behauptung. A~! ist nichtleer

Beweis: Sei a € A, dann ist % e A

Behauptung. A~ ist von oben durch a~' beschrinkt.
Beweis: Sei a € A dann gilt: a > a < o™ ! > a™!

Behauptung. A~! hat keine kleinere obere Schranke als a=!

Beweis: Sei 37! eine obere Schranke von A~!. Dann gilt fiir jedes a=t € A71: a7 < 371
und daher auch a > . Nun ist « die grofte untere Schranke von A. Es gilt also: a > a > 3
und daher o' < 871, also ist a~! die kleinste obere Schranke. O
Aufgabe 3
Behauptung. Seien a,b € Rt dann gilt:

a>bsa’> b (Mon)

Beweis: Der Beweis besteht jeweils aus einer kurzen Rechnung. “=": Sei a,b € R*,a > b:
a<b=a®<ab< b (6)
“&" Sei a,b € R, so dass a® > b? gilt. Beweis durch Widerspruch: nehme an, dass a < b:
a<b=a®><ab<b? (7)
Was im Widerspruch zu a? > b? steht, die Annahme a < b ist also falsch.

Nun zur Aufgabe, sei a € R*(fiir den Rest von Aufgabe 3).
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a) Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1a < 1:

Wir zeigen zuerst, dass (Q(a) nicht leer ist. Es gilt:
az aa

<
2 4 —

(S

<a (8)

—~~ =~

Also ist § € Q(a). Nun zur Schranke, sei z € Q(a), dann gilt:

P<a<l=1"=1<l1 (9)

Wobei (Mon) fiir den Schluss verwendet wurde. 1 ist also eine obere Schranke von Q(a).
Fall 2 a > 1:
In diesem Fall ist 1 € Q(a), weil 12 = 1 < a ist. Es gilt auberdem fiir jedes z € Q(a):

T <a<a (10)

Also ist a® eine obere Schranke von Q(a).

b)
Behauptung. Es gilt:
VA, B C R von oben beschrinkte Mengen: A C B = sup A <supB (sup)

Beweis: Sei ¢ € A C B dann gilt Vb € B : b < sup B, es gilt aber auch ¢ € B und daher
auch ¢ < sup B. Also ist jede obere Schranke von B auch eine obere Schranke von A.
Damit ist die kleinste obere Schranke von A aber kleiner gleich als jede obere Schranke
von B.

Nun zuriick zur Aufgabe: \/a > 0 gilt, weil die oben angefithrten Elemente von Q(a)
grofer als 0 sind und /a eine obere Schranke von Q(a) ist.

Wir zeigen “=" indem wir “<” und “>” zeigen:

Erste Richtung “<™

Va' = Vaya = sup Q(a) sup Q(a) 2 sup(Q(a)Q(a)) "
= sup{zy|2? < a,y* < a} (Sip) sup{zy|r? < a,r = y} = sup{z?]2* < a} =a

Zweite Richtung “>™

2 ) ) B xy falls z >y
Va = sup{zy|z” < a,y” < a} =sup { {xy falls z < y}

< a,y? <a}

2 falls x> y)| o 5 afallsz >y|| o 9
< - < = —
—Sup{{nyallsx<y}m<a’y S ap=sup afalls z <y oy <a ¢
(12)
O



c) Der Beweis folgt aus Aufgabe 3d) und Aufgabe 3b):

Va? = vaa 2= Vava=va' Za (13)

d) Beweis: Sei b € RT. Wir zeigen die Gleichheit vab = \/av/b.

Erste Richtung “< ™

(sup)
Vab = sup{z > 0]z* < ab} < sup{zyly,z >0,2* < a,y* < b}

b)
< sup{vayly, z > 0,2% < a,y* < b} < sup{v/aVbly,z > 0,2 < a,y* < b} = Vavb

(14)
Zweite Richtung “>
wihle: z=+/az
Vab = sup{z > 0[z* < ab} > sup{vaz|z > 0, (vaz)? < ab} (15)
b:) sup{vayly, z > 0, 2% < b} = Vasup{z|z > 0, 2> < b} = VaVvb
]

Aufgabe 4

Es sei D die Menge der abbrechenden Dezimalbriiche wie in der Aufgabenstellung. Es sei
weiterhin a € R Wir definieren:

sup{z € D | x < a} =: sup A. (16)

Dann ist a eine obere Schranke von A, denn fiir jedes b € A gilt: b < a. Es bleibt noch
zu zeigen, dass a die kleinste obere Schranke ist. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an,
dass a < a ebenfalls eine obere Schranke von A sei. Das archimedische Axiom (zweite
Variante im Skript) garantiert uns die Existenz eines n € N sodass: % < a — a. Daraus
folgt fiir dieses n

Bernoulli-Ungleichung

2<(a—a)n < (@ —a)10"
=24+ al0" <al0" = [1+ al0"] < |al0"] (17)
|14+ 10"  [al0"]
<

T T
Also ist UJ’I%—I,P"J € A, aber auch UJFICS—I,P”J > «. Das ist ein Widerspruch dazu, dass « eine
obere Schranke von A ist. O]
Aufgabe 5



a) Seim,l € N;m >1[und q; wie in der Aufgabenstellung. Dann gilt

o | o
DILT) TS
=~

n
n=1 n

—_

|
CL[+ Z ﬁ’ (18)

woraus a; < a,, folgt. Zu zeigen ist nur noch

N |
Zn—ﬁ

Dies beweisen wir mit Induktion iiber m

~| =

%. (19)

Induktionsanfang “m = 17 die Aussage ist offensichtlich in diesem Fall.
Induktionsschritt “m — m + 1”: Der Beweis besteht aus einer kurzen Rechnung

i1 z’”":l vl 1, 1 1 (mt1)-
. 2 +n m+1) L om (m+1)2 m(m + 1)2
L1 (m +1)2-m 1 1

l

(20)
_ m2+m+1<1 1
m+1 mm+1) I m+1 m24m ~— | m+1

b) Wir setzen [ = 1 und finden fiir alle m € N, dass

1
1<a, <2——<2

21
- (21)
woraus folgt, dass A durch 2 nach oben beschrinkt ist, also ist insbesondere sup A wohl-
definiert.

c) Wenn wir [ = 10 wihlen, dann gilt

1 1 1
Vk € N: a10<ak<a10—|————

0 r=SMtg

1 (22)
= Vk eN a10<supA<a10+E
Einen Taschenrechner (oder Computer) verwendend, ergibt sich

ayo =~ 1.5497677311665408. (23)
Aufgabe 6

a) Seien a,b, L(a,b) wie in der Aufgabenstellung. Wir finden: 2! = 524288 3! =
177147, 3'2 = 531441, woraus 3! < 2! < 3'2 folgt. Aus der ersten Ungleichheit folgt
2 & L(2,3) und aus der Zweiten folgt 15 & L(2,3).



b) Wir beginnen mit einem Hilfslemma:

Lemma 1. Es gilt:
VneN:Va>1,YVbeR":a>b < a" > " (24)
Beweis:

Es seia > 1,a > b > 0, wir fiiren den Beweis {iber Induktion iiber n:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
Induktionsschritt(n — n + 1): Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

a” > b" = a"t > b'a > 0" (25)

Nun zur Aufgabe: Seien a, b, L(a,b) wie in der Aufgabenstellung. Seien weiterhin p,q € Q
mit p > ¢,p € L(a,b). Das heift, wir finden m,d € Z,n,e € Nmit p =" ¢ = g, sodass

3

d
— > — <= me >nd < me—dn > 0. (26)
n €

Wir finden also mit (24):

(24) €L(a,b)
amefdn > 1mefdn -1 and < ame — (am>e p < (bn)e — bne (27)
E) 0l < b = q € L(a,b).
]

c) Seien a > 1,b € RT wie in der Aufgabenstellung. Sei ¢ = a — 1 > 0. Wir zeigen
zuerst, dass L(a,b) nicht leer ist: Wahle m € Ny nach dem archimedischen Axiom, so
dass: niz < be gilt. Dann folgt

1 Bernoulli Ungl.
—<me<1l4+me < (I4+e)™=a"
b . (28)
=>—=a"<b= - € L(a,b).
am

Nun zur oberen Schranke: Wahle nach dem archimedischen Axiom m € Ny, so dass
me > b — 1. Dann folgt

am:(1+5)m21+m€>b:>(@9?%L(@,b). (29)

Die von uns gefundene rationale Zahl h := 7t ist also nicht in L(a,b) enhalten. Aufgrund
von Teilaufgabe b) folgt daraus, dass h eine obere Schranke ist. Das kann man so einsehen:
Nehme an, dass h keine obere Schranke ist. Dann gibt es ein f € L(a,b) mit f > h. Dann
gilt aber entweder h = f, was ein Widerspruch zu h & L(a, b) ist, oder f > h. Im zweiten
Fall folgt nach Teilaufgabe b), dass h € L(a,b) was wiederum ein Widerspruch ist. [

d) Ausa) und c) folgt: 12 € L(2,3), also ist log,(3) > 13. Mit der gleichen Argumenta-
tion wie in ¢) folgt: logy(3) < 12.



e)

Lemma 2. Sei A C R so dass inf A € R. Dann gilt
sup —A = —inf A. (30)

Beweis des Lemmas: “—inf A ist eine obere Schranke von —A”: Sei —a € —A, dann ist
a € A und daher inf A < a. Also folgt —inf A > —a.

“Es gibt keine kleinere obere Schranke von —A als — inf A”: Nehme fiir einen Widerspruch
an, dass R 5 ¢ < —inf A eine obere Schranke von —A ist. Dann gilt

—& > inf A. (31)

Wihle ¢ € AN [inf A, 24=2[ Diese Menge ist nicht leer, weil inf A ja die grote untere
Schranke von A ist. Dann gilt: einerseits —c € —A und andererseits —c > % > g,
was ein Widerspruch dazu ist, dass ¢ eine obere Schranke ist.

Lemma 3. Sei A C Q mit
Vp,geQ:peAAp>qg=q€A (32)
und dsup A dann gilt
sup A = inf(Q\A). (33)
Beweis: “<™: Sei ¢ € A dann gilt fiir jedes u € Q\ A: u > ¢ aufgrund von (32).
“>". Nehme fiir einen Widerspruch an, es gibe ein € > 0 mit:
inf(Q\A) —sup A > «. (34)

Wihle dann ein z €]sup A — £, sup A] N A und y €]sup A, sup A+ 5[ N(Q\A). Dann gilt

2
inf(Q\A) —supA <y —x <sup A+ %[O(Q\A) —sup A + % =3¢<¢ (35)

was ein Widerspruch zur Annahme ist. Also gilt Ve > 0inf(Q\A) —sup A < ¢, also
inf(Q\A) —sup A = 0.

Nun zur Aufgabe: Wir beginnen damit, log, (1

Z) umzuschreiben:
b b
:sup{@ |meZ,neNa™ >b”} :sup{—ﬂ | me€Z,neNam >b”}
n n

Q—inf{m’mGZ,nEN,am >bn} . _SUP{@|m€Z’nEN’am§bn}
n n

(2) —sup{ﬂ|m€Z,n€N,am<b"}
n

= —log, (b) .

1 1
log, (-) :sup{m|m€Z,n€N,am<—}:sup{m|m€Z,n€N,am<b_"}
n & n

(36)
Die mit (i) gekennzeichnete Gleichheit folgt aus (30), (i7) folgt aus (33) und (#ii) sieht man
wie folgt ein: Wir stellen fest, dass C' := {—% |m e Z,neNam= b”} der Unterschied
der beiden relevanten Mengen ist. Wenn das Supremum der linken Seite der Gleichung

7



nicht auf dieser Untermenge angenommen wird ist offensichtlich, dass die beiden Suprema
iibereinstimmen. Wir gehen also davon aus, dass C' nicht leer ist und das Supremum der
linken Seite der Gleichung auf C' angenommen wird.

Sei x € C, dann gibt es m € Z,n € N mit 7 = z und daher o™ = b". Es gilt aukerdem
fiir jedes [ € N: @™ = b™ und damit auch

Im—1

amt < a™m =" = G{T]mEZ,nEN,am<b”} = A. (37)
n

In

Wir finden nun mit den Rechenregeln fiir Suprema aus Aufgabe 2 die gesuchte Relation:

1 1
supAzsup{@——\TEC,ZGN}:supC—l—sup{——]EEC,ZEN}
n In n In" n
(30) . Lom e lom el
30 Cinf{— | _ Cinf{= | - 38
sup C' 1nf{ln|nEC’,l€N} sup C 1nf{n|n€C}1nf{l|l€N} (38)
1
ZsupC'—ldnf{i]leN}:supC.

Der zweite Fall zum Beweis der Gleichheit (<) ist trivial, da A C { | m € Z,n € N,a™ < b"}.
[

f) Seien a,b,c € RT,a > 1. Wir folgen dem Hinweis und beweisen zuerst “>”. Sei
" € L(a,be), § € L(a,b), 3 € L(a, c), dann gilt:

a™ < b A a®<b A a <. (39)

Betrachte nun

bﬁ nd 5\ nB
amﬁé—an&—'yn,é’ > bnﬁ5cn55a—an5—’yn,3 — (_) (C_) >1

a® a” (40)
= mpé —and —ynf > 0= % > % + % = log,(bc) > log,(b) + log,(c).
Fiir “<” verwenden wir die letzte Teilaufgabe:
log, (be) = — log, (b ™) = —log, (b7") — log, (™) = log, () + log, (e). (1)
O]



