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Aufgabe 1

Zu Beginn stellen wir fest, dass sich die Aufgabe auf die folgende Aussage reduzieren
ldsst: Die logische Formel

(A= B)A(-A= —-B) (1)

ist gleichwertig zu der logischen Formel
A< B. (2)

Um das zu sehen, betrachten wir die folgende Wahrheitstabelle:

A/B|A=B|-A|-B|-A=-B|(A=B)AN(-A=-B) | A& B
w|w W f f W W W
w | f f f w w f f
f|lw w w f f f f
f|f W W A4 W W W

Wir sehen, dass die letzten beiden Spalten der Tabelle in allen Zeilen {ibereinstimmen
und stellen fest, dass (1) gleichwertig zu (2) ist. Dies gilt allgemein fiir alle Aussagen A
und B. Ersetzen wir A nun mit A; A As und B mit Az A Ay, so ergibt sich die gewiinschte
Aquivalenz zwischen

(A1 AN Ag = A3 A Ay A (H(A1 A Ag) = —(A3 A Ay)) (3)
und
AN Ay & Az A Ay (4)
O
Aufgabe 2

Teilaufgabe a) Wir benutzen die de Morgan’sche Regel
—(—a A =b) ist gleichwertig mit a V b, (5)

die bereits aus der Vorlesung bekannt ist. Seien A und B zwei beliebige Aussagen und
wir setzen a = = A und b = =B. Wenden wir nun die obige de Morgan’sche Regel fiir
diese Wahl von a und b an, so erhalten wir

—(—=A A ==B) ist gleichwertig mit AV —B. (6)



Jetzt konnen wir benutzen, dass jede Aussage A gleichwertig zu der doppelten Negation
—=A ist, indem wir =—A durch A und =B durch B auf der linken Seite von (6) ersetzen.
Damit erhalten wir die gewiinschte Aquivalenz

—(A A B) ist gleichwertig mit ~AV —B (7)
fiir zwei beliebige Aussagen A und B.
Teilaufgabe b) Analog zur Teilaufgabe a) nutzen wir hier die de Morgan’sche Regel
—(—a V —b) ist gleichwertig mit a A b. (8)

Seien A und B zwei beliebige Aussagen und wir setzen a = -A und b = ~B. Wir wenden
die obige de Morgan’sche Regel fiir diese Wahl von a und b an, erhalten

—(——AV ==B) st gleichwertig mit = AN - B 9)

und benutzen, dass =—A gleichwertig zu A und ——B gleichwertig zu B ist. Einsetzen in
die linke Seite von (9) ergibt die gewiinschte Aquivalenz

—(AV B) ist gleichwertig mit ~A N\ =B (10)
fiir zwei beliebige Aussagen A und B.
Aufgabe 3
Wir benutzen die de Morgan’sche Regel aus der Vorlesung (fiir n = 2):
—(—a A =b) ist gleichwertig mit a V b, (11)

um die de Morgan’sche Regel fiir n = 3 zu zeigen. Seien hierfiir a;, as und az beliebige
Aussagen und wir setzen a = ai, b = as V a3. Wenden wir nun die obige de Morgan’sche
Regel fiir diese Wahl von a und b an, so erhalten wir

—(—ay A =(ag V az)) ist gleichwertig mit ay V (as V as). (12)

Die Variante der de Morgan’schen Regel aus der Aufgabe 2b) sagt uns nun, dass —(asVas)
gleichwertig zu —as A —ag ist. Ersetzen wir —=(as V ag) in (12) also durch —ay A —ag, so
erhalten wir

—(may A (mag A —ag)) ist gleichwertig mit ay V (as V ag), (13)

was nach dem Assoziativgesetz der gesuchten Variante der de Morgan’schen Regel fiir
n = 3 entspricht.

Aufgabe 4

Wir benutzen das aussagenlogische Distributivgesetz aus der Vorlesung (fiir n = 2):

aN(bVc) ist gleichwertig mit (a Ab)V (a A c), (14)



um das Distributivgesetz fiir n = 3 zu zeigen. Seien hierfiir a, by, by und b3 beliebige
Aussagen und wir setzen b = by, ¢ = by V bs. Wenden wir nun das obige Distributivgesetz
fiir diese Wahl von a, b und ¢ an, so erhalten wir

a A (by V (by V b3)) ist gleichwertig mit (a Aby) V (a A (by V b3)).

(15)

Nun ist a A (b V bs) gleichwertig zu (a A bg) V (a A bs) nach dem obigen Distributivgesetz.
Somit erhalten wir insgesamt unter Verwendung des Assoziativgesetzes:

a A (by V by V bs) ist gleichwertig mit (a Aby) V (a Abg) V (a A bs).

Aufgabe 5

Die gegebenen und behaupteten Aussagen an den mit |

in folgender Tabelle zusammengefasst:

(16)

gekennzeichneten Stellen sind

N

i noch zu zeigen gegeben
1| Ve>030>0Wae>0y>a:y—a<d=>,y—yr<e -
2 >0V >0y >a:y—r<0=,y—r<e e > 0 beliebig
3 Ve>0Wy>z:y—ao<0=,y—r<e e > 0 beliebig, § = 2
4 Vy>z:y—az<d=,y—r<e x,€ > 0 beliebig, 6 = £°
5 y—r<d=,y—r<e x,e > 0,y > x beliebig, § = &2
6 \/g—\/i<5 r,e >0,y > x mit
y—x < § (fiir 6 = £?), sonst beliebig.
7 es gibt nichts mehr zu zeigen nichts relevantes gegeben,
Beweis vollendet

Die allgemeinen und gegebenen Aussagen an den mit ( J ) gekennzeichneten Stellen sind

in folgender Tabelle zusammengefasst:

j allgemein gegeben
1 VaeR:a>0=+/a>0 x>0
Va,beR:a>0=a+b>"b
2 Va,be R:0>0=a>a—0> z>0y>uw
Va,bER:aZb/\b20:>\/52\/5
3 Va,b € R: (a+b)(a—b) =a® — b z,y >0

VaeR:a>0=a=./d

4| Va,b,cc R\{0} :a>bAc>0= <

¢
b

Va,beR:b>a>0=vVb++a>Vb—a

z>0,y>0
5 Va,beR:0<a<b=a<Vb y—x<0,y>zx
6 Va,bccER:a=b=c=a=c 5 =¢?

Va,b,ce R:a<b<c=a<c
VaeR:a20:>\/¥:a




Aufgabe 6
Teilaufgabe a) Wir formen schrittweise um:

~[Ve>036>0Vz eRVy eR: (Jz—y| <= |22 —y°| <) &
Je>0-[3 >0z eRVy eR: (lz—y| <= |22 —y°| <) &
Je >0V >0z eR-[VyeR: (Jz—y|<d= |2 —y’| <eg)] &
Je >0V >0z eRIyeR: ~ [(Jz—y|<d= 2" —y’| <) &
Je>0Wo>0FzeRIyeR: (v —y|<dA|z®> —y*| >¢e) (17)

Fiir die letzte Aquivalenzumformung bemerken wir, dass fiir zwei Aussagen A und B
—(A = B) ist gleichwertig mit AN\ —-B (18)
gilt und nutzen den Hinweis aus der Aufgabenstellung (—(|z? — 32| < &) & |z% —y?| > €).

Teilaufgabe b) Zu dieser Aufgabe ist keine Losung abzugeben.

Teilaufgabe c¢) Wir haben im Beweis schon Positionen mit A markiert, um in der
néchsten Teilaufgabe darauf Bezug nehmen zu koénnen.

Sei 52: 16. (lAl) Sei § > 0 (sonst beliebig) gegeben. (A;) Wir setzten z = 2 + 2 (A3) und
y=5-1- (B4

Dann gilt:

6 2 6 2
’l’—y’—|z+5+1—g‘——<5 (19)

und auflerdem:
O (6 2 & 2 )
2—2: — = | — — _— — — = —
22 =2 = (@ — ) (@ + ) \2<4+5 T+ )\ !
(As)

Teilaufgabe d) Wir fithren in einer Tabelle an, was noch zu zeigen, bzw. was durch den
bisherigen Beweis bis zum Punkt A; schon gegeben ist.

noch zu zeigen durch bisherigen Beweis gegeben
A | Vo>0dzeRIyeR: (Jx—y| <Az —y* > ¢) e =
A, dJreRIyeR: (Jr—y| <IN |22 —y?| > ¢) §>0,e=
As JyeR: (Jz—y|<dA|z*> —y?| >¢) §>0,e=1lo=2+42
Ay (Jz —y| < SN |22 — y?| > ¢) 6>0e=lz=2+2y=-2
AN Es gibt nichts mehr zu zeigen -
Man findet diese Werte fiir z, y beispielsweise, indem man erkennt, dass |22 — y?| = |(z — y)|(z + ¥)

ist. Da der erste Faktor auf einen Wert kleiner als § festgelegt ist (also z.B. §/2), muss der zweite Faktor
ein Vielfaches vom Kehrwert davon sein, damit das Produkt insgesamt einen groflen Wert annehmen
kann, also z.B. %. Wir haben dann also z —y = 6/2, z+y = % und miissen diese Gleichungen nur
noch nach x und y auflésen.



