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Losungen zur Ubung fiir Analysis einer Variablen
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Aufgabe 1

a) :

Seien a, \,w > 0 gegeben. Wir beginnen mit der Beobachtung, dass e=** cos(wz) =

Re e **+@% oilt und wir die Stammfunktion der rechten Seite dieser Gleichung
erraten konnen. Umformen liefert

1 . — .
e—)\:c—I—zwx — Re €—>\:B+zw;t

Re —)\+w} - )\2—1—w2 (1)

=T (—/\e_)‘m cos(wz) + we ™ sin(wx)) .
w

Durch Ableiten der so gefundenen Funktion lésst sich leicht sicher stellen, dass es
wirklich die gesuchte Stammfunktion ist. Das Integral ergibt dann

1

“ —\x
e cos(wx)dr = ———
/0 (wz) A2 4+ w?

(—/\ (e‘m cos(wa) — 1) + we™e Sin(wa)) . (2

: Seien a,w, A > 0 gegeben. Wir verwenden den gleichen Trick wie in Teilaufgabe

a). Die Funktion o ~ e~ sin(wz) ist der Imaginérteil der Funktion x s e(-A+@)e
und deren Stammfunktion ist z — g(z) := ﬁe(_’\”“)x; deshalb leiten wir den
Imaginarteil dieser Fuktion ab. Es ergibt sich

e (Asinfus) — weos(ion)) = ™ sin(uo) 3)

— ——— (—Asin(wz) — wcos(wr)) = e sin(wx).

do A2 4 w?
Daher gilt fiir das Integral

a e—>\(l
/0 e sin(wz)dzr = Y (—Asin(wa) — w(cos(wa) — 1)). (4)

Sei a > 0 gegeben. Wir versuchen den gleichen Trick noch einmal, der Integrand ist
identisch mit Re z2e(~1*9%_ Die Stammfunktion zu dieser Funktion ist gleich

2
T (14 _ 271;@(‘1”)9” + Le(—lﬁ-i)x. (5)

—
T (—1+1)? (—1+1)?
Der Realteil davon ist

—z? . e 1, L,
¢ cos(m)—l—?e sin(z) + ze sm(x)+§e cos(x)—|—§e sin(z).  (6)



h):

Durch Ableiten kann wieder leicht tiberprift werden, dass das die gesuchte Stamm-
funktion ist. Damit ldsst sich das gesuchte Integral als

/a r?e " cos(x)dx
0

—a? . . 1 1, . ¢
= ——e "cos(r) + —e “sin(z) + xe “sin(z) + —e “ cos(x) + —e T sin(x)
2 2 2 2 Y
et cos(a) + et sin(a) + 2~ sna) + Lo~ cos{a) + 2~ sinfa)
= ——e “cos(z) + —e “sin(a) + xe *sin(a) + e " *cos(a) + —e *s - =
2 2 2 2t My
(7)
darstellen.

: Sei a > 0 gegeben. Wir erinnern uns an die Kettenregel und die Ableitung der

Wurzelfunktion und bestimmen damit

[t [ B im o

Sei a > 0 gegeben. Wir erinnern uns an Aufgabe le) von Blatt 10 und bestimmen
damit

@ a2 ad 22 _a?
/Oxe dx—/o £(—e Jdr=1—e€" 7. (9)

Seien 1 < a < b gegeben. Wir substituieren mit y = In z, dann ergibt sich

/b do :/llnbdy:ln(lna)—ln(lnb). (10)

rlnzx na Y

: Sei a > 0 gegeben. Wir 16sen das Integral mit partieller Integration. Es gilt

a 1
/ 2"Inzdr = —— 2" ng
1 n+1

a _/a ]_ n+11dx
= 1 n+1 x

1
= Lamrl Ina — (11)
n+1 (n—|—1
1 1
_ g — — ( n+1 1)
n+1 (n+1)?

Sei a > 0 gegeben. Auch dieses Integral 16sen wir mit partieller Integration. Es gilt

a 1, a al g2
/ zarctan zdx = —x arctanx — x

0 2 —0 0 2 1+ $2
1
= —q?arctana — f/ < > dz
2 1+ 22 (12)
1

= §a2 arctan a — 5 (a — arctan a)

1
= —(a* + 1) arctana — %



i): Sei 0 < a < 1 gegeben. Auch dieses Integral 16sen wir mit partieller Integration. Es
gilt

a a
/ arcsin zdzr = a:arcsinxﬁzo—/ L "
0 0 1/1_’2;.2
a
= aarcsina + V1 — 22 .
xr=
=aarcsina + v1 —a?— 1.

j): Sei a > 0 gegeben. Wir berechnen

a1_ X a 1 z
/ eda:z/( __° )dm
o 1+e” o \1+4+e® 1+ e®

(13)

a —e 7% a et
— d —/ d

o ert1 o Jo Trer (14)
=—1In (1 - e_“7> o, n (14 €)%,
:—ln(l—i—e_x)—ln(1+ex)—|—21n2.

(k) Nach Umformung und Partialbruchzerlegung sehen wir, dass

_x4—4m3—|—3x2—x+2_ 202 —x —2 1 2 1
a x3 — 322 + 22 a3 —3r2 42 r v—2 -1

()

was uns zu

a 2
/ f(z)dx = lz—x—10g|1—x|—210g]2—x|+10g]x|

-1 1

2
= % —a—log(l —a)—2log(2 —a)+log(—a) — ; + log 18
fithrt.

(1) Nach Umformung erhalten wir

f(x) 16 2(x +2) 2(x —2)
€T _— g —_
i4+4 22420 4+2 22 —20+2
2¢ + 2 2¢ — 2 2 2

P12 P—2t2 wrl)P4l w1241

und somit

/Oa f(z)dx = {log(x2 + 22 + 2) — log(2? — 22 + 2) + 2arctan(x + 1) + 2arctan(x + 1)}3
= log(a® + 2a + 2) — log(a® — 2a + 2) + 2arctan(a + 1) + 2arctan(a — 1).

Aufgabe 2

a): Wir beobachten, dass die Funktion f sich mit y := Inx als

1
flz) = y'; (15)
schreiben lasst. Daher ist F(z) = _71 = = eine Stammfunktion.



b):

Wir verwenden die Notation der Definition des Riemann-Integrals. Sei n € N mit
n > 3 gegeben. Es gilt

F(n)—F(2) = /; f(z)dz = sup ng(m)dx. (16)

Wir wéhlen die Treppenfunktion

Aufgabe 3

a):

g:[2,00[— Rz : (17)
(Le] +1) (In(lz] +1))*
diese ist kleiner als f. Damit gilt insgesamt
n & 1 noo 1 -1 1
dr = < / dr = ) 18
/2 glw)de kz:; k(lnk)? = J2 z(lnx)? " lan * In 2 (18)
Damit konvergiert die Reihe, weil alle Partialsummen kleiner als ﬁ sind. O]
Nach der Vorlesung gilt fiir alle z € R
eiaz e—ix eix e—ia:
€ _ ¢ ' 1

sing = - 5,1 COST= +— (19)

: Die allgemeine binomische Formel besagt, dass fiir alle a,b € C und alle n € Ny

(a+b)" = i (Z) a" bk (20)

k=0

gilt.

: Wir verwenden die ersten zwei Teilaufgaben um den Integranden anders darzustel-

len. Es gilt
o or , \2n [ —1\"
. 2n ix —ix
/0 sin“" xdx A (6 € > 4 L
T 2n - "
:/2 Z 2n eikme—im(Qn—k)<_1)2n—k <1> dx
o i\ k 4

2 (2m) [ iz(k—2n+k) k()"
as k)/o ¢ (1) (4) dz o)

2n
2n 1 iw2(—n+k) 2T k <_1>n 2n)\ 2m
— - . A “n
ko<k>2i(l€_n)e xzo( ) 4 - n ) 4r
k#n
~(2n 21
=7 —.



Aufgabe 4

(a) Sei R(z,y) = m. Mit 42 = 1(%:322) erhalten wir
a 9(a) 106 5(1—¢%)\ 10(1 —¢t?)
R(z,v/25 — %) dz = / R : dt
/0 (@ @) dz 0 <1+t2’ 1+t (12 +1)2

_/<a> 242 — 92 "
Jo A —6t34+ 102 —6t+9

1 ) 40 9(a)
S [6 log(3 — t) — 3log(t? + 1) + —— — Sarctan t]
25 3 .

! (6 log(3 — g(a)) — 3log(g(a)? + 1) +

40
=2 — 8arctan g(a) — 3~ 6 log 3) :

3—g(a)

wobei hier g(a) = 2=¥Y25=a% Vi‘r’_“Q, d.h. wir betrachten jene Hélfte von K mit nichtnega-
tiver y-Koordinate.

b) Wir substituieren 2 = 5 cos ¢, dann ist 92 = —5sin ¢ und sin ¢ = +1/25 — 22. Dies
de 5
fithrt zu

/a sin ¢ d /500504 1 d
- _ x
72 3cosp —4sinp — 5 7 0 3x — 4425 — 22 — 25

Mit g(5cosa) = 1 Osmo‘ konnen wir das Integral nun durch Einsetzen in das Ergebnis
aus (a) berechnen.

Aufgabe 5

a): Seien 0 < b < a gegeben. Das Integral ldsst sich mittels der Substitution z := cost
umformen, es gilt

2 i
U(a,b) =a \/1—520082tdt:2a/ V1 —e2cos?tdt
0
5 / Lv1—e?cos’t COS2 _ o / V1-—e?2? 5222 (22)
= 2a = :

-~ —sint 1 — 22
b): Es gilt
27

V1 —¢e2cos?tdt

0
27 62 27 52

:/ 1 — —cos’t dt—l—/ V1 —¢e2cos?t — [ 1 — —cos?t | dt,
0 2 0 2

wobei /1 — 2 cos?t — (1 — £ cos’ t) = o0(g?) fiir ¢ — 0 nach Lemma 1 aus der

Musterlosung von Blatt 11. Wir wollen nun zeigen, dass auch

2
\/ 1 —¢e2cos?t — < 5 cos t) dt = o(e?)

5



fir ¢ — 0 gilt. Hierfiir schiatzen wir den Integranden gleichméfig in ¢ ab. Die
folgende Beobachtung hilft uns: Fir alle z € [—1, c0) gilt

VIt —1-3|=1+5-VItz<a?,

wobei wir fiir die Ungleichung bemerken, dass die Funktion 1+ 3 — /1 +x — 22 ihr
globales Maximum 0 an der Stelle x = 0 annimmt.

Fiir die Wahl z = —&? cos® ¢ (mit € hinreichend klein im Betrag) erhalten wir also

2
€
|\/1—52cos2 — (1—26032t>| <eteostt <&t

fiir alle t € R und somit

271' 62
V1 —¢e2cos?t — (1 — — cos? t) dt
0 2

Insgesamt gilt dann

< 27met = o(e?).

2

2T 2T
V1 —e2cos?tdt = / (1 — % cos” t) dt + o(e?)
0 0

EIP o 2 (23)
= 2r 1 (14 cos(2t))dt + o(e?)
0
2
=27 — 5 + 0(52),

wobei flir die mit % gekennzeichnete Gleichung das folgende Additionstheorem fiir
den Kosinus verwendet wurde:

cos(t +t) = costcost — sintsint = cos’t — 1 + cos®t = 2cos’t — 1. (24)
Aufgabe 6

a): Aus der Erklarung lasst sich ablesen, dass die Steigung der Tangente an die Funktion
im Punkt z durch die Kraftkomponenten gegeben ist. Es gilt daher fir alle z €
[0, 1]

_ K@) F(zo) | p

2 R

f() L(x). (25)

Wir verwenden nun fiir L die im Skript angegebene Formel zur bestimmung der
Lange einer Kurve und erhalten

F(z) = F‘;(f) - FQ}T” n ;1/ J1+ (F(0))2dt. (26)

Zo

Dies ist die gewtlinschte Gleichung, es ergibt sich also fiir die Konstanten b = FQ}TO)
und ¢ = F%'



: Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt direkt

f'(@) = ey 1+ (f'(2))%.

Das ist gleichbedeutend mit der geforderten Gleichung.

: Wir fiithren die Notation g := f’ ein. Gleichung (27) wird dann zu

g (@) = ey/1+g*(x).

Durch die Anwendung der Substitutionsregel (Satz 5.20) erhalt man

g(x) dy x
[
g(zo) V1+y?  Jao

(28)

(29)

Den Integranden der linken Seite erkennen wir wieder als die Ableitung des Area-

sinus. Es gilt daher

arsin g(x) = cx — cxo + arsin g(zo).

Die gewtlinschte Beziehung ergibt sich mit xy = zg — %
also fir f
1
f(z) = - cosh(c(z — z3)) + yo.

(30)

arsin g(z). Insgesamt folgt

(31)



