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Losungen zur Ubung fiir Analysis einer Variablen
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Zunichst beweisen wir ein Hilfslemma, welches wir in den Aufgaben 1 und 3 verwenden
werden.

Lemma 1. V1+2 =145 +o(x) firz—0,zcR.

Beweis. Das zu Zeigende ist dquivalent zur Aussage

\/1—|—ZL'—1—% z—0,

T

f(z) = 0.

Sei dafiir e > 0. Wir beobachten zuerst, dass

f(m):1((\/1+x—1)(\/1+x+1) T

X

1 T x
Vitz+l 2)_as<\/1+x+1_2)
1 1

T Itz +l 2

Die nichste Beobachtung ist, dass die Wurzelfunktion /z stetig auf R+ ist, was Satz 3.66
zusammen mit der Monotonie der Umkehrfunktion 2? auf R+ ergibt. Mit Satz 3.46 ist
auch f stetig, insbesondere kénnen wir f im Punkt 0 via f(0) := 0 stetig fortsetzen. Wir
kénnen also § > 0 finden, sodass fiir alle z € U;(0), also fir alle |z| < 0, die Ungleichung

[f(x) = fO)] = [f(2)] <e
gilt. Doch dies ist genau, was zu zeigen war. O]

Nun zu den Aufgaben:

Aufgabe 1

Abbildung 1: Geometrische Skizze der Aufgabe



Aus Abbildung 1 geht hervor, dass mit einer Anwendung des Satzes des Pythagoras
L(h,7)* = (r+ h)? — r*> = 2rh + h? gilt. Daraus folgt

L(h,7) = V2rh+ 12 = Vorh\J1 + & = Vorh /1 + O(%)
Q\/ﬁ(uo(g)),

wobei die O-Notation fur h/r — 0 gilt und in (*) Lemma 1 verwendet wurde. Es ist also
c=+v2,a=b=1/2.

Die exakte Berechnung ergibt L(10,6370000) = 11287,16528, die Naherung dagegen
11287, 16085.

Aufgabe 2

(a) Wir zeigen mit Induktion tiber n € Ny, dass die Aussage fiir alle Funktionen g,
welche die geforderten Bedingungen erfiillt, gilt. Fiir den Induktionsanfang n = 0
ist gegeben, dass g stetig ist und ¢g(0) = 0, wahrend zu zeigen ist, dass g(z) = O(1)
fir x — 0. Es gilt jedoch sogar g(x) = o(1) fir  — 0, denn lim, o g(x) = 0 folgt
aus der Stetigkeit von g.

Gelte fiir den Induktionsschritt die Aussage also nun fiir alle Funktionen, die ent-
sprechende Bedingungen fiir n > 0 erfiillen. Sei eine (n + 1)-fach stetig differenzier-
bare Funktion g mit ¢¥) = 0 fiir 0 < j < n gegeben. Sei weiterhin z € R. Aufgrund
des Mittelwertsatzes existiert ein £ € R mit |£] < |z|, sodass

g(x) = g(x) — g(0) = ¢'(§)(x — 0) = ¢'(§) - .

Nun ist ¢ eine n-fach stetig differenzierbare Funktion, auf die sich die Induktions-
annahme anwenden lésst. Da auflerdem & 220, 0, gilt nach Annahme

g(&) =0(¢") = O(l=|")  fir [¢] < [z] — 0.

Doch dies impliziert direkt das Resultat g(x) = O(|z|"™) fir z — 0, was den
Induktionsschritt abschlief3t.

(b) Wir beweisen die Aussage mit Induktion iber k& € Ny. Fiir den Anfang k = 0 ist zu
zeigen, dass

d’ 1

dzi o = H{j=0}-

Dies ist wahr, da 1) = 0 fiir alle j > 0. Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage
fir £ > 0 und sei f(x) = % Sei zuerst j = 0. Dann ist % () = f(x) und
f(0) = 0. Sei also j > 0. Es gilt
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was den Induktionsschritt abschlief3t.



(¢) Mit f und g wie in der Angabe und 0 < j <n —1 gilt

ROl . n-l &’k

(9) — f@) -~ 2 — f@o) — k) (o) 2
2 00) - gf(k)(o)]l{k:j} = f9(0) - f9(0) = 0.
k=0

Hierbei wurde die Linearitiat der Ableitung verwendet. Die Funktion g erfiillt also
die Bedingungen aus Teilaufgabe (a) und es ist g(x) = O(|z|"). Einsetzen in die
Definition von g und Umstellen liefert das Ergebnis.

Aufgabe 3

(a) Wir setzen x = cosy und damit y = arccosz. Wir betrachten y | 0 und damit

x 1 1. Es gilt
_ 00 ok y2k _ _y72 A
x Z( 1) (25)1 1 5 + O(y"). (1)
k=0 :

Dies ldsst sich umformen zu 2 — 2z = y* + O(y?) und damit zu

V2 =2z =\/y*+ O(y!) = yy/1+ O(y?).
Als Konsequenz von Lemma 1 gilt /1 + O(y?) = 1 + O(y?) und wir erhalten

V2 =2z =y+ O(®y%). (2)

Aus (1) erhalten wir zudem 2(1—x) = y*+o0(y?). Fiir y klein genug ist |o(y?)| < y*/2
und damit

4
g(l —1) < y? < 4(1 — z),

was uns y = O(y/1 — z) gibt. Setzen wir nun dies in (2) ein, so erhalten wir
V2 =2z =y + O((1 —x)*?).
Da y = arccos x, ist die zu zeigende Aussage bewiesen.

(b) Der Beweis erfolgt komplett analog zu (a).

Aufgabe 4

(a) Mit h(z) = log(1+ z) sehen wir, dass h fir  — 0 zweimal stetig differenzierbar ist,
wobei I/ (z) = (14+z)~ ! und h”(z) = —(1+x) 2. Insbesondere lésst sich Teilaufgabe
(c) von Aufgabe 2 anwenden und wir erhalten

h(z) = h(0) + 1'(0)z + 21" (0)2* + O(|z|*) = z — 22* + o(z?).

3



(b) Da fir z — 0 auch f(z) — 0, gilt
h(f(x)) = f(z) = 3f(2)* + o(f(2)?)
=2z 4 32° + o(z?) — (22 + o(x))* + o(2?) = 22 + 32” — 22* + o(z?)
=2z + 2% + o(z?).
(c) Esist h(x) = arctan(z) dreimal stetig differenzierbar mit 2/'(z) = (1+22)~1, " (x) =
—2z(1+2?)7? und A" (x) = (622 — 2)(1 + 2*)~. Auch hier wenden wir wieder Teil
(c) von Aufgabe 2 an und erhalten fur z — 0

3 1 (k)
)=y " kfo)

k=0
Analog zu (b) ergibt sich fir z — 0

h(f(x)) = f(z) - l(296 + 0( ))* +o(f(2)*) = 22 + 32 + 42” — §2° + o(z))
=21 + 32” + 32° + o(a?).

a* +o(a®) = — $2° + o(a?).

Aufgabe 5

(a) Wir zeigen die Aussage fiir alle glatten Funktionen f, g via Induktion iiber n € Nj.
Der Induktionsanfang n = 0 ist klar, denn

0
(f9)® =rfg=3 (Z) fRgt=h,

k=0
Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage fiir n > 0. Es ist

(fg)™ = (flg+g )™

Da sowohl f’ als auch ¢’ glatt sind, sind auch f’g und ¢'f glatt. Die Induktionsan-
nahme lasst sich also auf diese beiden Funktionen anwenden und wir erhalten

(f9)" = i ((Z) (f) gt 4 f® (g')(n—k)>

k=0
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was zu zelgen war.



(b) Wir beginnen mit einer Beobachtung. Sei dafir n € Ny, k,,, € Ny mit k,, < n und
(k1y. .oy km—1) € My—1n—r,,- Dann ist (ky, ..., ky) € M,,, und auBerdem

n n! (n — k)
W(ki, ...\ kme1) = '
(m)m ool = G el T !

Wir zeigen die Aussage nun via Induktion iiber m € N und nutzen dabei Teilaufgabe
(a). Den Induktionsanfang m = 1 ist klar. Sei nun m > 1 und gelte die Aussage fiir
alle | < m. Wir definieren g, := H;”:_ll f; und sehen, dass g,, als Produkt glatter
Funktionen glatt ist. Wir erhalten

m (n) n
a n n—
j=1 =0

n n m—1 .
v 3 (k )féfm) : ( > mult(ky, ..., kn_1) f;kﬂ))
m (k1yeskem—1 j

km=0 \""/ o\ (k1 )GMmfl,nfkm Jj=1

=mult(ky, ..., kn).  (3)

n —1

= T (k”>mu1t(k17...,k:m_1)f7(fm),ni‘[ 7

km=0 (k}l ----- kmfl)eMm—l,n—km ]:1

Aufgabe 6

Es ist By(x) = 1 = By. Wir folgen dem Hinweis und nutzen die Teilaufgabe (c) aus
Aufgabe 2 (nachdem wir uns iiberzeugt haben, dass sie hier anwendbar ist), um die
asymptotische Form von f,(¢) zu erhalten. Setzen wir diese in die Gleichung (e!—1) f,.(t) =
te™ ein und schreiben die Exponentialfunktionen als Reihen aus, so erhalten wir aus

0o tk 00 (.Tt)k

k=1

die Darstellung

(Z a O(t5)> (Z B;,(;I:)tj + (’)(t4)) _y 7 f +0(t")

j=0 1=0

fir ¢ — 0. Multiplizieren wir nun die linke Seite aus und fassen nach Potenzen von t
zusammen, so miissen die Koeffizienten vor t* fiir alle 1 < k < 4 auf linker und rech-
ter Seite tibereinstimmen (es sei vermerkt, dass auf der linken Seite alle nicht explizit
ausgeschrieben Terme von Ordnung #/ mit j > 5 sind). Fiir & = 2 erhalten wir damit

1

5152 + By (2)t? = at?,

also By(z) =z — 1 und By = —3. Fir k = 3 ergibt sich

1 1 1 1
—Bo(2)t? + =By ()2 + =3 = =23



also By(x) = 2> — x + ¢ und By = ¢. Fiir k = 4 schlieBlich erhalten wir

1 1 1
633($)t4 + ZB2(x)t4 + éBl (.T)t4 +

1 1
BT S
24" Tt

was aufgeldst By(x) = #* — 322 + Lz und By = 0 ergibt.



