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In der Hoffnung, hier gemeinschaftliche Aspekte des Vertauschens von In-
tegration und Bilden von uneigentlichen Integralen zu bringen, zitiere ich Satz
1 (aus ANA 2) und versuche zu zeigen, wie Satz 1 in recht unterschiedlichen
Situationen zumindest “in Richtung Losung zeigt”.

1 Die Mutter aller Schlachten

Satz 1 (Ana 2 Skriptum Seite 108) Es seien (M;,d;) firi = 1,2 und (M,d)
metrische Raume, sowie (M,d) wvollstindig. Es sei f : My x My — M eine
Funktion. Dann gilt

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y)

T—To Y—Yo Y—Yo T—To
zumindest dann wenn die folgenden Voraussetzungen gelten:

1. Die “inneren” Grenzwerte lim,_.,, f(x,y) wnd lim,_,, lim,_.,, f(x,y) ez-
istieren fir alle x € My bzw. y € My;

2. mindestens einer der GW ist gleichmdfig beziiglich der festgehaltenen
Variablen;

2 Anwendungen in Beispielen

2.1 Vertauschen von GW in ANA 2
2.1.1 Aufgabe

Man zeige

lim lim ——— =1
T0y—0 | 4 280y
1

2.1.2 Losung
Es erscheint ein wenig einfacher,

1
lim lim ————=1lim1=1
y—0z—0 1 4 CEQ% y—0

zu berechnen, und deshalb erweist sich die Anwendung des obigen Satzes in
folgender Weise als sinnvoll:
e Wihlen M; :=[—3, 1] und d; sei die euklidische Metrik, d.h. di(z,2’) :=
|z — a’|. Desgleichen sei My = M; und ds := dy. Schlieklich sei M := IR
mit der euklidischen Metrik (ist vollstindig).



e Die Existenz der inneren Limiten

. 1 . 1 1
lim — =1, lim — =
ma01+m2% y—»Ol_’_‘rL-Q% 14+ 22

ist gesichert.

(Zugegeben, hier wird der GW bei y — 0 “ausgerechnet”, sodak es eigentlich
nicht so klar ist, warum der eingeschlagene Weg der “einfachere” sein soll!)

e Es erscheint zweckmifig, die Gleichméfigkeit der Konvergenz bei x — 0
fiir alle y € M; zu untersuchen, weil die involvierten “kleinen Rechnereien”
etwas einfacher sind.

Es geniigt, zu jedem 0 < € < % ein 0 < § < % zu garantieren, derart daf
fiir alle y € M,
1

Y

<€

falls
|z| <

gilt.

Als vorbereitende Abschétzung ergibt sich wegen

% < 1 (als Konse-

quenz d. MWS der DR, néimlich |sinz—sin 0| < |z] sup,¢ (g 4 | cost| < [z])
die Kette von Abschiitzungen

]

1 x? 4
[ R < —
1+1’2Lzy —1—22 "3

ergibt, sodak bei gegebenem € man ¢ := %e wahlen kann.

2.2 Vertauschung von GW bei Folgen von Funktionen:
ANA 2

2.2.1 Aufgabe

. . . 2
Man zeige limg o lim, oo "n%?’“ =1.

2.2.2 Lo6sung

Keine schwierige Rechnung auf direktem Weg. Konnte man die Limiten ver-
tauschen, ergibt sich sogar noch etwas einfacher
2
n 3a
lim lim i = lim 1=1.

n—oo a—0 Tl2 n— 00




e Es sei My := IN U {oco} und als Metrik wihlen wir dy(m,n) := |1 — 1
falls, m,n € IN und dy(m, 00) := =, falls m € IN ist. (Es ist vereinbart,
dak 0 ¢ IN.) Es ist klar, dall diese DN Anla zu einer Metrik auf M;
gibt. Der Grund dafiir, co in den Raum einzubeziehen liegt darin, dafs in
Satz 1 die Elemente xg bzw. gy tatsichlich Elemente eines entsprechen-
den metrischen Raums sind und nicht blof “Symbole” fiir uneigentliche

Grenziiberginge.

Weiters sei My := [—1, 1] versehen mit der euklidischen Metrik. SchlieRlich
sei M := IR und d die euklidische Metrik. Es ist M vollsténdig.

e Die Existenz der inneren Limiten ist recht einfach einzusehen.

e Um nun (beispielhalber) zu priifen, da der GW bei n — oo gleichméRig
auf ganz M, gilt, hat man bei gegebenem positiven € ein § > 0 anzugeben,
sodafs

n? + 3a
n2

— 1‘ <€
fiir alle n mit dy(n,00) < ¢ und alle a € M; gilt.
Dies zu bewerkstelligen, 1auft darauf hinaus,

3a

n

3
< = 3dy(n, 00)

n? + 3a
n2

1‘_

beniitzend, als 6 den Wert £ zu wéhlen.

o Uberfliissigerweise sei hier die Frage gestellt, ob a — 0 auch gleichméifRig
fiir alle n € M; ist. Dann miifite zu jedem positivem € ein 6 > 0 angebbar
sein, sodafy

n? + 3a
n2

- 1‘ <e€
fiir alle n € M und |a| < § ist. Allerdings ist der Ausdruck

n? + 3a
2

n

nicht fiir alle n € M7 nicht definiert. Fiir n = oo miiffte man ihn (geschick-
terweise) durch “1” festlegen. Danach 14t sich Satz 1 auch in dieser Form
beniitzen.

2.3 Vertauschung von Differentiation und Grenzwert

2.3.1 Aufgabe

Man zeige fiir beliebiges reelles x daf lim,_q(arctan ax)’ = 0, wobei ' Differen-
tiation nach x bedeutet.



2.3.2 Lo6sung

Wiifste man, dal man Differentiation und GW vertauschen darf, wire die Antwort
sofort klar, ndmlich 0. Natiirlich ist das auch klar durch direktes “Nachrechnen”.
Hier eine systematische Ausarbeitung, das Vertauschen betreffend:

e Zunéchst sei x € IR festgehalten. Dann entsteht durch Bezugnahme auf
die DN des Differenzierens die Frage, ob

... arctana(x 4+ h) —arctanaxr . . arctana(z + h) — arctan ax
lim lim = lim lim
a—0h—0 h h—0a—0 h

gilt.

Eine Frage nach der Vertauschbarkeit von Limiten. Wir wihlen M; :=
[—1,1] mit der euklidischen Metrik. Mj := [—1,1] mit der euklidischen
Metrik, und M := IR auch mit der euklidischen Metrik (ist vollstindig).

e Die Existenz der inneren Limiten ist sichtlich gegeben, wobei bei h — 0
man die Regel von De L’Hospital anwendet, was auf das Differenzieren
nach z hinauslauft.

e Wir wollen die GleichmiRigkeit des GW bei Ubergang von a — 0 fiir alle
h € M; zeigen und beachten die Abschitzung

| arctan a — arctan b| < |a — b|

als Konsequenz des MWS d DR. Dann ist

arctan a(z + Z) —arctanazr 0 < ||a:|| < |al.

Somit kann bei vorgegebenem e > 0 als ¢ := € gewdhlt werden, und dann
ist fiir alle h € M, gleichméfig

arctana(x + h) — arctanax .  arctana(x + h) — arctan ax -
— lim €,

h a—0 h

sobald |a| < 0 ist.

2.4 Vertauschung von Integration und Grenzwert von Funk-
tionen (Seite 59 unterer Kasten)

2.4.1 Aufgabe

Man berechne

1
d

Fenm [

a—0 Jo 14 asin®(x)



2.4.2 Lo6sung

Es ist hier recht schwierig, auf direktem Weg den Wert I = 1 zu erhalten.
Konnte man Integration und GW vertauschen, so ergibe sich in einfacher Weise

1 1
/hmdi?zz/ Ldo = 1.
o @01+ asin®(x) 0

Um Satz 1 ins Spiel bringen zu kénnen, beachten wir, dak der Integrand fiir
jedes a mit |a| < 1 Riemannintegrierbar ist. Wir wéihlen eine Zerlegungsfolge Z,
des Intervalls [0, 1] mit nach Null strebender Feinheit, sowie eine Belegungsfolge
B, sodafs, dies alles beriicksichtigend, eine auf [—%, %] x IN definierte Funktion

F(a,n) == R(1/(1 + az?), Z,, B,)
gebildet werden kann, wobei “R” fiir die entsprechende Riemannsumme steht,

und wegen der R-Integrierbarkeit von m fiir alle a € [—1, 1] ist

1
d

lim F(a,n) :/ 7$2

n—0o0 o 1+ asin“(z)

Damit wird die Ndhe zu Satz 1 erkennbarer, ndmlich

lim lim F(a,n)= lim lir% F(a,n)?
n—oo a—

a—0n—oo

Wir gehen jetzt dhnlich wie in Abschnitt 2.2 vor:

o Es sei M; := [f%, %] versehen mit der euklidischen Metrik. Weiters sei
M; = IN U {oo} genau wie in 2.2.2 mit der Metrik wie dort, ndmlich
da(m,n) := |1 — L] falls m,n € IN und da(m,o0) = da(co,m) = L

falls m € IN. Weiters sei M := IR mit der euklidischen Metrik, und wir
vermerken, daf M vollstindig ist.

e Die inneren Grenzwerte sind

lim F(a,n) = R(1, Z,,B,)

a—0
und )
d
lim F(a,n) :/ 7?2,
n—00 o 1+ asin“(z)

und, wie schon bemerkt wurde, existieren somit.

e Wir wollen zeigen, dafy der zweite der beiden GW (im vorigen Punkt)
gleichméafig beziiglich a € M; ist. Dazu beniitzen wir die leicht einzuse-
hende Abschéitzung (bitte sich die R-Summen explizit anzuschreiben):

|F(a,n) — F(0,n)] < |R(1/(1+asir12(:v)),ZmBn)fR(l,Zn,Bn)|

< R(1,Z,,B,) sup

—— — 1] < 2]d|,
- vef0.1] | 1 + asin’(z) < 2al

aus der die gleichmafige Konvergenz fiir alle ¢ € M; unmittelbar ablesbar
ist.



(Auch der obere Kasten auf Seite 59 kann mit einem dhnlichen Beispiel belegt
dx
sin?(z)

Bitte entsprechende Details selbst zu

. 1
werden, z.B. lim,, . [, T,
iiberlegen.)

2.5 Vertauschung von uneigentlicher Riemannintegration
und Grenzwert von Funktionen

2.5.1 Aufgabe

Man zeige

e dy > e~ dy
lim = / lim .
z—0 J, 1+ y2 g =z—0t 1+ y2

(Sobald man das weif, ergibt sich 7 als Resultat).

2.5.2 Loésung

Um den Satz anwenden zu koénnen, gehen wir &hnlich wie bisher vor:

e Wir definieren eine Funktion in 2 Variablen: f(z,R) := fOR ijjgé’ und
metrische Ridume M; := [0,1] (auch jedes Intervall der Form [0, €] mit

positivem e hitte es getan) mit d; der euklidischen Metrik, sowie My :=
[0, 00] mit einer Metrik, die den Punkt co mitberiicksichtigt: da(R, R') :=
| 18- — 1L, falls beide, R, R' € R* U {0} liegen, bzw |2 — 1], falls
R im Endlichen liegt und R’ = oo ist. Symmetrie beachtend lafst sich
diese Definition zu einer Metrik dz auf [0, 00] ergénzen. Schlieflich wird
in M := IR' die euklidische Metrik verwendet, und wir vermerken die
Vollstéindigkeit des Bildbereiches von f (d.i. von IR').

e Nun soll der Satz angewendet werden und wir betrachten die “inneren”
Limiten.

Auf der linken Seite wird die Rolle von y durch R iibernommen. Es exis-
tiert offenkundig limpr_,o f(x, R), was auf die Untersuchung der Konver-

¢ " fiir beliebiges z € [0, 1] hinausliuft.

14y
Auf der rechten Seite der GW-Formel im Satz ist der innere Limes

o0
genz von [,

. e dy 1
lim = .
z—0 1+y2  1+y?

Somit hat man 1. iiberpriift.

e Um vollen Erfolg zu garantieren, geniigt es nachzuweisen, daf
lim F(x, R
R (@, R)

gleichmafig fiir alle x € [0, 1] konvergiert.



Dann miifite zu jedem positiven € ein § existieren, derart, daft fiir alle

x € [0,1] der Ausdruck
/oo e " dy
R 1+y?

d /me’“’dy /Rezydy _
o 120 )y 142
kleiner als € wird, sobald 17 = d2(R, 00) < ¢ ist. Man erkennt unschwer,

1

wie das Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale (ndmlich ‘f;;ﬁ <

ﬁ) zur Bejahung dieser Frage fiihrt.

2.6 Partielle Ableitung unter das uneigentliche Integral
ziehen

2.6.1 Aufgabe 108*

Man zeige, daf fiir alle positiven a die Ableitung von
o0
F(a):= / f(z,a)dx
0

2.2
mit f(z,a) := ln(éi%x) durch Differenzieren unter dem Integralzeichen gewon-

nen werden kann, m.a.W., daf

F'(a) = / fol,a) da
gilt.

2.6.2 Loésung

Die N&he zu Satz 1 wird erkennbarer wenn man sich auf die DN der partiellen
Ableitung besinnt:

9 f(:):,a—l—h)—f(a:,a)
fol ) = Jmy S

sodak sich die Frage nach Gleichheit von

R _
/ flaath) = fla,a) 0
; h R—o0 h—0

lim lim
h—0 R—oo

A f(a:,a+h)ff(:r,a)
/o Y dx

stellt.
Um den Satz anwenden zu konnen, bedarf es folgender Schritte:

e Wahl von (My,d;) als ([~§, 5],| - |) (euklidische Metrik).

e Wahl von M := [0, co] mit der Metrik wie in 2.5.2. Nun wiinscht man sich
die glm. Konv. von z.B. limj_, fOR M dx beziiglich R € M.



Dieser innere GW ergibt sich durch Vertauschen von Limes und Integral
(das ist auch eine Anwendung von Satz 1, vgl. 2.4) zu

R
/ fa(z,a)dz,
0
sodaf es geniigt, die beziiglich R € M; glm. Konv. von

/R f(z,a+h) —f(;;,a) —hfa(x,a)dx 0
0

bei h — 0 zu zeigen. Taylorentwicklung um die Stelle ag = a (d.i. fiir ein
in einer Umgebung von a zwei mal stetig differenzierbares g gibt es ein
6 € (0,1) mit

gla-+ 1)~ g(a) o ()h = 59" (a+ M)A )

zeigt die Existenz einer (nicht notwendig in der Variablen z stetigen) Funk-
tion () mit Werten in (0, 1) mit

f(l'va + h) — f((L‘,a) — hfa(xva)
h

= Lfualrat 6@

22(1—2(a + 0(x)h)z?
1+ (a+6(x)h)*a?)?(3 + 22)

Der letztere Ausdruck erlaubt die Abschitzung

22(1 — 2(a + 0(x)h)2?
T (@t O@RE2E 1 27)
(14 2(a+ £)2?) dx
S Ui PG

A

%faa(x, a -+ 9($)h)h‘

Setzt man

[ 22(1+42(a+ $)2?) dx
=), Tra ey

(das Integral konvergiert, wie man sich bitte selbst iiberlege), so wird man
zur Abschitzung,

dx| < C|h|

/R f($7a+h)_f(xva)_hfa(xva)
0 h

fiir alle h € [—%, ] gefiihrt, woraus die entsprechende gleichméfige Kon-
vergenz abgelesen werden kann.



A Anhang

A.1 Satz von der majorisierten Konvergenz (Mafitheorie)
Der Satz lautet

Satz 2 Fs sei {f,} eine Folge reellwertiger Funktionen, jede fast iberall auf
einer Lebesquemessbaren Menge X definiert. Weiters gebe es eine L-messbare
Funktion g, die |fn(z)| < g(x) fast dberall auf X erfillt und [, g(x)dr <
oo erfillt. Dann folgt aus lim,_ fn(x) = f(x) fir fast olle x € X, daf
limy, oo [y fn(2) dz existiert und gleich ist mit [ f(z)dz.

Eine entsprechende Formulierung fiir “kontinuierliche” Limiten gibt es auch:

Satz 3 Es sei (M,d) ein metrischer Rawm, (X, Q, u) ein vollstindiger Mafraum
und f: M x X — IR eine Funktion mit

o Alle Funktionen x — f(m,z) sind mefsbar.

o Fir alle x € X gilt limy,—py f(m,z) = f(mo,x). (man kann das ab-
schwédchen, indem man eine Nullmenge aus X enifernt, bzw., wenn M
abzdhlbar ist, fir jedes f(m,-) eine Nullmenge in X entfernt — man bekommt
die obige Version auf diese Weise.)

o FEs gibt eine absolutintegrierbare, mefbare Funktion g : X — IR mit
|f(m, z)] < g(x)].

Unter diesen Pramissen gilt
lim f(m,z)du(x) = / lim f(m,z)du(x).
m—mqo X X m—mo

A.2 Anwendungen

Tm weiteren soll noch verwendet werden, dafs jedes (uneigentliche) Bereichsinte-
gral im Sinne der ANA3-Vorlesung ein Lebesgueintegral ist, und der Integrand
in L'(IR™) liegt.

A.2.1 Nochmals 2.4.

Hier ging es darum lim,_,g fol #ﬁz() zu bestimmen. Wir wollen Satz 3 ver-

x

wenden:

e Essei M :=[—3, 1] und d die euklidische Metrik.

1

e Jede der Funktionen ©z — Trasn®(@)

ist absolut integrierbar, sobald a € M
liegt.

e Als Funktion g definieren wir g(x) := =1 (evidente Abschétzung fiir alle
2

Integranden!).

10



e Nun sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt und man darf deshalb die
Limiten vertauschen.

Wenn man jetzt zu 2.4.2 blickt, erkennt man eine betrichtliche Vereinfachtung:
natiirlich, Satz 3 ist viel stirker auf Integration zugeschnitten — vergleichbar
Seite 59 im Skriptum.

Der Nachweis fiir lim,_,q fol oy = fol lim,_o (z%) dz = --- = 0 kann mit-
tels Seite 59 nicht erbracht werden, wohl aber in der gleichen Weise wie eben
mittels Satz 3.

A.2.2 Nochmals 2.5.

Hier ging es um Vertauschen von

e dy e e~y
lim = = / lim ——= | dy.
z—0+ Jg 14 y2 0 x—0t+ 1+ y2

Zunéchst interpretiert man die Integrale als uneigentliche R-Bereichsintegrale,
und demgeméf, weil die Integranden als Funktionen von y stetig und somit
mefsbar sind, als L-Integrale. Nun bemiiht man sich, Satz 3 ins Spiel zu bringen:

e M := [0,1] mit der euklidischen Metrik. (Natirlich, M konnte jedes
endliche Teilintervall von IRT U {0} sein, welches 0 enthiilt.)

e Die entsprechende MeRbarkeit und L!-angehorigkeit (d.i. Absolutinte-
grierbarkeit) wurde schon erwihnt und ist erkennbar.

o Als Majorante findet man g(y) := -

Nach diesen Andeutungen, die der interessierte Leser etwas genauer ausfiihre,

findet man die Vertauschbarkeit. Im vorliegenden Beispiel funktioniert natiirlich
auch die glm. Konvergenz, wie 2.5 gezeigt hat.

A.2.3 Nochmals 2.6.

Hier ging es bei positivem a (nach Rekursnahme auf die Grenzwertdefinition
der Ableitung) um das Vertauschen

. Oof(x,a+h)—f(a:,a) _ > . f(a:,a—!—h)—f(x,a)
hm/0 W da:—/o (hm )dx,

h—0 h—0 h

2 2
wobei f(z,a) = %

vorgegangen werden:

ist. Um Satz 3 anwenden zu konnen, kann wie folgt

e Essei M :=[—%, 5] und d die euklidische Metrik.
e es sei F(h,z) == +(f(z,a+ h) — f(z,a)) = BJFIIQ%IH (%) fiir
2
h # 0 und F(O737) = fa(x,a) = WM

11



e Die Rolle von f im Satz werde von F gespielt. Die Mekbarkeit von z —
F(h,z) fiir alle h € M ergibt sich aus der Stetigkeit (beziiglich z).

e Nun begibt man sich auf die Suche nach dem g. Der MWS der DR liefert
ein 0 = 0(x) mit

2(a + Oh)x?
1+ (a+ 6h)%a?
2(a+ &)a?
1+ (a— §)%a?
12
-

|In(1+ (a + h)*2?) —In(1 +a®2?)| < |h| sup

I

(man konnte es “besser” machen — nicht nétig, wie wir gleich sehen wer-
den.) Nun setzen wir g(z) = m Dann ist g eine Schranke fiir alle
2 +— F(h,z) mit h € M, auch fiir h = 0, wie man unmittelbar nachvol-
lzieht. Verbleibt, die Mefbarkeit von g (als stetiger Funktion) und ihre
Absolutintegrierbarkeit anzumerken. Somit ergibt Anwendung von Satz 3
die Vertauschbarkeit der Limiten.

Satz 3 reduziert somit den Aufwand an Abschitzungsarbeit erheblich!
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