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Vorbemerkung

Die folgenden Losungen orientieren sich an den Tafelrechnungen. Dabei werden die einzelnen
Schritte ausfithrlicher dargestellt, damit die Argumentation auch im Selbststudium nachvollziehbar
ist.

In der Tafelrechnung zu Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 wird der Fall
0<a<d

verwendet. Genau in diesem Fall ist die Funktion f(z) = 22 auf [a, b] streng monoton wachsend.
Deshalb liegen die Minima auf den Teilintervallen jeweils am linken Rand und die Maxima
jeweils am rechten Rand.

Falls im Aufgabenblatt keine Positivitdtsannahme steht, miisste man die Félle b < 0,0 < a < b
und a < 0 < b getrennt betrachten, da x? auf (—oo, 0] monoton fallend und auf [0, co) monoton
wachsend ist.
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1 Ubungsblatt 2

1.1 Aufgabe 1: Unter- und Obersummen fiir f(z) = z*

Aufgabe 1

Sei
f:a, b = R, T 22,

Betrachten Sie eine dquidistante Partition P, durch n + 1 Punkte von [a, b].

(i) Berechnen Sie die Untersumme s(P,, f) sowie die Obersumme S(F,, f).

(ii) Berechnen Sie die Grenzwerte

g el ) nd S o ()

b
/ z2 dz.
a
.
Losung zu Aufgabe 1

Wir betrachten wie in der Tafelrechnung den Fall

(iii) Bestimmen Sie das Integral

-

0<a<hb.
Dann ist f(z) = 22 auf [a, b] streng monoton wachsend, denn
f'(x)=22>0 fir alle z € [a, b].

Die dquidistante Zerlegung P,, besitzt die Punkte

b—a
rp=a+k , k=0,1,...,n.
n
Wir setzen zur Abkiirzung
b—a
h =
n
Dann gilt
xp = a+ kh.
: : : : : : : : —
To=a x| T2 Tn-1 g, =b

Az =h = b=2

n

Da f monoton wachsend ist, gilt auf jedem Teilintervall

[Tr—1, 2]
fir das Minimum und Maximum:
inf  f(z) = fzr-1), sup  f(z) = f(zg).
me[xkflrxk] Ie[xk_l,xk]
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Daher gilt fiir die Untersumme:
n
8(Pn, f) = Z f(@p—1) (K — xp-1) = thifl.
k=1 k=1

Da
Tp—1 = a+ (/{ - 1)h,

erhalten wir

s(P,, f)=h Xn: (a+ (k—1)h)*.

k=1

Mit der Umbenennung j = k£ — 1 wird daraus

n—1
s(Pa, f) = hY_(a+ jh)?
7=0

Nun wird die Klammer ausmultipliziert:
(a4 jh)? = a® 4 2ajh + j2h2.

Also folgt

s(Py, f) = i (a2 + 2a5h + j2h2)

— n—1 n—1
=h Za2+2ah2j+h22j2 :
§=0 i=0 j=0

Wir verwenden die bekannten Summenformeln

n—1 n—1 n—1

. n—1)n . n—1)n2n—1
ST o N | PR U 10V}
— — 2 — 6
Jj=0 j=0 j=0

Damit ergibt sich

$(Pny f)=h (na2 + 2ah(n —1)n 2 (n—1)n(2n — 1))

= hna® + ah®*(n — 1)n + A3 (n

Setzt man nun h = b_T“ ein, erhilt man

s(Pa, f) = a(b— a) + a(b — a)Z”T_l +(b—a)

Nun berechnen wir die Obersumme:
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gilt
S(Pa, f)=h> (a+kh)*.
k=1

Wieder wird ausmultipliziert:

(a+kh)? = a® + 2akh + k*h?.

Also
S(Pn,f)=nh Z (a2 + 2akh + k2h2)
k=1
k=1 k=1
Mit . )
Zk:M7 Zkzzn(n+1)(2n+1)
k=1 2 = 6
folgt
1 H(2n+1

1)(2 1
:hnaQ—l—ah2n(n—i-1)—i—h3n(n+ )6( nt )

Einsetzen von h = b_Ta ergibt

1 DEn+1
S(Py. f) = a®(b— a) + a(b— )2 "L 4 (p— @pln D
n 6m2
Nun betrachten wir die Grenzwerte. Es gilt
n_1—>1, (n=D@n-1) 1
und ebenso
n+1_>1 (n+1)(2n+1)_}1
n ’ 6n2 3'
Also erhalten wir
b—a)3
T s(Pa ) = @b —a) +alb -+ L=
b—a)3
nlnggOS(Pn,f) =a*(b—a)+a(b—a)®+ ( 3a)

Beide Grenzwerte stimmen iiberein. Wir vereinfachen nun:

bh— 3 b3_ 3
az(b—a)+a(b—a)2+( 3(1) = 3a'

Daher gilt

b3—a3
3 .

A, o(F, f) = Jim, (P ) =
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Damit ist f(z) = 2% auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

b b3—a3
2
dr = .
/a.’L' x 3

Alternativ kann man dies direkt mit der Stammfunktion berechnen:

/b ) S0 B B3 B_dd
zrdr=|—| =—— == .
a 3 3 3 3

a
. J
Ein schoner Kontrollschritt ist die Differenz von Ober- und Untersumme. Da f monoton
wachsend ist, gilt

S(Pn7f)_s(Pn7f):h
k

2 2
<$k — xk_l) .
1

Diese Summe teleskopiert:
n
Z (m% - x%_1> = =
k=1
Also .
—a
S(anf) _S(Pnaf) =

Dies erklért intuitiv, warum Ober- und Untersumme denselben Grenzwert besitzen.

(b* —a?) = 0.




ANALYSIS II — VOTIERAUFGABEN UBUNGSBLATTER 2 UND 3

1.2 Aufgabe 2: Additivitit und Linearitit des Riemann-Integrals

Aufgabe 2

(i) Sei f : [a,b] — K beschrénkt und ¢ € [a, b]. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar,
wenn die Einschrankungen

fliad und  fley

Riemann-integrierbar sind. Dann gilt
b c b
/nﬂ@dx:/nﬂ@dx+/nﬂ@dx

(ii) Es seien f,g : [a,b] — K Riemann-integrierbar und «, 5 € K. Dann gilt: af + B¢ ist
Riemann-integrierbar und

/ab(af-i-ﬁg)(w)dx:a/abf(x)dxﬂLB/abg(x)dx,

Losung zu Aufgabe 2 Teil i: Additivitat beziiglich des Intervalls

Die Aussage bedeutet anschaulich: Wenn man das Intervall [a,b] an einer Stelle ¢ in zwei
Teilintervalle zerlegt,
[a, 6] = [a, ] U e, b],

dann zerfillt das Integral {iber das grofle Intervall in die Summe der Integrale iiber die beiden
Teilintervalle:

Kﬂ@m:[ﬂ@m+fﬂ@m

Wir skizzieren den Beweis iiber Zerlegungen.
Seien P; eine Zerlegung von [a,c| und P, eine Zerlegung von [c,b]. Dann kann man beide
Zerlegungen zu einer Zerlegung P von [a, b] zusammensetzen:

P=PUDP.
Fiir eine solche Zerlegung gilt unmittelbar:

8(P7 f) = S(Plaf’[a,c]) + S(P27f’[c,b])7

und ebenso

S(P, f) = S(Py, f

[ayc}) + S(P27 f‘[c,b])

Sind nun beide Einschrankungen Riemann-integrierbar, dann kann man P, und P, so fein
wéhlen, dass die jeweiligen Differenzen aus Ober- und Untersumme beliebig klein werden.
Dann wird auch

S(P,f)—S(P,f)

beliebig klein. Also ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar.

Umgekehrt: Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, dann wahlt man eine Zerlegung P von
[a,b], die den Punkt c enthilt. Falls eine Zerlegung ¢ nicht enthélt, kann man sie durch
Hinzufiigen von ¢ verfeinern. Eine Verfeinerung verschlechtert die Differenz zwischen Ober-
und Untersumme nicht.

Dann zerféllt P in eine Zerlegung von [a, c] und eine Zerlegung von [c, b]. Daraus folgt, dass
beide Einschrankungen Riemann-integrierbar sind.
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SchlieBlich folgt aus der Zerlegung der Riemann-Summen:

2": &) @ —zpm1) = Y f&) (@r —zem1) + D () Tk — Tpo1).

i <c TR_12>C

Im Grenziibergang erhélt man daher

/abf(x)dx:[lcf(x)dw+/cbf(m)dx

Losung zu Aufgabe 2 Teil ii: Linearitit des Integrals

Wir wollen zeigen:

/ab(af—i-ﬁg m—a/f dx+6/

Sei P = {xg,...,x,} eine Zerlegung von [a, b] und seien & € [zy_1, x| Zwischenpunkte. Die
Riemann-Summe von «af 4+ Bg lautet:

n

> (af + B9) (&) @k — Tp—1)-

k=1

(af + B9) (&) = af (&) + Bg(&),
folgt

n

S (af + B9)(E) (- zet) = 3 (0 (&) + Ba(&n)) (ax — 251)

k=1 k=1

= Z fk Ty — Th_1 +,6’Zg§k Tl — Th— 1)

k=1

Geht nun die Feinheit der Zerlegung gegen 0, so konvergieren die Riemann-Summen von f
und g, weil f und ¢ Riemann-integrierbar sind. Daher konvergiert auch die Riemann-Summe
von af 4+ Bg. Somit ist af + Sg Riemann-integrierbar und es gilt

/a<af+ﬁg x—a/f dw+ﬁ/

\ J

Die beiden wichtigsten Strukturregeln des Riemann-Integrals sind:

/abf:/acf+/cbf und /ab(ozf—i-ﬁg):a/abijﬂ/abg.

Die erste Regel beschreibt die Additivitat bezliglich des Integrationsintervalls, die zweite Regel

beschreibt die Linearitéat beziiglich des Integranden.
\ J
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2 Ubungsblatt 3

2.1 Aufgabe 1: Berechnung elementarer Integrale

Aufgabe 1

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i) AH%?im, (ii) Aigtézqdm

Losung zu Aufgabe 1 Teil i

Wir berechnen

€] 3
/ n(z) dx.
1 T
Hier bietet sich die Substitution
t = In(z)
an. Dann gilt
1
dt = —dzx
T
Auflerdem verdndern sich die Grenzen:
r=1 = t=1In(1) =0, r=e = t=In(e) =1.

Somit wird das Integral zu

e] 3 1
/n(x)dx—/ £ dt.
1 xT 0

Dieses Integral ist elementar:

Damit gilt

& J

Losung zu Aufgabe 1 Teil ii

Zuerst faktorisieren wir den Nenner:

2 =3z —4=(x+1)(z—4).

Also
2 B 2

2—-3r—4 (x+1)(z—4)

Wir verwenden Partialbruchzerlegung:

2 A B

G+ D@—1) z+1 z-4
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Multiplikation mit (x 4+ 1)(x — 4) ergibt

Da auf [5,6] sowohl  + 1 > 0 als auch x
auszuwerten.
Nun setzen wir die Grenzen ein:

2=A(x—4)+ B(z+1).
Setzen wir x = —1, erhalten wir
2
2= -5A, also A=—-.
5
Setzen wir x = 4, erhalten wir
2
2=58, also B:5.
Damit gilt
2 21 21
(x+1)(x—4) S5x+1 bx—4
Also folgt
6 2 2 (6 1 2 (6 1
- de = —- d - d
/5 2 —3r—4 " 5)y x+1 x+5/5 z—4"
2 2
== (e + 15+ 2 [In(z - 4)]5.

— 4 > 0 gilt, brauchen wir hier keine Betragszeichen

6 2
—  dr=-Z(n(7) -1 Z (In(2) — In(1
| s = =% (n(7) = In(6) + = (n(2) = In(1))
2 7 2
2 (12)
=—-In|l—].
)
Damit gilt
6 2 2 12
/5x273x74dm 5ln<7>.

10
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2.2 Aufgabe 2: Grenzwerte als Riemann-Summen

Aufgabe 2

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, indem Sie diese als Riemann-Summen auffassen:

n
(i) n_mz: +n2,

(i)  lim
n—00 Z k;2
k=n+1

-
(.

Prinzip der Riemann-Summe

Ist ¢ : [0,1] — R stetig, dann gilt

i 3o () = [ e

k= 1

Man muss also versuchen, eine gegebene Summe in die Form

> e ()

zu bringen.

Vs
-

Losung zu Aufgabe 2 Teil i
Wir betrachten

n

n
2

Der entscheidende Schritt besteht darin, n? im Nenner auszuklammern:

2 2
k? + n—n2<k2+l>:n2<<k> —i—l).
n n

Also gilt

R () ) e

Damit wird die Summe zu

n n 1 1

auf dem Intervall [0, 1]. Daher folgt

n

i > = [
1m Y 5 = —— dx.
n—>ook:1 k2 +n2 0 2+ 1




ANALYSIS II — VOTIERAUFGABEN UBUNGSBLATTER 2 UND 3

Nun gilt
1
/ 21 dz = arctan(z).
Also
1 1 ) _
/0 21 dz = [arctan(z)]y = arctan(1) — arctan(0) = z
Damit gilt
n
n ™
,}E%okz_:l k2 + n2 = 4
; Y,

Losung zu Aufgabe 2 Teil ii

Wir betrachten
2n

n

Die Summe lauft nicht von 1 bis n, sondern von n + 1 bis 2n. Deshalb setzen wir

k=n+j, j=1,...,n.

Dann gilt
k? = (n+j)?
Somit erhalten wir
no, z”: n
Z 2 = 2
k=n+1 k j=1 (n+7)

Nun klammern wir n? aus:

Also

Damit wird die Summe zu

Dies ist eine Riemann-Summe zur Funktion

@)=
YT Wap
auf dem Intervall [0, 1]. Daher folgt
2n 1
n 1
lm > 5= [ qomde

Wir berechnen das Integral:

/(Hlx)de:/(Hx)dez—lix.

12
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Also ) )
1 1 1 1
/0(1+g:)2 v { 1—}—3:]0 ; (D=3
Damit gilt
2n n 1
dm > m=5
k=n+1
. J

13
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2.3 Aufgabe 3: Wallissches Produkt

Aufgabe 3

Wallissches Produkt.

(i) Leiten Sie eine Rekursionsformel her fiir die Integrale
w/2
I = / sin(z)™ dzx.
0

(ii) Zeigen Sie damit die Gleichheit

ﬁ 4n? .
LLgn2 -1 27
n=1
N\ J

Losung zu Aufgabe 3 Teil i: Rekursion fiir [,

Wir definieren p
I, = / sin(x)™ dz.
0

Wir wollen eine Rekursionsformel finden, die I,,, mit I,,_s verbindet.
Fir m > 2 schreiben wir

w/2
I, = / sin(z)™ 1 sin(z) dz.
0
Nun verwenden wir partielle Integration mit

u = sin(z)™ 1, dv = sin(z) dz.

Dann gilt

du = (m — 1) sin(z)™ 2 cos(z) dz, v = —cos(z).

Damit erhalten wir

w/2
+(m—1) /0 sin(z)™ 2 cos(x)? d.

Der Randterm verschwindet. Denn fiir x = % ist cos(x) = 0, und fir z = 0 ist sin(z) = 0.

2
Also

w/2

I = (m —1) / sin(z)™2 cos(z)? dz.
0

Nun verwenden wir

cos(z)? = 1 — sin(z)2.

Somit

w/2

Im:(m—l)/

; sin(z)™ 2 (1 - sin($)2> dx

w/2 /2
= (m — 1)/0 sin(z)™ 2 dz — (m — 1)/0 sin(z)™ dz
=(m—1)Lp—o— (m—1)I,.

Daraus folgt

I+ (m— 1)1, = (m —1)Ip_o.

14
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Also
7nJ}n = (ﬂ@«—-l)]qug.

Damit erhalten wir die Rekursionsformel

m—1
Iy, = —1I,_9 (m > 2).
m

Die Anfangswerte sind
w/2 T
]b ::b/n ldz = -,
0 2

und

/2 . w/2
L = / sin(z) dz = [—cos(z)],’ " = 1.
- 0 J

Gerade und ungerade Indizes

Aus der Rekursionsformel

m—1

l}n - m—2
m

folgen getrennte Produktdarstellungen fiir gerade und ungerade Indizes.

Fiir gerade Indizes erhalten wir:
2n —1

Iy, = o Iop 2.
Wiederholtes Anwenden liefert
2n—1 2n -3 3 1
I, = . e — =1,
2n on 2m—2 4 2°
Da Iy = 3, gilt

Fiir ungerade Indizes erhalten wir:

2n

Lner =5 751

Wiederholtes Anwenden liefert

Iopy1 = a2 2. L.
n

Da I =1, gilt

2k
I = —_—
a1 = [ [ 1
k=1
. J

Losung zu Aufgabe 3 Teil ii: Herleitung des Wallisschen Produkts

Wir betrachten den Quotienten

Ion 11
]én

15
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Mit den eben gefundenen Produktformeln gilt

ﬁ 2k
IZn+1: jop 2k +1
L2k )2
2 1 2k 2k
S 2kl 2k -1
2 (2K)?
T

k=1
Da
(2k — 1)(2k + 1) = 4k* — 1
und
(2k)? = 4k,
folgt
Iony1 2 12[ 4k?
- - Ak2 —1°
IQn ™ el 4k 1
Also
ﬁ 4k2 T Ions1
Pl k2 -1 2 Iy,
Es bleibt zu zeigen:
Iop i1
— 1.
I2n

Fiir z € [0, 5] gilt
0 <sin(z) < 1.
Bei Zahlen zwischen 0 und 1 wird die Potenz kleiner, wenn der Exponent gréfier wird. Deshalb
gilt
sin(z)?" ! < sin(z)?" < sin(z)* L
Durch Integration iiber [0, ] folgt
Iopy1 < Iop < Iop-1.

AuBlerdem liefert die Rekursionsformel

2n

L.
om+1 2t

Iopy1 =

AU.S IQn S Ign,1 fOlgt
Ipt1  2n Ipp 2n

Iy, 2n+1 L, ~2n+1
Andererseits folgt aus I, 11 < Ioy, dass

Ton+1 <1.

I?n

Insgesamt erhalten wir also die Abschitzung
2n Iop1

2n+1 = I,

<1

16
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Da

Also

folgt mit dem Sandwich-Lemma

n_
2n+1 ’
Iopi1 L

I2n

Damit erhalten wir schlie3lich

o0 42 ) o 4k2 T
H4k2—1:nh—>rgoH4k2—1:§'

k=1 k=1
10_0_[ 4k2 T

A2 _1 9

1 4k 1 2

Wallissche Produkt.

Das Wallissche Produkt ist besonders interessant, weil es die Zahl 7= durch ein unendliches
Produkt rationaler Zahlen darstellt:

T 22 4-4 6-6 8-
2 1-3'35 5.7 7

8
5

Der Zusammenhang entsteht hier iiber die Integrale

/2
M = / sin(x)™ dx.
0

Die geraden Exponenten enthalten wegen Iy = 5 den Faktor 7, die ungeraden Exponenten
wegen I; = 1 nicht. Der Quotient aus beiden Produktdarstellungen erzeugt dann genau das

17
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3 Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

Ergebnisse auf einen Blick

Ubungsblatt 2, Aufgabe 1:
Fir 0 <a<b, f(z) =22 h= ”‘Ta, xr = a+ kh, gilt

S(Pof) = 2o —a) + ao -ttt 4 (o 2D L)
S(Pn, ) = (b~ a) +afb — )00 4 (p P DEEL)
Auflerdem

b 3_ .3
/:U2da::b a'
a 3

Ubungsblatt 2, Aufgabe 2:

[ s@ar= [ s@ar+ [ s)as,

b b b
[af+sp@dr=a [ f@)do+5 [ o) da.
Ubungsblatt 3, Aufgabe 1:

/6 In(z)3 1
dx =
1

57 4’
g 2 2 12
/5 x2—3$—4d$ 5111(7)
Ubungsblatt 3, Aufgabe 2:
&L n T
) T

Ubungsblatt 3, Aufgabe 3:

/2 -1
I, = / sin(z)™ dz, I, m--
0 m

Und

IO—OI 4n? T
dn2 -1 2

n=1

18
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