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Aufgabe 7 Beweisen Sie folgende Summenformeln:

a) Fiir alle n € N gilt: Z k? = in(n+1)(2n +1).
b) Fiir alle n € N gilt: Z kol = nlol

c) Fiir alle z € R und alle n € Ny gilt: " (xzk) = (x+Z+1).
k=0

Losung: Wir beweisen alle drei Aussagen mit vollstdndiger Induktion. Wir erinnern noch-
mal an das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:

Sei ng € Ny fixiiert und fiir jedes n € Ny mit n > ng eine Aussage A(n) gegeben. Es gelten:

Induktionsanfang: A(ng) ist wahr.

Induktionsschritt: Fir alle n € N mit n > ng gilt: Ist A(n) wahr, so ist A(n + 1) wahr.
(d.h. die Implikation A(n) = A(n + 1) ist wahr).

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > ng wahr.

(Wir setzen im Induktionsschritt also voraus, dass fiir ein n € Ny mit n > ng die Aussage

A(n) gilt (Induktionsvoraussetzung) und zeigen unter Benutzung dieser Induktionsvoraus-

setzung, dass A(n + 1) gilt.)

Zu a) A(n): éjl k?=in(n+1)2n+1).

Induktionsanfang: A(1) ist wahr, denn es gilt

—_

Zk2:12:1:é1-(1+1)-(2-1+1).
k=1
Induktionssschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt A(n).
Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1):
Induktionsbeweis: Es gilt:

n+1

Zk2 = Z/& + (n+1)
k=1
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(n+1)(n+2)(2n +3)



1
= é(n +1)(n+2)2(n+1)+1)
1
= E(n +D((n+ 1) +1)2Mn+1)+1)
Dies ist aber gerade die Aussage A(n + 1), d.h. die Giiltigkeit von A(n + 1) ist gezeigt. O

Nach dem Prinzip der vollstiandigen Induktion gilt die Aussage A(n) somit fiir alle natiirli-
chen Zahlen.

Zu b) A(n) : kE kL= =l
=1

n

Induktionsanfang: A(1) ist wahr, denn es gilt:

Zk—l_o_o_ll—l
L R T

Induktionssschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt A(n).
Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1):
Induktionsbeweis: Es gilt:

"ik—l & k-1 n
L 2R (it D)
wor n!l—1 n
B n! (n+1)!
(=D +1)+n
B (n+ 1!
~ onln+1)—(n+1)+n
B (n+1)!
(41 -1
B (n+1)!

Dies ist aber gerade die Aussage A(n + 1), d.h. A(n + 1) ist wahr. O

Nach dem Prinzip der vollstiandigen Induktion gilt die Aussage A(n) somit fir alle natiirli-
chen Zahlen.

n

Zu c) A(n): Fiir alle z € R gilt i (xz—k) _ (:c-i—n-i—l)'
k=0

Induktionsanfang: A(0) ist wahr, denn es gilt:
ZO: r+k\ [z Def | Def z+1
k ~\o/ N 0o )
k=0

Induktionsvoraussetzung: Fir ein n € Ny gilt A(n).
Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1):
Induktionsbeweis: Es gilt:

"Z*:l z+k B SICARAWCE RS
k N k n+1

k=0 k=0

Induktionssschritt:
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IVor <x+n+l> <x+n—i—1>
= +
n n+1

VLSatz12 (T +n+2
B n+1

Dies ist aber gerade die Aussage A(n + 1), d.h. A(n + 1) ist wahr. O
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion gilt die Aussage A(n) somit fiir alle n € Nj.

Aufgabe 8 Zeigen Sie:
a) Fiir alle n € N ist die Zahl d,, := n3 + 5n durch 6 teilbar.

b) Jede natiirliche Zahl n > 8 kann man in der Form n = 3s,, + 5¢,, mit s,,t, € Ny
darstellen.

n
c) Fiir alle n € N gilt: Sind z1,...,z, positive reelle Zahlen mit [] zx = 1, so gilt
k=1

NgE

x> n. Die Gleichheit tritt dabei genau dann ein, wenn 1 = ... =z, = 1.

e
I
—_

Losung: Wir beweisen alle drei Aussagen wieder mit vollstdndiger Induktion.

Zu a) Induktionsanfang: dy ist durch 6 teilbar, denn d; =1+ 5 = 6.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N ist d,, durch 6 teilbar.
Induktionsbehauptung: d,+1 ist durch 6 teilbar.
Induktionsbeweis: Es gilt:

dpt1 = (n+1)*+5(n+1)
= n*+3n?+3n+1+5n+5
= dy+3n*+3n+6
= dy,+3n(n+1)+6.

Nach Induktionsvoraussetzung ist d,, durch 6 teilbar. n(n+ 1) ist immer eine gerade Zahl,
d.h. 3n(n+1) ist durch 6 teilbar und 6 ist ebenfalls durch 6 teilbar. Folglich ist dy,+1 durch
6 teilbar. O

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist deshalb d,, fiir jedes n durch 6 teilbar.

Zu b) Induktionsanfang: 8 =3 -1+ 5- 1. In diesem Fall ist also sg = tg = 1.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Filir ein n > 8 existieren s,,t, € Ny, so dass n = 3s, + bi,.
Induktionsbehauptung: Es existiert ein s,11 € Ng und ein ¢,,+1 € Np, so dass
n+1=3s,41+ 5tn41.

Induktionsbeweis:



1.Fall: Sei t,, # 0. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung

n+1 [Vor 3s, + 5t, +1

= 3(sn+2) +5(tn — 1).

Also sind sp41 := $p+2 und t,41 := t, — 1 zwei Zahlen aus Ny mit n+1 = 3s,11 + dtpt1-
2. Fall: t, = 0. Dann gilt n = 3s,,. Da n > 8, muf} s, > 3 gelten. Wir erhalten

n+1=3s,+1=3(s,—3)+9+1=3(s, —3)+5-2.

Es gilt also n+ 1 = 3sp41 + 5tppq mit sp1 =5, —3 €Ngund £, =2. O
Nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion gilt die Behauptung b) deshalb fiir alle
n > 8.

Zu c) Die Aussage A(n) lautet:

n n

Sind 1, ..., x, positive reelle Zahlen mit [[ xzy = 1, dann gilt >  xp > n, wobei Gleich-
k=1 k=1

keit genau dann auftritt, wenn 2y = ... =z, = 1.

Induktionsanfang: Die Ausage A(1) ist wahr, denn fiir eine positive reelle Zahl z; mit
1
r1 =1 gilt Z:Ek::El:lZl.
k=1
Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt A(n).
Induktionsbehauptung: A(n + 1) gilt.

n+1
Induktionsbeweis: Seien x1,...,T,4+1 positive reelle Zahlen mit [] xp = 1.
k=1
n+1
1. Fall: Sei x1 = a9 = ... =xpy1 = 1. Dann gilt > oy =n+1>n+1.
k=1
n+1
2. Fall: Sei eine der Zahlen x1, 3, ..., 2,41 von 1 verschieden. Da [] zx = 1, muf} es unter
k=1
den Zahlen z1, xs,...,z,+1 dann eine geben, die kleiner als 1 ist, und eine, die grofler als 1

ist. Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit (Umnummerieren) nehmen wir an, dass z,, < 1
und x,+1 > 1. Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf die positiven reellen
Zahlen

Y1 =21, Y2 ' =22, -+ Yn—1 = Tp-1, Yn ‘= Tn - Tn+tl
an. Da y1 - ... -y, = 1, gilt nach Induktionsvoraussetzung
n n—1
n < Zyk = Zxk + Tn o Tngt
k=1 k=1
n+1
= Zxk — Tp — Tn+l T Tp * Tyl
k=1
Folglich ist
n+1
Z$k2n+xn+xn+1—xn-xn+1- (%)
k=1

Da z, <1 und x,+1 > 1, gilt

(xn — D)(xpe1 — 1) <0, also @ Zpi1 —Tp —xpe1 +1<0.



Daraus folgt
Ty + Tpg1l — Ty - Ty > 1

und wir kénnen in (x) weiter abschétzen:

n+1

Zazkzn—i-a:n—i-xnﬂ—xn-xnﬂ>n+1.
k=1

Dies zeigt, dass A(n+ 1) wahr ist. Wir haben die Abschétzung erhalten und auch gesehen,
dass in dieser Abschitzung die Gleichheit nur dann stehen kann, wenn der 1. Fall eintritt,
also x1 =x9 = ... =z = 1 gilt. O.

Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr.

Aufgabe 9

a) Beweisen Sie das folgende Induktionsschema:
Sei ng € Ny. Fiir jedes n € Ny mit n > ng sei eine Ausssage A(n) mit den folgenden
Eigenschaften gegeben:

e A(ng) ist wahr und

e fiir alle n € Ny mit n > ng gilt: Sind A(m) wahr fiir alle ng < m < n, dann ist
A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) fiir alle n € Ny mit n > ng wahr.

b) Beweisen Sie: Es gibt genau ("_]IEH) verschiedene Moéglichkeiten, k Zahlen aus der
Menge {1,2,...,n} so auszuwéhlen, dass darunter keine zwei benachbarten sind

(wobei k hier eine natiirliche Zahl zwischen 1 und n ist).

Losung:
Zu a) Wir betrachten die Aussage B(n) := A(ng) A A(ng + 1) A... A A(n). Dann gilt auf
Grund der Eigenschaften von A(n):

e B(ng) = A(ngp) ist wahr.

e Fiir alle n > ng: Wenn B(n) gilt, so gilt auch B(n + 1),
denn: B(n) ist genau dann wahr, wenn alle A(m) fiir ng < m < n gelten (Wahr-
heitswert der Operation und). Dann gilt aber nach der 2. Eigenschaft der A(n), dass
A(n + 1) wahr ist. Folgich ist auch B(n+ 1) = B(n) A A(n + 1) wahr.

Aus dem Prinzip der vollsténdigen Induktion folgt dann, dass B(n) fiir alle n € Ny, n > ng
wahr ist, und daraus insbesondere, dass A(n) fiir alle n € Ny, n > ng wahr ist.

Zu b) Vereinbarung: Ist K eine endliche Menge, dann bezeichnet K die Anzahl ihrer
Elemente.

Seien k,n natiirliche Zahlen mit 1 < k£ < n und bezeichne D}’ die Anzahl der verschiedenen
Mboglichkeiten, k Zahlen aus der Menge {1,2,...,n} so auszuwéhlen, dass darunter keine
zwei benachbarten sind. Wir wollen zeigen, dass fiir alle n € N die folgende Aussage A(n)
gilt:

— 1
D,?z(n :+ > firalle ke Nmit 1 < k <n.
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Wir benutzen dazu das unter a) bewiesene Induktionsprinzip.

Induktionsanfang: A(1) gilt, denn man hat genau eine Moglichkeit, ein Element aus der
Menge {1} auszuwihlen (benachbarte Elemente kann es nicht geben), d.h. D{ = 1. An-
derseits gilt auch (1_}“) = G) = 1.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € N und es gelte A(m) fiir alle m € N mit 1 <m < n,

d.h. es gelte

— 1
Dznz<m :+ ) Vm,ke Nmitl<m<nund1<k<m.

Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1), d.h.

1—k+1
D,’;+1:<”Jr k’” > VEeNmit 1 <k<n+1.

Induktionsbeweis: Sei zunichst k = 1. Dann gilt D™ = n 4+ 1 und ("HIIH) = ("Jfl) =
n+1. Fiir k = 1 gilt Induktionsbehauptung somit. Sei & = n+1. Dann gilt DZI% = 0 (denn
wenn man alle Zahlen auswéhlt, miissen benachbarte Zahlen auftreten) und (n}rl) =0
(Satz 12 der Vorlesung). D.h. die Induktionsbehauptung gilt fiir & = n + 1.

Sei nun 2 < k < n. Wir bezeichnen mit X die Menge aller k-elementigen Teilmengen von
{1,2,...,n,n+ 1}, die keine benachbarten Zahlen enthalten. Dann zerfillt K in die zwei
disjunkten Mengen K = KoUK wobei:

Ko == {AeK|n+1¢ A},
Ki = {AeK|n+1e€ A}

Ist A € Ky, besteht A also aus k nicht benachbarten Zahlen aus der Menge {1,2,...,n}
und es gilt 1 < k < n. Also ist nach Induktionsvoraussetzung

o= op e (T,

Ist A € Kq, so enthélt A die Zahl n + 1, sie kann also die benachbarte Zahl n nicht
enthalten. Auler n + 1 enthélt A noch (k — 1) nichtbenachbarte Zahlen aus der Menge
{1,...,n—1} und es gilt 1 <k —1 < n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit

1 IVor n—(k—1) _(n—k+1
e =Dy = < k—1 N k—1 ’
Folglich gilt:

DI = B = $K + 4Ky = <”_Z+1> + (”;fjfl) VI,Satz12 <(”+1)k_k+1>.

Folglich gilt die Aussage A(n + 1). O.
Nach dem Induktionsprinzip in a) gilt damit die Aussage A(n) fir alle n € N.



