Stetigkeit

Konvergenz von Funktionen

Essei D C R und f: D — R eine Funktion. Wir Erinnerung:

schreiben lim f(z) = Eine Zahl a € R heifit Grenzwert der Folge
FRCRAS RN (Zn)nen, wenn fiir alle € > 0 ein N € N

existiert, sodass

wenn lim f(x,) = c fiir alle Folgen (z,,)nen mit
e |z, —a| <e

fiir alle n € N mit n > N.

T, € D und lim z,, = a und nennen dies den

n—oo
Grenzwert der Funktion f im Punkt a.

Gilt lim f(z,) = c fiir alle Folgen (2, )nen in D, die von oben gegen a konvergieren, d.h. z, > a
n— oo

und lim z,, = a, so schreiben wir lim f(x) = c und nennen dies den rechtsseitigen Grenzwert.
n—00 z\a

Analog heifit li}n f(x) =¢, dass lim f(x,) = c fir alle Folgen (z,,),en in D, die von unten gegen
xr a n—oo

a konvergieren, d.h. lim z, = a und z,, < a. Wir nennen dies den linksseitigen Grenzwert.
n—oo

Definition von Stetigkeit

Essei D C Rund f: D — R eine Funktion. Yy
Wir sagen, f ist im Punkt xg € D stetig, wenn
eine der folgenden (dquivalenten) Bedingungen

erfiillt ist: /

(i) Der linksseitige und rechtsseitige Grenz- Is
wert von f in z stimmen {iberein. f(zo) I -

(ii) (Folgenkriterium)
lim f(z) = f(2o)-

Tr—rxo -
(ili) (e-0-Kriterium) Fiir alle ¢ > 0 existiert SRR BN N B
ein § > 0, sodass fiir alle z € D mit 20 T

|z — x| < 6 gilt | f(z) — f(mo)| < &.

Eine Funktion f : D — R heifit (punktweise)
stetig, wenn sie in allen Punkten a € D stetig
ist.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, d.h.
eine Eigenschaft, die von einem Punkt des
Definitionsbereich erfiillt werden kann.

Yy X Y Yy

Eigenschaften stetiger Funktionen und gleichmaBige Stetigkeit

o Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Satz.(Zwischenwertsatz)
Funktionen sind wieder stetig, d.h.: Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b).
Dann existiert zu jedem ¢ € [f(a), f(b)] ein

Sind f,g : D — R zwei Funktionen, die in g € D
stetig sind und A € R, dann sind auch f + g, § € [a,b] sodass f(§) = c.

A-fif-g:D — Rin zg stetig. Ist g(zo) # 0,  Wir nennen eine Funktion f:+ D — R
so ist auch £ : D’ = R in z stetig, wobei man gleichméBig stetig, wenn fiir alle ¢ > 0
D":={z € D |g(z) # 0} setzt. ein § > 0 existiert, sodass fiir alle z,y € D
mit |z —y| < 6 gilt |f(z) — f(y)| <e.

Jede gleichmiBig stetige Funktion ist
auch punktweise stetig. Es gilt ferner:

o Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig,
d.h.:

Sind f: D — R und g : £ — R zwei Funktionen
mit f(D) C F und ist f in &g € D und g in
yo = f(xo) stetig, so ist g o f in z( stetig.

Satz. Eine stetige Funktion auf einem
kompakten Intervall ist gleichmé&Big stetig.
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Aufgaben

Grenzwert von Funktionen

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen:

2 _ 4 _ 1
(a) lim z —+v22+3z, (b) lim i , (c) lim vo=va fir z,a >0, (d) lim sin <x> .

T—00 =2 1+ 2 z—a T —a z—0

Stetigkeit

Aufgabe 2. Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen f : R — R stetig in o = 0 sind:

-1 firz<0
(a) f(z)=¢, firceR (b) flx) =22 +2x+1, (c) flx) =sgn(z)={0 firz=0
1 fir z > 0,
. l f..
(d) f(a) = sin(e) (©) £(z) = fa. () 1@ = {S““( ) firoz0
0 sonst.
Aufgabe 3. Seien f,g: R — R stetige Funktionen mit
f(z) =g(x) fir alle z € Q.
Zeigen Sie, dass dann bereits f(x) = g(x) fiir alle z € R gilt.

Aufgabe 4. Sei M eine Teilmenge von R. Man zeige, dass die Funktion d : R — R, die definiert ist
durch

d(z):=inf{lz —y|:y € M} firallexeR

stetig ist.

Eigenschaften stetiger Funktionen

Aufgabe 5. Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion

1 )
— 3 _9x2 4 — 2
flz) =a> — 32 + 5
im Intervall [2, 5] eine Nullstelle besitzt. .
~Losung ~
B R
Aufgabe 6. Es seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Zeigen | % e
Sie, dass es einen Punkt ¢ € (a,b) gibt mit f(c) = g(c). _ :

Aufgabe 7. (i) Man zeige, dass die Funktion f : Ry — R,z — /z gleichmiBig stetig ist, die rLéSE\
Funktion g : Ry — R,z — 22 jedoch nicht. pasibl

(ii) Zeige, dass die Funktion f(z) = % auf dem Intervall [1, 2] gleichmiiBig stetig ist.
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