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Reihen

Eine Reihe ist der Grenzwert der Partialsummen (s,,) einer Folge (hier (ag)ren ), Sprich die
Aufsummierung aller Folgenglieder von ay:

1
Erste Partialsumme s1 = E ar = a1
k=1
2
S§2 = g ar = a1+ az
k=1

n
n-te Partialsumme s, = Z ar=ai1+as+...+ap

k=1
n o0
= hmsn:E ak:E ak
n—oo
k=1 k=1

> req ay ist die (unendliche) Reihel

Themen auf dieser Seite

Grundlagen zu Reihen
Bekannte Reihen

Reihenwert berechnen
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Konvergenzkriterien

Konvergenzverhalten zeigen

Potenzreihen

Grundlagen zu Reihen

Im Allgemeinen geht es bei Reihen darum, Konvergenz oder Divergenz nachzuweisen. Bei
speziellen Reihen ldsst sich zudem ein Grenzwert berechnen. Es existiert dabei nicht die eine
Losung, Konvergenz oder Divergenz zu zeigen. Bei vielen Reihen funktioniert der Nachweis mit
mehr als einem Kriterium. Die Auswahl eines Kriteriums, welches ,funktioniert®, ist hier oft die
grofke Hurde.

o0

Zak konvergiert — Konvergenz
k

o0

Z lar| konvergiert — absolute Konvergenz
k

Damit gilt:

o o
Z |ak| konvergent = Z ar konvergent
k k

o0 o0 o0
Z lax| > |Zak| > Zak
2 T k

Noch nicht verstanden? Dann schau dir dieses Erklarvideo an!

Absolute Konvergenz
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Rechenregeln

Aus einer Reihe durfen konstante Faktoren (nicht vom derzeitigen Laufindex abhangig)
herausgezogen werden, egal ob die Reihe konvergiert oder divergiert (eine konvergente Reihe
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bleibt konvergent; ein divergente Reihe wird auch durch das Herausziehen von konstanten
Faktoren immer noch divergieren):

i)\-ak:)\-iak, AeER, keZ
k k

Anhnlich wie bei Folgen gilt: Wenn zwei Reihen Y ag, Y | by konvergent sind, so gilt

(i:: ak> + (i bk> = io: (ar + by)

k

Hier ist Vorsicht geboten! Wenn eine Summe >_° (ax, + bg) konvergiert, bedeutet das
keineswegs, dass die einzelnen Reihen > ag, Y by konvergent sind!
Falls zwei Reihen > ag, Y by absolut konvergent sind, dann ist Y _ ¢ mit

o S(Een ) (£4) (5

ebenfalls absolut konvergent. Das Produkt wird Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen genannt.
Fir eine Doppelreihe gilt allgemein:

Z (Z ab, ) (aobo + agb1 + ...+ aobn) + (a1bo + a1b1 + ... + a1bn)
pa

—|—...—|—(aKb0+aKb1—|—...—|—aKbN)

Bekannte Reihen

Fur die Grenzwertberechnung von speziellen Reihen mussen diese Reihen natlrlich bekannt
sein. Ebenfalls ist es wichtig (besonders fur das Majoranten- und Minorantenkriterium) zu wissen,
welche (Standard)Reihen konvergieren/divergiere.

Exponentialreihe:

<, zk
IR

k=0

Reihe des Logarithmus:

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/ 4/36



17.11.21, 10:41 Reihen verstandlich erklart (Mathematik) - StudyHelp Online-Lernen

00 k+1
> (-1F

k=0

=In(z+1) mitx>1

Reihendarstellungen der trigonometrischen Funktionen:

o :L,Zk-l-l '

; (—1)km = SID(ZL’)
0 $2k

kz_o (—1)* k). = cos(x)

Wichtig bei den oben genannten Reihen ist, dass der Laufindex bei O beginnt.

Teleskopreihe:

Dies ist keine explizite Reihe, sondern eher eine Eigenschaft, die diese besitzen. Bei

Teleskopreihen lassen sich fast alle Summanden zu Null addieren. Daher stammt auch der
Name, da sich die Reihe wie ein Teleskop ,zusammenzieht®. Das gangigste Beispiel hierflr ist

folgende Reihe:

?rl
v
I
\_b—l
o,

QO

() "R w

k=1
~(1 1 211,111 1 1
c«\k k+1) 1 2 2 3 3 4 7 n n+l
R e S
n+1

Auch hier ist Vorsicht geboten! Untersuchen wir z.B. die Reihe 3_3° (—1)* und sagen, dass sich
alle Summanden herauskurzen (da 1-1 immer O ist) und damit der Wert O ist, liegen wir falsch. Auf

jeden Fall notwendig ist, dass die Folge in der Reihe eine Nullfolge ist.

Geometrische Reihe und deren Partialsumme:

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/
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R ld<t 1 lgl <1 Reihe konvergiert
~ 1—gq l|lgl 21 Reihe divergiert
. 1— qn-‘rl

q =
=0 l—gq

q

BN

Ee

Wenn lediglich Konvergenz oder Divergenz gezeigt werden muss, ist es egal, ab welcher Zahl
der Laufindex k beginnt, wie z.B. bei der harmonischen Reihe.

(Allgemeine) Harmonische Reihe:

f: 1 {a <1 Reihe divergiert

— ke la>1 Reihe konvergiert

Z 1 divergiert (a = 1)
=k

Einige bekannte Grenzwerte:

Achtung: k beginnt hier jeweils bei 1

<1 T <1 rt <1 b
; L2 6 ; k4 90 ; kS 945
0 ( 1)k+1 0 (_1)k+1
— = In(2)
D e i S Dy
Summenformeln:
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Z kE = % (GauB’sche Summenformel)

", n(n+1)(2n+1)
L

Summenformeln

y Daniel Jung & StudyHelp \
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Reihenwert berechnen

Um konkrete Werte einer Reihe berechnen zu kdnnen, muss diese in einer aus dem vorherigen
Kapitel bekannter Darstellungsweise vorliegen. Eine Indexverschiebung wird bendtigt, um
Reihendarstellungen derart umschreiben zu konnen:

Arten der Indexverschiebung

o Verschiebung durch Abandern des Laufindex innerhalb der Summe

e Verschiebung durch Herausziehen/Hinzufugen von einzelnen Summanden

1. Art

0 2k—|—1 —1=)oo 00+1 ©_ ok

Z —1+1 Z k': o

k=0

Falls bei einer solchen Indexverschiebung zu einem endlichen Wert aufsummiert wird, muss
auch der Endwert entsprechend angepasst werden. Bei oo ist das natUrlich nicht notig.

2. Art

00 k 0o k
1 1 1 1 1 1
) (3> > <3) L o3 =7 t3T%
—0.Eintrag “\~~
—1.Eintrag

Kombiniertes Beispiel
n

0 B 0 4n—2 B 00 4—2.471
Z (n+2)! ;0 (n+2—2)! —Z n!

n=0 n—
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Immer zuerst die Darstellung innerhalb der Summe (hier Verschiebung 1. Art) und dann
die ersten Summanden (hier Verschiebung 2. Art) anpassen!

Konvergenzkriterien

Es existieren eine handvoll Konvergenzkriterien, mit denen Reihen auf ihr Konvergenzverhalten
untersucht werden kdnnen. Manche Kriterien eignen sich bei bestimmten Reihen besser als
andere. Hier werden die Kriterien zunachst vorgestellt.

Nullfolgenkriterium

Mit dem Nullfolgenkriterium/Trivialkriterium/notwendigen Kriterium wird ausschlieR®lich
Divergenz nachgewiesen. Wenn wir bemerken, dass die Folge aj, in der Reihe keine Nullfolge
ist, ist sofort klar, dass die Reihe divergiert. Dann werden namlich ,im Unendlichen® immer Werte
addiert/subtrahiert, die sich nicht der Null nahern. Es ist somit unmaoglich, dass die Reihe
konvergieren kann.

Nulifolgenkriterium — Verfahren

Nachweis: ausschlieBlich Divergenz (Die Umkehrung ,Wenn es eine Nullfolge ist,
konvergiert die Reihe® gilt nicht!)

Einsatz: Wenn a;, keine Nullfolge ist

o0
Z ag , lillgn ar, # 0 = Die Reihe divergiert
k=1

Schau dir zur Vertiefung das Erklarvideo zum Nullfolgekriterium an

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/
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Notwendiges Kriterium
fur Konvergenz bei

Reihe-

y Daniel Jung & StudyHelp \
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Beispiele — Nullfolgenkriterium
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k lim a lim k
E+1 koo B ihe 2k+1

]2

= — 7& 0 = Die Reihe divergiert

B
I

1

k—o00 k—o00

TFMg

2% koo ok

Beispiele — Umkehrung des Kriteriums gilt nicht

1

1
— lim a;, = lim — =0 (Diese Reihe konvergiert)
k k—o0 k—oo k2

TTME;

, lim a; = lim % =0 (Aber diese Reihe divergiert)

k—o00 k—o00

i
)

gk
x| =

Majorantenkriterium

Die Idee hierbei ist die Folge in der Reihe nach oben abzuschatzen, sodass eine bekannte

Reihe herauskommt, die konvergiert.

Schau dir zur Einfiihrung in das Majorantenkriterium dieses Erklarvideo an!

Majorantenkriterium
Definition am Beispiel

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/
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) lim a; = hm <1 + E) = e # 0 = Die Reihe divergiert

/ 1 1
hm ap = 11m y lim — = 1 # 0 = Die Reihe divergiert

_
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Majorantenkriterium - Verfahren

Nachweis: ausschlieflich (absolute) Konvergenz

Einsatz: Wenn aj, nur Polynome, Wurzeln, sin, cos enthalt

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/ 12/36
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00 00
Zak, |ak] Sbk mit Zbk
k=1 k=1

Wenn fiir Z bi die Konvergenz bekannt ist, ist Z b Majorante fiir Z ak

(0.9]
= Z aj konvergiert.
k=1

In der Regel wird die allg. harmonische Reihe (evtl. auch die geometrische Reihe)
als Majorante verwendet, wenn diese konvergiert

Bei Briichen den Nenner verkleinern und/oder den Zahler vergrokern, um die
richtige Ungleichungsreihenfolge zu bekommen

> ar > > by darf theoretisch notiert werden, da beide Reihen konvergieren und
konkrete Werte besitzen

Beispiel 1: Majorantenkriterium

00 1 1 1 o
d ilt, te.
2 oman ©lmprn! <o < Eh kZ Majorante

> 1
= Z WETT) konvergiert (absolut).

Beispiel 2: Majorantenkriterium
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[ee) 7 — k
Z(Wzk g k/2F <kx@<£) :(i_>kgilt,
e

< (k+ 1)2k (k+1)2F' K2k 2 NG

ist Z (T) Majorante (geometrische Reihe mit \frac{1}{\sqrt{2}}=q).
- 2

Wzk

o0
= Z — konvergiert (absolut).
=0

Beispiel 3: Majorantenkriterium

S VE2+1-VEk2—1
2

k , mit,1“erweitert ergibt (3. bin. Formel nutzen):

k=1

. \/W—\/k2—1.\/k2+1+\/k2—1|_ (k2 +1) — (k> — 1)

| k VE+1+VEE -1 k(\/k2+1+\/k2—1)|
| 2 *11 _ 2 _ 2 2 gilt

sy = — 1 y
VR F1+VEE—1) k(VE+1) kVE K

o0 o0
1
ist ; i Z 2 Majorante.

k=1

- \/k2+1—\/k2—1
2

k=1

=

konvergiert (absolut).

Info

1. Die Wurzel v k2 — 1 ist auf jedenfall > 0. Durch das Streichen im Nenner wird der
ganze Bruch damit grofker; genau das Gleiche im ndachsten Schritt mit der +1in der
verbleibenden Wurzel.
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Minorantenkriterium

Die Idee ist ahnlich dem Majorantenkriterium, jedoch genau umgekehrt: Die Folge in der Reihe
nach unten abzuschdatzen, sodass eine bekannte Reihe herauskommt, die divergiert.

In diesem Video erklart Daniel das Minorantenkriterium

Minorantenkriterium
Definition am Beispiel

Daniel Jung & StudyHelp \\I
- /
Lernheft fiir Ingenieure

MATHEMATIK 1

Minorantenkriterium - Verfahren
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Nachweis: ausschlieRlich Divergenz

Einsatz: Wenn aj nur Polynome, Wurzeln, sin, cos enthalt

00 0
Eak, akZbkmit Zbk

Wenn fiir Z bi die Divergenz bekannt ist, ist Z br Minorante fiir Z ar

0.9]
= Z ay, divergiert.
k=1

Anmerkung
In der Regel wird 2120:1 % bzw. die allg. harmonische Reihe als Minorante
verwendet, wenn diese divergiert

Bei Brichen den Nenner vergrokern und/oder den Zéahler verkleinern, um die
richtige Ungleichungsreihenfolge zu bekommen

> ar > > by darf so nicht notiert werden, da beide divergieren — in der Regel co
sind — und oo > oo nicht korrekt ist (oo ist keine Zahl!)

Beispiel 1: Minorantenkriterium

il RIS
=k vk Ve k

o
gllt ist Z Minorante.
k—1

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/ 16/36
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Beispiel 2: Minorantenkriterium

5% _ 1’ 5% — 1~ 2k

= 1 1 1 = 1
E da ——— gilt, ist g — Minorante.
k=1 = 2k

00
1
= ; %—_1 divergiert.

Hier eine Visualisierung der Vorgehensweise beim Majo- und Minorantenkriterium. Das ist rein

mathematisch nicht wirklich prazise, aber es sollte dir helfen, die Verfahren besser zu verstehen.

Hier allgemein Majoranten Hier allgemein Minoranten

Majoranten far 3" a, Minoranten fur > an

Reihe )" a, gegeben Reihe )" a, gegeben

nicht
unterschreiten!

nicht
Uiberschreiten!

lan] <...<...< by,

by <...<...<  a,

|
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
. + ! + . T
y  — abschédizen — | y  +— abschétzen <— ,
[
[
[
[
[
|
|
!
[
[
|

-

1 1
Z b Z a |“Reihenwert’|
n n
Divergenz untersuchen
bekannt

L) 1

2. an 2_bn

untersuchen Konvergenz
bekannt

Y
Y

konvergente Reihen divergente Reihen (nach o)

' ab hier kein Wert mehr, sondern
eher ,Divergenzgeschwindigkeit"

> b, ist Majorante fur > ap > by ist Minorante fur > a,

Quotientenkriterium

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/
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Mit dem Wurzelkriterium das umfassendste (und fur dich wahrscheinlich wichtigste) Kriterium zum
Nachweis von Konvergenz/Divergenz.
Quotientenkriterium — Verfahren

Nachweis: absolute Konvergenz und Divergenz

Einsatz: Quasi alles, auker wenn aj, nur Polynome, Wurzeln, sin, cos enthalt

. g <1 absolute Konvergenz
— q§ ¢>1 Divergenz
g =1 keine Aussage moglich

Qpi1
ag

(0.0
Reihe E ay ,
k=1

Beispiel von Daniel zum Quotientenkriterium

Reihen und Konvergenz
Quotientenkriterium

Daniel Jung & StudyHelp \'\l

Lernheft fiir Ingenieure

MATHEMATIK 1
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Beispiel 1: Quotientenkriterium

32(k+1)

f:?)_ ap+1 | | (er1)! | 32k+2 . k! - 32 k00 0 *<1 1
e~ k!’ 3k_2"’“ El(k+1) 32  Ek+1
® 32k
o konvergiert (absolut) nach dem Quotientenkriterium.
k=1

1. Das <1 muss hier auf jeden Fall notiert werden!

Beispiel 2: Quotientenkriterium

1
ii Gpor | _ | TORT | K i
Lt [k L E ] R (B4 (k+ 1)
1 ]{i k k— o0
= . »0<1
k1 <k+1> <
—_———
<1 fiir alle keN

oo

1
= Z — konvergiert (absolut) nach dem Quotientenkriterium.
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Beispiel 3: Quotientenkriterium

. % (k+1)k+1 k
3 k aper | _ | CEDY |2 (R+D(KR+DY (2k)!
= (2k)! aj (2’3;“)! (2K)!(2k+1)(2k+2)  KkF

(kD1 k+1\" 1 1\ ¥ koo

T 202k+ 1)k 4k+2 \ Kk “wrz U)ot

%,—/
e
= Z k)] konvergiert (absolut) nach dem Quotientenkriterium.
k=0 :

+1 : Hier muss darauf geachtet werden, dass die Fakultat richtig umgeschrieben und
anschliekend richtig gekdirzt wird. Erfahrungsgemaf passieren hierbei haufig Fehler!

Beispiel 4: Quotientenkriterium

(k+1)k+1

ik_’f aper| | Twrnr | (RED(E+D)F R
ek L | B K(k+1) Kk
_(k+ 1R 1) * koo
= ok = 1+E —re>1

o0 kk
= Z 7 divergiert nach dem Quotientenkriterium.
k=0

Beispiel 5: Quotientenkriterium

- 1
Z2k5—1’

k=0

g1
ag

1
2(k+1)-1 | _ 1-1
2k+1

1
2k—1
= Keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten moglich.
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Bei dieser Reihe muss also ein anderes Kriterium verwendet werden als das
Quotientenkriterium, um etwas Uber das Konvergenzverhalten sagen zu konnen.

Merke:

Besonders beim Quotientenkriterium fallt anhand der vielen Beispiele auf, dass die

Potenzgesetze quasi in jeder Rechnung angewendet werden mussen, um auf die
richtige Losung zu kommen.

Wurzelkriterium

Mit dem Quotientenkriterium das umfassendste (und fur dich wahrscheinlich wichtigste) Kriterium
zum Nachweis von Konvergenz/Divergenz.

Reihen und Konvergenz
Wurzelkriterium

Daniel Jung & StudyHelp

Lernheft fiir Ingenieure"“

MATHEMATIK 1

A~

ven e

# Jery
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= =3

Verfahren

Nachweis: absolute Konvergenz und Divergenz

Einsatz: Quasi alles, auker wenn ag nur Polynome, Wurzeln, sin, cos enthalt

qg <1 absolute Konvergenz

X e i k—o00 .
Reihe Z ar, +/lax] = gq{g>1 Divergenz
k=1 g =1 keine Aussage moglich

Beispiel 1
i k+7\" \/m_ BT\ _ kT ko1
£\ 2k+1) HUN\2%k+1) | 2%k+1 2

1
k7"
= Z ( ) konvergiert (absolut) nach dem Wurzelkriterium.

Beispiel 2

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/ 22/36
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0 gk*+1 /— k241 . 91 2’f V2 koo
;33143 ? |k 33k 33 r 00> 1

0 2k2+1

17.11.21,10:41

divergiert nach dem Wurzelkriterium.

=

3k
k=1 3

(1+ (8% | 1+ (=)’

(1+ (_1)k)2k k k
|ax| =

Zk:l 5k + k5 + 5% 5k + k® + 5F /5k + k5 + 5k
2
*1
< 1+1) = 4 52" >—§ <1

Bk + k5 +5F  /Bk+ kb + 5

1)k)2k

= Z 5k k5 5 konvergiert (absolut) nach dem Wurzelkriterium.

*1 Den Term (—1)* oben abzuschatzen war erlaubt, da der Grenzwert von +/|ag| < 1bleibt.
Daher ist die Schlussfolgerung der absoluten Konvergenz korrekt

*2 Grenzwert von v/5k + k5 + 5% ist 5, zeigen z.B. durch Vergleichskriterium.

Leibnizkriterium

Mit dem Leibnizkriterium kann nur Konvergenz einer alternierenden Reihe nachgewiesen
werden. Ausschlaggebend fur die Verwendung des Leibnizkriteriums ist, dass die Folge a;, mit
jedem nachstgrokeren k das Vorzeichen wechselt (sie alterniert):

Reihen und Konvergenz
Leibniz-Kriterium
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MATHEMATIK 1

Leibnizkriterium — Verfahren

Nachweis: ausschliefslich Konvergenz

Einsatz: Fur alternierende Reihen
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Alternierende Reihe Z ap mit ap=(-1)"-(...)
k=1

k—o00
1. — |ax| =0 und 2. |ax| monoton = Konvergenz

(—1)k, (=1)**1, (=1)**+2 .. ist fir den Vorzeichenwechsel alles das Gleiche

Die Umkehrung ,Wenn die Reihe alternierend ist und dann nicht monoton fallt, ist
die Reihe divergent® gilt nicht!

Beispiel: Leibnizkriterium

X kE+1 kE+1
Z(—l)k +2 , alternierende Reihe: 1. |(—1)* +2 | 0 fir k& — o0
=t 2k 2k
2. lars1| < |agl
k+2 k1
= 2(1;1)2 <

& 2k2(k+2) < 2(k+1)°
&S kBB 4+2k2 < K343k +3k+1

= 0 < Kk2+3k+1

- k+1
:;(—1)]‘: 2—;2 konvergiert.
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Konvergenzverhalten

Im vorherigen Kapitel sind die verschiedenen Konvergenzkriterien beschrieben worden. Jedoch
fehlt bei vielen Studierenden in irgendeiner Art und Weise der Blick daflr, bei gegebener Reihe
ein funktionierendes Kriterium (vlt. sogar das am schnellsten funktionierende) auszuwéahlen. Es
folgen zwei Unterkapitel, die dir den Weg dahin leichter machen sollen. Um das alles jedoch zu
verinnerlichen, hilft es nur, sehr viele Reihen selbststandig zu untersuchen, und so die
beschriebenen Schritte nachzuvollziehen und zu verinnerlichen.

Nachweis mit System
Ein 100%ig funktionierendes Kochrezept hierflr gibt es nicht, empfehlenswert ist flr eine
gegebene Reihe ZZO aj, die folgenden Punkte abzugehen:

Systematisches Vorgehen zum Konvergenz-/Divergenznachweis von Reihen

o Kann ein Wert ausgerechnet werden? ja — Konvergenznein — weiter mit 2.

o ap Nullfolge? ja — weiter mit 3.nein — Nullfolgenkrit. — Divergenz

o ay, alternierend?  ja — Leibnizkrit. versuchennein — weiter mit 4.

o Sind Fakultdten in a;? ja — Quotientenkrit. versuchennein — weiter mit 5.

Sind Faktoren mit kim Exponenten in ay?
ja — Wurzelkrit. versuchennein — weiter mit 6.

Enthalt az nur Polynome, Wurzeln, sin, cos Terme?
ja — Mino-/Majorantenkrit. versuchennein — weiter mit 7.
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o Bel. Kriterium versuchen . .. evtl. Annahmen + Widerspruchsbeweis

Konvergenz abschatzen

Es ist moglich, das Konvergenzverhalten von vielen Reihen — ohne jegliche Rechnung — im
Vorfeld abzuschatzen. Wir empfehlen dir an dieser Stelle erst weiter zu lesen, wenn du schon
ein paar Ubungsaufgaben zum Bestimmen von Konvergenzverhalten bearbeitet hast. Ansonsten
konnte dich dieses Kapitel mehr verwirren als dir nttzen.

Achtung!

Das Folgende stellt weder ein mathematisch fundiertes Verfahren dar, noch kannst du es
in Prifungen als offizielle Begriindung verwenden, das Konvergenzverhalten ermittelt zu
haben. Das Ganze ist vielmehr eine Voruberlegung fur dich. Diese kann jedoch
unglaublich nutzlich sein! Du festigst (oder entwickelst erst) damit dein Gespur daflr,
wann Reihen konvergieren oder divergieren.

Im Falle des Majo- und Minorantenkriteriums ist diese Voruberlegung aber meistens
unbedingt notwendig!

Wie du bereits wissen solltest, kann eine Reihe nur dann konvergieren, wenn die zugehorige
Folge eine Nullfolge ist. Doch wann konvergiert sie dann auch tatsachlich?

Folgendes Schema kann als erste Anlaufstelle betrachtet werden, das Konvergenzverhalten
abzusché&tzen (mit n als Laufvariable —also » > ...):

kt.—Typ Konstanten Polynome/Potenzfkt. FExponentialfkt. Fakultiten
a n® a™ n!

Faustregel: Die weiter rechts stehenden Tabellenspalten ,dominieren® die weiter links
stehenden. Damit ist gemeint: Wenn die Folge in der Reihe ein Bruch mit Ausdrlicken aus der
oben stehenden Tabelle ist (was aller meistens der Fall istl), konvergiert/divergiert die Reihe
(hochstwahrscheinlich), je nachdem welcher Fkt.-Typ im Zahler und Nenner steht.

Konstante Faktoren spielen tberhaupt keine Rolle, da sie immer aus der Reihe herausgezogen
werden konnen.

https://www.studyhelp.de/online-lernen/mathe/reihen/ 27/36



17.11.21, 10:41 Reihen verstandlich erklart (Mathematik) - StudyHelp Online-Lernen

sin(...)- und cos(...)-Terme als Summanden werden, egal was als ,...“ steht, wie Konstanten
behandelt, da sie das Intervall [-1,1] nie verlassen (sie sind beschrankt).

Achtung: Es gibt Ausnahmen (z. B. Spalte Polynome/Potenzfkt. dominiert erst ab ,hdchster
Exponent” > 1 die Konstanten

Fkt.-Typ Konstanten Polynome/Potenzfkt. Exponentialfkt. Fakultite

#1 2 n®+1 3" n!
#2 3 Vn 24" 3n!
#3 13 6n° —2n% +n gntl (2n)!

4

Beispiele von Kombinationen aus #1

. 2 > n! > 3" > 2
) g P WX e W

n=1 n=1 n=1 n=1

al) wird konvergieren (3™ im Nenner dominiert die Konstante)

bl) wird divergieren (n! im Zahler dominiert das Polynom)

c1) wird divergieren (3™ im Z&hler dominiert das Polynom)

dq) wird konvergieren (n? + 1 im Nenner dominiert die Konstante, da hochster Exponent =2>1)

Beispiele von Kombinationen aus #2

w Y g WY @) Y A Yo

n=1 n=1 n=1 n=1

S|

az) wird konvergieren (4™ im Nenner dominiert die Potenzfunktion V)

b2) wird divergieren (\/ﬁ im Nenner dominiert nicht die Konstante 3, da hdchster Exponent
=3 <1

cz) wird divergieren (n! im Zahler dominiert die Exp.fkt. 4™)

d2) wird konvergieren (n! im Nenner dominiert Potenzfunktion \/ﬁ)
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Beispiele von Kombinationen aus #3

X, 6n° —2n? +n — 13 >\ 13 . (2n)!
as) Z (2n)! , bs) Z 615 — 2n2 +n c3) ; on+l’ ds) Z ontl

a3) wird konvergieren ((2n)! im Nenner dominiert das Polynom 6n° — 2n? + n)

bg) wird konvergieren (6n5 — 2n2 4 n im Nenner dominiert die Konstante 13, da hochster
Exponent =5 > 1)

c3) wird konvergieren (2™ im Nenner dominiert die Konstante 13; beachte 2ntl = 92.2m
ds) wird divergieren ((2n)! im Z&hler dominiert die Exp.fkt 2™)

Was mussen wir aber nun zur Vortberlegung beachten, wenn mehrere Funktionstypen
(gemischt) auftauchen?

Konstanten: Sind im Allgemeinen recht unwichtig, zumal sie eigentlich Polynome mit Grad O
sind.

Polynome/Potenzfkt.: Tauchen ausschlieRlich Polynome/Potenzfkt. in der Reihe auf, kommt es
auf den Unterschied der hochsten Exponenten im Zahler und Nenner an! Dies ist wichtig zum
korrekten Anwenden von Majo- und Minorantenkriterium, da die anderen Kriterien bei dieser Art
Reihe versagen! Also:

<1 Reihe div.

»hochst. Exp. Nenner“ — , hochst. Exp. Zihler {> 1 Reihe konv.

Exponentialfunktionen: Kommen Exponentialfunktionen im Zahler und Nenner (auch gemischt
mit Polynomen/Potenzfkt.) vor, kommt es auf die grokere Basis an (z. B. 3" dominiert 2™).

Fakultaten: Kommen Fakultaten im Zahler und Nenner (auch gemischt mit Exponentialfkt. und
Polynomen/Potenzfkt.) vor, kommt es auf den grokeren Vorfaktor in der Fakultat an (z. B. (4n)!

dominiert (3n)!)

Dabei spielt es keine Rolle, ob die jeweiligen Terme im Zahler und im Nenner addiert oder
multipliziert werden.

Beispiele zur Voriiberlegung zum Konvergenzverhalten

_ n 2 n+1 !
a) Yooty % b) > i % ) dopei % d) > oy ?2"—,{;;

oo nb.om 00 n3+n 00 n? 00 n!)?
6) Zn:l Tzﬁ f) Zn:l % g) Zn:l G%m h) anl EQn))!
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a) Nur Polynome im Z&hler und Nenner! Aus Gl. (777): ,"Hochst. Exp. Nenner®, — ,"hochst. Exp.
Zéhler, =2 —1 =1 < 1. Also wird die Reihe divergieren.

b) Exponentialfkt. dominieren! Da 3™ im Zahler und 3 > 2, wird die Reihe divergieren.

c) Exponentialfkt. dominieren! Achtung: 22" = (22)™ = 4" (und
37+l = 3. 3"[latez]). Da[latex]4™ im Nenner und 4 > 3, wird die Reihe konvergieren.

d) Fakultdten dominieren! Da (2n)! im Nenner und Vorfaktor in der Fakultat 2 > 1, wird die Reihe
konvergieren.

e) Fakultat dominiert. Da n! im Nenner, wird die Reihe konvergieren.

f) Nur Polynome und Potenzfkt. im Zahler und Nenner! Achtung: \/ﬁ = n%. ,Hochst. Exp.
Nenner®, — ,hochst. Exp. Zahler* = 3 — % = % > 1. Also wird die Reihe konvergieren.

g) Ohne weiteres mit den beschriebenen Voriberlegungen keine Aussage treffbar, da nicht
abschétzbar, wie sich 3" verhalten wird (Beachte: 3% = 3(%) £ (37)2 = 327

h) Ohne weiteres mit den beschriebenen Vorlberlegungen keine Aussage treffbar, da nicht
abschatzbar, wie sich (n!)? verhalten wird.

Fiir die Interessierten: Warum funktioniert das Ganze?

Diese inoffiziellen ,Regeln® zur Voruberlegung zum Konvergenzverhalten von Reihen basieren
auf der allgemeinen Anwendung des Quotientenkriteriums (alle Regeln mit Exponentialfunktion-
und Fakultatanteilen) und der allgemeinen harmonischen Reihe zum korrekten Abschatzen. Was
mit den Termen beim Quotientenkriterium passiert und warum sich daraus die ,Regeln® ableiten,
soll hier kurz gezeigt werden:

Zur spateren Begriffsstutze: Mit

00
Cn+1 — N7 ~

E:Cm ’C | == — <

n=1 n GW des Quot.krit.

Was passiert mit Polynomen/Potenzfkt. bei Anwendung des Quotientenkriteriums? Mit a, b € R:

o0 {nt1)” b b b

Zn“ |(n+1)b| (n+1)*-n nn’ + ... n“+—i—...n—>o\o
b’ n? o b Y o b !

“— n 2y (n+1)2-ne  nbnpe4 ... nat

Vollig egal, wie viele Summanden die Polynome/Potenzfkt. in ¢, haben, beim
Quotientenkriterium ist der hochste Exponent (und der zugehorige Vorfaktor) im Zahler und
Nenner von ¢, derselbe. Nach bekannter Folge ist der Grenzwert also immer 1 und es ldsst sich
so keine Aussage treffen. Also muss hier auf das Abschatzen zurlickgegriffen werden.
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Was passiert mit Exponentialfkt. bei Anwendung des Quotientenkriteriums? Mit $a,b\in\mathbb{R}
[\latex]:

an+1
L an—l—l . bn

o0 n
Z a | pn+l | - . a n—oo Q
Loy Ta T ymian 5B

bn

Aus Exponentialfkt. wird am Ende also ein Faktor (hier [latex\frac{a){b}). Bedeutet, beia<bkonvergiertundbeia>b
divergiertdieReihe. KommenExponential fkt. mit Polynomengleichzeitiginder Reihevor, habendie PolynomealsokeinenEin flussau fden/\Grenzwerta
\tilde(c)$).

Was passiert mit Fakultdten bei Anwendung des Quotientenkriteriums?

a )!
o~ (an)!  Gay | (an+a)!- (bn)!
Z | = (bn + b)! - (an)!

(an)!l(an+1)(an+2)---(an+ (a — 2))(an + (a — 1))(an + a) - (bn)!
gray(bn)!(bn +1)(bn +2)--- (bn+ (b —2))(bn + (b —1))(bn + b) - (an)!

a Linearfaktoren bzw. Polynom von Grad a

7 N

(an+1)(an+2)---(an+ (a — 2))(an + (a — 1))(an + a) _atntA..
(bn+1)(bn+2)---(bn+ (b—2))(bn+ (b —1))(bn + b) bt -nb+ ...

" J

b Linearfaktoren bzw. Polynom von Grad b

Aus Fakultaten wird am Ende (c,) also jew. ein Polynom vom Grad des Vorfaktors in der Fakultat.
Das ist der Grund, warum Fakultaten die Exponentialfkt. und Polynome/Potenzfkt. dominieren,
denn als Folge (im Term ¢;) dominiert das Polynom (von mindestens Grad 1) alle konstanten
Faktoren im Grenzwert.

Beispiel - Komplett alle Gedankengdnge mit Rechnungen:

Reihe Z % gegeben.
".nl

Voruberlegung: Fakultdt dominiert! Da n! im Nenner, wird diese Reihe konvergieren.

Auswahl des Kriteriums: Quotientenkriterium, da eine Fakultat auftritt.
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6(n+1)-371
P T | 6(n+1)-3"".2" . nl

on3" 1 n+l.(p 4 1)!.6n- 3"

2n.nl

sort‘Eren 6(’]’1, —+ ]_) 31 . 3n . 2” ’I’L' . n + 1 3 1
6n 3n.21.27 nl.(n+1) \*77/1_/ < nt

—>1%.0:0<1

Also konvergiert die Reihe (absolut).

+1: Resultat aus dem urspringlichen Polynom 6n. In Zahler und Nenner: Polynom von gleichem
Grad und gleichem Leitkoeffizient, Grenzwert ist 1.

%2 Resultat aus den urspriinglichen Exponentialfkt. 3™ und 2". Es verbleiben die Basen.

%2: Resultat aus der urspriinglichen Fakultat n! (im Nenner). Es verbleibt ein Polynom (im Nenner)
mit Grad 1(da n! = (1 - n)!). Dieser Term ist ausschlaggebend fiir den Grenzwert O (vgl. auch
2wichtige Grenzwerte® Formel).

Alternative (fUr alle, die es sehen). Wert ausrechnen!

Potenzreihen

Sogenannte Potenzreihen haben einen besonderen Aufbau:

Z ap(x — z)"

k

o0
=0
. Entwicklungspunkt

x: variable Zahl aus R

wo k beginnt (k = 0,1,2,...)ist egal

+ Potenzreihen
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MATHEMATIK 1

Bei diesen Reihen geht es darum, den Konvergenzradius R und damit das Intervall fur & zu
bestimmen, flr das die Reihe noch konvergiert: x € (aco — R,xo + R). Die Randbereiche
mussen dann noch separat untersucht werden. Der Konvergenzradius R kann entweder mit
dem Quotienten- oder dem Wurzelkriterium folgendermafen berechnet werden:

Ap41
ag

1
— = limsu
R k%oop R k—o00

‘ oder — = limsup {/|ak|
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Der lim sup ist sehr ahnlich dem gewohnlichen limes: Es bedeutet lediglich ,der grokte
Haufungspunkt® Im Fall eines eindeutigen Grenzwertes ist es also aquivalent zum limes.

2 —1)" 1 3
an = L Hiufungspunkte sind 1 und 7

. . . 3
n — ooa,, existiert nicht, aber limsup a,, = —
n—oo 4

Die Reihen Exponentialreihe sowie die Reihen der trigonometrischen Funktionen sind
Potenzreihen mit Entwicklungspunkt g = 0, R = oo und damit z € (—o0, 00). Die
geometrische Reihe und deren Partialsumme ist eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt g = 0,
R =1unddamitz € (—1,1) (bzw. g € (—1,1)).

Beispiel 1
© (k+2)(x—2)\* & [/(k+2)\" 0
Z;( I ) :;;< s >.@n—®k:;;mp@—2ﬁ

xo = 2 ist Entwicklungspunkt.

| k:+2 _k+2 1
V“’“ ok

2—2 2—|—2

k+2)(—2)\* 2\ ¥
Randbereich: z = 0 : Da <(+2—]1()> = (—1)*. (%)

k+2 kkﬁoo2 . . . . . . ..
und % e keine Nullfolge ist, divergiert die Reihe fiir x = 0

w+axm>k:<k+z>ﬂwfé

dbereich: z =4: D
Randbereich: z a( 5% i

keine Nullfolge ist, divergiert die Reihe fiir x = 4

= Firz € (0,4)konvergiert die Reihe.
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Nkt SNk ;
P R I
k=0 k=0 k=0
xo = 0 ist Entwicklungspunkt.
k1
1 _‘ak—&—l‘_' rr (k+1) K (B+1)-1 1 koo o
R e ko (k+1) kO (k+1)-kE K

= R=00, z¢€ (—00,00) = Fiir jedes z € R konvergiert die Reihe.

Beispiel 2

2\ ki (z +10)F &Kk -
D Y 0 =Y o e 10
k=0 ’ k=0 " k=0

xo = —10 ist Entwicklungspunkt.

k+1k+1
1w T REDUESDE B kD01
R "o~ T E (k+1)! K kP k c

= R=e¢!, zc(-10—e !, -10+¢e!)

= Firz € (—10 —e !, —10 + e ') konvergiert die Reihe.

Beispiel 3
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2\ k(x4 1)k =k >
;—( k+1)!:;—(k+1)!-(ac—i—l)k:;ak-(x—l—l)k

xo = —1 ist Entwicklungspunkt.

(k+1)2k+2

ST O e A etV G et VL <k+1)2’“ (k+ 1)
R ay (k’f’;)! (k+2)! k2k k k—+2
- 1VF k242641 koo
= — ] - S 00
k k+2
1
= R=0, ze€(-1,-1)={}
00 k2k( 1 + 1 00 k2k0k
Randbereich: z = —-1: D
andbereich: x a; k1)l Zl FT 1)
konvergiert die Reihe fir z = —1
= Nur fiir x=-1 konvergiert die Reihe.
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