Anhang

Zusammenstellung wichtiger Potenzreihen

Funktion und Potenzreihenentwicklung Giiltigkeits- Formel-
bereich nummer
o o o
(l+x)“=1+(k)x+(k)x2+(k)x3+‘.. o reell (-11 “4.17)
Spezialfille:
k+1 k+2 k+3
A+x)*1=1 —( 1 )x+( 2 )xz— ( 3 )x3 + . k=0,12,... (-1, 1 Bsp. 4.4
1
1_x=l+x+x2+x3+... (-1,1) .5)
Ji+ 1+ E Loog 3 e 135 4y L1 4.19
YT T AN T 2 T 2468 T =L @19
1 1 1-3 1-3-5 1-3-5-7
—_— 1 2 _ 3 4 _ —
N i LA T S v S (-1, (4.20)
. x x* X3
e =1+F+-2—!+F+... (=00, ) 4.11)
X _ X Bz 2 B4 4 B6 6
-Ex—_—l——l— 3 +7x +T!-x +Fx + ... (—2m, 2m) @.57
x2 X3 x*
1n(1+x)=x-——2—+-3——T+... (-1,1] “4.14)
1+x x3 x5 x7
lnl__x=2(x+—-3—+?+—7—-+...) (-1,1 4.16)
. x3 x5 X
smx=x—¥+ﬁ—7—!+ (—00,0) (4.12)
x2  x* xS
cosx=]—-5!—+-—4-_-!—-—-gr+... (— 0, 00) 4.12)
1 2 1
- a3y = s, 2 4
tanx = x + 3x + 1Sx + 315x + ...
22n(22n _ 1) an T T
— -1 e . 2n-1 —_——— —
e + (=1 @l X + ... ( 7 2) (4.63)
1 2 221,
xcotx=1——x?m oo x*— x5 — (=12 x 4 .. (—m,m) (4.62)

3 45 945 @2n)!
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Funktion und Potenzreihenentwicklung Giiltigkeits- Formel-
bereich nummer
sin’x:x’—ix"'+——x6— 1 (—o0,0) (4.28)
3 45 ‘e ’ -
SN % = % — xS kT — L) (—0,)  (429)
2 30 s ’
e”""=1+x+-l-x2—-ix4-——l—x5— 1) (— 00, 00) (4.69)
. 3 3 15 s .
1 1 1 T T
. e L2 3 T .4 1 - x
In(1 +sinx) =x > X + ra 3% + .0 ( 2,2) (4.31)
. +1 x3 1-:3 x5 1-3:5 x7 + i1 424
aresin x = x + 5 = +2.4 5+2'4-6 5 . (-1,1) 4.24)
x3 x5 x7
arctanx=x—-3—+—-3———7-+ [-1,1] 4.22)
(arctan x)* = x? 1»1+1 4+1(1+-l—+l s (-1,1 Aufg.4
arctan x)? = x 5 7)) * 3 3 5) * , ufg.4.
x3 x5 x7
sinhx=x+—3T+?!— +—7—!-+ . (=00, 00) “4.13)
2 e x5
coshx =1 +7!—+T+'a+ (— 00, 0) 4.13)
1 1 2 22" B
— o2 -4 6_ 2 -
xcothx =1 + 7 X 25 % + 945 X ot Gt x4+ ... (-m,7) 4.61)
o 1 x? 1:3 x5 1:3:5 &7 L1 126
arsmx—x—2—§— 2-45—2-4-67+"' (-1,1 (4.26)
3 xS x7
artanhx=x+—3—-+—5—+—7—+ (-1,1) (4.25)
. x3 x5 x7
Six=x— 330 + 55T 7.7 + .. (-0, 00) 4.33)
fx = — * i adl ) 4.35
erx—T/-T.r. x—3_1!+5_2! —7_3!4-... (— o0, 00) 4.35)
T ™ 1\2 1-3)\2
—) = - =\ 122 21 pe
F(k,z) K(K) 2(1+(2) k +(2.4) k +) [, 1) (4.48)
T T 1\2 1-3\2k* 1-3-5\2kS
i =) 2 - (=) —— - [ —) = — -
Bo D) mmo- (- (e - (DL (2L Yoy wn

1) Hier ist aus den Anfangsgliedern kein Bildungsgesetz fiir das n-te Glied zu erkennen.



2.1:

2.2:

2.3:

2.4:

2.5:

2.6:

2.7:

3.1:

3.2:

3.3:

3.4:

3.5:

Losungen der Aufgaben

1
a)s=3-, b) s = 3.
© 1 ) 1
a) konvergent (Majorante: > —~) ; b) divergent (Minorante: ) ;
\ v=1 V2 s=1V + 1
. . X 1 x 2
c) divergent (Mmorante: 2 —); d) konvergent (Majorante: Z 72—);
y=2 7V y=1
. % 1 . -2
¢) konvergent (Majorante: > —'u—’—) ; ) divergent (Minorante Z " /3)
v=1

a) konvergent, b) divergent, c¢) konvergent, d) konvergent,
¢) konvergent, f) konvergent, g) divergent,  h) konvergent.

a) konvergent, b) konvergent, c) konvergent, d) konvergent,

e) divergent, f) konvergent.

a) konvergent, b) konvergent, c) divergent, d) konvergent,

e) divergent, f) divergent.

Die Betrige der Glieder aller Reihen bilden monotone Nullfolgen.

a) nicht-absolut konvergent, b) nicht-absolut konvergent, c) absolut konvergent,
d) nicht-absolut konvergent, e) absolut konvergent.

X
Es ist s,,(x)—Z(x "“)—(l—x)Zx —(I—x)——_x-

s(x) = 1 fir \ce [0 a), und somit |s(x) — s,,(x)l = x"1 < g"*1, Offenbar gilt [s(x) — s,(x)| < &,

wenn n > -ll—ni — 1, unabhingig von x; die Reihe konvergiert gleichmiBig in [0, a]. Da
na
aber s,(1) = O fiir alle n und daher s(1) = 0 gilt, ist die Summenfunktion in [0, 1] unstetig und

somit wegen Satz 3.3 dort ungleichmiBig konvergent.
1+ x2fiirx+0

=1-—x"! fir x+1,

1
i = 2 = . ; -
Es 1-sj]sn,,(:) =14+ x A+ s(x) {0 fiir x = 0° N(e, x) kann mit N(e, x)
Tar 3 a+ 0 gewihlt werden. Flir x —» O strebt dieser Ausdruck (fiir jedes feste e < 1) gegen o0 ;

es existiert also bei vorgegebenem ¢ keine Zahl N*, so daB |s(x) — s,(x)| < ¢ fiir alle xe[I gilt,
sofernn > N*ist.

Es ist fir

1 (—1r-1 1 1

- + ... + = =
x2+n+1 x2+n+2 X2 4+n+p|T x2+n+1 = n+1
x € [0, 0], und die rechte Seite der Ungleichung wird, unabhiingig von x, fir jedes feste p bei
hinreichend groBem » beliebig klein.

COs Yx

1 1
1 .
Z 1 =52 fir alle x;

1
¢) Der Maximalwert von f,(x) wird bei x = ——= angenommen und betrégt
v/ 3

1
S 5 fiir allex; b)

a)

o0
- —=—; die Reihe Y a, konvergiert.
vi/S (1+v2/\/3) s R
sinv*x
1’2

1 .
a) ja, da die Reihe wegen = 77 fir alle x gleichm@Big konvergiert;

b) nein, da die durch formales Differenzieren entstehende Reihe cos x + 22 cos 2%x + ...
z. B. in x = 0 divergiert.
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1 1
41:a)r=1, b)r= o0, c)r=?, dr=o, €r=0, f)r=-6—.
4.2: a) (—4, 4), in beiden Randpunkten divergent,
b) (-1, 1), konvergent fiir x = —1, divergent fiir x = 1,
©) (—1, 1), in beiden Randpunkten konvergent, d) (—1, I), in beiden Randpunkten divergent.

(3x)%
@)’

) 2y 0
4.3: a)'go-’;—!-,(—oo,oo), b’Eo"”” (=, ) c>z< ) =

(— 0, 0);

d)ago(:)(%) (~a,a), a>0; &1+ 3 (- 1)~'—(”12—’x3", (=1, 1);

y=1 +6...3y

x2v

f)1+2i_°]1(—1)"x2”, (-1,1); g)zo( 1y 2

1~x
1— 3

’ _],];
w+1 ( )

00
h) =0 ~-0)x=1-x+x3-x*+x°-x"+ .., (-1, 1.
r=0

4.4: a)i‘,o(—l)'(x—l)”, ©,2; b+/2 [1+<§(-1)"-11 32 4(2”‘3) ("'2) ] ©04);

L] — {4
93 w0 @S - &2V ),
=0 v! y=1 v
45:2) s = ——, s =<1t _ artanhx,
- X 2 1-

b) s'(x) = xsinx, s(x) = sinx — x cos x.
4.6: £ = 4 + 2x2 . 2x x3 x3 X7 . x?

x) = g o arctan 5——5 =x+ 5>~ 555 t 575 759 T o

xe(=+/2,/2).

1 1
y—1 JR— 2y
472(1) (1+3+..2v 1)x

1 1 1 1 1
] =_x2—7(1 + -E-)x4+— (1 +—3-+-—-)x6—,..., xe(—1,1). -

3 5
2 © 1
. y—1 ___=_z . 1) ——— .
4.8: a)’;( 1) 3 R08 DY (1) gy & 04T
9 + 1010 — o [ _ ! ( 1 1 ~ 92,348;
90+ 110 -5v195s — 10) ~ 231 \Gor ~ 107) — - R 9238
<o) (_l)v—l
DT Gy T 028,

™
\/1 dx I + = cos? L cos* x + o2 cos® d
+ cos? x 2cos x 2'4cos X 2.4_6cos x — ...)dx

3 5 175 :
=z 1+F—.-2'6—+-2?——2W+...- % 3,82.
PRTTEPUCNE S LE A SR L SR 5 el-1,1]
. 'x+~2—5'+2'49+2'4'6 13 ey X s L.
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1 1
4.11: -1 + — x+—1—5x + ... xe(—1,1).

E,, E;y-2 y Lo Ey
@) Man—r Tt Gr=0 v=123
Ey=1 E;=1, E,=35, Eg=6l
1 1 1 13 31
G v w2 _ .3 4 5 _
4.13: 3 x 3 3 x> + 192 x* + 230 ~
(Verwendung der Beziehungen zwischen den b, und ¢, , wobei die ¢, gegeben sind.)

4.12:

1
4.14: a) -2, b) — 5 93 do.

1 2 cos 3x cos 5x 1 /. sinZx  sin3x
5.l:f(x)=-z—;r—2- cosx+—3—2—+5—2 +o(sinx - ——+ ——-...).
2 4 (cos2x cos4x cos 6x
5.2: f(x) = 7\ + 3.5 + 5.7 + ... )
o 1 1 T x (-1t b3 1
fi = Q: —_—_— e — u = — — = — - —
wx=0: Y BGon@mIn 2 T L oD@ ) ~ 42

33 + 53

die periodische Fortsetzung von f(x) — mit 2 — ist eine stetig-differenzierbare Funktion.

8 sin 3x sin 5x
5.3: f(x) = - (sinx + ) s

4 v
5.4: a, = Ofiralley, b, =O0firy =2,4,6,.., b,= gcos—; firv = 1,3, 5, ...

£0) = = [ L-sinx = ~sin 3x + —sin 5x + —sin 7
(x)—1r 2smx 3sm x+10smx 14sm x — ...].

4[7. = 1 . 1 . 3
5.5:f(x)=3-—; 51n—2-x——sm1rx+—~sm——-1rx~... .

2 3 2
n 13 1 .5
5.6: f(x) = [sm 3 ——3—2-sm—2-rcx+5—2sm7nx-— ] ;
v
das Bild der Funktion f(x) sin 5 X ist axialsymmetrisch beziiglich der Geraden x = 1.
T L | sin , Vit 2rvt
5.7: f() = T 2 -7 Sin? ~- cos ——
w Tw
sin? — sin? —

2 2
6.1: Fw) = \/ﬁ e F(w)=4-—-Tw—T—.

Flo) = sin? Tw Fw) 4i sin? Tw
Ww) = \/2—'7: p ) (w) = — @ .

6.3: F() = ,‘/ % e-o?l4a,

6.4: F(w) = 21——— fiir o] = 1 (fir o = + 1 ist F(w) durch den Grenzwert der rechten Seite

firw— +1zu deﬁmeren).
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Abelscher Grenzwertsatz 38

absolut konvergent 21, 33

Additionstheoreme der Exponentialfunktion 55
alternierende Reihe 19

- -, Reihienrest 20

Amplitudendichte 101

Analyse, harmonische 73

-, numerische harmonische 88

Approximation im quadratischen Mittel 95, 96
Arkustangensreihe 43, 110

asymptotisch gleich 64

asymptotische Potenzreihe 64

bedingt konvergent 23
Bernoullische Zahlen 56, 68
Besselfunktion 63

Besselsche Differentialgleichung 61
- Ungleichung 97

bestindig konvergent 35
bestimmte Divergenz 10
binomische Reihe 43, 63, 109

Cauchysches Konvergenzkriterium 13
— Produkt 24

Differentialgleichung, Besselsche 61
—, hypergeometrische 63
Differentiation, gliedweise 32
Dirichletsche Bedingungen 78, 101
divergent 9

Divergenz, bestimmte 10

-, unbestimmte 10

Division von Potenzreihen 45, 55

Einsetzen einer Potenzreihe in eine andere 47, 57
Ellipsenumfang 50

elliptisches Integral 53

- — 1. Gattung 53

- - 2. Gattung 51

Eulersche Formel 87

—~ Zahlen 69

Exponentialfunktion, Additionstheoreme der 55
Exponentialreihe 41, 109

Fehler, mittlerer quadratischer 96
Fehlerintegral 50, 110
Fortsetzung, gerade 103

-, periodische 79

-, ungerade 103

Fourierintegral 100

-, komplexe Form 103
Fourierkoeffizient, komplexer 88

Fourierkoeffizienten 76, 81

-, GroBenordnung der 90

-, verallgemeinerte 96
Fourierreihe 76

-, komplexe 87

- periodischer Funktionen 81

-, verallgemeinerte 96
Fouriersche Kosinustransformation 107
- Sinustransformation 107
Fouriersches Integraltheorem 100
- -, Kosinus- bzw. Sinusform 103
Fourier-Transformation 105
Fourier-Transformierte 105
Frequenzspektrum 102

Funktion, gerade 80, 102

-, ungerade 80, 102
Funktionenfolge 26
Funktionenreihe 26

geometrische Reihe 9, 26, 63

gerade Funktion 80, 102

— -, Potenzreihenentwicklung 41

gewohnliche Differentialgleichungen, Losung
mit Reihenansatz 60

Gibbssches Phianomen 91

gleichméBig konvergent 30

GleichméBigkeit der Konvergenz einer Potenz-
reihe 37

Glieder 9

gliedweise Differentiation 32

- — einer Potenzreihe 38

- Integration 31, 49

- ~ einer Potenzreihe 38

Grenzwertsatz, Abelscher 38

GroBenordnung der Fourierkoeffizienten 90

GroB-0 64

harmonische Analyse 73

Harmonische, n-te 72

harmonische Reihe 14

- Schwingungen 71, 88

hypergeometrische Differentialgleichung 63
- Reihe 63

Identitétssatz fiir Potenzreihen 39

Integral, elliptisches 53

-, -, 2. Gattung 51

-, vollstindiges elliptisches, 1. Gattung 53, 110
- — — 2. Gattung 52, 110

Integralkriterium 19

Integralsinus 50, 110

Integraltheorem, Fouriersches 100

Integration, gliedweise 31, 49

integrierbar, quadratisch 95
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Klein-o 64

komplexe Form der Fourierreihe 87

komplexer Fourierkoeffizient 88

konvergent 9

-, absolut 21, 23

-, bedingt 23

-, bestindig 35

-, gleichmaBig 30

-, nirgends 35

-, unbedingt 23

-, ungleichmiBig 28

Konvergenzbereich 26

Konvergenzintervall der Potenzreihe 36

Konvergenzkriterium, Cauchysches 13

—, Leibnizsches 20

-, notwendiges 14

Konvergenzradius 36

Konvergenzverhalten einer Potenzreihe 34

Kosinusform des Fourierschen Integraltheorems
103

Kosinusreihe 41, 109

-, reine 80

Kosinustransformation, Fouriersche 107

Kriterium von Weierstraf fiir gleichmiBige Kon-
vergenz 29

Legendresche Polynome 59

Leibnizsche Reihe 20

Leibnizsches Konvergenzkriterium 20

Losung von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen mit Reihenansatz 60

logarithmische Reihe 42, 109

Majorantenkriterium 22

Methode der unbestimmten Koeffizienten 46, 48,
58

Minorante 15

Minorantenkriterium 15

mittlerer quadratischer Fehler 96

Multiplikation von Potenzreihen 45, 55

— — Reihen 23

nirgends konvergent 35

Norm 95

notwendiges Konvergenzkriterium 14
n-te Harmonische 72

numerische harmonische Analyse 88

orthogonales Funktionensystem 95
Orthogonalititsrelation 75
Orthonormalsystem 95

Parsevalsche Gleichung 97
Pendel, physikalisches 52
periodische Fortsetzung 79
Polynom, trigonometrisches 90

115

Polynome, Legendresche 59

Potenzreihe 34

-, asymptotische 64

-, Einsetzen einer in eine andere 47, 57

-, GleichmiBigkeit der Konvergenz einer 37
-, gliedweise Differentiation einer 38

—, - Integration einer 38

-, Konvergenzintervall der 36

-, Konvergenzverhalten einer 34
Potenzreihen, Division von 45, 55

-, Identititssatz fiir 39

-, Multiplikation von 45, 55

-, Umkehrung von 48
Potenzreihenentwicklung einer Funktion 39
— — geraden bzw. ungeraden Funktion 41
Produkt, Cauchysches 24

Produktreihe 24

quadratisch integrierbar 96
Quotientenkriterium 16
- in Limesform 17, 22

Reihe 9

-, alternierende 19

-, binomische 43, 63, 109

-, geometrische 9, 26, 63

-, harmonische 14

-, hypergeometrische 63

-, Leibnizsche 20

-, logarithmische 42, 109

-, Stirlingsche 68

-, unendliche 9

Reihen mit positiven Gliedern 14
—, Multiplikation von 23

—, Umordnung von 22
Reihenrest 11, 65

- der alternierenden Reihe 20
Restglied 40
Restgliedabschitzung 42, 44
Riemann, Umordnungssatz von 23
Riemannsche Zetafunktion 26
Riicktransformation 105, 107

Satz von Taylor 34, 40

Schwingungen, harmonische 71, 88

Sinusform des Fourierschen Integraltheorems
103

Sinusreihe 41, 109

—, reine 80

Sinustransformation, Fouriersche 107

Skalarprodukt 95

Spektraldichtefunktion 106

Spektralfolge 88

Stetigkeit der Summenfunktion 30, 37

Stirlingsche Formel 65

— Reihe 68
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Summe 9 ungerade Funktion 80, 102
Summenfunktion 26 - -, Potenzreihenentwicklung 41
-, Stetigkeit der 30, 37 ungleichméBig konvergent 28

Ungleichung, Besselsche 97

Taylor, Satz von 34, 40
Taylorreihe 40

Teilsumme 9
trigonometrisches Polynom 90

vollstindiges elliptisches Integral 1. Gattung 53,
110
- - - 2, Gattung 52, 110

WeierstraBsches Kriterium 29

Umkehrformel 105 Whurzelkriterium 17

Umkehrung von Potenzreihen 48 - in Limesform 17, 22

Umordnung von Reihen 22

Umordnungssatz von Riemann 23 Zahlen, Bernoullische 56, 68

unbedingt konvergent 23 -, Eulersche 69

unbestimmte Divergenz 10 Zahlenfolge 9

unendliche Reihe 9 Zetafunktion, Riemannsche 26
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