
Anhang

Zusammenstellung wichtiger Potenzreihen

Funktion und Potenzreihenentwicklung Giiltigkeits- Formel
bereich nummer

(l + x)Q = 1 + (:) x + (:) x2 + (:) x3 + .. . Clreell (-1,1) (4.17)

Spezialfalle:

-t-l (k+I) (k+2) 2 (k+3) 3(1 +x) = 1- 1 x+ 2 x - 3 x + .. .,k=O,I,2, ... (-1,1)

1
-I--=I+ x+x2+x3+ ... (-1,1)-x

Bsp.4.4

(2.5)

rrtr: 1 1 1·3 1 ·3 '5
"I+x =I+ 2x- 2'4x2+ 2.4'6x3- _ . , _ x o4 + ... [-1, 1] (4.19)

1 1 1·3 1·3 ·5 1·3 ·5·7
/-=-=I--x +-x2---x3 + x o4 _

"I+x 2 2·4 2 ·4 ·6 2·4 ·6·8
(-1, 1) (4.20)

(4.63)

(4.62)

(-00, (0) (4.11)

(-2~, 2~) (4.57)

(-1,1] (4.14)

(-1,1) (4.16)

(-00, (0) (4.12)

(-00, (0) (4.12)

;t X B2 2 B4 4 B6 6
e'" - 1 = 1- 2 + 2fX + 4fx + 6fx + ...

X x 2 x 3

e"'=I+IT+2f+3T+'"

x3 x5 x'
sinx=x-3T+5T-7T+ ...

x2 x o4 x6

cos x = 1-2f+4f-"6!+ ...

1 3 2 5 17,
tan x = x + 3" x + 15 x + 315 x + ..,

- 1 22"(22
• - 1) B2• 2.-1 ( ~ re)

... + ( -1)" (2n)! x + ... - 2'2

_ 1 2 1 4 i 6 " 2
2
·B2• 2.

x cot x - I - 3" X -"4Sx - 945 x - . .. +(-1) (2n)! x + ... ( -~,~)

x2 x3 x o4

In (1 + x) = x - T + "3 - ""4 + ...

1 + x ( x3 x 5 x' )
In I '-x =2 x+"3+s+T+ ...



110 Zusammenstellung wichtiger Potenzreihen

Funktion und Potenzreihenentwicklung

1 2
sin2 x = x2 - "3X4 + 4fx6 _ . .. 1)

. 1 13
sm3x=x3 - "2 xS+ 120 X 7

- . ..
1

)

1 1 1
eoln" = 1 + x + -x2 _ _ x4 _ - X S _ 1). 2 8 15 .. .

. 1
21 31 4 1In (1 + sm x) = x - "2 x + 6" x - 12 x +... )

1 x 3 1 . 3 X S 1 . 3 • 5 x7

arcsinx=x+"2T+ 2'4 5+~T+ ...

x 3 X S x7

arctanx=x-T+5-T+ .. .

t'( 1) 1 ( 1 1)(arctan x)2 = x 2
- 2" 1 +"3 x4 +"3 1 + "3 +"5 x 6

- .. .

x3 X S x7

sinhx=x+3T+5T +"7!+ ...

x2 x4 x 6

cosh x = 1 +2f+4f+6'!+ '"

1 2 1 4 2 6 2
2nB

2n 2
X coth x = 1 + TX - "45 x + 945 x - ... + (2n) ! x n + ...

I x 2 1 . 3 X S 1 · 3 · 5 x 7

arsinhx = x -"2T + 2"'7"45 - ~T + ...

x 3 X S x7

artanh x=x+T+5+T+ .. .

x 3 X S x7

Si X = X - T'3! + --s-:sT -~ + ...

2 ( x
3

X
S

x
7

)
erf x = .J': x - T1T + --s:2! - ""f:3T + .. .

Gilltigkeits- Formel-
bereich nummer

(-co, co) (4.28)

(-co, co) (4.29)

( -co, co) (4.69)

(- ;, ;) (4.31)

(-1, 1) (4.24)

[-1, 1] (4.22)

(-1, 1) Aufg.4.

(-co, co) (4.13)

(-co, co) (4.13)

(-7t, 'It) (4.61)

(-1,1) (4.26)

(-'1, 1) (4.25)

(-00, co) (4.33)

(-co, co) (4.35)

F (k' ;) = K(k) = ; (1 + (~rk 2 + (~: ~ ) \4 + ... ) [0,1) (4.48)

(
7t ) 7t ( ( 1)2 (1 .3) 2 k

4 (1 .3.5) 2 k
6

)
E k'T =E(k)="2 1- 2" k

2
- 2.4 3"- 2 '4 6 5" - ... [0,1')

1) Hier ist aus den Anfangsgliedern kein Bildungsgesetz fur das n-teGlied zu erkennen.

(4.40)



Ldsungen der Aufgaben

1
2.1: a) s = "2' b) s = 3.

d) konvergent,

( Minorante : f _1_);
0=111+ 1

( Majorante : f -;..) ;
0=1 11

(

• 00 1)Mmorante: L 2i3 .
0=111

d) konvergent,
h) konvergent.

d) konvergent,

2.2: a) konvergent (Majorante: f: --;-); b) divergent
0=1 11

c) divergent (Minorante: f: 2.); d) konvergent
0=2 11

c) konvergent (Majorante: f: -;..); f) divergent
0=1 11

2.3: a) konvergent, b) divergent, c) konvergent,
e) konvergent, f) konvergent, g) divergent,

2.4: a>" konvergent, b) konvergent, c) konvergent,
e) divergent, f) konvergent.

2.5: a) konvergent, b) konvergent, c) divergent,
e) divergent, f) divergent.

2.6 : Die Betrage der Glieder aller Reihen bilden monotone Nullfolgen.

2.7: a) nicht-absolut konvergent, b) nicht-absolut konvergent, c) absolut konvergent,
d) nicht-absolut konvergent, e) absolut konvergent.

n n 1 _ x"+1
3.1: Es ist six) = L (XV - XV+1) = (1 - x)L XV = (1 - x) = 1 - x"+1 filr x * I,

0=0 0=0 1 - x
s(x) = 1 fur ;1; E [0, a], und somit Is(x) - sn(x)I = x"+1 ;;; a·+1 • Offenbar gilt Is(x) - sn(x)I < e,

wenn n > In e _ 1, unabhangig von x; die Reihe konvergiert gleichmafllg in [0, a] . Da
In a

aber siI) = 0 fllr alle n und daher s(l) = 0 gilt, ist die Summenfunktion in [0, I] unstetig und
somit wegen Satz 3.3 dort ungleichmaflig konvergent,

.' _ 2 1 _ {I + x 2
fllr x *O. . _

3.2. Es IStISn(x) - 1 + x - (1 + x2). ,s(x) - 0 fUr x = 0' Nte, x) kann mit Nie, x) -
- ne

In (1 + x2) gewahlt werden, Fur x -. 0 strebt dieser Ausdruck (fUrjedes feste s < 1) gegen 00 ;

es existiert also bei vorgegebenem e keine Zahl N·, so dal3ls(x) - s.(x)I < s fli r al le x E I gilt,
sofern n > N· ist ,

I 1 1 ( -l)p-1 I 1 1
3.3: Es ist - + ... + :::; :::; --- fur

x2+n+I x2+n+2 x2+n+p - x2+n+I - n+I
x E [0, 00], und die rechte Seite der Ungleichung wird, unabhangig von x, ftlr jedes feste p bei
hinreichend grol3em n beliebig klein.

Icos 1IX I 1 1 1
3.4: a) --3- :::; -3 fUr alle x; b) 2 .:::; -2 fur alle x;

11 -11 X +11--11

1
c) Der Maximalwert von f.(x) wird bei x = ----;;r: angenommen und betragt

r-; 3
1 00

a. = V-( J ) ;die Reihe L a. konvergiert.
v 4 3 1 + v2J 3 .=1

I
sin1l4x I 1

3.5: a) ja, da die Reihe wegen -11-2- ;;; V2 fUr alIe x gleichmallig konvergiert;

b) nein, da die durch formales Differenzieren entstehende Reihe cos x + 22 cos 24x + ."
z, B. in x = 0 divergiert.



112 Losungen der Aufgaben

1 1
4.1: a) r = 1, b) r = 00, c) r = e' d) r = 00, e) r = 0, f) r = 6"'

4.2: a) (-4,4), in beiden Randpunkten divergent,
b) (-1, 1), konvergent fOr x = -1, divergent fUr x = 1,
c) (-1, 1), in beiden Randpunkten konvcrgent, d) (-1, 1), in beiden Randpunkten divergent.

ao x2v ao XV+2 ao (3X)2V
4.3: a)L -,(-00,00), b) L (-1)v_, (-00,00) ; C)L(-1)v-(-)-,(-oo,oo);

.=0 ,,1 .=0,,1 >=0 2" I

d) a" ~ (OC) (.::.», (-a, a),
.=0" a

ao
f) 1 + 2L (-I» x2 . , (-1,1);

.=1

a> 0; e)1 + f(-l)P 1'4 ... (3,,-2) x3>, (-1,1);
.=1 3'6 ... 3"

ao 22.+1
g)L (-I)· __ x 2>, (-1, I);

.=0 2" + 1
1 - x ao

h)-- = L (1 - x)x3 • = 1 - x + x 3 - x4 + x 6 - x7 + ... , (-1,1).
1 - x3 . =0

ao
4.4: a) L (-1). (x - 1», (0,2);

.=0
b).j2 [1 + f (_1).-1 1·3 .. . (2v - 3) (x -.2)· ], (0,4);.= 1 2· 4 ... 2v 2

ao (x + 3)·
c) e- 3L ' (-06,00);

.=0 ,,1
d) f (_1»-1 (x - l)P, (0, 2)..= 1 V

, 1 1 l+x
4.5: a) s (x) =---2' s(x) = -In-- = artanh x,

I-x 2 I-x

b) s'(x) = x sin x, s(x) = sin x - x cos x,

4 + 2x2 2x x 3 x 5 x7 x 9

4.6: !,(x) = 4 + x4' arctan 2 _ x2 = X + "'2-3 -~ + -23 • 7 + 24.9 + ... ,

X e (-.J2, .J2).

eo 1( 1 1)4.7: I; (_1}"-1 - 1 +-3 + " '-2- 1 x 2
•

• =1 V V

1 ( 1) 1 ( 1 1)=X2_

2 1'+"3 x4 + "3 1 +"3+5 x 6 _ ... , xe(-J.,l). .

eo 1 7t 2 00 _
4.8: a) L (_1).-1 -2 = -12 ::::: 0,822; b) L (-1)" (2 1) , ::::: 0,747;.= 1 V , '" 0 v + v.

1(1 1) 1 (1 1)c)90+1nlO-2T WZ-lO - 2 .31 104 -WZ - ... :::::92,348;

00 (_1»-1
d) L ,~_. ", .h_' ::::: 0,248.

r= 1

7t 7t

I I 2 I ( 1 2 1 4 1 ·3 6 )4.9: '\11 + cos x dx = 1 + 2COS x - 2 ' 4 cos x + ~cos x - ... dx
o 0

(
1 3 5 175 ) .

= 7t 1 + 22 -·26 + 28 - 214 + .. . ::::: 3,82.

1 x5 . 1 · 3 x 9 1 . 3 . 5 X 13

4.10:x+ 2 5+ 2.4 9+~13+"" xe[-I,I].
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1 1
4.11: -1 + 2"x + UX2 + ... xe(-1.1).

E2 • E2 . - 2 Eo
4.12: (2v!) - 2! (2n _ 2)! + ... + (-1)· (2v)! = 0, v = 1.2.3, ... ;

Eo = 1. E2 = 1, E4 = 5. E6 = 61.

1 1 2 1 3 13 4 31 s
4.13 :2"x-g-x -g-x + 192 x + 480 x - ...

(Verwendung der Beziehungen zwischen den b. und c., wobei die c. gegeben sind.)

1
4.14: a) - 2, b) - 2"' c) 3. d) O.

1 2 ( cos 3x cos 5x ) 1 ( sin1.x sin3x )
5.1:f(x) = 4" - ~ cos x + -3-2- + -5-2- + •.. + -;- sin x - -2-+ -3-- ....

2 4 (COS2X cos4x cos6x )
5.2:f(x) = -;- - -;- IT + 3:s +~ + ... ;

.• 00 1 1 _ 1t 00 ( _1).-1 1t 1
furx=O: ,"f1 (2v-l)(2v+l) =2"' fur x = 2": ."f1 (2v-lH2v+ n =4"-2"'

8 ( sin 3x sin 5x )
5.3: f(x) = -;- sin x + -3-3 - +~ + ... ;

die periodische Fortsetzung vonf(x) - mit 21t - ist eine stetig-differenzierbare Funktion.

4 Vlt
5.4: a. = 0 filr aile v. b. = 0 fur v = 2.4.6, ...• b. = - cos -3 filr v = 1.3. 5•.. •

1tV

4[1 1 1 1 ]f(x) = -;- 2" sin x - T sin 3x + 10 sin 5x + 14 sin 7x - . . . .

4[ .1t 1 . 1.3 ]5.5 :f(x) = 3 - -;- SIO 2" x - 2"SI01tX + T SI02" 1tX - ....

8 [7t 1 3 1 5 ]
5.6:f(x) = ~ sin2"x - J2'sin2"1tx + j2sin2"ltx - ... ;

v
das Bild der Funktion f(x) sin 2" 1tX ist axialsymmetrisch beziiglich der Geraden x = 1.

T 4T 00 1 . 2 V1tT 2ltvt
5.7: f(t) = 2T + -2- L -2 SIO 2T cos-1, .

1t T . =1 V

Too
sin2

2
Tw2

F(w) = -4i sin
2

Too
00

Too
sin2

2
-r:- Tw2

4
6.1: Fe(w) = .

"';21t

4 sin2 Too
6.2: F,(w) = ,- --,

'\f 21t 00

6.3: F(w) = Ae-a>2/4 a•

sin mo .
6.4: F(w) = 2i 002-=1 fiir 1001'1= 1 (filr 00 = ± 1 ist F(w) durch den Grenzwert der rechten Seite

fUr 00 -+ ± 1 zu definieren).



Namen- und Sachregister

Abelscher Grenzwertsatz 38
absolut konvergent 21, 33
Additionstheoreme der ExponentiaIfunktion 55
aIternierende Reihe 19
- -, Reihenrest 20
Amplitudendichte 101
Analyse, harmonische 73
-, numerische harmonische 88
Approximation im quadratischen Mittel 95, 96
Arkustangensreihe 43, 110
asymptotisch gleich 64
asymptotische Potenzreihe 64

bedingt konvergent 23
BernoulIische Zahlen 56, 68
Besselfunktion 63
Besselsche Differentialgleichung 61
- Ungleichung 97
bestandig konvergent 35
bestimmte Divergenz 10
binomische Reihe 43, 63, 109

Cauchysches Konvergenzkriterium 13
- Produkt 24

Differentialgleichung, Besselsche 61
-, hypergeometrische 63
Differentiation, gliedweise 32
Dirichletsche Bedingungen 78,101
divergent 9
Divergenz, bestimmte 10
-, unbestimmte 10
Division von Potenzreihen 45, 55

Einsetzen einer Potenzreihe in eine andere 47,57
Ellipsenumfang 50
elIiptisches Integral 53
- - 1. Gattung 53
- - 2. Gattung 51
Eulersche Formel 87
- Zahlen 69
Exponentialfunktion, Additionstheoreme der 55
Exponentialreihe 41, 109

Fehler, mittlerer quadratischer 96
Fehlerintegral 50, 110
Fortsetzung, gerade 103
-, periodische 79
-, ungerade 103
Fourierintegral 100
-, komplexe Form 103
Fourierkoeffizient, komplexer 88

Fourierkoeffizienten 76, 81
-, GroBenordnung der 90
-, verallgemeinerte 96
Fourierreihe 76
-, komplexe 87
- periodischer Funktionen 81
-, verallgemeinerte 96
Fouriersche Kosinustransformation 107
- Sinustransformation 107
Fouriersches IntegraItheorem 100
- -, Kosinus- bzw. Sinusform 103
Fourier-Transformation 105
Fourier-Transformierte 105
Frequenzspektrum 102
Funktion, gerade 80, 102
-, ungerade 80, 102
Funktionenfolge 26
Funktionenreihe 26

geometrische Reihe 9, 26, 63
gerade Funktion 80, 102
- -, Potenzreihenentwicklung 41
gewohnliche Differentialgleichungen, Losung

mit Reihenansatz 60
Gibbssches Phanornen 91
gleichmiiBig konvergent 30
Gleichmafligkeit der Konvergenz einer Potenz-

reihe 37
Glieder 9
gliedweise Differentiation 32
- - einer Potenzreihe 38
- Integration 31,49
- - einer Potenzreihe 38
Grenzwertsatz, Abelscher 38
Grofsenordnung der Fourierkoeffizienten 90
GroB-O 64

harmonische Analyse 73
Harmonische, n·te 72
harmonische Reihe 14
- Schwingungen 71, 88
hypergeometrische Differentialgleichung 63
- Reihe 63

Identitatssatz fiir Potenzreihen 39
Integral, elIiptisches 53
-, -,2. Gattung 51
-, vollstandiges elIiptisches, 1. Gattung 53, 110
-, - -, 2. Gattung 52, 110
Integralkriteriurn 19
Integralsinus 50, 110
IntegraItheorem, Fouriersches 100
Integration, gliedweise 31,49
integrierbar, quadratisch 95
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Klein-o 64
komplexe Form der Fourierreihe 87
komplexer Fourierkoeffizient 88
konvergent 9
-, absolut 21, 23
-, bedingt 23
-, bestandig 35
-, gleichmallig 30
-, nirgends 35
-, unbedingt 23
-, ungleichmallig 28
Konvergenzbereich 26
Konvergenzintervall der Potenzreihe 36
Konvergenzkriterium, Cauchysches 13
-, Leibnizsches 20
-, notwendiges 14
Konvergenzradius 36
KonvergenzverhaIten einer Potenzreihe 34
Kosinusform des Fourierschen Integraltheorems

103
Kosinusreihe 41, 109
-, reine 80
Kosinustransformation, Fouriersche 107
Kriterium von WeierstraB fur gleichmaflige Kon-

vergenz 29

Legendresche Polynome 59
Leibnizsche Reihe 20
Leibnizsches Konvergenzkriterium 20
Losung von gewohnlichen Differentialgleichun

gen mit Reihenansatz 60
logarithmische Reihe 42, 109

Majorantenkriterium 22
Methode der unbestimmten Koeffizienten 46, 48,

58
Minorante 15
Minorantenkriterium 15
mittlerer quadratischer Fehler 96
Multiplikation von Potenzreihen 45, 55
- - Reihen 23

nirgends konvergent 35
Norm 95
notwendiges Konvergenzkriterium 14
note Harmonische 72
numerische harmonische Analyse 88

orthogonales Funktionensystem 95
Orthogonalitatsrelation 75
Orthonormalsystem 95

Parsevalsche Gleichung 97
Pen del, physikalisches 52
periodische Fortsetzung 79
Polynom, trigonometrisches 90

115

Polynome, Legendresche 59
Potenzreihe 34
-, asymptotische 64
-, Einsetzen einer in eine andere 47, 57
-, Gleichmalligkeit der Konvergenz einer 37
-, gliedweise Differentiation einer 38
-, - Integration einer 38
-, KonvergenzintervaII der 36
-, KonvergenzverhaIten einer 34
Potenzreihen, Division von 45, 55
-, Identita tssa tz fur 39
-, MuItipIikation von 45, 55
-, Umkehrung von 48
Potenzreihenentwicklung einer Funktion 39
- - geraden bzw. ungeraden Funktion 41
Produkt, Cauchysches 24
Produktreihe 24

quadratisch integrierbar 96
Quotientenkriterium 16
- in Limesform 17,22

Reihe 9
-, alternierende 19
-, binomische 43, 63, 109
-, geometrische 9, 26, 63
-, harmonische 14
-, hypergeometrische 63
-, Leibnizsche 20
-, logarithmische 42, 109
-, Stirlingsche 68
-, unendliche 9
Reihen mit positiven Gliedern 14
-, Multiplikation von 23
-, Urnordnung von 22
Reihenrest 11, 65
- der alternierenden Reihe 20
Restglied 40
Restgliedabschatzung 42, 44
Riemann, Umordnungssatz von 23
Riemannsche Zetafunktion 26
RticktransformationIOd, 107

Satz von Taylor 34, 40
Schwingungen, harmonische 71, 88
Sinusform des Fourierschen IntegraItheorems

103
Sinusreihe 41, 109
-, reine 80
Sinustransformation, Fouriersche 107
Skalarprodukt 95
Spektraldichtefunktion 106
Spektralfolge 88
Stetigkeit der Surnmenfunktion 30, 37
StirIingsche Formel 65
- Reihe 68



116 Namen- und Sachregister

Summe 9
Summenfunktion 26
-. Stetigkeit der 30. 37

Taylor. Satz von 34, 40
Taylorreihe 40
Teilsumme 9
trigonometrisches Polynom 90

Umkehrformel105
Umkehrung von Potenzreihen 48
Umordnung von Reihen 22
Umordnungssatz von Riemann 23
unbedingt konvergent 23
unbestimmte Divergenz 10
unendliche Reihe 9
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