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Aufgabe 53: (K)
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen und die Menge der z € C in
denen die jeweilige Potenzreihe konvergiert.
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Loésungsvorschlag:

(e8]

(i) Voraussetzung: Sei die Potenzreihe > n=%z
n=1
Behauptung: Der Konvergenzradius ist 1 und die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C

mit [z] < 1.
Beweis: Setze

n2

gegeben.

) { L k=0firenleN,
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0, sonst

fiir alle k € N. Es gilt

1 1 2 pus .
= , k=1[°fireinl €N,
&/|or] = (vm)  vewveE

0, sonst, ,

fiir alle k € N. Die Grenzwertsitze liefern

lim sup /|bx| = hm - =
woup Vil = lf Nz

da ( Z\Q/ﬁ)l oy eine Teilfolge von ({/n)nen ist. Folglich ist 1 der Konvergenzradius der Po-

=1,

[ee]
tenzreihe > 72, bry*. Da die Potenzreihen ) n~4z"" und Z bry" iibereinstimmen und

n=1 k=
weil eine Zahl w € C genau dann Betrag 1 hat, wenn |w|" = 1 fiir alle n € N gilt, ist 1
o0
auch der Konvergenzradius der Potenzreihe n~4zn*
n=1
Fiir z € C mit |z|] = 1 schreiben wir z = € fiir ein # € R und erhalten die Reihe

Z (eu)" . Wegen |(¢"*)"*| = 1 konvergiert diese nach dem Majornatenkriterium. Somit

o
konvergiert die Potenzreihe 3 n~42"" fiir diejenigen z € C mit |z| < 1.
n=1
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(ii) Voraussetzung: Sei die Potenzreihe ) %z" gegeben.
n=1
Behauptung: Der Konvergenzradius ist co und die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C.

Beweis: Setze

1
Ay = *'
n!
fiir alle n € N. Es gilt
Vlan| = — ; —0
n!
flir n — oo. Also ist )
r=——0 =
lim sup {/|a,|
n—oo

o0
der Konvergenzradius der Potenzreihe %z”. Sie konvergiert daher fiir alle z € C.
n=1

o0
(iii) Voraussetzung: Sei die Potenzreihe S n"/22" gegeben.
n=1
Behauptung: Der Konvergenzradius ist 0 und die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0.

Beweis: Setze

ay, = n"?

fiir alle n € N. Es gilt

Vlan| = n'/?2 = \/n —
flir n — oo. Also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

1

= —F——=0.
limsup {/|ay,|
n—oo

,
Sie konvergiert also nur in z = 0.

Aufgabe 54:

z

(i) Entwickeln Sie die Funktion g : C — C; z +— 1% in eine Potenzreihe um 0 und berechnen

Sie den Konvergenzradius.
(ii) Finden Sie eine Potenzreihe ) - anz™ mit Konvergenzradius p > 0 so, dass

oo

1
n _
T;)anz Cz+2

fiir alle z € B(0, p). Berechnen Sie auch p.

Loésungsvorschlag:

(i) Mit der Exponentialreihe und der geometrischen Reihe erhilt man

e® , 1 2 2" = .
1—2_6'1—2_(271!)( &
n=0 n=0

fiir alle z € C mit |z| < 1. Das Cauchyprodukt liefert

(Z3) () -Tri - (a)~

n=0 n=0




(i)

n o0

Da die Folge (Z %)n ey fir n — oo gegen e = e = > % konvergiert und monoton
k=0 k=0

wachsend ist, gilt

n

n
fiir n — oo. Somit ist lim ¢/ > & = 1. Daher gilt wegen der Positivitit von > 7 fiir
n—oo k=0 k=0

alle n € N fiir den Konvergenzradius der erhaltenen Potenzreihe

1
r = :1

n
limsup /|3 &
n—+00 k=0

Fiir z € C\ {—2} haben wir

1 1
e T (5] 21 ()

Wenn |z| < 2, dann ist ‘—%z‘ = 12| < 1, sodass die geometrische Reihe ano(—lz)”
konvergiert mit Reihenwert

n=0
Somit konvergiert auch >, <0 5(—32)" = >,50(—1)"(3)" 2" mit Reihenwert
oo

ST = ) = g = o

n=0 n=0 _§Z

Also ist die gesuchte Reihe durch die Koeffizienten a,, = (—1)”(%)”Jrl gegeben.
Nun miissen wir noch den Konvergenzradius p bestimmen. Wir wissen, dass die geome-

trische Reihe ang(—%z)” absolut konvergiert, wenn

<l<=|z|] <2

1
——z

2
und divergiert wenn

>1 <<= |z| > 2.

1
—=2
2

Das gleiche muss fiir ano(—l)"(%)"“‘lz” gelten. Also ist p = 2 der Konvergenzradius
dieser Potenzreihe.

— Bitte wenden! —



Aufgabe 55:

(i) Fiir welche z € R konvergieren die folgenden Potenzreihen? Bestimmen Sie im Falle der
Konvergenz den Reihenwert.

(a) 3 nam, b) 32 n2en
n=1 n=1

Hinweis: In (a) ist die Darstellung von ﬁ als Potenzreihen sehr hilfreich.
In (b) hilft es zundchst zu beweisen, dass

n2:2<k§k> —n

und dann die Cauchy-Produkt-Formel zu verwenden.

(ii) Welche Funktion wird durch die Potenzreihe

o0
S
= (n+1)!

dargestellt?
(iii) Es sei (an)nen eine beschriankte Folge mit lirg inf |a,,| > 0. Bestimmen Sie den Konver-
n—oo
genzradius der Reihe > °7 | a,2".

n=1

Losungsvorschlag:
(i) Behauptung: Die Potenzreihen > o0, nz™ und Y_°° | n?2™ konvergieren nur fiir x € (—1,1).

Beweis:. Der Konvergenzradius beider Potenzreihen ist 1, denn es gilt

lim ¢/n = lim Vn?=1.

n—o0 n—o0

Somit sind beide Reihen fiir |z| < 1 konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1 ist
der Betrag der Folgenglieder, also n bzw. n?, keine Nullfolge, weshalb auch dort Divergenz
folgt (siehe Vorlesung). O

Annahme: Sei ab nun |z| < 1 vorausgesetzt.

a) Behauptung: Es gilt 357, na" = =55

Beweis:. Es gilt (siehe Vorlesung)

1 oo oo o0 n B 00 n . 0o §
(1_@2:(2%”)(236’“):223:” kxk:ZZx :Z(n—i—l)x.
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

Fiir |z| < 1 sind die beiden Reihen links absolut konvergent, somit auch die rech-
te Reihe und es folgt > 7 ((n + 1)a" = ﬁ Die gegebene Reihe Y o7 na”
miissen wir nun noch leicht umformen, um auf diesen nun bekannten Reihenwert
zuriickgreifen zu kénnen. Wir berechnen

o0 o0

oo
—1 Index-Shift
Zn:ﬂ”:m-an” 1 ‘nde m-Z(n—l—l)x”.

n=1 n=1 n=0



Somit folgt

b) Behauptung: Es gilt 307, n’a" = {5

Beweis:. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

n(n+1) . 2 2 -
k:T & ZI;k—n +n & n=2 Ok: -n

Damit folgt

nfjlnzxn Z( (Zk>_n>x 23 Y k) f:om

n=0 n=0 k=0
=2 (Z x”) . (Z k:ck> — an”,
n=0 k=0 n=0

wobei die Reihen auf der rechten Seite alle absolut konvergieren fiir || < 1. Mit Teil
a) erhalten wir schlieflich

- n 1 x x x 2

ngln2x :2‘1—1"(1_'@)2_(1_:5)2: (1_33)2.<1_x_]‘>
T I1+z  z(1+w)

1-22 1-z (1-2)p

n

k=0

(ii) Annahme: Es sei f: R — R gegeben durch

FO) =1, flay=TTEEEZ ),

X

Behauptung: Die Funktion f wird durch die Potenzreihe Y °° -2=<x" dargestellt.

n=0 (n+1)

Beweis:. Die Potenzreihe ldsst sich als Differenz zweier absolut konvergenter Potenzreihen
darstellen:

oo o0 o0

n—1 n+1-2 . 1, 2 n
Z ! Z ! Z ! Z !
o (n+1)! = (n+1)! = n! o (n+1)!

Die erste Reihe ergibt e, die zweite liefert fiir x = 0 den Wert 2 und fiir « # 0 gilt

o0 o0

2 n_2 1 _
;::O(nﬂ)!x _xnz( 1) Zk'_xe_l)

Insgesamt folgt: Die von > °°
durch

0 nH),x dargestellte Funktion f : R — R ist gegeben

2e" —2 (v —2)e” +2

fO)=e"—2=-1,  f(x)=¢"—
X

(x #0).

O
— Bitte wenden! —



(iif)

Annahme: Es sei (a,)nen eine beschriinkte Folge mit lim inf |a,| > 0.
n—oo

Behauptung: Der Konvergenzradius der Reihe Y 07 | ana™ betrigt 1.

Beweis:. Nach Voraussetzung gibt es ein M > 0 mit |a,| < M fiir alle n € N. Weiter sei

m := $liminf |a,|. Dann folgt m > 0, da liminf |a,| > 0 und |a,| > m fiir fast alle n € N,
n—00 n—00

da liminf |a,| = inf H((|ay|)n). Somit gilt

Ym < Vlan| < VM.

fiir fast alle n € N. Weil die Folgen ({/m)nen und (¥ M),en beschrinkt sind, erhalten
wir nach Vorlesung

1= lim /m = limsup ¥/m < limsup {/|a,| < limsup VM < lim VM = 1.
n—00 n—o00 n—oo

n—oo n—00

Das bedeutet, der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,a™ ist 1. O

Aufgabe 56: Die Funktion f : R — R sei definiert durch

(i)
(i)

)z, zeQ
f@y_{a TE€R\Q

Zeigen Sie, dass f in jedem z € R\ {0} unstetig ist.

Begriinden Sie mit Hilfe des e-§-Kriteriums, dass f in 0 stetig ist.

Losungsvorschlag: Sei f: R — R definiert durch

(1)

)z, zeQ
f@y_{m s ER\Q

Behauptung: f ist in jedem x € R\ {0} unstetig.
Beweis:. Wir zeigen, dass f weder auf Q \ {0}, noch auf R \ Q stetig ist.

Sei zp € Q\ {0}. Fiir jedes n € N definieren wir x,, := x¢ + ? Wegen v/2 € R\ Q ist
x, € R\ Q fiir alle n € N. Weiter gilt z,, 2720 20 und f(xn) =0—0# 29 = f(xo) fur
n — oo. Infolgedessen ist f nicht stetig in xy. Da z € Q \ {0} beliebig war, ist f nicht
stetig auf Q \ {0}.

Sei nun zp € R\ Q. Wie wir aus der Vorlesung wissen, gibt es eine Folge (g, )nen rationaler
Zahlen mit ¢, — xq fiir n — oo. Dann gilt f(¢n) = ¢n — 20 # 0 = f(x). Infolgedessen
ist f nicht stetig in x9. Da 2 € R\ Q beliebig war, ist f nicht stetig auf R\ Q. O

Behauptung: f ist in 0 stetig.

Beweis:. Wir setzen xg := 0. Wegen 2o € Q gilt f(xo) = 29 = 0. Sei ¢ > 0. Wir
miissen zeigen, dass es ein & > 0 gibt, sodass |f(z) — f(zo)| < e fir alle x € R mit
|z — zo| = |z| < 0 gilt. Fiir § =& > 0 folgt fiir alle z € R mit |z| <6

|x| fiirzeQ

\f(x)—f(x0)|:\f(x)\:{ 0 firs cR\Q }g\x|<5:a.



Aufgabe 57: (K)

(i)

(i)

Sei g : R — R eine Funktion mit g(z + y) = g(x) + g(y) fur alle z,y € R. Beweisen Sie
die folgende Aquivalenz

g ist stetig auf R = g ist stetig in 0.

Seien f,g: R — R stetige Funktionen mit f(x) = g(x) fiir alle z € Q. Beweisen Sie, dass
f(z) = g(x) fir alle z € R gilt.

Losungsvorschlag:

(i)

Behauptung: g ist genau dann stetig auf R, wenn g stetig in 0 ist.

Beweis:. =: Wenn ¢ stetig ist, so ist g insbesondere stetig in 0.

<: Sei nun ¢ stetig in 0. Aus der Voraussetzung g(z + y) = g(x) + g(y) fiir alle z,y € R
erhalten wir

9(0) = g(0+0) = g(0) + g(0) = 29(0),
also ist g(0) = 0.

Sei zgp € R und (x,,)pen eine reelle Folge mit z,, — x¢ fiir n — oo. Wir setzen y,, := x,, — o
fiir alle n € N. Dann gilt y, — 0 fiir n — co. Zusammen mit der Stetigkeit von g in 0
erhalten wir

9(xn) = 9(yn + 20) = 9(yn) + 9(x0) = 9(0) + g(x0) = g(x0) (n = o0).

Dies zeigt die Stetigkeit von g in xy € R (siehe Satz 15.2). Da xg beliebig aus R gewihlt
war, ist g insgesamt stetig. O

Behauptung: Wenn f,g : R — R stetige Funktionen sind mit f(z) = g(z) fiir alle z € Q
dann gilt schon f(z) = g(z) fir alle x € R.

Beweis:. Sei h : R — R eine stetige Funktionen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass
aus h(x) = 0 fiir alle z € Q folgt, dass h = 0 in R. Daraus folgt dann, da Kompositionen
stetiger Funktionen stetig sind (Satz 15.5), mit h := f — ¢ die obige Behauptung.

Sei r € R\ Q beliebig aber fest gewéhlt. Wegen der Dichtheit von Q in R existiert eine
Folge (zy)n C Q such that x, — r fiir n — co. Da die Funktion i : R — R stetig ist, also
insbesondere stetig in 7 € R\ Q, folgt aus Satz 15.2 der Vorlesung, dass

h(r) = lim h(z,) = lim 0=0.

n—o0 n—o0

Da r beliebig gewahlt war gilt somit A = 0 in R.
Die eigentliche Behauptung folgt nun wie oben erlautert. O
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