10. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 46: Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen:
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Lésung 46:
(a) Esist
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Nach dem Wurzelkriterium ist der Konvergenzkreis {z € C : |z| < 2} .

(b) Hier gilt
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Daher konvergiert die Reihe absolut fiir |2+ z|° < 2 und divergiert fiir |2+ #|*> > 2. Das entspricht dem
Konvergenzkreis {x € C: |z + 2| < v/2} und somit dem Konvergenzradius r = v/2.
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(c) Da
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ist, konvergiert die Reihe absolut fiir 2 |z| < 1 und divergiert fiir 2 |z| > 1. Daher ist der Konvergenzradius
r=2/3.
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Aufgabe 47: Fiir welche x € R konvergiert die Potenzreihe
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Losung 47: Es gilt
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Also konvergiert die Potenzreihe nach dem Wurzelkriterium fiir |z + 1| < 2, d.h. z € (-3,1). Sie divergiert fur
|z + 1] > 2. Wenn |z + 1| = 2 ist, zeigt die Abschétzung
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dass durch # eine konvergente Majorante gegeben ist. Also konvergiert die Potenzreihe fiir x = 1 und = = —3.
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Aufgabe 48: Gegeben ist die Folge

1 an
ay = — p41 = —— 77
e’ + e+ a,entl

fir n € N.
(a) Zeigen Sie a, > 0, und dass die Folge monoton ist.
(b) Bestimmen Sie eine geschlossene Darstellung fiir a,.

(c) Es gilt
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Bestimmen Sie damit > ay,.
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Lésung 48:
(a) Wir zeigen a,, > 0 mit vollstéindiger Induktion:
n=1 a; = é >0
n — n + 1: Gegeben ist a,, > 0 und zu zeigen ist a,4+1 > 0:
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Da hier Zahler und Nenner jeweils positiv sind, gilt damit auch a,4+; > 0.

Fiir die Monotonie betrachten wir den Quotienten:
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Damit ist die Folge streng monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt, also ist klar, dass sie nach dem
Monotoniekriterium konvergiert.

(b) Wir miissen uns zunéchst einige Folgenwerte ausrechnen, um eine Vermutung anstellen zu kénnen:
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Wir kénnen also vermuten, dass a,, = %e’" lautet. Wir beweisen dies durch vollstdndige Induktion:
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n — n+ 1: Gegeben ist a,, = ~e~ " und zu zeigen ist apy1 = n%rle_("‘*l).
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Damit ist gezeigt, dass a,, = %e‘” ist.
(¢) Wir vergleichen
Inz = —kz_:l : (x—1)F und kz_:lak = kz_:l%e_k

und sehen, dass wir
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erreichen miissen. Dies gilt fir 1 —z =1, alsoz =1—1. Danun [z —1| =1 -1 —1| = 1 < 1 gilt, ist fiir dieses
x die angegebene Gleichung giiltig und wir erhalten, dass
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Aufgabe 49: Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung

1
cosh z — 3 (1-8i)e * =2+ 2i.

Losung 49: Mit der Formel cosh z = 1(e* + e*) erhélt man

1
(ez—l—e_z)—5(1—8i)6_z:2—|—2i7 also e 48ie™* =4+ 4.
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Nach der Substitution w = e* und anschlieSender Multiplikation mit w ergibt sich die quadratische Gleichung
w? — (4+ 4i)w + 8i = 0.
Diese Gleichung 16st man durch quadratisches Ergénzen:
0=(w—(2+20)2—(2+2)*+8i=(w—(2+2i)? —4—8i +4+8 = (w— (2+2i))%

Also ist w = 2 + 2i, insbesondere also |w| = 2v/2 und arg(w) = /4. Mit dem komplexen Logarithmus ergibt sich also

z:ln(2\/§)+i(%+27m>, n € Z.

Aufgabe 50: Berechnen Sie alle komplexen Losungen z der Gleichung
2 sinz cosz = Im z.

Hinweis: Die Gleichung
(=1)% coshz = z/2

hat fiir kein k € Z eine reelle Losung.

Losung 50: Es gilt mit z = x + 1y

Lo ; 1
2sinz cos z = sin(2z) = % (%% —e7%2) = R (67221 (cos(2z) + isin(2x)) — €2 (cos(2x) — i sin(2x)))
1
= 5 (cos(2) (€7 — &) +isin(2a) (e +¢¥))
2y 2y 2y _ o—2y
= sin(2z) <6+26> + i cos(2z) (626)

= sin(2z) cosh(2y) + i cos(2x) sinh(2y)
Ein Vergleich der Imaginérteile von diesem Term und Im z = y + 0i liefert also
cos(2x) sinh(2y) = 0.

Also ist entweder cos(2x) = 0 oder sinh(2y) = 0. Die Moglichkeit cos(2x) = 0 liefert x = (2k + 1) /4, k € Z. Da dann
sin(2z) = (—1)* ist, ergibt sich durch Vergleich der Realteile

(=1)" cosh(2y) =y,

und diese Gleichung hat nach dem Hinweis (und Substitution & = 2y) keine Losung. Die Moglichkeit sinh(2y) = 0
liefert ¥y = 0 und damit durch Vergleich der Realteile

sin(2x) = 0.

Also ist © = kn/2, k € Z. Die Losungen der Gleichung haben also die Form z = k7 /2, k € Z.



