Aufgabe 1. Zeige nur mit der Definition von Konvergenz, dass die Folge

2y/n
ap = —F——
2y/n —1

gegen 1 konvergiert. (Es dirfen keine Rechenregeln fiir lim,, ., verwendet werden.)

Losung. Wir zeigen die Konvergenz mit der e-Definition.

Ziel: Wir miissen beweisen:

Ve>03INeNVn>N: |a, — 1| <e.

Schritt 1: Abstand zu 1 ausrechnen. Zunéchst vereinfachen wir den Ausdruck |a,,—1|:

!an—llzl%_l‘:‘zjﬁﬁl_ggiﬂ
:‘w——(wﬁ—l)‘ ! ‘
2v/n — 1 2yn—1

Fir n > 1 gilt 2¢/n — 1 > 0 (denn y/n > 1). Daher ist der Bruch positiv und der Betrag
kann weggelassen werden:

1

:m (n>1).

| — 1

Schritt 2: |a, — 1| < ¢ umformen. Sei £ > 0 beliebig fest. Wir mochten

1
—_—
on—1 °

erzwingen. Da 2y/n — 1 > 0, diirfen wir gefahrlos umformen:
1
—— <¢e <= 1<e2vyn—-1
< L2V — 1)
= 1< 2/n—c¢
& 1+e<2vn

1+
— 8<\/E.
2¢e

Man kann den Bruch auch schreiben als
l+e 1/1 41
2 2 \¢ )

\/ﬁ>%<é+1).

Also geniigt es, dass

Schritt 3: Wahl von N. Da beide Seiten nichtnegativ sind, diirfen wir quadrieren:

SHEDIIC0}

1



Wir wahlen daher

Dann gilt fiir alle n > N insbesondere

>1 1+12
n — | —
_4 e Y

also v/n > % (% + 1). Damit erfiillen alle n > N (durch Riickwirtslesen der obigen Aqui-
valenzen) die gewiinschte Abschitzung:

1
pe = <
lan =1l =52y <¢

Schluss: Da € > 0 beliebig war, folgt nach Definition:

lim a, = 1.
n—oo



Aufgabe 2. Es sei f :[0,2] — R eine stetige Funktion, die zusdtzlich der Gleichung

gentigt. Zeigen Sie, dass ein & € [0,1] mit
f(&) = f(§+1)

existiert.

Losung. Wir wollen zeigen, dass es auf dem Intervall [0, 1] mindestens eine Stelle £ gibt,
an der die Funktionswerte im Abstand 1 {ibereinstimmen, also f(£) = f(£ +1).

Idee: Man betrachtet die Differenz der beiden Funktionswerte f(x + 1) und f(z). Wenn
diese Differenz irgendwo 0 ist, sind die Werte gleich. Also definieren wir eine Hilfsfunktion,
deren Nullstelle genau das Gesuchte liefert.

Schritt 1: Spezialfall. Falls bereits f(0) = f(1) gilt, kénnen wir sofort £ = 0 wihlen,
denn dann ist

f(€) =[0)=f(1)=f(+1).
Damit sind wir in diesem Fall fertig.

Schritt 2: Reduktion auf den Fall f(0) # f(1). Im Folgenden diirfen wir also anneh-
men:

f(0) # f(1).
Diese Annahme sorgt gleich dafiir, dass eine bestimmte Zahl ungleich 0 ist und wir ein
Vorzeichenargument verwenden konnen.

Schritt 3: Definition einer Hilfsfunktion. Wir definieren

g:[0,1] =R, g(z):=flz+1) - f(2).

Beachte: Fir x € [0,1] liegt x + 1 € [1,2], also sind sowohl f(x) als auch f(z + 1)
wohldefiniert.

Schritt 4: Stetigkeit von g. Da f stetig ist, sind auch die Funktionen z — f(x+1) und
x +— f(z) stetig (Verschiebung erhélt Stetigkeit). Die Differenz zweier stetiger Funktionen
ist wieder stetig. Also ist

g stetig auf [0, 1].

Schritt 5: Werte von g an den Randpunkten. Wir berechnen nun ¢(0) und g(1):

Wegen der Annahme f(0) # f(1) gilt insbesondere g(0) # 0.
Auflerdem:

g(1) = f(2) = f(1).
Nun benutzen wir die zusétzliche Bedingung f(2) = f(0). Damit folgt:

)=
g9(1) = £(0) = f(1) = =(f(1) = £(0)) = —9(0).

Schritt 6: Vorzeichenwechsel. Aus g(1) = —g(0) und g¢(0) # 0 folgt unmittelbar, dass
g(0) und g(1) verschiedene Vorzeichen haben:

g(0) >0 = ¢(1) <0, oder  ¢(0) <0 = g¢g(1) >0.



Insbesondere gilt damit
9(0) - (1) <0.

Das bedeutet: Die stetige Funktion g nimmt am linken Rand einen Wert mit anderem
Vorzeichen an als am rechten Rand.

Schritt 7: Anwendung des Zwischenwertsatzes. Da g stetig auf [0, 1] ist und ¢(0) und
g(1) verschiedene Vorzeichen haben, liefert der Zwischenwertsatz (auch Nullstellensatz

genannt):
3¢ € (0,1) mit g(§) = 0.

Schritt 8: Riickschluss auf f. Aus ¢g(§) = 0 folgt per Definition von g¢:

0=g(&) =fE+1) = f(5).

Also
FE+1) = f().
Damit haben wir genau die gewiinschte Aussage gezeigt. (Im Spezialfall oben lag sogar
¢ =01in [0, 1]; ansonsten erhalten wir & € (0,1).)
O



Aufgabe 3. Wir betrachten die Reihe

Bestimmen Sie die Mengen
M, :={z € R : die Reihe konvergiert} und My :={x € R : die Reihe konvergiert absolut}.

Losung. Wir untersuchen zunéchst die absolute Konvergenz und danach die Randfdille.
Dazu schreiben wir die Reihe als Potenzreihe mit Koeffizienten

an(x) == (;—;an”

1) Absolute Konvergenz mittels Wurzelkriterium. Fiir absolute Konvergenz be-

trachten wir
oo

Z (o) = 3 el

Wir wenden das Wurzelkrlterlum auf die Folgengheder |a,(x)| an:

n n2” n

Nun gilt /n — 1 fiir n — oo, also auch {L/% — 1. Daher erhalten wir

lim sup {/|a,(z)| =

n—oo

Nach dem Wurzelkriterium folgt:

e Falls %‘ < 1, also |z| < 2, dann konvergiert die Reihe absolut.
e Falls Iz\ > 1, also |z| > 2, dann divergiert die Reihe (dann sogar die Absolutreihe).

e Der Fall % =1, also |z| = 2, bleibt offen und muss separat untersucht werden.
Damit wissen wir bereits:
2| <2 = x e M,, lz| >2 = x ¢ M.

Es bleiben also nur die Randpunkte z = 2 und x = —2.
2) Randfall z = 2. Setzen wir 2 = 2 in die Reihe ein:

= (—1 (1)
s CU ‘;(n)‘

n=1
Das ist die alternierende harmonische Reihe. Sie konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium:
Die Folgenglieder b,, := % sind positiv, monoton fallend und b,, — 0. Also konvergiert

> L

n=1

n

n

(bedingt).



Absolute Konvergenz liegt hier jedoch nicht vor, denn die Absolutreihe wére

00 1)
Z(>

n
n=1

o)

1
-y

n=1

und diese harmonische Reihe divergiert. Also gilt:

r=2€M; aber x=2¢ M,.

3) Randfall z = —2. Setzen wir nun = —2 ein:
— (=1)" (="
n; — (=2 ; — (1)
n=1 n

Hier verschwindet also die Alternierung komplett, und es bleibt wieder die harmonische
Reihe, die divergiert. Damit gilt:

x=—-2¢ M; und damit erst recht = = —-2¢ M,.

4) Zusammenfassung der Mengen M, und M.
e Fiir |z| < 2 konvergiert die Reihe absolut = z € M, C M;.
e Fiir |z| > 2 divergiert die Reihe = = ¢ M;.
e Fiir x = 2 konvergiert die Reihe, aber nicht absolut = x € M; \ M.
e Fiir = —2 divergiert die Reihe = x ¢ M.

Somit erhalten wir:

M1 = (—2, 2] und M2 = (—2, 2)



Aufgabe 4. Sei die Funktion f: R — R durch

flz) = {xsinx, xeQ,

0, sonst

gegeben. In welchen Punkten von R ist f
1. stetig?
2. differenzierbar?

Losung. Wir benutzen, dass Q und R\ Q in R jeweils dicht liegen. Daher kann man
Grenzwertfragen priifen, indem man Folgen rationaler bzw. irrationaler Zahlen gegen den-
selben Punkt laufen lasst.

(a) Stetigkeit.
Behauptung: f ist genau in x = 0 stetig.

Stetigkeit in 0. Zunéchst ist
f(0)=0
(denn 0 € Q und 0sin0 = 0). Fiir beliebiges z € R gilt

) = sl T EQ < al,
07 $¢@7

weil |sinz| <1 fiir alle z. Also folgt fiir  — 0:

|f(x) = fO)| = [f(z)| < [z] — 0.
Damit ist f in O stetig.

Unstetigkeit in jedem a # 0. Sei nun a € R mit a # 0. Wir betrachten zwei Félle.

Fall 1: sina # 0. Dann gilt asina # 0. Wahle eine Folge (¢,) C Q mit ¢, — a und eine
Folge (r,) C R\ Q mit r,, — a (existiert wegen Dichtheit). Dann ist

flgn) = Gusin(g,) — asina #0,  f(r,) =0 — 0.

Also besitzt f(x) fiir x — a entlang verschiedener Folgen verschiedene Grenzwerte; somit
existiert lim,_,, f(x) nicht, also ist f in a unstetig.

Fall 2: sina = 0. Dann ist a = kr fiir ein £ € Z und wegen a # 0 sogar k # 0. Dann
gilt f(a) = 0 (egal ob a rational oder irrational ist: im rationalen Fall asina = 0, im
irrationalen Fall per Definition). Wir zeigen, dass trotzdem keine Stetigkeit vorliegt.
Wiéhle § > 0 so klein, dass |z — a| < d bereits |z| > % impliziert (z.B. 0 = %‘)
Aukerdem existiert wegen der Stetigkeit von sin und weil sin’(a) = cos(a) = +1 # 0, ein
1

01 > 0 und eine Konstante ¢ > 0 (z.B. ¢ = 3), so dass fiir alle |z — a| < 6, gilt:

|sinz| > c|z — al.

(Begriindung: sin hat bei a = krn eine einfache Nullstelle, daher wéchst |sinz| in erster
Ordnung wie |z — al.)



Setze 0y := min{d, J; }. Dann folgt fiir |x — a| < dp und = € Q:

al,,

|f(x)| = |zsinz| > %|sinx| > 5 Cclo —al.

Nun wihlen wir eine rationale Folge (¢,) C Q mit ¢, — a aber g, # a. Dann gilt

| f(gn)| > %’C lgn — a| > 0 fiir alle n,

und zwar insbesondere: Fiir jedes n ist f(q,) # 0, obwohl f(a) = 0. Gleichzeitig existiert
natiirlich auch eine irrationale Folge (r,) C R\ Q mit r, — a und

f(ry) = 0 fiir alle n.

Damit kann f(x) in jeder Umgebung von a sowohl Werte 0 (auf Irrationalen) als auch
von 0 verschiedene Werte (auf Rationalen) annehmen; insbesondere kann f(z) nicht gegen
f(a) = 0 konvergieren, wenn x — a. Also ist f auch in diesem Fall in a unstetig.

Damit ist gezeigt: f ist genau in 0 stetig.
(b) Differenzierbarkeit.
Behauptung: f ist genau in « = 0 differenzierbar und es gilt f/(0) = 0.

Differenzierbarkeit in 0. Wir betrachten den Differenzenquotienten:

F) = 10) _ f(h)

h h
Fiir h € Q ist f(h) = hsinh, also
@ = sin h.
Fir h ¢ Qist f(h) =0, also
fh) _
= 0.
In jedem Fall gilt die Abschétzung
h
‘%‘ <|sinh| < |h| fir h—0,
oder einfacher: |sin h| — 0 und die irrationale Teilfolge ist ohnehin 0. Somit folgt
hmw — hmm —0.
h—0 h h—0 h

Also ist f in 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

Nicht-Differenzierbarkeit fir a # 0. Ist a # 0, so ist f nach (a) in a nicht stetig. Da
Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, kann f in a nicht differenzierbar sein.

Ergebnis:

f ist stetig genau in 0, und differenzierbar genau in 0 mit f/(0) = 0.



Aufgabe 5. Wir nennen eine Funktion f : R — R linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig in
a € R genau dann, wenn die Einschrankung

g:i= fh_oo’a] (bzw. h = f|[a7oo[)

stetig in a ist. Zeigen Sie, dass f genau dann in a stetig ist, wenn f in a linksseitig und
rechtsseitiq stetig ist.

Lésung. Wir beweisen die Aquivalenz in beiden Richtungen.

Vorbereitung: Stetigkeit in a bedeutet per e-d-Definition:

fiststetigina <= Ve>036>0VzeR: |z—a|l<d=|f(z)— fla)| <e.
Linksseitige Stetigkeit in a bedeutet entsprechend:

giststetigina <= Ve>036 >0Ver<a: |[x—a|l<d =|f(x)— fla)| <e,
denn auf | — 00, a] ist g(z) = f(z). Analog rechtsseitig:

hist stetigina <= Ve>030>0Ve>a: |z —al <d=|f(z)— fla)| <e.

(=) Sei f stetig in a. Wir zeigen, dass f dann links- und rechtsseitig stetig in a ist.

Sei also £ > 0 beliebig. Aus der Stetigkeit von f in a folgt: Es existiert ein 6 > 0, so dass
fiir alle x € R gilt
|t —al <0 = |f(z) = f(a)| <e.

Insbesondere gilt diese Implikation auch fiir alle x < a (denn das ist nur eine Einschrén-
kung der Menge der zuldssigen x). Also:

Ve<a: |vt—a|l<d=|f(x)— fla)| <e.
Das ist genau die Stetigkeit von g = f|j_ocq in a. Damit ist f linksseitig stetig in a.
Genauso folgt fiir alle x > a:

Ver>a: |v—al<d=|f(z)— fla)] <e,
also ist h = f|[4,00[ Stetig in a. Damit ist f auch rechtsseitig stetig in a.

Somit gilt: Aus der (zweiseitigen) Stetigkeit von f in a folgt linksseitige und rechtsseitige
Stetigkeit in a.

(<) Sei nun umgekehrt f linksseitig und rechtsseitig stetig in a. Wir zeigen, dass dann f
(zweiseitig) stetig in a ist.

Sei € > 0 beliebig. Da f linksseitig stetig ist, ist g = f||_oc,q) stetig in a. Also existiert ein
(51 > (0 mit
Ve<a: |vt—a|l<d =|f(x)— fla)] <e.

Da f rechtsseitig stetig ist, ist A = f|j4,00[ Stetig in a. Also existiert ein d > 0 mit
Ve>a: |z —a|l <dy=|f(x)— fla)] <e.

Nun wahlen wir eine einheitliche Schranke
0= min{él, (52}

Diese Wahl ist typisch: Sie garantiert, dass |x — a| < 0 automatisch sowohl |z — a| < §;
als auch |z — a| < J§y impliziert.

Sei nun ein beliebiges € R mit |z — a| < 0 gegeben. Dann gilt entweder x < a oder
x > a (beides zusammen ist nur bei = a moglich, was unproblematisch ist).

9



e Fall z <a: Aus |z — a] < § < §; folgt mit der linksseitigen Stetigkeit:
[f(z) = fla)] <e.
e Fall x > a: Aus |z — a] < 0 < 05 folgt mit der rechtsseitigen Stetigkeit:
[f(z) — fla)] <e.
In beiden Féllen gilt also |f(z) — f(a)| < . Damit haben wir gezeigt:

Ve>030>0Ve eR: |z —a| <d=|f(x)— fla)] <e,

also ist f stetig in a.

Schlussfolgerung: Wir haben beide Richtungen bewiesen. Daher gilt:

f ist stetigin a <= f ist linksseitig stetig in a und rechtsseitig stetig in a.

10



Aufgabe 6. Beweisen Sie, dass die durch

3

1
Cn:=—log(n+1)+ z (n € Ny)
k=1
definierte Folge (Cp)nen, n R konvergiert.
Hinweis: Es ist sinnvoll, die Abschdtzung
0<1 log(n +1) +1 <1 (n>1)
< —log(n ogn < oo n >

zu verwenden.

Losung. Wir zeigen die Konvergenz, indem wir C), als Partialsummen einer konvergenten
Reihe darstellen.

Schritt 1: Umformung des Logarithmus-Terms zu einer Summe. Fiir n € Ny gilt
(mit log1 = 0):

—log(n +1) = —log(n+ 1) +log1 = —(log(n + 1) — log 1).

Da log(n + 1) —log1 =log(n + 1) = >, (log(k + 1) — log k) (Teleskopsumme), folgt

n

—log(n+1) = Z(— log(k + 1) + log k).

Setzt man dies in die Definition von C,, ein, erhélt man:

1
C’n:—log(n—l—l)—kzz
k=1

n n 1
= Z(— log(k + 1) +log k) + z
k=1 k=1
— (1
= Z (E —log(k + 1) —i—logk) :
k=1

Wir haben also die Darstellung

- 1
C, = Zak mit  ay = P log(k + 1) + log k.
k=1

Damit ist (C},) genau die Folge der Partialsummen der Reihe )7 | a;. Folglich konvergiert
(Cy,) genau dann, wenn die Reihe ) ;- | aj konvergiert.

Schritt 2: Abschiatzung der Summanden a;. Aus der gegebenen Ungleichung folgt
fiir jedes k > 1:

1 1
OSak:%—log(k’—l—l)leogkgﬁ.

Insbesondere sind alle Summanden ay nichtnegativ. Aukerdem werden sie von der Folge
# majorisiert.

11



Schritt 3: Majorantenkriterium. Die Reihe

=1 11
PIE TR DI
k=1 k=1

konvergiert (p-Reihe mit p = 2; alternativ > -, k% =((2) <o0).Dal<a < # fiir
alle k gilt, folgt mit dem Majorantenkriterium:

Z ar konvergiert (sogar absolut, da a; > 0).
k=1

Schritt 4: Schluss fiir die Folge (C,). Da C,, = >_7_, a; die n-te Partialsumme der
konvergenten Reihe )77 | ay ist, folgt:

(Cp)nen, konvergiert in R.

Bemerkung (optional): Tatséachlich konvergiert C,, gegen die Euler—Mascheroni-Konstante
v, aber fiir die Aufgabe geniigt die blofe Existenz eines Grenzwerts. U
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Aufgabe 7 (Aufgabe 5 (10 Punkte)). Bestimmen Sie a € R so, dass die Funktion f :

R — R gegeben durch
Va4 22 -2 40
f(z) = x? & ’

a, xr =0,
stetig in jedem Punkt xo € R ist. Alle aufgestellten Behauptungen sind zu beweisen.
Hinweis: Sie kénnen die Definition von Stetigkeit, aber auch eine dquivalente Charakte-
risierung aus der Vorlesung bzw. den Ubungsblittern verwenden.
Losung. Wir bestimmen a so, dass f iiberall stetig ist.

1) Stetigkeit fiir zyo # 0. Sei zp € R\ {0}. Dann ist in einer Umgebung von z, stets
x # 0, und wir haben dort die Darstellung

VAt a2 -2
=—"

T

/()

Die Abbildungen x + 22,  — 4 + 22, 2 — /4 + 22 sind stetig auf R. AuRerdem ist der
Nenner 22 in ¢ # 0 ungleich 0, also ist auch die Quotientenbildung in einer Umgebung von
xo zulédssig und stetig. Damit ist f als Verkettung bzw. Kombination stetiger Funktionen
in jedem z( # 0 stetig.

2) Stetigkeit in xy = 0. Es bleibt also nur zu untersuchen, fiir welches a die Funktion
in 0 stetig ist. Per Definition (bzw. per Folgenkriterium) gilt:

fiststetigin 0 <= lim f(z) = f(0) = a.

z—0

Wir berechnen daher den Grenzwert von f(x) fir  — 0 (mit x # 0).

3) Grenzwertberechnung durch Rationalisieren. Fiir = # 0 gilt

flz) = —W

T

Wir rationalisieren den Zihler mittels der binomischen Formel (u — v)(u + v) = u? — v*:

CVA+ 22 —2 it a?2+2
T2 Vit a2+

(4 +2%) —4
x2(\/m+2)

12

x2(\/m+2)
B 1
VAt 242

Diese Form ist besonders vorteilhaft, weil kein Problem mehr bei x = 0 durch den Term
2? entsteht.

()

4) Grenzwert von f(x) fiir x — 0. Da die Wurzelfunktion stetig ist, folgt aus x — 0
sofort 22 — 0 und damit
Vi+a2 —Vi=2

13



Somit erhalten wir

lim fla) = lim —— = =
oo T T2t 242 4

5) Wahl von ¢ und Begriindung der Stetigkeit. Damit f in 0 stetig ist, muss gelten

a= f(0)=lim f(x) = 1

z—0 4

Wahlen wir also

Clzz,

so ist f in O stetig. Zusammen mit Schritt 1 folgt: f ist dann in jedem Punkt zy € R
stetig.

Eindeutigkeit: Ist a # 1, so gilt zwar weiterhin lim,_,o f(z) = 7, aber dann ist

lim /() # f(0),

also ist f in 0 nicht stetig. Folglich ist a = i die einzige Wahl, die globale Stetigkeit liefert.

1
Ergebnis: Genau fiir a = 1 ist f iiberall stetig. 0J
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Aufgabe 8. Betrachten Sie folgende Potenzreihe:

00 k
Z <2kk+ 1) n

k=1

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe.

(b) Bestimmen Sie, ob fir x € {—p, p} die Reihe konvergiert. Begriinden Sie Ihre Ant-
wort.

(c) Sei f: [—%p, %p] — R definiert durch

Fo) i (2/@;1)’“9&3'

k=1

Bestimmen Sie, ob f stetig ist. Begriinden Sie IThre Antwort.

Losung. Wir schreiben die Reihe in der Standardform einer Potenzreihe Y - | axz® mit

(2k:+1>k
ap — L .

(a) Konvergenzradius. Fiir Potenzreihen gilt die bekannte Formel

1
= lim sup {/|az|

k—o0

Wir berechnen daher {/|ax|. Da a; > 0 ist, konnen wir Betrage weglassen:

2% +1\* 2% +1 1
3 _F — _ -
ar ( . ) i

Damit folgt

1
lim sup /|ax| = khj& <2 + %) = 2.

k—o0

Also ist

Pzé-

(b) Randpunkte = = +p. Wir untersuchen die Reihe an den beiden Randpunkten

x:pzlundx:—p:—%.

2
Fall x = % Dann ist das k-te Glied der Reihe

e (21NN 2k 10\F L )
W=\ T o) "\ ) T o% )

Fiir eine notwendige Bedingung der Konvergenz einer Reihe muss das Folgenglied gegen
0 gehen. Wir betrachten daher den Grenzwert:

(oh) = [ a)]

15
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Da (1 + ﬁ)% — e, folgt
1\*
1 .
( + Qk) — \/E #0

Die Glieder gehen also nicht gegen 0. Daher divergiert die Reihe fiir x = %
Fall 2 = —3. Hier ist das k-te Glied

= (52 () - (352 - (4]

Der Betrag dieses Gliedes ist wieder

k
‘akxk| = (1—|— 21k) — Ve #0.

Insbesondere gilt azz* /4 0. Also divergiert die Reihe auch fiir x = —%.

Damit ist
fiir beide Randpunkte x € {—p, p} divergiert die Reihe.

(c) Stetigkeit der Summenfunktion auf [-%p, Ip]. Wir betrachten das Intervall
T 7 T
88" 16' 16’

Schritt 1: Gleichméfige Konvergenz auf dem Intervall. Seien f,, die Partialsummen:

dap:%

Dann ist f, als Polynom stetig. Wir zeigen, dass (f,,) gleichméfig gegen f konvergiert.
Fiir |z] < & gilt:

2k +1\" 1\* 1"
| = () Jel = (24 1) el < (24 7) bl = ol

denn 2 + % < 3 fir alle £ > 1. Somit erhalten wir fiir |z| < 1—76

7\" 21\ "
kl <ok (L) _ (22
™| < 3 (16) (16)

Diese Abschétzung ist noch nicht hilfreich, Weﬂ s > 1. Daher benutzen wir stattdessen
das Wurzelkriterium direkt auf dem Intervall nnt e1nem festen Faktor r < p.
Da |z| < Ip gilt, existiert ein r mit

(hier konkret: 7 = -%).

2| <r <p= -

DO | —

Betrachte die Reihe )7, ., axr”*. Fiir ihre Glieder gilt

1
Vaprt = ¥ag r—<2+—

k)r—>27":2-1:£<1.

16

16



Damit konvergiert die Reihe Y 7~ axr® (sogar absolut). Nun gilt fiir alle z mit |z < r:

lagz®| < apr®.
Also majorisiert die konvergente Zahlenreihe Y7 a;r* die Funktionsreihe Y, | ayz* auf
[—7,r]. Nach dem Weierstrafsschen Majorantenkriterium konvergiert die Potenzreihe auf
[—r, 7] gleichmafig.

Schritt 2: Stetigkeit des Grenzwerts. Da jede Partialsumme f, stetig ist und f, — f

T T
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gleichmafsig auf [ ] konvergiert, folgt aus dem Standardsatz:
Der gleichmifige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig.
Also ist f auf [—1—76, %} stetig, insbesondere auf [—%p, %p].

Ergebnis:

1 7T
p=7g die Reihe divergiert fiir x = £p, f ist stetig auf [—gp, gp} :
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