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[0 Ich stimme der Veroffentlichung des Ergebnisses dieser Klausur unter Angabe
meiner Matrikelnummer zu.

Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus und legen es nicht auf den Tisch; legen Sie
bitte Thren Lichtbild- und Studienausweis sichtbar auf den Tisch.
Bitte tiberpriifen Sie, ob Sie sechs Aufgaben erhalten haben.

Schreiben Sie bitte weder mit Bleistift noch in den Farben rot oder griin. Schreiben Sie
auf jedes Blatt Ihren Nachnamen und Vornamen.

Losen Sie bitte jede Aufgabe auf dem dafiir vorgesehenen Blatt. Falls der Platz nicht
ausreicht, verwenden Sie bitte die leeren Seiten am Ende und vermerken dies auf dem
Angabenblatt der entsprechenden Aufgabe.

Alle Losungen oder Antworten miissen hinreichend detailliert begriindet sein.

Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie
deutlich durch, was nicht gewertet werden soll.

Sie haben 120 Minuten Zeit, um die Klausur zu bearbeiten.

Viel Erfolg!




Aufgabe 1. (6 Punkte)
Sei f:]—1,1[ — R definiert durch f(z) := In(1£2). Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt
(n—1)! N (n—1)!

1+z)»  (1—a)

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die Reihe

FO@) = (1!

g (1 + %) -

konvergent oder divergent ist.

Aufgabe 3. (6 Punkte)

Berechnen Sie den Real- und Imaginérteil der komplexen Zahlen

(a) 2 — (21+_2Z)10, (b) 2 =In(l + 1),

wobei In den Hauptzweig des natiirlichen Logarithmus bezeichnet.

Aufgabe 4. (6 Punkte)
Fiir n € N definieren wir die Funktion f,: [0,1] — R 1
durch
1—nz, falls0<z< %,
ful@) := {O, sonst. Jr
(a) Zeigen Sie: Die Funktionenfolge (f,), konvergiert 0
punktweise. Geben Sie die Grenzfunktion f an. 0o = 1
(b) Berechnen Sie s,, := sup |f.(z) — f(x)] fir n € N.
z€[0,1]

(c¢) Konvergiert (f,), gleichméfig gegen f?
Aufgabe 5. (6 Punkte)
Es seien f,g: R — R stetige Funktionen, und fiir alle x € Q gelte f(x) = g(x).
Zeigen Sie: Es gilt f = g, also f(z) = g(z) fir alle z € R.
Aufgabe 6. (6 Punkte)

Seien >~ a,z" und Y7 b,2" zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien ry bzw. 5.
Der Konvergenzradius der Summen-Reihe

oo

Z(an +b,)z"

n=0
werde mit r bezeichnet. Zeigen Sie:
(a) In jedem Fall gilt > min(ry, ry).
(b) Falls r; < 7o ist, gilt r = ry.

(c) Man zeige an jeweils einem Beispiel, dass im Fall r; = ry < oo sowohl r > r; als
auch r = r; vorkommen kann.



Aufgabe @

1+x

Sei f :]-1,1] —» R definiert durchf(x) := In(l_ ”

) . Zeigen Sie, daf3 fur alle € N gilt:
(n=-2) (n-121)!

(n) _ (_1\-1
0= U g @

Beweis:

Zunéchst istf wohldefiniert:

1 1 L
Xe]-L1l[= 1+x>0A 1-%x>0 = 1LX>0 = In(lLX)lstsmnvoll.

Beweis der Behauptung durch Induktion Uber

Induktionsanfang n=1 :

1+x . . . . . .
¢ . R\ {1} - R; x—» —— istals rationale Funktion ffierenzierbar. Mit der Quotienten-

regel folgt:
v (1=%-1-(1+x)-(-1) 1-x+1+x 2
¢'(X) = (1- X)2 - (1- X)2 - (1- X)2
und
’ Ketten- ’ ’ _ 1 ’
PRI e ¢ 0= 9
B 1-x 2 2
- 1+x (1-x2 (1-x1+Xx)
Partialbruch- i 1 ~ (-1t a-1) N a-121)

zerlegung 1+ X i 1-x 1+x)?! (1-x)?

Induktionsschritt n—~>n+1 :

(n-1)! (n-21)!
L+x" (@A-xn"
d.h. £ ist als rationale Funktion fierenzierbar, und es gilt mit der Quotientenregel:

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fir eie N : f(W(x) = (-1)"1

f(n+l)(x) Def. (f(n))’ (X)

(1-x"-0-n-(1-x"1.(-1)
(1-x)2n

(L+x"-0-n-(1+x™?
(1+x)2n
(n=1)!-n (n=1!-n
(1 + X)an(nfl) + (1 - X)Zn—(nfl)
n! n!
(1 + X)n+l + (1 _ X)n+l

Yo (1 Y(n-1)

+(n-1)!

(-1)"

= (-1 g.e.d.




Aufgabe @

Entscheiden Sie. ob die Reihe

3

S5

1

n=
konvergent oder divergent ist.

NG
) konvergiert.

Es darf ohne Beweis benutzt werden, daf3 die Folg®dy mit a, = (1 + %

Beweis:

Mit dem Wurzelkriterium:

NQ
o 1 .
Nach Voraussetzung ist die Folgan)hen = ((1 + %) ] konvergent gegen eme R ,
neN

und da &.)ken als Teilfolge von &n)nen ebenfalls gegen konvergiert, gilt:
Vié k
a=dlﬂoak2=dmo(l+ﬁ) = lim (1+—) =e

Damit folgt also

Nlw

limsu n1+1 _n—lim ! —1<l
n_>oop W _n—)oo 1 \/ﬁ_e ’
1+ —
1)

da nach Ubung fiir die Eulersche Zadilt: e > 2 .
Somit ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent.

1\ V0
Beweis daR die Folg (l + —) konvergiert:
\/ﬁ neN

Sei f(X) :=In(1 + x) fir x €] — 1, 00[ . Dann ist fiir allex > 0 f auf dem Intervall [0X] stetig
differenzierbar, und nach dem Mittelwertsatz gibt es ek &x) < x, so dald

1 In(1+x 1

In(L+ x) —In(1+0) = f'(£(x) - x = 11600 “mago  x 1469

Wegen 0< £(X) < x gilt fir x —» 0 auché&(x) — 0, d.h.

L 1 — fim MY _

N 1
1+&(X) x0 x10 X




Insbesondere gilt dann fur die NuIIfoIg(ei) , dafd
‘/ﬁ neN
In (1 + i)
1= r!im # = r!im \/ﬁln(1+ i) =
— 00 % — 00 \/ﬁ

1 exp

e = exp(l)= exp(,!iﬂgo ‘/ﬁ'”(“ on ) g exp(\/ﬁln(lJr %))

\/n/] stetig n—co

Vn

Def. . 1

= lim|1l+—
im 1+ )



Aufgabe @

Berechnen Sie den Real- und Imaginérteil der komplexen Zahlen

-\ 10
2+2') ®) 2 =In(l+i)

@ a-(3

wobei In den Hauptzweig des naturlichen Logarithmus bezeichnet.

ad (a)

2+ 2i (L+1)? (L+10)? o . :

1 2 a-na+n 2 132 @Q+)c=1+2 [

110

Damit folgt: (21+ ZII) = (2i)10 = 210.j10 = 210.j2 = _210 _ _1024
- i4=1

Also: Ref) = -29=-1024 A Im(z)=0.

ad (b)

Wir benutzen die Polardarstellung komplexer Zahlen:
zeC:={ueClu¢ R} = esgibteindeutig bestimmte> 0 und ¢ €] — n, n[ , so dald
z=rée¥ = |7 €¢ ist. Damit folgt fir den Hauptzweig des Logarithmus:

In(2) = In(|2) +i¢  (mity = arg@) )
In 1+i sind Realteil und Imaginarteil gleich, d.h. mit der Eulerschen Formel
€¥ = cosfp) + i sin(p) folgt mit arg(1+i) = ¢ :
cosfp) =sinfp)=3- V2 = ¢ =2 ,dajape] -n,nf.

Also:  In(L+i)=In(1+i)+i-Z=In(V2)+i-Z=3In)+i-%.

T

Somit: Ret2)=ln(\/§)=%ln(2) A IM(z) = 7



Aufgabe@
Fir n € N definieren wir die Funktionf, : [0,1] — R durch
1-nx fallsO<x<?
fa(X) =
0 sonst

() Zeigen Sie: Die Funktionenfolgefjnen konvergiert punktweise. Geben Sie die Grenz-
funktion f an.

(b) Berechnen Sies, ;= sup [f,(X) - f(X)] fiur ne N
x€[0,1]

(c) Konvergiert n)nenv gleichmanig gegem ?

Skizze: 1

ad (a):
Fur x=0istfurallene N : fn(x):ln—-»l = f(0):=1

Fir 0 < x < 1 : Nach Archimedes gibt es eiNl € N mit N > )1( , So daf fir alle
1

n>N:0< - < X

Also nach Definition vorf, : Yn>N : fy(X) =0, d.h. fy(X) — 0 = f(x):=0

0 fallsO<x<1

_ _ _ 1 fallsx=0
Fur die Grenzfunktionf : [0,1] — R giltalso: f(x) =

ad (b):

0 fuir x=0

= 1-nx fir O<x<%

_ {1—1:0 fUrx:O}
Esist fo(x) — f(X) =

(X furx>0

) 0 fur 1<x

Weill 0<x<! & 0>-x>-1 & 0>-nx>-1 < 1>1-nx>0

folgtalso: [fo(X)— f(X)| < 1flrallexe[0,1] = sup |fa(X) - f(X)| <1
%€[0.1]

Andererseits gilt fiir festes e N : fiiralle N> k> nist 0< £ < £, also ist
1

1> s = sup [f(¥) - f(X) > |fa(}) - F})|=1-n-= —

x€[0,1] K koo

Alsogilt s, =1 fuirallene N,



ad (c):

Entweder.

wirde f, gleichm&Rig gege konvergieren, so nach Definition
si=llfn—flle ——0 & 5 ——0 bg _ 1 gpets

N—oo

Oder.
Wegen f(%) =0 = 0 # 1= f(0) ist die Grenzfunktiorf in O nicht stetig.

Andererseits sind alle Folgentermgn [0, 1] stetig: flr x €] % 1] als Nullfunktion, in [Q %[ als
Polynom. Bleibt der Punkk = 2 zu untersuchen:

Polynom

, , 1 , , :
wegen Ilrlnfn(x) = I|rr11(1— nx) 1-n—-=0=Ilim0= I|rr11 fa(X) folgt nach Vorlesung die
xT5 xTq 13

stetig n X l% X

Stetigkeit vonf, auch im Punktex = % , also istf, auf ganz [01] stetig.

Ware nunf, gleichmafig konvergent gegeh so ware nach Vorlesung (SatZ33) auch die
Grenzfunktionf stetig, was aber nicht der Fall ist. Also ist die Konvergenz nicht gleichmaRig



Aufgabe @

Es seienf,g : R — R stetige Funktionen, und fur allg € Q gelte f(x) = g(X) .
Zeigen Sie: Esgiltf =g, also f(x) = g(x) fur alle xe R .

Beweis:

Zu zeigen:¥ xe R\ Q : f(X) = g(x)
Seialsoxe R\ Q; daQ dichtin R ist, gibt es eine FoIgeq(.)neN in Q mit gn — X

(zum Beispiel Gber dik-adische Darstellung =1 - I|m Z o mit np € Z, n € {-1, +1}

k=ng

undax €{0,1,...,b-1}; wahleqg,:=n- Z €Q).

k—no
Da f, g stetig inx sind, folgt:

_ Kl ' S gl o) =
f09=f(lima) 2 fm f) = lmoa) 2 o(im =00

Alternativ:

Seiae R festunde > 0 beliebig. Daf,gin a stetig sind gilt:
A6>0 VYV xeR:|x—-a<é = |f(X)- f(a)l <g und [g(X) — g(a)| <§ (%)

Nunist Q dichtin R, d.h. es gibteige Qnla-46,a+ [,
also

(@ - 9@l f() ()If()—f(q)+g(q) 9@ né If(@) — F(a)l +19(a) - 9@l <

dajalg—-a <é.

(Q
I\)Im
I\Jlm

Dies gilt fur allee > 0, also f(a) = g(a) g.e.d.



Aufgabe @

SeienZ anZ" und Z bnZ" zwei Potenzreihen mit Konvergenzradienbzw r .

n=0 n=0
Der Konvergenzradius der Summen-Reihe

:;i (an + by)Z"
n=0

werde mitr bezeichnet. Zeigen Sie:

(@) In jedem Fall giltr > min(ry.ro)

(b) Fallsry <rpist, gilt r =rq

(c) Man zeige an jeweils einem Beispiel, dal3 im Fall= ro < oo sowohlr > ry als auch

r = r, vorkommen kann.
ad (a):
Seize Cmit |7 <min(ry,r2) <r; (i = 1,2); nach Definition des Konvergenzradius sind die
Reihenz anZ" und Z bnZ" beide konvergent, also auch die Summen-Reihe, und es gilt:
n=0 n=0

[ee)

CaZanz”+ibnz”:i(anz”+bnz”):i(an+bn)z”.
n=0 n=0 n=0

n=0

Damit aber folgt: r =sug |4 |ze CA Z (an + by)Z" konvergiert} > min(ry, ro)
n=0

ad (b):

Seiry <rsp ﬁ r>min(ry,r2) =rq.
a,

Warery <r,sogabeeseigqeR. mit ry <g<min(r,r)) <r, rp =

Z (an + by)g" und Z bng" sind beide konvergent, dpinnerhalb der Konvergenzkreise liegt.
n=0 n=0
Aus den Grenzwertsatzen fur FolgBeihen folgt dann aber, dald auch di¢tBienzreihe

[ee)

Z [(an +br)g" - bng"] = Z ang" konvergiert, d.h. nach Definition des Konvergenzradius’
n=0 n=0

muld gelten:\g=|q/ <r1 k ri<q



ad (c): Esseiri=ry < o

1
—— =—-=1<ocound
limsupVl 1

n—oo

e Wahlea,:=1=-b, = ri=rp=

Z (an + bp)Z" = Z 0- 2" konvergiert fir allez € C , hat also den Konvergenzradius
n=0 n=0
r=oco>1=rg.

e Wahlea,=1= by Sifrl:rz:1undZ(an+bn)z”:Zz-z“,
oben = =

und mit limsupV2=1folgtr=1=ry .
n—oo
dwich- ,
s )
Lemma n—oo

(Manbeachte:Y 1<2<n: 1<V2<{nh——1
n—oo



