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Aufgabe 1. (6 Punkte)

Es sei (an) die Zahlenfolge mit

an =
2 + 1√

n√
n + 5−n

(n ∈ N).

Untersuche, ob (an) konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 2. (6 Punkte)

Sei (an) eine reelle Zahlenfolge. Definiere:

(a) (an) heißt Cauchy-Folge, wenn . . .

(b) Die Reihe
∞∑

n=1

an heißt konvergent mit der Summe s, wenn . . .

Aufgabe 3. (6 Punkte)

Sei z = x + iy ∈ C, x, y ∈ R und z 6= 0. Gib den Real- und den Imaginärteil der

komplexen Zahl w := z2 +
1

z2
an.

Aufgabe 4. (6 Punkte)

Sei n ∈ N. Für 1 ≤ k ≤ n sei ak ∈ R mit −1 ≤ ak ≤ 0 gegeben. Beweise mit
vollständiger Induktion:

n∏
k=1

(1 + ak) ≥ 1 +
n∑

k=1

ak.

Aufgabe 5. (6 Punkte)

Bestimme alle Häufungswerte sowie Limes inferior und Limes superior der reellen Folge
(an) mit

(a) an = −n (n ∈ N);

(b) an = (−n)Re(in) (n ∈ N).

Aufgabe 6. (6 Punkte)

Es sei A ⊆ R eine nichtleere, von oben beschränkte Menge und S := sup A.

Zeige: Es gibt eine Folge (an)n∈N in A mit an → S (n→∞).



n1 Es sei (an)n∈N eine Zahlenfolge mit an :=
2 + 1√

n√
n + 5−n

(n ∈ N) .

Untersuche, ob (an)n konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Lösung:

Für den Nenner gilt
√

n +
1
5n > 0 für alle n ∈ N , d.h. die Folge ist wohldefiniert.

Man forme um:

an =
2 + 1√

n√
n + 5−n

=

1√
n
·
(
2 + 1√

n

)

1√
n
·
(√

n + 5−n
) =

2√
n

+ 1
n

1 + 1√
n·5n

Nun ist die Folge
(

1√
n

)

n∈N
eine Nullfolge:

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : N > 1
ε2 (nach Archimedes), also folgt für alle n ∈ N :

n ≥ N =⇒ 1
ε2 < n =⇒ 1

ε
<
√

n =⇒ 0 <
1√
n
< ε , also

1√
n
−−−−−→

n→∞ 0 .

Nach Tutorium und Übung ist auch
(

1
5n

)
n

eine Nullfolge (0 < 1
5 < 1) , und so konvergiert nach

den Grenzwertsätzen auch
(

1√
n
· 1

5n

)
n

gegen 0.

Dann gilt für die

Zählerfolge Zn =
2√
n

+
1
n
−−−−−→

n→∞ 0 + 0 = 0

Nennerfolge Nn = 1 +
1√

n · 5n
−−−−−→

n→∞ 1 + 0 = 1 , 0

d.h nach dem Quotientensatz: an =
Zn

Nn
−−−−−→

n→∞
0
1

= 0 .

Alternativ:

∀ n ∈ N : 2 +
1√
n
≤ 3 (da

√
n ≥ 1) und

√
n + 1

5n >
√

n =⇒

0

n→∞
²²

< an =
2 + 1√

n√
n + 5−n

≤
3√
n
n→∞

²²
0 0

und damit liefert der Einschließungssatz („Sandwich-Lemma“), daß an −−−−−→
n→∞ 0 .

Natürlich muß auch hier wie oben bewiesen werden, daß die Folge
(

3√
n

)

n
eine Nullfolge ist.
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n2 Sei (an)n eine reelle Zahlenfolge. Definiere:

(a) (an)n heißt Cauchy-Folge, wenn:

∀ ε ∈ R, ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ n,m ∈ N, n,m ≥ N : |an − am| < ε

(b) Die Reihe
∞∑

n=1

an heißt konvergent mit der Summe s, wenn:

die Partialsummenfolge (S n)n∈N mit S n =

n∑

k=1

ak gegen s konvergiert, d.h wenn

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ n ≥ N : |S n − s| < ε

n3 Sei z = x + iy ∈ C, x, y ∈ R und z , 0 . Gib den Real- und den Imaginärteil der komplexen

Zahl w := z2 +
1
z2 an.

Lösung:

Es ist |z|2 = z · z = x2 + y2 und z2 = (x − iy)2 = x2 − y2 − i(2xy) .
Damit folgt:

z2 +
1
z2 = z2 +

z2

z2 · z2 = z2
(
1 +

1
(z · z)2

)
= z2

(
1 +

1
(|z|2)2

)
= z2

(
1 +

1

|z|4
)

= (x2 − y2 − 2xyi) ·
1 +

1
(
x2 + y2)2



Damit folgt

Re(w) = (x2 − y2) ·
1 +

1
(
x2 + y2)2



Im(w) = −2xy ·
1 +

1
(
x2 + y2)2


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n4 Sei n ∈ N. Für 1 ≤ k ≤ n sei ak ∈ R mit −1 ≤ ak ≤ 0 gegeben. Beweise mit vollständiger
Induktion:

n∏

k=1

(1 + ak) ≥ 1 +

n∑

k=1

ak

Lösung:

Induktionsanfang n = 1 :
1∏

k=1

(1 + ak) = 1 + a1 ≥ 1 + a1 = 1 +

1∑

k=1

ak

Induktionsschritt n→ n + 1 :

Induktionsvoraussetzung: Es gelte für ein n ∈ N :
n∏

k=1

(1 + ak) ≥ 1 +

n∑

k=1

ak (IV)

Induktionsbeweis:

n+1∏

k=1

(1 + ak) =


n∏

k=1

(1 + ak)

 · (1 + an+1)

IV≥
(∗)

1 +

n∑

k=1

ak

 · (1 + an+1)

= 1 +

n∑

k=1

ak + an+1 + an+1 ·
n∑

k=1

ak

= 1 +

n+1∑

k=1

ak + an+1︸︷︷︸
≤0

·
n∑

k=1

ak

︸︷︷︸
≤0

≥
(∗∗)

1 +

n+1∑

k=1

ak

Dabei gilt (∗) , weil mit −1 ≤ an+1 folgt, daß 0 ≤ 1 + an+1 , dh. die Multiplikation mit diesem
Term die größer-gleich-Relation bei (∗) nicht verändert, und es gilt (∗∗), weil in einem ange-
ordneten Körper die Multiplikation zweier Elemente, die kleiner-gleich Null sind, ein Element
größer gleich Null ergibt: u, v ≤ 0 =⇒ uv ≥ 0 .

Damit ist an+1 ·
n∑

k=1

ak ≥ 0 , und (∗∗) ist gerechtfertigt.
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n5 Bestimme alle Häufungswerte sowie Limes inferior und Limes superior der reellen Folge (an)n mit

(a) an = −n (n ∈ N)

(b) an = (−n)Re(in) (n ∈ N)

Lösung:

ad (a):
Für jede Teilfolge (ank )k∈N gilt: ank = −nk ≤ −k , da ja nk ≥ k (wie in den Übungen gezeigt).
Damit aber gilt ank −−−−−→k→∞

−∞
(Für alle S ∈ N gibt es L ∈ N , nämlich L := S , so daß für alle l ≥ L = S :
anl ≤ −l ≤ −L = −S q.e.d.)
Damit gibt es keine konvergente Teilfolge von (an)n, also auch keinen Häufungspunkt dieser
Folge.

Weiter gilt, da an+1 = −(n + 1) < −n = an , d.h. die Folge streng antiton ist:

y+
n := sup{ak | k ≥ n} = an = −n −−−−−→

n→∞ −∞ =⇒ lim sup(an) = lim
n→∞ y+

n = −∞

y−n := inf{ak | k ≥ n} = inf{−k | k ≥ n} = −∞ Def.
=⇒
Vorl.

lim inf(an) = −∞

ad (b):

∀ k ∈ N : i4k = (i4)k = 1k = 1 , d.h. i4k+1 = i4k · i = i, i4k+2 = i4k · i2 = −1, i4k+3 =

i4k+2 · i = −i =⇒
Re(i4k) = 1, Re(i4k+1) = Re(i4k+3) = 0, Re(i4k+2) = −1

Es gilt also für alle k ∈ N : a4k+1 = (−(4k + 1))0 = 1 , d.h. die Teilfolge (a4k+1)k hat den
Grenzwert 1 .
Weiter für alle k ∈ N : a4k+2 = (−(4k + 2))−1 = − 1

4k+2 −−−−−→k→∞
0 (0 > − 1

4k+2 > −1
k ) ,

d.h. die Teilfolge (a4k+2)k hat den Grenzwert 0. Somit hat die Folge (an)n die beiden Häufungs-
punkte 0 und 1.

Ferner gilt für alle k ∈ N : a4k = (−4k)1 = −4k −−−−−→
k→∞

−∞
Damit zeigen wir:

(i) Die Folge hat keine weiteren Häufungspunke neben 0 und 1 :
Wäre a < {0, 1} ein weiterer Häufungspunkt, so gäbe es mit Aufgabe 24 zu
ε := 1

2 ·min{|a| , |a − 1|} und zu N ≥ |a| + 2
|a| + ε ein n ≥ N , so daß |an − a| < ε .

Nun ist aber Re(in) ∈ {−1, 0, 1} , d.h. es gilt entweder∣∣∣(−n)1 − a
∣∣∣ = |n + a| ≥ n − |a| ≥ N − |a| ≥ ε (Wahl von N ) oder

∣∣∣(−n)0 − a
∣∣∣ = |1 − a| > ε (Wahl von ε) oder

∣∣∣(−n)−1 − a
∣∣∣ =

∣∣∣a + 1
n

∣∣∣ ≥ |a| − 1
n ≥ ε ,

und dies letztere weil n ≥ N ≥ 2
|a| =⇒ |a|

2 ≥ 1
n =⇒ |a| − 1

n ≥ |a| − |a|2 =
|a|
2 ≥ ε

(ii) y+
n = sup{ak | k ≥ n} = 1 (für k = 4n , und da alle Folgenterme an ≤ 1)

=⇒ lim sup(an) = lim
n→∞ y+

n = 1

(iii) y−n = inf{ak | k ≥ n} ≤ a4n = −4n =⇒ lim inf(an) = lim
n→∞ y−n = −∞
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Die Eindeutigkeit der Häufungspunkte in Teil (b), (iii) kann man auch folgendermaßen zeigen:
Sei (ank )k eine konvergente Teilfolge von (an)n ; dann ist die Teilfolge beschränkt, d.h. es gibt
ein K ∈ N mit ∀ k ∈ N :

∣∣∣ank

∣∣∣ < K . Da aber |a4m| = 4m > K für m > K , kann es nur
endlich viele Indizes nk der Gestalt nk = 4m geben. Da aber mit (nk)k streng isoton die Menge
{nk | k ∈ N} unendlich ist, müssen entweder unendlich viele der Terme nk ungerade sein oder
aber von der Gestalt 4m + 2 (m ∈ N) .
Im ersten Fall hat die Teilfolge (ank )k eine Teilfolge

(
ankl

)
l

mit ankl
= 1 für alle l ∈ N , die

damit gegen 1 konvergiert, weshalb auch die Teilfolge selbst (da konvergent) gegen 1 konver-
giert, im zweiten Fall hat sie eine Teilfolge

(
ankl

)
l

mit ankl
= − 1

nkl
für alle l ∈ N , die mit

l −→ ∞ gegen 0 konvergiert, so daß auch die ursprüngliche Teilfolge eine Nullfolge ist. In
beiden Fällen erhält man entweder Grenzwert 0 oder 1 .

n6 Es sei A ⊆ R eine nichtleere, von oben beschränkte Menge und S := sup A .
Zeige: Es gibt eine Folge (an)n∈N in A mit an −−−−−→

n→∞ S .

Lösung:

S ∈ R existiert, da A , ∅ nach oben beschränkt ist.

Für jedes k ∈ N ist S − 1
k < S , d.h. mit der Definition von S als kleinster oberer Schranke von

A ist S − 1
k keine obere Schranke von A mehr, weshalb es ein Element ak ∈ A geben muß mit

der Eigenschaft

S − 1
k
< ak ≤ S

Damit ist für jedes k ∈ N ein ak ∈ A definiert und somit eine Folge (ak)k∈N in A.
Für diese gilt:

S − 1
k

k→∞
²²

< ak ≤ S

k→∞
²²

S S

Nach dem Einschließungssatz ist damit (ak)k konvergent mit Grenzwert S .
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