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Aufgabe 1. (6 Punkte)
Es sei (a,) die Zahlenfolge mit

1
2+ =
Vn 45"

Untersuche, ob (a,) konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

(n € N).

Ay =

Aufgabe 2. (6 Punkte)

Sei (ay,) eine reelle Zahlenfolge. Definiere:

(a) (an) heikt Cauchy-Folge, wenn ...

(b) Die Reihe Z a, heift konvergent mit der Summe s, wenn . ..
n=1
Aufgabe 3. (6 Punkte)

Sei z=x+1iy € C, x,y € Rund 2z # 0. Gib den Real- und den Imaginéarteil der

komplexen Zahl w :=z* + — an.
z

Aufgabe 4. (6 Punkte)

Sein e€N. Firl <k <nseia, € Rmit —1 < a, <0 gegeben. Beweise mit
vollstandiger Induktion:

(1+ax) > 1+Zak.
1 k=1

=

k

Aufgabe 5. (6 Punkte)
Bestimme alle Haufungswerte sowie Limes inferior und Limes superior der reellen Folge
(ay) mit

(a) a, =—-n (n €N);

(b) a, = (—n)R")  (n € N).
Aufgabe 6. (6 Punkte)
Es sei A C R eine nichtleere, von oben beschréankte Menge und S := sup A.

Zeige: Es gibt eine Folge (a,)nen in A mit a,, — S (n — 00).



2+ %
@ Es sei (a,)nen eine Zahlenfolge mit a, := ———— (neN).

Vn+57"

Untersuche, ob (a,), konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:

1
Fiir den Nenner gilt /n + 5 > 0 fiir alle n € N, d.h. die Folge ist wohldefiniert.

Man forme um:

1 L (24 L 2 1
n _n n 1

1
Nun ist die Folge (—) eine Nullfolge:
1/ pnen

Ve>03dNeN:N> L (nach Archimedes), also folgt fiir alle n € N :

&
1 1 1
n>N — —<n —= —-<+yn = 0<—<e€, also ———0.
62 € \/_ \/ﬁ \/ﬁ n—o0
Nach Tutorium und Ubung ist auch (%)n eine Nullfolge (0 < % < 1), und so konvergiert nach
L

den Grenzwertsitzen auch v

. Sl—n) gegen 0.
n
Dann gilt fiir die

2 1
Zihlerfolge Z, = 7 +-—>0+0=0
n

n n—ooo

1
Nennerfolge N, =1+ —14+0=1%0
g n \/l’_l . 5" n—oo
. Zy 0
d.h nach dem Quotientensatz: a,=— —— —=0.
N, n—oeo 1

Alternativ:
1
VneN:2+7§3(da\/ﬁzl) und V43>V =
n
1
- S 3
" i+ 57 Vn
n—0oo ln—)oo
0 0

und damit liefert der EinschlieBungssatz (,,Sandwich-Lemma‘), dal a,, —— 0.

n—oo

3
Natiirlich muf3 auch hier wie oben bewiesen werden, daf3 die Folge (—) eine Nullfolge ist.
n n



@ Sei (ay), eine reelle Zahlenfolge. Definiere:

(a) (an)n heiit Cauchy-Folge, wenn:

VeeR, e>0dANeNVnmeN, nnm>N : |a,—ay,| <e€

(b) Die Reihe Z ay heilt konvergent mit der Summe s, wenn:

n=1
n

die Partialsummenfolge (S ,)uen mit S, = Z ay gegen s konvergiert, d.h wenn
k=1

Ve>0dNeNVn>N : |S,—-s|<e€

@ Sei z=x+iyeC, x,y € Rund z# 0.Gib den Real- und den Imaginérteil der komplexen

Zahl w = Zz + — an.
2

Losung:

X2

Z=(x—iy?=x2—y2—ixy) .

+

<
[
=
o

Esist |77 =z-%
Damit folgt:

L 1 D 1 _ 1 _ 1
T+ = T+ Z_Z:zz(l+—_2):zz(l+ - )=z2(1+—4)
Z 27 (z-2) (I21%)? |zl

2 2 . 1
(e >(ﬁ]

Damit folgt

Re(w) = (2 -)%)- [1 + ;]

(x2 +)2)

Im(w)

1
2xy- |14+ ——
( (ﬂ+ﬁf]



@ Sein € N.Firl < k <nseiaq € Rmit—-1 < a; <0 gegeben. Beweise mit vollstindiger

Induktion: . .
l_l(l +ap)>1 +Zak
k=1 k=1

Losung:

1 1
Induktionsanfang n=1 : 1—[ I+a)=1+a1>21+a; =1+ Zak
k=1 k=1

Induktionsschritt n—o>n+1 :

n n
Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiirein n € N : 1—[ I+ay)>1+ Z ay Iv)
k=1 k=1
Induktionsbeweis:

n+1

[]a+a
k=1

(]_I(l +ak>] (1 + i)
k=1
> (1 . Zak] (1 an)

k=1
n n
= 1+Zak+an+1+an+1-2ak
k=1 k=1
n+1 n
= 1+ Zak + @Z ag
k=1 <0 k=1
<0
n+1

> 1+ ay

Dabei gilt (%), weil mit —1 < a4 folgt, daB 0 < 1 + a,+ , dh. die Multiplikation mit diesem
Term die groBer-gleich-Relation bei (x) nicht veridndert, und es gilt (=), weil in einem ange-
ordneten Korper die Multiplikation zweier Elemente, die kleiner-gleich Null sind, ein Element
groBer gleich Null ergibt: u,v <0 — uv >0.

n

Damit ist a4 - Z ar > 0, und (x) ist gerechtfertigt.
k=1



@ Bestimme alle Haufungswerte sowie Limes inferior und Limes superior der reellen Folge (a,), mit

(@) a,=-n (neN)
(b) a, = (—n)Re® (n € N)

Losung:

ad (a):

Fiir jede Teilfolge (an, ren gilt: a,, = —nx < —k ,daja ny > k (wie in den Ubungen gezeigt).
Damit aber gilt a,, o

(Furalle S e N gibtes L € N, namlich L:=S ,sodal firalle [ >L=3S :

ay < -l<-L=-§ q.e.d.)

Damit gibt es keine konvergente Teilfolge von (a,),, also auch keinen Haufungspunkt dieser
Folge.

Weiter gilt, da a,+; = —(n+ 1) < —n = a, , d.h. die Folge streng antiton ist:

yi=suplag | k > n} =a, = —n—— —c0 = limsup(a,) = lim y} = —co0
n—0o0 n—0oo

Def.
v, =inflay | k > n} = inf{—k | k > n} = -0 V:ef liminf(a,) = —c0
orl.

ad (b):
VkeN : i4k — (i4)k — 1k =1 , d.h. i4k+l — i4k .= i, l'4k+2 — i4k . l'2 — _1’ i4k+3 —
l'4k+2 ci=—i 5

Re(i*) =1, Re(i**!) = Re(i**3) =0, Re(i***?) = -1

Es gilt also fiir alle k € N : a4 = (—(4k + 1 =1, dh. die Teilfolge (a4r+1)x hat den
Grenzwert 1 .

Weiter fiir alle k € N : aun = (—(dk +2)~' = —ﬁ k_)—oo> 0 (0> —ﬁ > —% ),

d.h. die Teilfolge (asx+2)x hat den Grenzwert 0. Somit hat die Folge (a,), die beiden Haufungs-
punkte O und 1.
Ferner gilt fiir alle k € N : ay = (—4k)! = -4k k—> —00

—00

Damit zeigen wir:

(i) Die Folge hat keine weiteren Haufungspunke neben O und 1 :

Wire a ¢ {0, 1} ein weiterer Hiufungspunkt, so gébe es mit Aufgabe 24 zu

e::%-min{lal,la—ll}undzu N2|a|+ﬁ+eein n>N,sodaB |a, —a|<e€e.

Nun ist aber Re(i") € {—1,0, 1}, d.h. es gilt entweder

|(—n)l - a| =ln+al>n—-]a|>N-lal>€¢ (WahlvonN) oder
|(—n)0 - a| =|1 —al]>e (Wahl von €) oder

(w7t —al =fa+ ;| zlal -5 2 €.

>l = |a|—12|a|—M=@Ze
n n 2

und dies letztere weil n > N > 2 — a

lal 2
(ii)) yr =sup{ax |k >n} =1 (firk =4n,und da alle Folgenterme a, < 1)
= limsup(a,) = lim y} =1
n—00

(iii) y, =inflay | k > n} < a4y, = —4n = liminf(a,) = lim y; = —co
n—oo



Die Eindeutigkeit der Hiufungspunkte in Teil (b), (iii) kann man auch folgendermaBlen zeigen:
Sei (ay, )r eine konvergente Teilfolge von (a,), ; dann ist die Teilfolge beschrinkt, d.h. es gibt
ein K€ Nmit VkeN : |ank| < K . Da aber |a4y,| = 4m > K firm > K , kann es nur
endlich viele Indizes n; der Gestalt n;, = 4m geben. Da aber mit (n) streng isoton die Menge
{nr | k € N} unendlich ist, miissen entweder unendlich viele der Terme n; ungerade sein oder
aber von der Gestalt 4m + 2 (m € N) .

Im ersten Fall hat die Teilfolge (a,, )i eine Teilfolge (a"kz)z mit ny, = 1 fiir alle / € N, die
damit gegen 1 konvergiert, weshalb auch die Teilfolge selbst (da konvergent) gegen 1 konver-
giert, im zweiten Fall hat sie eine Teilfolge (ank[)l mit Ay, = _”Lk[ fiir alle [ € N | die mit
[ — oo gegen 0 konvergiert, so da3 auch die urspriingliche Teilfolge eine Nullfolge ist. In
beiden Fillen erhilt man entweder Grenzwert O oder 1 .

Es sei A C R eine nichtleere, von oben beschrinkte Menge und S :=supA .
Zeige: Es gibt eine Folge (ay)nen in A mit a, —— S .

n—oo

Losung:
S € R existiert, da A # 0 nach oben beschriinkt ist.

Fiir jedes k € Nist S — % < § , d.h. mit der Definition von § als kleinster oberer Schranke von
Aist S — % keine obere Schranke von A mehr, weshalb es ein Element a; € A geben muf3 mit
der Eigenschaft

1
S—%<akSS

Damit ist fiir jedes k € N ein a; € A definiert und somit eine Folge (ai)ren in A.
Fiir diese gilt:

N % < ai < S
k—>ooi Lk—)oo
S

Nach dem EinschlieBungssatz ist damit (ag); konvergent mit Grenzwert S .





