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Analysis einer Variablen

Musterlosung der Nachholklausur

Aufgabe 1

Gegeben sei die Folge (a,,)nen mit

ap=3, apr1=vV2+a,,n>0

Zeigen Sie, dass (a,)nen konvergent ist, und bestimmen Sie den Grenzwert

Losung

Wir zeigen per Induktion, dass fiir alle n gilt: a,, > a,4+1 > 2.

Induktionsanfang: ag =3=v9>/24+3=a und a1 =v24+3>2+2=2.
Induktionsschritt: Da a, > 2, gilt a,41 = /2 + a, > /2 + 2 = 2. AuRerdem ist a,,, =
V2+a, >+/2+ a,_1 = a,, da nach Induktionsvoraussetzung a,, > a,_1.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass (a,)en eine monoton fallende, nach unten durch 2
beschrénkte Folge ist, also konvergiert und einen Grenzwer a > 2 hat. Nun gilt fiir a:

a= lim a,;; = lim v2+ a, = V2 + a,
also ist a eine Losung der Gleichung a? = 2 4 a. Mit quadratischer Erginzung oder der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhalten wir 0 = a*> —a — 2 = (a — 2)(a + 1),
das heifst, a ist entweder —1 oder 2. Da a > 2 sein muss, folgt a = 2.

Aufgabe 2

Priifen Sie die Konvergenz der Reihe

Losung

Da > >, # konvergiert, konvergiert die Reihe nach dem Majorantenkriterium, denn:
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Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass die Funktion

Fla) = el — 2
in R genau 2 Nullstellen besitzt.
Losung
Da f(x) = f(—=) fir alle z € R, ist  genau dann eine Nullstelle, wenn —z eine ist.

AuRerdem ist f(0) = €® —2 = —1 # 0, also ist 0 keine Nullstelle. Damit geniigt es zu
zeigen, dass f in R, genau eine Nullstelle besitzt.

Nun ist aber fiir > 0 f(x) = ¢” — 2. Da e” streng monoton wéchst, wichst also auch f in
R, streng monoton und hat damit hochstens eine Nullstelle. Andererseits ist f(In2) = 0.

Aufgabe 4

Gegeben sei die Funktion
3

Stellen Sie f durch eine Potenzreihe dar und bestimmen Sie den Konvergenzradius dieser
Reihe.

Losung

f ist durch eine geometrische Reihe darstellbar:
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Diese konvergiert genau dann, wenn |3z3| < 1 ist, wenn also z < </g ist. Der Konvergenz-
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radius ist daher 3

Aufgabe 5

Berechnen Sie die Ableitung von f: R — R,

f(@) = (In(1 + [z))”

Losung

Fir 2 > 0ist f'(z) = (In(1+2))?)" = 2In(1 +2) - 5 = th(i;rz). Fir x < 0 gilt analog

(@) =((In(1 —2))?) =2In(l —z) - = = w In 0 bestimmen wir den rechts- und



linksseitigen Differentialquotienten:
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= i (}%h@y =0-(-In'(1))*=0-(-1)*=0

Da diese tibereinstimmen, ist also f in 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

Aufgabe 6

Gegeben sei die Funktion

— si;x’ x%o
o= {5

Fiir welche x € R ist f differenzierbar? Geben Sie, wo existent, die Ableitung an.

Losung

In x # 0 ist nach der Quotientenregel f differenzierbar mit:

COST - —sinx

f'(x) =

12

Betrachte nun die Funktion g(z) = x — sinz. Es gilt g(0) = 0 und ¢'(z) = 1 — cosz > 0,
also ist g monoton wachsend und in R, nicht negativ, das heifst, fiir x > 0 gilt > sinxz
und damit % < 1. Damit kann nicht

sinx
i =2=f(0
lim — f(0)

gelten. Folglich ist f in 0 nicht stetig und damit insbesondere nicht differenzierbar.



