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Losungsvorschlag zur Nachklausur zur Analysis I
6 Punkte pro Aufgabe

Aufgabe 1
Untersuchen Sie die folgenden reellen Zahlenfolgen (a,)nen auf Konvergenz fiir n — oc.
(’l/) ap — W 5 (’LZ) ap = ;(—1) m N (’L’LZ) Ap = — E .

Beh.: (i) a, — 4, (ii) a, ist konvergent, (iii) a,, — exp(2) — 1.
Beweis: zu (i): Wir schreiben
(1-2n)* 4n*—4n+1 4—4%4—4#
n?+4 w244 14+4%
n

Nach den Rechenregeln fiir konvergente Funktionenfolge gilt nun

i (1—2n)2  4—4limy o ¢ +4lim, 0 75 _4_4.0+4.0_4
n—oc n24+4 1+411mn_}00# 144-0

zu (17): Wir verwenden das Leibnizkriterium. Dazu miissen wir zeigen, dass by, := ﬁ eine monoton

fallende Nullfolge ist. by — 0 sieht man mit einer dhnlichen Methode wie in (7) und die Monotonie
erhalten wir durch dquivalente Umformungen der wahren Aussage k < k + 1.

E<k+1
< 2k+2<2(k+1)+2
1 1

= >
2% +2 " 2(k+1)+2

& by > by -

zu (i4i): Wir verwenden das Quotientenkriterium. Sei by, := %’f Dann gilt

2k+1
bie1 Gl 2MPD K , 1 .
= = = —
by, P 2k (k+1)!  “k+1 ’

also ist das Quotientenkriterium erfiillt und wir kénnen auf (absolute) Konvergenz schliefien. Da

wir die Exponentialreihe exp(z) = Y77 % auswendig wissen, kénnen wir auerdem sehen

i exp(2) — 1.
k=1
U
Aufgabe 2
(i) Untersuchen Sie die Funktion f: (0,1) — R, f(z) := 2 auf gleichméBige Stetigkeit in (0, 1).
(4) Untersuchen Sie folgende Funktionenfolge (fn)nen mit fn @ [0,1] = R, fu(z) 1= {552 auf

punktweise und gleichméflige Konvergenz.



Beh.: (i) f ist nicht gleichmé&Big stetig, (ii) f,, konvergiert punktweise und gleichméifig gegen 0.
Beweis: zu (i) Der Beweis wird auf drei Arten gefiihrt.

1. Beweis:

Die Definition von gleichméfiger Stetigkeit, d.h.

Ve > 03§ > 0Va,y € (0,1) mit |z — y| < dsodass |f(z) — f(y)| <e
wird verneint

Je>0V0 >03z,y € (0,1) mit |z —y| < dsodass |f(z)— fly)| >¢

und die Verneinung wird gezeigt.
Setze € = 1. Sei § > 0 vorgegeben. Dann existiert ein n € N, so dass fiir x = % und y = % gilt:
z,y € (0,1) und

1 1 1 .
|z —y| = P T T 0 (Archimedes) .

Fiir dieses x und y gilt
[f(@) = f@Wl=In—-2n|=n=>1.

2. Beweis:
Annahme f wire gleichmifig stetig auf (0,1). Dann gibt es insbesondere zu ¢ = 1 ein § > 0, so
dass

|f(z) — f(y)| <1 firalle z,y€ (0,1) mit [z —y| <.
Es gibt aber ein n € N mit

1 1

n 2n

<5 und ‘f(l) e

n 2n

)

=n>1,

was schliefllich der Definition von gleichmiéfliger Stetigkeit widerspricht.

1. und 2. Beweis sind in Wahrheit natiirlich identisch. Der néichste Beweis benutzt ein Fortsetzung-
sargument fiir gleichméfBig stetige Funktionen.

3. Beweis:

Annahme: f ist gleichméBig stetig auf (0,1).

Dann existiert der Grenzwert lim, .o f(z), denn fiir eine beliebige Nullfolge z,, — 0 gilt: (f(2n)),cn
ist Cauchyfolge, denn: Sei ¢ > 0 vorgegeben, und sei § > 0 aus der Definition von gleichméfiger
Stetigkeit, d.h.

|f(@)— fly)| <e fir |z—y|<§.

Da (zy) eine Nullfolge ist, ist (z,) auch eine Cauchyfolge und daher existiert zu obigem ¢ > 0
Zahlen n,m € N so dass

|y, — x| < 6.
Daher folgt dann

‘f(xn) - f(wm)‘ <e,

und wir haben Cauchy-Konvergenz von (f(z,)), <y Dachgewiesen. Dann existiert ein y € R, so dass
f(zn) — yin R.

Offensichtlich existiert aber der Grenzwert limz_@% nicht und wir haben einen Widerspruch zu
obiger Annahme herausgearbeitet.



zu (ii): Beh.: f,, konvergiert punktweise und gleichméBig gegen 0.
Beweis: Fiir z = 0 ist f,,(0) = 0 fiir alle n und fiir z € (0, 1] ist

T

2
r)=—2= —0 fir n—oo.

Zur gleichméBigen Konvergenz berechnen wir sup,cp 1] [fn(2)]- Da fu(z) > 0 auf [0, 1], geniigt es,
das Maximum zu finden, falls es existiert. Dazu berechnen wir:

£ () (1+n22%) -1 —x-2n’x 1 —n22?
xXr) = =
" (14 n2z2)? (14 n2z2)?2
und
() (14 n222)% . (—2n2x) — (1 — n222) - 2(1 + n22?) - (2n22?)
x) = .
" (14 n2z2)4
Nun gilt
filx)=0 & 1-n%?=0
1
& z=— (da z€][0,1]).
n
Fiir dieses Extremum gilt f (%) = —% < 0, also liegt bei x = % ein Maximum von f vor. Das
Supremum lautet daher supgeo ) | fn(2)| = fn(%) = ﬁ und konvergiert daher unabhéingig von x
gegen 0. g
Aufgabe 3

(i) Untersuchen Sie die Funktion f: R — R gegeben durch

fl@) = { per

0 fir z=1

auf Stetigkeit.

(73) Untersuchen Sie die Funktion f: R — R gegeben durch

sin@?) gy, x#0
fl@) = { 8 fir =0

auf Differenzierbarkeit.

zu (i): Beh.: f ist nicht stetig.
Beweis: Wir berechnen fiir x # 1:

-z (z—-1z

-1 z-1 0
also folgt

liH}f(:L’)Zl#OZf(l).

r#1

Daher ist f nicht stetig bei zg = 1.
zu (i1): Beh.: f ist differenzierbar auf ganz R.
Beweis: Zunéchst ist f differenzierbar fiir x # 0 nach den Differentierbarkeitsregeln mit

x - cos(z?) - 2x — sin(2?) - 1

22

fi(z) =



Zur Differenzierbarkeit in xg = 0 betrachten wir den Differentenquotienten

fla) = £(O) _ | sina?) v cos(a?) 20

lim lim = limcos(2z) =1,

x—0 xr — 0 z—0 x2 x—0 €T z—0

x#0 z#£0 x40 x#£0
wobei hierbei einmal ’'Hospital benutzt wurde. O
Aufgabe 4

(i) Seien f,g: [a,b] — R stetig, auf (a,b) differenzierbar mit f(a) < g(a) und
f(t) <g'(t)  Vte(a,b).

Zeigen Sie mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung f(t) < g(t) fiir
alle t € [a, b].

(13) Zeigen Sie die Ungleichung 1 — % < cos(z) fur alle x > 0.

Beweis: zu (i): Nach Hauptsatz gilt fiir ¢ € [a, b]

f) = fla)+ / f(r)dr

und analog fiir g

Mit den Voraussetzungen f(a) < g(a) und f'(r) < ¢/(7) und der Monotonie des Integrals folgt
daher

s+ [ P < g+ [ g
Mit obigen Formeln folgt daher
f(t) < g(t) firalle té€]la,b].
zu (ii): Setze f(z):=1— ‘%2 und g(x) := cos(z), jeweils auf [0, c0). Fiir die Ableitungen gilt

f/t(l') =—T , gj/(x) = —SiIl(IL‘) )

f@x)==1 , g (z) =—cos(x) .

Nun sieht man

f0)=1 < 1=4(0),
f(0)=0 < 0=4(0).
Wegen cos(x) < 1 folgt —1 < — cos(z), also
f// (x) S g// x)

Zweimalige Anwendung von (i) liefert nun die Behauptung. O



1)

Fragen: jeweils mit Begriindung beantworten, bzw. den Text richtig ergénzen
2 Punkte pro Frage
Sie diirfen auch zusétzliche Blétter verwenden

Beweisen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3 die Ungleichung n? > 2n + 1.
Induktionsanfang n =3: 32 =9>7=2-3+ 1.

. . 9 9 Ind.ann.
Induktionsschritt n > n+1: (n+1)*=n*+2n+1 > 2n+142n+1=2(n+1)+2n >
2(n+1) 4+ 1, wobei hier 2n > 2-3 =6 > 1 benutzt wurde.

Ist die komplexe Folge (e‘”(1+ig)> N eine Cauchyfolge in C 7
ne

Es gilt ‘e‘”(l‘”g) =e . ’e‘i”g = e ™ — 0, also ist obige Folge eine Nullfolge in C und

daher auch eine Cauchyfolge.

Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,1] — R, f(z) := 2% + 22° — 1 eine Nullstelle im Intervall
[0, 1] hat.

Wir berechnen f(0) = —1 und f(1) = 2, also ist f(0) < f(1) und daher existiert nach
Zwischenwertsatz ein £ € (0, 1), so dass f(§) = 0.

. . 1 +1 o .
Es gilt 71151;10 fo (1f+x)2 dxr = 0, denn:

fulx) = (Tfj;)Q konvergiert wegen |f,(x)| < :%1 < % — 0 gleichmiBig gegen 0 auf [0, 1].
Daher darf man Limes und Integration vertauschen und erhélt:

1 1 1
1 1
lim QH-de:/ lim x+2dx:/ Odx=0.
n—oo Jo (n+7) o n—oo (n+7) 0

Zeigen Sie die Ungleichung § < ff z—12612 dx.
Nach verallgemeinertem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fiir ein £ € [1, 2]

2 2
1 1
/ 26I2dx:efz/ — dx
1z 1z

und wegen e5° > e!” = e auf [1,2] und ffx%da: = [—%E = —3+1 = 1 folgt obige
Abschitzung.
w/2
Berechnen Sie das Integral [ sin(z) - cos(x) dz .
0
Wir benutzen partielle Integration
w/2 /2 w/2
/ sin(z) - cos(z) = [— cos(z) - cos(x)]y’ " — / (—cos(x)) - (—sin(x)) dz
0 e 0
u v

w/2
=1- / cos(x) - sin(z) dx .
0

Damit gilt foﬂ/2 sin(z) - cos(z) dz = 3.

Berechnen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung der Funktion f(x) := /1 + 2 um zo = 0.
Wir schreiben f(z) = (1 +1:)% und berechnen f'(z) = (1 +x)7§, f(z)=1%(-2) (1+:c)7%.
Fiir das Taylorpolynom 2. Ordnung um 0, T5(f,z) = f(0) + @x + %ﬁ gilt To(f,x) =
1+ %x - %J}Z.



