Musterlosung der Klausur

Analysis I WS 2012/13

Aufgabe (C1).

Die Folge (x,)nen € RN sei durch

Xy

(24 3n2)(1 + 2n)? < 1)2"

4 1=
(3+3) "

gegeben. Man untersuche mittels der Rechenregeln fiir Konvergenz, ob (x,)neN konvergiert und berechne ggf.
den Grenzwert.

Behauptung: (x,)ncN konvergiert gegen 1372'

Beweis Sein € IN, dann gilt:

n

(24 3n2)(1 4 2n)? (1_ 1>2”

(3+3) "
_ (nzﬂ;;l(g)jz) (1_71l> <1_711) :

Nun gilt nach Grenzwertsitzen fiir n — oo:

4

3 + 3 — 4, also nach Grenzwertsitzen (2 +3)" — J; = 1= #0,
24353 (142 2 4und (1-1)" - 1,

Nun folgt mit den Grenzwertsitze fiir n — oo:



Aufgabe (C 2).
Sei f: R — R, f(x) := exp(x?). Zeigen Sie, dass f beliebig oft differenzierbar ist und es fiir alle n € N ein

Polynom p,, n-ten Grades gibt, so dass gilt:

FM(x) = pu(x)f(x), x€ER

Beweis Per vollstandiger Induktion nach n. Sei x € R.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt: f ist (1-mal) differenzierbar nach Kettenregel mit f(1) = f/(x) =
2xexp(x?),daexp : R =+ R x — exp(x) und g : R — R x +— x? differenzierbar sind. Weiter ist
p1:R — R, p1(x) := 2x ein Polynom ersten Grades und damit ist f'(x) = p1(x)f(x).
Induktionsschluss: Fiir beliebiges n € IN gelte, dass f n-mal differenzierbar ist und ein Polynom p,
vom Grad n existiert mit f)(x) = p,(x) f(x) (Induktionsvoraussetzung).

Wegen f())(x) = pu(x)f(x) ist f") als Produkt differenzierbarer Funktionen differenzierbar mit

Ableitung

FEN () = (F7) (x) = pi () exp(x2) + 2xpa(x) exp(x?) = (2palx) + ) (x)) exp(x?).

Setze py+1(x) := 2xpu(x) + p;,(x). Dann ist p, 41 ein Polynom vom Grad (n + 1) und
FD(x) = p,i1f(x). Nach Induktionsvoraussetzung ist f bereits n-mal differenzierbar, also zu-
sammen mit Obigem (n + 1)-mal differenzierbar.

Damit ist f n-mal differenzierbar fiir alle n € IN, also unendlich oft differenzierbar. O

Aufgabe (C 3).
Weisen Sie unter Benutzung der Konvergenzkriterien aus der Vorlesung die Konvergenz bzw. Divergenz der

folgenden beiden Reihen nach:

FER (Y
S
3k = k

Behauptung: Beide Reihen konvergieren.



Beweis Seik € N und a; := ’;—i Dann gilt:

a3 B

1 _ (k+1)°3F < 1>31
3

Fiir k > 3 ist
1\° 1\° 4\° 64
(1+k) _<1+3> (3) o <s
1

[ee]
Setze q := g—‘; 3= %. Dann ist \”’;—:W <g < 1firallek > 3und kgl ’;—i konvergiert nach Quotienten-
kriterium.

2
Seinunn € N und b, := (1 — %)n . Dann gilt

N

n

- (-3)7 - (-

Mit (1 — %)n — % < % fiir n — oo existiert also ein ny € IN mit /b, < % =:q < 1 fir alle n > ny.

o] 2
Damit konvergiert die Reihe }, (1 — %)k nach dem Wurzelkriterium. O
k=1

Aufgabe (C 4).

Sei f : R — R, f(x) := 4sin®x — 4sin® x. Bestimmen Sie die Extrema und Wendepunkte von f in [0, Z].

Welche der Extrema sind Maxima bzw. Minima?
Behauptung: f hat in 0 und % Minima, in % ein Maximum und Wendepunkte in & und 3. Dies sind alle

Extrem- bzw. Wendestellen in [0, ¥].

Beweis Sei x € R. Dann gilt mit den Additionstheoremen:

f(x) = 4sin®(x) — 4sin*(x)
= 4sin®(x) (1 — sin®(x))
= 4sin?(x) cos?(x)

= (2sin(x) cos(x))? = sin(2x).



Nach Kettenregel ist
f'(x) = 2sin(2x) - cos(2x) - 2 = 4sin(2x) cos(2x) = 2 sin(4x)

und damit

f"(x) = 8cos(4x).

Seinun x € [0, 5], dann gilt: f'(x) =0 <= sin(4x) =0 <= x=0V x=F V x = 7.
Nunist f(0) = f” (§) =8 > 0, also hat f in 0 und § Minima.

Weiter ist f” (§) = —8 < 0, also hat f ein Maximum in .

SchlieBlich gilt: f”(x) =0 <= cos(4x) =0 <= dx=Z+mn,meZ < x=% Vv x =31

Also hat f Wendepunkte in § und %”.

Aufgabe (C5).
Zeigen Sie, dass f : (0,1) = R, f(x) = 1 nicht gleichmiifiig stetig ist.

Beweis Zu zeigen:
Je>0Vo>03x,ye(0,1) (Jx—y|<d A [f(x)—f(y)| >e).

Wiahle ¢ := 1. Sei 6 > 0 beliebig gegeben. Sei 0.B.d.A § < 1. Wahle x = §, y = 5. Dann ist

Ix—y| =% <éund

1 2 1
_ — 2 _Zl=Z>1=
1) =Wl =[5 -3 = > 1=
O
Aufgabe (C 6).
Man beweise, dass der Grenzwert
o o x*—1 Inx
A = lim

=1 x—1 x—1



existiert und bestimme A.

s Tiee X°—1 Inx __
Behauptung: r}gr(}o 1 o1 = 3

Beweis Fiirx € Rog\ {1} gilt: ©=1 = x2 4 x+1 - 1241+ 1 =3 fiirn — co.

X hat fiir x — 1 die Form ,3“und es gilt: (x — 1)) = 1 # 0 fiir alle x € R\ {1}. Ferner gilt:

[ 1=

£ — 1 fiir x — 1. Nach der Regel von L'Hospital existiert also der Grenzwert von X fiir x — 1 und

1
lirr} % = lirr} 4 = 1. Es folgt mit den Grenzwertsitzen, dass lirr} :5:11 % =3-1=3. O
xX— xX— X
Aufgabe (C 7).

Seien a,b € R, a < bund sei f : (a,b) — Rin xo € (a,b) differenzierbar. Zeige unter direkter Benutzung

der Definitionen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit, dass f in xg stetig ist.

Beweis Zu zeigen:
Ve>036 >0Vx € (a,b) (Jx—x0| <dé=|[f(x)— f(x0)| <e).

Sei 0 < e < 1. Da f in xq differenzierbar ist, existiert der Grenzwert

Lo £ = f(x0)

X— X0 X — Xo

= f'(x).
Also gibt es d; > 0, sodass fiir alle x € (a,b) gilt:

f(x) = f(x0)

\x—x0]<(51:>
X — X0

— f’(xo) <§,

also

|x — x| < 1= [f(x) = f(x0) — f'(x0) (x — x0)| < e]x — x0

und mit inverser Dreiecksungleichung

|x = xo <1 = |f(x) = f(x0)| < (If'(x0)| +€)[x — xol < (If'(x0)[ +1)|x — xol.



Wihle § := min {51, e Hl} Dann folgt aus |x — x| < J, dass

If(x)—f(xO)lS(If’(Xo)!+1)|f,( )|+1 =e



