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Hinweise :

1. Schreiben Sie auf jedes Blatt, das Sie abgeben, Thren Namen in Druck-
schrift. Fiillen Sie das Scheinformular auf der néchsten Seite aus.

2. Bearbeiten Sie verschiedene Aufgaben auf verschiedenen Bliattern. Wenn
Sie mehr Papier brauchen, dann melden Sie sich bitte.

3. Auf jede Aufgabe gibt es 10 Punkte.

Viel Erfolg!

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 Summe

Punkte




Aufgabe 1: Es sei (a,) = ((—1)"*' 4+ 27"). Man zeige
a) 1 ist ein Hiufungspunkt von (a,,).
b) Kein a > 1 ist Hiufungspunkt von (a,).

¢) Was folgt aus a) und b) fiir lim sup(a,)?

Losung:

a) Wir betrachten as, 1 = (1 —|—2_2"+1). Wegen lim,_,,, 272"t = 0
konvergiert die Teilfolge (a2,—1)nen von (a,) gegen 1. Also ist 1 ein
Haufungspunkt von (ay).

b) Seia > 1 und £ := (a — 1)/2. Wegen

ap—1=(-1)"*—142™"
S 2—1‘1,

und weil lim,, o, 27" = 0 gibt es nur endlich viele n € N, so dass
an > 1+ €. Wegen der Wahl von ¢ ist a > 1 kein Hiufungspunkt von

(an)-

c¢) Esfolgt limsup(a,) = 1, denn 1 = max {a € R | a Hiufungspunkt von (a,)nen},
vgl 111.2.9.
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Aufgabe 2: Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:
y o
a) 220 @TIpy
) S5 i

c)Zﬁﬂ—nﬁgg

Losung:

a) Wir wenden das Wurzelkriterium an. Wir berechnen

R n2 Vn2
ViB+EDs 3+ (-1
_ G’
3+ (-1’

Wegen lim,,_,, {/n =1 (aus der Vorlesung) folgt

I = =5 <1
im sup ‘(3 T (C0mr| ) T Imimf(3+ (—D)) ) < 1.

Die Reihe konvergiert also nach dem Wurzelkriterium.

b) Esgilt fir j e N

:7'2 _ 6 j2
() G+AE+1)
_ 67
(G+2)G+1)
6 1

=32 ]
Die Reihe Zj’;l % ist divergent, nach dem Vergleichskriterium ist also
auch Y777, % divergent.

¢) Das Vorzeichen der Summanden in der Reihe alterniert. Ausserdem

el



(G+1)*
CF _ G+ 84+ +2)

FJ_{Z—) 7> 3G+ DE+2)(G+3)
3

_ G+

GG +3)

2 +1

<1

Also ist die Folge der Batraege der Koeffizienten der Reihe monoton
fallend. Wegen

| 6

@) +2/5)G+1)
<2
=4

ist die Koeflizientenfolge eine Nullfolge. Die Reihe konvergiert also
nach dem Leibnizkriterium.
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Aufgabe 3: Man beweise: Die Menge der Dezimalbriiche
M :={0,a102... |a1,ag,... € {0,5}}

ist {iberabzahlbar.

Losung : Aus I1.4.2. folgt, dass verschiedene Dezimalbriiche aus M auch
verschiedene reelle Zahlen darstellen.

Angenommen M ist abzdhlbar. Dann gibt es eine Folge (z,)nen, so dass
jeder Dezimalbruch aus M genau einmal in der Folge vorkommt. Wir schrei-
ben

T, =0, (Lgn)ag")ag") —

()

Wir setzen a; := 5 — a; ' und betrachten den Dezimalbruch

z=0,a162... € M.

Nach der Annahme gibt es ein N € N, so dass zy = Z. Diese beiden Dezimal-
briiche stimmen aber an der N-ten Stelle nach dem Komma nicht iiberein
reprisentieren also verschiedene reelle Zahlen.



INVAINE: « v voin s vie e e e e i wim o o e o e it oo et e o 0 e m me w & B e 3 R F RS

o0

Aufgabe 4: Sei ¢ > 1. Man zeige, dass die Reihe e }71+_1 gleichméfig auf
[¢, 0o[C R konvergiert. Man folgere daraus die lokal gleichméaflige Konvergenz
auf |1, ool.

Losung: Wir benutzen das Weierstrafkriterium (IL.5.4). Fiir alle z € [c, o0]
und j € M gilt

v 1| ai

1 ‘ 1
<c .

Wegen ¢ > 1 konvergiert die Reihe Z‘;‘;l ¢~7. Nach dem Weierstrafkriterium
kounvergiert 2%, IJ_1+1 gleichméBig auf ]e, oof.

Sei nun = €]l,00[ und r = Z;} > 0. Dann liegt der Ball K,(z) in
[1 + 7, 00[. Auf letzterem Intervall konvergiert die Reihe gleichmifig, also

auch auf K,(z). Also ist die Reihe lokal gleichméBig konvergent auf |1, oo|.
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Aufgabe 5:

a) Sei ) 72, a;jz’ eine Reihe mit Konvergenzradius p € RY. Zeige, dass

p? der Konvergenzradius der Potenzreihe Z;X;O ajz.zj ist.
b) Wir betrachten die Folge (a,)nen mit
11 1 1
5(3—1) (5—2)'~--'(§—”)_

an = |
n!

Beweise, dass die Potenzreihe Y -7 anz” auf K;(0) C C konvergiert.

Losung :

a) Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard gilt

p~ L = limsup V/an).

Dann gilt aber auch p~2 = limsup {/|a2|. Wieder nach dem Satz von

Cauchy-Hadamard ist der Konvergenzradius von Z;-’“:'O ajzzj also p2.

b) Sei z € C mit |z] < 1. Es gilt

S el I L1 1G-13-2)-...-(53—-n-1)
an2™ (n+1)! 1G-1)(3-2-...-(3—-n)
n+1/2
= |l
n+1
Also gilt limy, .o a—“-;—ii:—ﬂ| = |z] < 1. Die Reihe konvergiert nach dem

Quotientenkriterium.



Aufgabe 6: Es sei
M :=]0,2]x]0, 2]
= {(z1,22) €R?|0 < z; < 2und 0 < x5 < 2.
Man zeige:
a) (0,1)e M
b) (1,1) € M

Losung :
a) Die Folge (an)nen mit a, = (1/n,1) € R? liegt in M und konvergiert
gegen (0,1). Also (0,1) € M.

b) Der Ball K7((1,1)) liegt ganz in M, denn falls (z,y) € K1((1,1)) und
(z,y) & M wiirde gelten

lz—1]>1
oder |y — 1| > 1.
Dann erhilt man den Widerspruch 1 > |(z,y) — (1,1)| (weil (z,y) im
1-Ball um (1,1) liegt) und |(z,y) — (1,1)| > 1.

Also liegt ein offener Ball um (1, 1) ganz in M, das bedeutet insbeson-
dere (1,1) e M



