Musterlosungen zur Klausur Analysis 1

Aufgabe 1 (3 + 4 Punkte). Die reelle Folge (an)nen sei rekursiv definiert durch

1
2+a,

a; =0 und a1 =1

a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass 0 < a,, < a,41 fiir alle n € N.
b) Zeigen Sie, dass die Folge einen Grenzwert a € R besitzt und berechnen Sie a.
Losung:

a) Behauptung: 0 < a, < a,.; Vn € N,

Beweis. Durch vollstédndige Induktion

Induktionsanfang: n = 1: =a; <ay = %
Induktionsschritt: Es gelte 0 < a,, < a,,41 fiir ein n € N
=2<2+4a,<2+ = L > ! > !
Ap > Qp, a = sl
- 2T 244, T 24 ann
= 1 L > 1 L > 1 L_1 >0
an g _— — —_—— = — s
+2 2+ it 2 +a, 2 2
—_———
=an+1
also a, 9 > aniq > 0.
b) Nach a) ist (a,)nen monoton wachsend, auflerdem ist
1 L <1 Vn € N
(py1 = 1 — < n ,
+1 5t a

sodass (@ )nen durch 1 nach oben beschrénkt ist. Daher existiert a := lim,,_, a,. Aus

1
2+ a,

An41 = 1

folgt durch Grenziibergang n — oo

1
2+a

«— 2a+ad’=24+a—-1=14+a<=d’+a—-1=0

1 /5
I
=73 VZ

a=1-—

Da a > 0, muss

gelten.



Aufgabe 2 (3 + 4 Punkte). Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute
Konvergenz.

> (=B -1,
k=1
Loésung: Sei a, := /3 — 1. Wir verwenden das Leibnizkriterium, um die Konvergenz von

S (=1 gy, zu beweisen. Da lim,, .o, ¥/3 = 1, folgt lim,, ., a, = 0. AuBerdem ist

3=

1< 3wt <3

und daher 0 < a,,11 < a,.
Behauptung: Y, (—1)F*! (/3 — 1) konvergiert nicht absolut.

Begriindung: Zunéchst ist
(0 (V1) = 31,
AuBlerdem .
3%—1>1<:>3%>1+l<:>3> 1+l
~ k - k - k)~

Da lim, . (1 + %)n = e < 3, ist letztere Ungleichung sicher fiir & > kg richtig, sodass
ooy (\k/g — 1) nach dem Minorantenkriterium durch Vergleich mit der harmonischen Reihe

divergiert. 0
4i—
Aufgabe 3 (4 Punkte). Berechnen Sie alle Lésungen z € C der Gleichung z* = 31 .
— i
Losung:
Es gilt

4i—2  (4i—-2)(3+1i) 12i—4-6—2i
3—i  (B3-1)B+1) 10

Laut Vorlesung sind dann die Losungen der Gleichung

22 = /2eim

=—-14+1i= \/ie%”i.

gegeben durch , .
21 = v2es™ und 29 = V257



Aufgabe 4 (4 Punkte). Beweisen Sie, dass li{r(l) = 1.

Beweis. Es gilt
2% = %108 x> 0.

Sei (a,)nen eine beliebige Folge mit a,, > 0, n € N und lim,,_,, a, = 0. Da

i{% zlogxr =0 (Vorlesung)

folgt
lim a,loga, = 0.

n—oo

Da z — e” stetig ist, erhélt man

lim a® = lim e®!°80n = 0 = 1,
n—oo n n—oo

]

Aufgabe 5 (5 Punkte). Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) := sin(z) — e~ im Intervall [0, 7]
genau eine Nullstelle besitzt.

Beweis. Es gilt f(0) =sin(0) —e*=0—-1=-1<0,

1G)-m()-

Aus dem Zwischenwertsatz folgt daher die Existenz einer Nullstelle von f. Zum Nachweis der

Eindeutigkeit zeigen wir, dass f in [0, %} streng monoton wachst: Es gilt

Wl

> 0, da e"2 < 1.

VB

=1-e

f'(x) =cos(z)+e*>e >0 Vze [0, g] :

Daraus folgt, dass f streng monoton wachsend in [0, %} (Satz aus Vorlesung) ist. [



Aufgabe 6 (4 + 4 Punkte). Betrachten Sie die Funktion f : (0,00) — R, f(x) := \/x - log (%)

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen und lokalen Extrema von f.

b) Untersuchen Sie, ob sup f(x) bzw. inf )f(m) existieren und bestimmen Sie gegebenen-

z€(0,00) z€(0,00

falls deren Wert.

Losung:

2)

Nullstellen von f: f(z) = 0 < zlog (1) = —\/zlog(z) = 0 < =z =1, da \/z > 0 fiir
x> 0.
lokale Extrema von f:

1 1
logz — Vo— = ——=(log x + 2),
x

F'a) = —(VTlog) = N

1
2\/x
also

1
f’(x)zO(:)logm:—Q(:)ng.

F) = ——ogrroy— Lo (L) 2 o
N & 2\/x x e2) 2 .
Also ist e% lokales Maximum.
Da f'(x) = —ﬁ(logquQ), ist f/(z) > 0fir 0 <z < %, f'(z) <0 firz > %. Also
wéchst f streng monoton auf (0, e%) und fallt streng monoton auf [e%, oo). Also

a s00-1(3) -2

2€(0,00)

Da auflerdem lim, ., v/ log(z) = oo, ist lim, . f(x) = —o0, sodass f nicht nach unten
beschrénkt ist.



