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1. Aufgabe [2 Punkte]

Seien X,Y zwei nicht-leere Mengen und A(z,y) eine Aussageform. Betrachten Sie die
folgenden Aussagen:

(1) Vee X:JyeY : A(z,y).

(2) yeY Ve e X : A(x,y).

Gelten folgende Implikationen fiir alle Aussageformen A(z,y)?
a) (1) = (2)

b) (2) = (1)

Falls nicht, geben Sie bitte ein Gegenbeispiel an.

Losung

a) Es gibt zwei mogliche Falle:

i) Die Menge X oder die Menge Y besteht aus einem einzigen Element.
In diesem Fall die Implikation (1) = (2) ist richtig.

ii) Jeder der Mengen X und Y besitzt mindestens zwei Elemente. In diesem Fall
gilt die Implikation (1) = (2) nicht fiir alle Aussageformen A(z,y). Ein Gegen-
beispiel ist folgendes:

X :={xg, 21}, Y :={xo, 21} und A(z,y) ist die Aussage z = y.
Damit ist (1) richtig, da:

Vo € {zg,x1} : Jy € {xo, 21} :x =y,

aber (2) ist nicht richtig, da die Negation von (2) richtig ist:
Vy € {zo,z1} : Jx € {0, 21} 1 # y.

b) Die Implikation (2) = (1) gilt fiir alle Aussageformen A(z,y).
Wenn (2) richtig ist, dann existiert ein yo € Y, so dass fiir alle z € X gilt A(z, yo).
Sei x € X. Dann fiir yy € Y gilt A(x, ). Damit ist die Aussage (1) richtig:

Vee X :3Jy €Y : A(z,y).



2.  Aufgabe [3 Punkte]

Sei x € R und (x,),en eine R-wertige Folge. Welche der folgenden Aussagen ist zu

x = limsup z, (%)
n—oo

aquivalent?
(1) x ist der grofite Hiufungspunkt der Menge {z, | n € N}.
(2) x = lim (sup{z,|n € N5, }).

m—0oQ

(3) Es gibt eine Teilfolge von (z,)nen, die gegen x konvergiert, aber es gibt keine Teilfolge
von (T, )nen, die gegen ein y € R mit y > x konvergiert.

(4) Jede Teilfolge von (z,),en konvergiert gegen x.

Im Falle von Aquivalenz, ist keine Begriindung nétig. Fiir die Aussagen, die nicht
aquivalent sind, geben Sie bitte ein Gegenbeispiel an.

Losung

(1) ist nicht dquivalent zu (*). Ein Gegenbeispiel ist folgendes:
Sei fiir alle n € N: z,, := 1. Dann gilt:

limsupz, = lim z, =1,
n—00 n—r00
aber die Menge {z,, |n € N} = {1} besteht nur aus einem Element und hat deshalb
keine Haufungspunkte (es existiert keine reelle Zahl mit der Eigenschaft, dass jede
Umgebung von dieser Zahl unendlich viele Punkte der Menge {1} enthélt).

(2) ist aquivalent zu (x). Diese Aquivalenz wurde in einer der Zentraliibungen besprochen.
(3) ist aquivalent zu (). Diese Aquivalenz folgt aus dem Satz 5.52 aus der Vorlesung.
(4) ist nicht dquivalent zu (*). Ein Gegenbeispiel ist folgendes:

Sei fir alle n € N: z, := (=1)". Dann ist limsupx, = 1, aber die Teilfolge

n—oo
(Z2n+1)nen = (—1)nen konvergiert nicht gegen 1.



3.

Aufgabe [3=14+141 Punkte]

Gegeben sei die R-wertige Folge (a,)nen, definiert durch:

2)
b)

c)

1
ap = 2, ‘v’neN:an+1::2—a— ().

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt: 1 < a,, < 2.
Zeigen Sie, dass die Folge (a,)neny monoton fallend ist.

Folgern Sie, dass die Folge (a,)nen konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Losung

a)

Fiir alle n € N sei A(n) die Aussage 1 < a,, < 2. Wir zeigen durch vollstiandige
Induktion nach n € N, dass A(n) wahr ist.

Induktionsanfang: Fiir n = 1, ist A(1) dquivalent zu 1 < a; < 2. Da a; = 2 sind beide
Ungleichungen erfiillt.

Induktionsschritt: A(n) = A(n+ 1)

Induktionsannahme: A(n) ist wahr, d.h. 1 <a, <2.

Behauptung: A(n + 1) ist wahr, d.h. 1 < a,,1 < 2.

Beweis: Folgende Implikationen gelten:

1 1 1 1 (% 3
1<, <2—=-<—<l=-1<—-—<—-—=1<a,1 <-= An+1).
27 a, an, 2 2
Damit ist a) gezeigt.
Sei n € N. Wir berechnen die Differenz:
* 1 L —1)2
anJrl_an(:)Q___an:_ugoa
an, an,

da fiir alle n € N gilt (a,, — 1)?> > 0 und nach a) ist a,, > 0. Daraus folgt, dass fiir alle
n € N gilt a,11 < a,, also die Folge (a,)nen ist monoton fallend.

Aus a) und b) folgt, dass die Folge (a,,)nen beschrankt und monoton fallend ist. Daraus
folgt, dass die Folge (ay,)nen konvergiert in R (sieche Proposition 5.45).

Sei a der Grenzwert von (a,),en. Aus der rekursiven Definition (*) folgt:

1Y an 1 1

a= lima,; = lim (2——) o Y —9_ -

n—+00 n—00 an, lim an a
n—oo

wobei wir die Rechenregel fiir Limes benutzt haben. Die Gleichung a = 2 — % ist

dquivalent zu (@ — 1) = 0 und hat die Losung a = 1. Damit ist der Grenzwert der
Folge (an)nen gleich 1.



4.

Aufgabe [3=14+141 Punkte]

Betrachten Sie folgende Potenzreihe:

2)

=2k +1\"
> - *.
k=1

Berechnen Sie den Konvergenzradius p dieser Potenzreihe.

b) Bestimmen Sie, ob fiir z € {—p, p} die Reihe konvergiert. Begriinden Sie Thre Antwort.
: 7 7 . > (2k+1 i . .
c) Sei f: [~%p; Lp] — R definiert durch: f(z) := > k z”. Bestimmen Sie, ob
k=1
die Funktion f stetig ist. Begriinden Sie Thre Antwort.
Losung
T - 1 _ 1 _ 1
a) Nach der Formel aus der Vorlesung gilt: p : hmsup\/ = h;nsup(%“) = 3, da
k—o0 —> 0
. 2%k+1Y _
]}Lrgo (2+ 1) = 2 und somit hin Soljp (2t) =2,
b) In beiden Fallen divergiert die Reihe.
2%k + 1 o (k+1/2\"
Fir 2 = p = 4, die Reihe ist gleich E( ]:_ ) (%) =Y ( +/<: / ) . Da fur alle
k=1
k
k € N gilt: <k+kl / 2) > 1, die Folge (k+—1/2> konvergiert nicht gegen 0 und damit
keN
divergiert die Reihe.
2k + 1 < [ k+1/2\"
Firz = —p=—35 dle Reihe ist gleich Z( ]:_ ) (—%)k = > (— +k / ) . Die
k=1

Folge <_k+Tl/2)keN konvergiert nicht gegen 0 mit demselben Argument (sonst wére

auch die Folge <M> eine Nullfolge, in Widerspruch zu der vorherigen Aussage).
keN

< [ 2k+1\"
Daraus folgt, dass die Reihe ) (— 2_]: ) divergiert.
k=1

Sei (fn)nen die Folge der Partialsummen:

n k
o {—ZH]%R, fule) = (%“) 2t

878" 2\ "k
7 k
- 0

2k +1\*
k

< (2k+1\"
da die Reihe ) ( i ) 2* konvergiert absolut auf [—%p; gp].

Fir z € R mit [z| < Zp gilt:

[%S) k
Z (2k;1> o

k=n+1

|[fu(z) = f(z)| =

<3

k=n+1

k=1
Also konvergiert f,,: [—%p; %p] — R gleichmaflig gegen f: [—%p; %p} — R.
Daraus folgt, dass f: [—%p; %p} — R eine stetige Funktion ist (siche Satz 5.6).



5.

Aufgabe [3=14+141 Punkte]

Sei R mit dem tblichen Euklidischen Abstand deyq versehen. Sei f : R — R eine Abbil-
dung.

a)

b)
)

Zeigen Sie, dass f : R — R genau dann stetig ist, wenn folgendes gilt: fiir jede offene
Teilmenge X C R, ist f#(X) eine offene Teilmenge von R.

Sei A C R. Zeigen Sie: f#(R\ A) =R\ f#(A).

Zeigen Sie, dass f : R — R genau dann stetig ist, wenn folgendes gilt: fiir jede
abgeschlossene Teilmenge X C R, ist f#(X) eine abgeschlossene Teilmenge von R.

Losung

a)

Es folgt aus dem Umgebungskriterium fiir Stetigkeit (Proposition 3.11 aus der Vor-
lesung) und der Definition einer Umgebung und einer offenen Menge.

"=—": Sei f: R — R eine stetige Funktion. Sei X eine offene Teilmenge von R.
Wir zeigen, dass das Urbild von X, f#(X), eine offene Teilmenge von R ist. Falls
f#(X) = 0, dann ist das Urbild offen, da die leere Menge offen ist. Sonst, sei
zo € f#(X). Nach Definition, ist f(zo) € X. Da X eine offene Menge ist, es ex-
istiert eine Umgebung U von f(xg), so dass U C X. Nach dem Umgebungskriterium
fiir Stetigkeit , folgt aus der Stetigkeit von f in zg, dass f#(U) ist eine Umgebung
von xg in R. Aus U C X, folgt f#(U) C f#(X). Damit haben wir gezeigt, dass fiir
jeden Punkt zy € f#(X), existiert eine Umgebung f#(U) von xo mit f#(U) C f#(X).
Nach Definition, ist X eine offene Teilmenge von R.

"<=": Sei f : R — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir jede offene Teil-
menge X C R, f#(X) eine offene Teilmenge von R ist. Sei zy € R beliebig fixiert.
Wir zeigen mit dem Umgebungskriterium fiir Stetigkeit, dass f stetig in xy ist. Sei
U eine Umgebung von f(zg). Nach der Definition einer Umgebung, es existiert ein
r € Ry, so dass der Ball B,(f(xy)) C U. Da dieser Ball eine offene Teilmenge von
R ist, gilt, nach Voraussetzung, dass f#(B,(f(xo))) eine offene Menge ist und es gilt
auch: zy € f#(B,(f(x0))) C f#(U). Daraus folgt, dass f#(U) eine Umgebung von z
ist (siche Lemma 3.9 aus der Vorlesung). Aus dem Umgebungskriterium fiir Stetigkeit
folgt, dass f stetig in xq ist. Da xg beliebig in R ist, folgt, dass die Funktion f: R — R
iiberall stetig ist.

Sei x € f#(R\ A). Nach der Definition des Urbilds, ist dquivalent zu f(x) € R\ A.

Es gilt auch: f(z) ¢ A <= x ¢ f#(A). Damit ist f(z) e R\ A<=z € R\ f#(A).

Insgesamt haben wir folgende Aquivalenz gezeigt: z € f#(R\ A) <= z € R\ f#(A),

also f#(R\ A) =R\ f#(A).

Wir betrachten folgende Aussagen iiber der Funktion f: R — R:

(1) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge X C R, ist f#(X) eine abgeschlossene Teil-
menge von R.

(2) Fiir jede offene Teilmenge Y C R, ist f#(R\ Y) eine abgeschlossene Teilmenge
von R.

(3) Fiir jede offene Teilmenge Y C R, ist f#(Y) eine offene Teilmenge von R.
(4) Die Funktion f: R — R ist eine stetige Funktion.



Die Aussage (1) ist, nach der Definition einer abgeschlossener Menge, dquivalent zu
der Aussage (2). Nach b) gilt fiir jede Teilmenge Y: f#(R\Y) = R\ f#(Y), und damit
die Aussage (2) dquivalent zu (3). Nach a) sind die Aussagen (3) und (4) dquivalent.

).
)



6. Aufgabe [65=14141+1+1 Punkte]

a) Formulieren Sie den Zwischenwertsatz.

b) Betrachten Sie die Tangensfunktion, definiert durch:

tan : <_E; E) — R, tan(z):=
22

i) Wir definieren fiir alle n € N:

fan (F 1 b, =t U
ap:=tan | = — — |, pi=tan [ —= + — | .
2 n 2 n

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen uneigentlich gegen +oo konvergiert und die
Folge (b,)nen uneigentlich gegen —oo konvergiert.

™

ii) Zeigen Sie, dass tan : (—g; 5) — R eine surjektive Funktion ist.

iii) Begriinden Sie, dass die Funktion tan : (—g; g) — R streng monoton ist.
s
2

iv) Ist die Umkehrfunktion von tan : (—g; ) — R differenzierbar?
Erinnerung: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sin’ = cos und cos’ = — sin.

Losung
a) Siehe den Zwischenwertsatz (Satz 2.1) aus der Vorlesung.

b) i) Man benutzt die Stetigkeit der Funktionen sin und cos und folgende Ungleichungen
fiir alle n € N: cos (% — %) > 0 und cos (—g + %) > 0.

Da die Folge (’—2r — %)HGN aus positiver Zahlen besteht und gegen 7 konvergiert,

folgt aus der Stetigkeit der Funktionen sin und cos, dass lim sin(§ — %) =1 und
n—oo
lim cos(§ — %) = 0. Da fiir alle n € N gilt: cos (g — %) > 0, es folgt:
n—oo
: s 1
sin(Z — =
lim a, = lim (2—7{) = 400
Nn—00 n%ooc()s(% — 5)
Analog folgt aus der Stetigkeit der Funktionen sin und cos, dass fiir die Folge
(—g + %)n o die aus negativer Zahlen besteht und gegen —7 konvergiert, gilt:

lim sin(—% + ) = —1 und lim cos(—% + +) = 0. Da fiir alle n € N gilt:
n—oo n—o0

coS (—g + %) > 0, es folgt:
sin(—Z + )

n—o0o n%mcos(—% + ﬁ>
Bemerkung: Man kann auch direkt benutzen, dass fiir alle n € N gilt: b, = —a,,.

ii) Aus i) folgt, dass die Funktion tan unbeschrénkt nach unten und nach oben ist.
Zusammen mit dem Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion tan, folgt dass das

Bild tan((—g; %)) = R und damit ist tan : (—g; g) — R eine surjektive Funktion.

iii) Man berechnet die Ableitung: tan’: (—%;2) — R, tan'(z) = —— (folgt direkt

cos?(x)
nach Anwendung der Quotientenregel, siche Regeln 1.4 aus der Vorlesung). Da

fir alle x € (—g; %) gilt tan’(z) = @ > 0, es folgt aus dem Korollar 3.5, dass

die Funktion tan: (—g; %) — R streng monoton wachsend ist.



iv) Da tan: (—%; %) — R streng monoton wachsend ist, ist sie insbesondere injektiv.
Die Funktion tan: (—g; %) — R ist differenzierbar und fiir alle z € (—%; %) gilt
tan'(z) = ﬁ(x) # 0. Aus der Proposition 1.7 folgt, dass Umkehrfunktion von

C
tan : (—g; g) — R differenzierbar ist.



7.

Aufgabe [4=14142 Punkte]

a) Bestimmen Sie, ob folgende Teilmengen offen sind und ob sie abgeschlossen sind.
Begriinden Sie Thre Antwort.

1) M = U (n,n—l—%) C (R, deukl)-

neN

i) M :={(z,y) € R? |z =y} C (R? dewn)-

b) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der folgenden Teilmenge von (R, dey):

M:=[1;2)U{Vn+1—+n|neN}.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung

i)

ii)

Behauptung: M ist eine offene und nicht abgeschlossene Teilmenge von (R, deyk)-
Beweis: Fiir alle n € N ist das Intervall (n; n+ %) eine offene Teilmenge von
(R, deur1). Da die Vereinigung offener Mengen eine offene Menge ist (siehe Proposi-
tion 3.10), es folgt dass M offen ist.

M ist nicht eine abgeschlossene Menge, da z. B. 2 € R\ M und fiir alle r € R, der
offene Ball mit Radius r um 2, d. h. das Intervall (2—7;247), hat einen nicht-leeren
Durchschnitt mit der Menge M: (2 —r;2+7)NM = (2;2+ 7).

Behauptung: M ist eine abgeschlossene und nicht offene Teilmenge von (R?, deyq)-
Beweis: Die Menge M ist abgeschlossen und nicht offen in (R? deq). Wir zeigen,
dass die Menge R\ M = {(z,y) € R? |z # y} offen ist. Dann folgt, nach Definition,
dass M eine abgeschlossene Menge ist. Sei (zg,70) € R\ M, d.h. xy # yo. Es

.. 2
existiert r € Ry, 7 := |29 — y0|7, so dass:

B.((z0,30)) == {(2.y) € R* | dewa((z, 1), (z0,50)) <7} CR\ M.

Das zeigt, dass die Menge R \ M offen in (R?, doyq) ist.

Die Menge M ist nicht offen, da z. B. 0 € M und fiir alle » € R, der offene Ball
mit Radius 7 um 0, auch das Komplement von M schneidet: B,.(0) N (R*\ M) # ()
(da z.B. (0,%) € B,(0) N (R*\ M) ).

Behauptung: Die Haufungspunkte der Menge M sind folgende: [1;2] U {0}.
Beweis: Wir zeigen zuerst, dass alle diese Punkte Haufungspunkte der Menge M
sind und dann, dass es keine weitere Haufungspunkte gibt.

Sei xy € [1;2]. Fiir alle r € Ry, das offene Intervall (xg—r; z¢+7) enthilt unendlich
viele Punkte von M, da es gilt: fiir xy € (1;2) enthélt (xo—r;zo+7)NM das offenes
Intervall (max{1l;z¢ — r};min{2;zq + r}); fir g = 1 ist (xg —r;z9 +7) N M =
(L;zg + r]; fir 29 = 2 ist (zg — ;2o +7) N M = (x0 — 13 2].

Die Folge (vn + 1 — \/n),en konvergiert gegen 0:

1
Jim (vin Vi) = lim NES NG

Nach Definition der Konvergenz, folgt insbesondere, dass jede Umgebung von 0 un-
endlich viele Glieder der Folge (v/n + 1—+/n) ey enthélt. Da diese Zahlen paarweise



verschieden sind, folgt dass jede Umgebung von 0 unendlich viele Punkte der Menge
M enthalt und damit ist 0 einen Haufungspunkt von M.

Sei g € R\ ([1;2] U {0}). Es existiert ein r € Ry, so dass (xg — r;zq +7) N M
endlich viele Punkte enthélt. Falls 7y < 0, kann man r := —% wahlen und falls
To > 2,7 = xOsz In beiden Fallen gilt: (xg — ;20 +7)NM = (. Falls 0 < 2y < 1,
gilt fiir r := min{%, 1_2“}, dass (zg — r;xg + ) N M hochstens ny Punkte enthélt,
wobei ng ist definiert als der Index mit folgender Eigenschaft: fiir alle n € N, gilt
[vn+1—+/n| < xo—r. Der Index ng existiert aus der Definition einer Nullfolge.




8.

Aufgabe [3=1+2 Punkte]

Sei f: C — C die Funktion definiert durch:

a)
b)

f(z) =27~
Zeigen Sie mit dem e-9-Kriterium, dass f stetig auf C ist.

Sei f :[0;1] — R die Funktion definiert durch:

x2, falls z € [0;1] N Q,
r—1%, fallsze[0;1]N R\ Q).

Bestimmen Sie alle Stellen im Intervall [0; 1], in denen f stetig ist.

Losung

a)

Sei zop € C\ {0}. Sei e > 0. Es existiert 6 := min{|z|, T |2} so dass fiir alle z € C
mit |z — zp| < 6 gilt:

lf(2) = f(z0)| = |2 - 22— 2 z_02| =z 22—z0-32+z0-22—zo~z_02]
< [2%||z — 20| + | 2012 — %07
= <|Zo| + 5)2(5 + |Zo|5(2|20| + 5) S 7|Zo|25 S E.

Die erste Ungleichung folgt aus der Dreiecksungleichung, die zweite Ungleichung folgt
aus |z — zo| < ¢ (diese impliziert mittels der Dreiecksungleichung, dass |z| < |zo| + 0).
Die vorletzte Ungleichung folgt aus § < |z|.

Behauptung: f ist stetig nur an der Stelle %

Beweis: Wir bemerken, dass l die einzige Losung der Gleichung 2= Z im Intervall
[0; 1] ist. Wir zeigen zuerst, dass an allen Stellen auier £, die Funktion f ist nicht stetig.
Sei xy € [0;1] \{2 }. Es geniigt zwei Folgen zu finden, 51e gegen xo konvergieren, so dass
die Folgen der Werten gegen unterschiedlichen Grenzwerte konvergieren. Wir wissen,
dass fiir jede reelle Zahl x( existieren eine Folge rationaler Zahlen (sei (a,)nen o eine
Folge) und eine Folge irrationaler Zahlen (sei (b,)nen S0 eine Folge), die jeweils gegen
xo konvergieren. Man kann diese Folgen wihlen, so dass alle Glieder im Intervall [0; 1]
enthalten sind. Nach der Definition der Funktion f folgt fiir alle n € N:

f(ay) = a® und f(b,) = b, — ~.

Daraus folgt, dass lim,, .o f(a,) = 3 und lim,, ., f(a,) = z¢g — %. Diese Grenzwerte
sind unterschiedlich, da nach Voraussetzung xo # % und % die einzige Losung der Glei-
chung 2?2 = x — % ist. Aus der Definition der Folgenstetigkeit von f, folgt, dass f nicht
stetig in xg ist.

Wir zeigen direkt mit dem e-9-Kriterium, dass f stetig in % ist. Sei ¢ > 0. Es existiert
§ := min{1, §}, so dass fiir alle z € [0;1] mit |z — | < 4 gilt:

-1 ()]~ {7 erehan® g e

da |22 — 1| = |z — L]z + 1| < 6(6 + 1) < 26 < e. Daraus folgt, dass f stetig in 3 ist.



9. Aufgabe [4=0,5424-0,54+1 Punkte]

a) Sei f: R — R eine Funktion und xy € R. Wie ist die Differenzierbarkeit von f in x
definiert?

b) Betrachten Sie folgende Funktion:

1
Zgin [ — fall 0
FROR, f(z) = x81n(x2), alls z >

0, falls z < 0.
i) Zeigen Sie, dass f eine auf R differenzierbare Funktion ist und berechnen Sie die
Ableitung.
ii) Zeigen Sie, dass f|r\ o} stetig differenzierbar ist.
iii) Zeigen Sie, dass f auf R nicht stetig differenzierbar ist.

Erinnerung: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sin’ = cos.

Losung

a) Siehe Definition 1.1 (Kapitel 5) aus der Vorlesung.

b) i) Es geniigt zu zeigen, dass die Einschrankungen von f auf die offenen Teilmengen
(0; +00) und (—o0;0) differenzierbar sind und dass die Funktion f an der Stelle 0
differenzierbar ist. .

Die Einschrankung fl(o.4+c0): (0;4+00) = R, fl(0:400)(x) = 2?sin (ﬁ) ist differen-
1
zierbar als Produkt von differenzierbaren Funktion (die Funktion x + sin (—2)
x
ist differenzierbar auf (0;+o00) als Verkniipfung differenzierbarer Funktionen, siche
Regeln 1.4 aus der Vorlesung). Aus der Produkt- und Kettenregel folgt fiir alle

x > 0: | ) .
f'(z) = 2xsin (;) - —cos (;)

Die Einschrankung f|_sc0): (—00;0) = R, f|(—s0)(z) = 0 ist eine konstante
Funktion und dadurch differenzierbar mit Ableitung identisch Null.

Um zu zeigen, dass die Funktion f an der Stelle 0 differenzierbar ist, betrachten wir
den Differenzenquotient fiir x # 0:

)= 50) _j@) _ fosin (l) falls 7 > 0

= = I‘Q
0 0, falls x < 0.
Da fiir alle z € R gilt: |sin(x)| < 1, es folgt, dass fiir alle z € R gilt ‘%&C(O) < |x|.
Daraus folgt, dass der Grenzwert lir%%g(o) existiert und ist gleich 0. Damit ist f
T

differenzierbar in 0 und f’(0) = 0.
Zusammengefasst haben wir die Ableitung von f berechnet als:

. 1 2 1
f/3 R — R, f/(l‘) — 27 sin ﬁ — E CcOs p , fallsx >0
0, falls =z < 0.



ii)

iii)

In i) haben wir gezeigt, dass die Einschrénkung f|g\ (o} differenzierbar ist und die
Ableitung ist gegeben durch:

1 2 1
, , 21 sin ( 2) (—2) , fallsz >0
flrgoy: R=R,  fllr\foy(7) := r r r
0, falls x < 0.

Diese Funktion ist stetig, da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist und deshalb geniigt
es zu zeigen, dass die Einschrdnkungen der Funktion auf (0;+o00) und (—oo;0)
stetig sind (das folgt direkt aus der Stetigkeit der rationalen Funktionen und der
trigonometrischen Funktionen sin und cos, unter Anwendung der Lemmata 1.2 und
1.3 aus Kapitel 4). Damit ist f|g\jo} stetig differenzierbar.

Wir zeigen, dass die Ableitung f': R — R nicht stetig in 0 ist. Daraus folgt, dass f

auf R nicht stetig differenzierbar ist.

1 2 1
Nach i), fiir z > 0 gilt: f'(z) = 2z sin (;) — —Cos (—)

T 2

1
Da fiir alle z € R gilt: |sin(x)| < 1, es folgt, dass li{% 2 sin (—2) = 0. Andererseits,
T X

2 1 . :
der Grenzwert h{l{l} — COoS (—2 existiert nicht. Um das zu zeigen, geniigt es, die
T T T

folgenden Nullfolgen positiver Zahlen zu betrachten: fiir alle n € N
1 1

Qp 1= b, =

Vo' " \/27m+§'

Dann gilt:

2 1
— cos (—) = 2V27n - cos(2mn) = 2V 27n.

n

2 1 / us U
= — )1 =2./2 Z. (2 _)_ )
b coS (bi) ™ + 5 " C0S ™ + 5 0

Daraus folgt, dass der Grenzwert li{‘% f'(x) existiert nicht. Damit ist f’ nicht stetig

in 0.



10. Aufgabe [2=0,541,5 Punkte]
Sei f:R =R, f(x):=e "
a) Berechnen Sie das Taylor-Polynom ersten Grades von f mit Entwicklungspunkt xy = 1.

b) Zeigen Sie, dass folgende obere Schranke fiir alle z € R mit | — 1| < % gilt:
|R1(.I’, 1)| < Oa 02 - 6_0’817

wobei R;(x,1) der Rest aus dem Satz von Taylor bezeichnet. Verwenden Sie dabei die
Lagrangesche Restglieddarstellung.

Losung
i) Die erste Ableitung der Funktion f ist, nach der Kettenregel, gegeben durch:
fAR=R, f(z) = 2z

Nach Definition, ist das Taylor-Polynom ersten Grades von f mit Entwicklungspunkt
xo = 1 gleich:

T(f, V() = f(1) +

(1 1 2
f!)(x—l):E—g(x—l).

ii) Die zweite Ableitung der Funktion f ist, nach der Produkt- und Kettenregel, gegeben
durch:
R R, f'(z) = (42® — 2)e ™.

Nach dem Satz von Taylor (Satz 4.2 aus der Vorlesung) gilt fiir die Lagrangesche
Restglieddarstellung folgendes:

10— 1)

R1($7 1) o1 ($ — 1)2, fiir ein 0 € (0; 1)_
Daraus folgt:

" 1 9 - 1 .
‘R1<JJ,1)| = f ( +2'(5(7 ))<I—1)2 — |2(1+9<x_1))2_1H<x_1)2|e—(1+9(;p71)) .

Da 0 € (0;1), es folgt weiter fiir alle 2 € R mit |z — 1| < 5 folgende Abschétzung:

[Ry(z, 1) < | 2 AN 1 LY’ ~(10)” < 0,02 %
=12 10 10) ° e



