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Klausur Analysis I (WS 2010/11) mit Lésungen

Vorbemerkungen: Wéihlen Sie aus den vorgegebenen Ausgaben 8 aus!
Tragen Sie am Ende in der folgenden Tabelle die Nummern der acht Aufgaben ein, die in Thre
Klausurbewertung eingehen sollen. Schreiben Sie auf jedes von ihnen abzugebende Blatt (auch
dieses) ihre Matrikelnummer!

Matrikelnummer: Name:

Aufgabe
Punkte

Jede Aufgabe bringt maximal 5 Punkte. Viel Erfolg!

Achtung: Die angegebenen Losungen waren Hinweise zum Korrigieren! Nicht alle benutzten
Teilbehauptungen sind deshalb bis ins Letzte bewiesen, wie es notig ware. Ich hoffe dennoch, dass
es Thnen hilft. BK

Aufgabe 1: (Cauchy-Folgen) 5 Punkte

Warum ist jede konvergente Folge im metrischen Raum (X, d) eine Cauchy-Folge?

Losung: Es ist d(xp, Tym) < d(zp, Z) + d(Z, ).

Wegen Konvergenz gibt es zu jedem & > 0 ein n. mit d(z,,z) < £/2 und d(Z,z,) < €/2,
falls n,m > n.. Damit ist d(x,,z,,) < € fiir hinreichend grofe n und m wie fiir Cauchy-Folgen
gefordert.

Wer dasselbe mit € und 2¢ aufschreibt, soll ebenfalls die Punkte bekommen.

Aufgabe 2: (Konvergenz in metrischen Radumen) 5 Punkte

a) Eine Folge {zp}n=12, . sei konvergent mit Grenzwert Z im metrischen Raum (X, d).

Warum ist dann fiir beliebiges z € X die Folge {d(zp,z)}n=12,.. beschrénkt in R? (3P)

b) Geben Sie eine konkrete reelle Folge an die zeigt, dass aus der Beschrinktheit jeder Folge
{d(zpn,x)}n=12,.. noch nicht die Konvergenz der Folge {xy, }n=1,2,.. folgt. (2 P)

Losung:
a) Esist d(x,,z) < d(x,,Z) +d(Z,x) <1+ d(z,x) fir (groke) n > ng. Mit
C = max{d(z1,),d(x2,T),...,d(xn,,T)}
folgt so z.B. d(zp,z) < K :=1+C +d(z,x).

b) Man nehme etwa die nicht konvergente Folge mit =, = (—1)".

Bitte wenden!



Aufgabe 3: (Grenzwertberechnungen) 5 Punkte

Welche der angegebenen reellen Folgen {zy}n=12,.. sind konvergent in R? Begriinden Sie ihre
Antwort. (Gegebenenfalls kénnen Sie einen Limes durch einen f(x)/g(x)-Limes ersetzen und die
Regel von I’'Hospital anwenden.)

a) Tn:=3n+6—+3n+1 (1P)

b) z, = (—1)"nsin(1/n) (1P)
(Hinweis: Es kann hilfreich sein, lim,_q w zu betrachten.)

¢) @, = 2 (1P)

d) Fir die Reihe 07, a, gelte

n’

L n =2k +1 ungerade;
Qa =
" 0, n=2k gerade.

Ist diese Reihe konvergent? (Begriindung) (2 P)
Losung:
a) Ty = (3n+6)—(3n+1) _ 5 0.

V3n+64++/3n+1 ~ /3n+6++/3n+1
b) Da nsin(1/n) = % und lim,, % = 1 (Vorlesung oder I’'Hospital), gilt fiir grofse n,
dass |xn41 — 5| > 1. Daher kann die Folge nicht konvergieren.

c¢) Variante 1: e™» = et = {eln = Yn — 1. Well f(z) = e bijektiv und stetig von R auf
(0, 00) ist, folgt , — 0.

Variante 2: Sei e > 0. z, < e & @ <n & ¢n=n'" < e (wegen Monotonie der

e-Funktion). Die letzte Ungleichung gilt fiir alle hinreichend grofen n (siehe Vorlesung). Also
ist der Limes Null.

= 0 nach I’'Hospital, also insbesondere x,, := w — 0.

Variante 3: limg oo lny)

d) Divergenz (indirekt): Ware die Reihe konvergent, so auch die Reihe 1 +1/3 +1/5+ ... und
damit auch die Reihe mit kleineren Summanden 1/2+1/4+1/6 + ... Damit miisste auch die
Summe beider Reihen konvergent sein, also die harmonische Reihe. Diese ist aber divergent
(Vorlesung).

Bitte wenden!



Aufgabe 4: (Stetigkeit) 5 Punkte
Es seien f und g reelle Funktionen und u = f+g, v=f —g.

a) Warum sind f und g beide stetig, wenn u und v beide stetige Funktionen sind? (3P)

b) Warum folgt die Stetigkeit von f und g nicht aus der Stetigkeit von u allein? (2 P)

(Hinweis: Geben Sie ein Gegenbeispiel an.)
Lésung:
a) Es folgt iiber f = g+ v und u = g + v + g, dass

1 1 1
g:§(u—v) und f:u—i(u—v):i(u—i—v).

Als Summe/Differenz stetiger Funktionen sind deshalb auch f und g stetig.

b) Man nehme etwa f(z) =1/ falls x # 0 und f(0) = 0 und setze g = —f.

Aufgabe 5: (Differenzierbarkeit) 5 Punkte

Warum ist f(z) = el®l nicht differenzierbar in z = 0?
(Hinweis: Nutzen Sie die Ableitung von e*.)

Lésung: Fiir h > 0 gilt e‘h‘;e‘o‘ = eh;eo mit Limes f/(0) = e’ = 1 wenn h — 0.
Fir h < 0 gilt e‘hlge‘ol = eihh_eo = —(efi;eo) mit Limes —f/(0) = —e” = —1 wenn h — 0.

Also gibt es fiir h — 0 unterschiedliche Limes der Differenzenquotienten.

Aufgabe 6: (Extremwertberechnung) 5 Punkte

Fiir welche Kantenlangen x und y hat ein Rechteck mit der vorgegebenen Diagonallinge L > 0
die grofste Flache? (Begriindung)

Losung:

1 P Vorbereitung: (z,y > 0) Flacheninhalt A = zy; Beziehung Seitenldngen und Diagonale

2?2 +y% = L? also y = VL2 — 22; betrachte A(z) = 2v/L? — 22

. _ 2
1 P 1. Ableitung: A'(z) = vV L? — 22 +x2\/L22xfm2 =VL?—22— \/h

1 P Nullstelle 1. Ableitung: A’(z) = 0 gdw. (L? — 2?) — 22 = 0 gdw. 22% = L? gdw. x =

somit y = /L2 — (L/V/2)2 = % =z

1 P 2. Ableitung: A" (z) = == 2V L2 —a?—a*(—x/VIT-27)

L.
V2’

- \/L27£B2 L27I2

1 P 2. Ableitung < 0: wg. & =y = VL2 — 22 fiir = % ist A”(%) - 1_ 212—;:22(_1) =—-4<0

S

Bitte wenden!



Aufgabe 7: (Eindeutige Losbarkeit)

Warum ist die reelle Gleichung 72 + (sin(3z — 1))? = 0 eindeutig lsbar?
Losung:

1 P Die Gleichung ist gleichbedeutend mit z = —1sin?(3z — 1) =: f(x).

1 P Wegen f/z—%[2*8111(33:—1)(:08(337—1)*3] ist |f/] < g < 1.

1 P Nach MWSatz ist damit f kontraktiv, weil |f(y) — f(z)| < |f(0)] |y — z|.

1 P Banachs Fixpunktsatz liefert die Behauptung, da

1 P X =R (laut Vorlesung) vollstandig ist.

Aufgabe 8: (Potenz- und Taylor-Reihe)

Man betrachte die Reihe z + ’5,;—? + %? + “’% +-=30 %

a) Warum konvergiert die Reihe fiir jedes reelle x?
b) Warum ist der Limes gerade sinh(z)?

Losung:

5 Punkte

5 Punkte

a) Quotientenkriterium (am einfachsten) oder Wurzelkriterium (haben wir als Ubungsaufg. be-

handelt) reicht fiir absol. Konvergenz.

b) Die Ableitungen von sinh(x) sind abwechselnd cosh(z) und sinh(z) (Vorlesung) mit Werten 1

bzw. 0 in z = 0. (1P)

Damit ist die obige Reihe die Taylor-Reihe zu sinh(z), entwickelt in a = zo = 0. (1P)

Sie konvergiert gegen sinh(x), weil fiir jedes feste z und 6 € (0,z) die Ableitung £+ (6) im

anrl

a:nJrl

Restglied R, (z) = f"*+D(0)2"— im Betrag beschréinkt bleibt und lim, . A= = 0; also

(n+1)!
lim,, 0o Rn(x) =0 gilt. (1P)

(n+1)!

Bitte wenden!



Aufgabe 9: (Komplexe Zahlen) 5 Punkte

Berechnen Sie die komplexen Ausdriicke (eventuell notige Winkel diirfen als Werte von arctan
angegeben werden):

2-3i
a) z = {7y (1P)

b) z= 3+ 4 (2 P)

c) z =sin(i) (2 P)
(Hinweis: Die obige Reihe fir sinh(z) darf benutzt werden.)

Lésung:

a) 231 — (2-30)(1—4d) _ 2-12—i(34+8) __ 10411
T+4i — (+&)(1—4) 17 - o

b) z = /3 + 4i, polartan ¢ = 4/3; ¢ = arctan(4/3), Betrag = v/25 =5
=3+4i=+5 <cos(%+%%)+isin(§+%%)>, k=0,1,2.

c) Nach Def. des Sinus (als Reihe) ist

N 2 it e 111
Sln(z):z—3—+g—ﬁ+ (1—5—1—5—?—# )—2(1+3—i— +7'—f— )
= ¢sinh(1) = %(el —e h).
Aufgabe 10: (Stammfunktionen) 5 Punkte
Berechnen Sie je eine Stammfunktion zu
a) xsin(3z) (3 P)
b) z?In(z) fiir > 0. (2 P)
Losung:
a) Setze v = sin(3z); also [sin(3z)de = —x3cos(3z) — [ —1cos(3z)dz = —Lxcos(3z) +
1 .
5 sin(3z).
Probe-Abl.: —% cos(3x) + %31‘ sin(3z) + l3 cos(3$) = xsin(3x).
b) Setze u' = 2?; also [2?In(z)dz = 323 In(z) — [ 223271 do = 123 In(z) — a3

Probe-Abl: 2 In(z) + 3 Lpdp=t — il,’$2 = 22 ln( ).



