L. [

o Qo \

Aufgabe 1: Beweise mit vollstindiger Induktion: Fiir alle n € N gilt

4
k=1

Losung :
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann gilt

i3

d ()= (-1)1=1

k=1
1+ (=)™ (@n+1) 1+43(-1)% i
4 B 4 -

Das beweist die Behauptung fiir n = 1.
Induktionsannahme: Die Behauptung ist wahr fiir n = N € N.
Induktionsschritt: Wir zeigen die Behauptung fiir n = N + 1:

N+1 N
SO =) (DM e+ ()N (N +1)
k=1 k=1

L+ (-1)N*H (2N +1)

— 3 + (-D)VH(N 4+ 1)

_ 14 (—1)N'+1(2N+ D)+ (—D)N*T2(4N +4)
_ 1+ (=DM (2N +4i) + (=1)(4N +4))
_ 1+ (=i (—(2N4+ 2+1))
1+ (—1)<N+1)§1(2(N +1)+1)

= :

Die Induktionsannahme wurde in der zweiten Zeile verwendet. Nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion ist die Behauptung richtig fiir alle n €
N. O
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Aufgabe 2: Sei n € N. Beweise die Ungleichung \

<2n) <qn |
n f

Hinweis: Man verwende nicht die Formel ("Zl) = ( kﬁl) -+ (Z)

Losung :
1. Moglichkeit: Wir verwenden wieder vollstéindige Induktion.
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann gilt

2
(1) =2 und 4' = 4.

Die Behauptung ist also wahr fiir n = 1.
Induktionsannahme: Die Behauptung ist wahr fiir n = N € N.
Induktionsschritt: Wir zeigen die Behauptung fiir n = N + 1:

(2(15:115 /(21]\\;) - (ijl\;!zLI\f)j- n %"

(2N +2)(2N +1)
(N+1)(N+1)
2N +1
=2 < 4.
N+1
Damit folgt
2(N +1) 2N N N+l
<4 <4.-47 =4 s
( N+1 ) - ( N ) 3
Hier haben wir die Induktionsvorraussetzung verwendet. Nach dem Prinzip
der vollstandigen Induktion ist die Behauptung bewiesen. O

2. Moglichkeit: Mit der binomischen Formel :

A" — 22n — (1 + 1)271
2
— Zn: (2’:') lk . 127171;
k=0

()

denn alle Summanden, die in der zweiten Zeile stehen sind positiv. O



Aufgabe 3: Zeige nur mit der Definition von Konvergenz, dass die Folge
2y/n
2y/n—1

gegen 1 konvergiert. (Bei dieser Aufgabe diirfen Sie also keine Rechenregeln
fiir lim,, .o verwenden.)

an =

Losung: Sei € > 0. Gesucht ist N € R, so dass |a, — 1] < ¢ fiir alle n > N.
Es gilt

lan~1|:‘2f_ 2\/6—1)1

2y/n -1
1
2 n—l‘
1
2yn—1’

weil der Ausdruck in der letzten Zeile positiv ist. Die Ungleichung |a,—1| <
ist erfiillt, wenn

1
2\/6—1<€

1/1
<:>—<—+1><\/E.
2 \¢

Wir haben also gezeigt, dass |a, — 1| < ¢ fiir allen > N := 1 (1 + 1)
Also gilt lim,,—,» ap = 1. O




Aufgabe 4: Bestimme den Grenzwert der Folge

B 4n? -3
| -2n2+10n 3|+ 1

all

Losung: Es gilt fiir n € N

B 4 —3/n?
| =2+10/n—3/n2| +1/n2’

ap

Nach Vorlesung ist lim,_,o 1/n = 0 = lim,,_,o, 1/0n? = lim,,_o, 1/4/n. Aus
den Rechenregeln fiir lim,,—,, folgt

lim (4 — 3/n?) =4

n—oo

lim [ —2+10/n—3/n?* =2+#0
n—oc

Insgesamt also

A an = 5 g =




Aufgabe 5: Zeige, dass die Menge

n+5
2n+1

A:]l,2]u{ neN}cR

nach unten beschrinkt ist und bestimme ihr Infimum. Hat A ein Minimum?

Losung: Wir definieren
. n+5
Iy = ———.
"oon41
Es gilt a,, > %, denn 2n+10 > 2n+1 > 0 fiir alle n € N. Offenbar ist x > %
fiir alle z €]1,2]. Also ist 1/2 eine untere Schranke von A.
Nach den Rechenregeln fiir lim,,_, o, gilt
. . 1+5/n 1
L Ny )
Sei nun z > 1/2. Wir setzten e = (z —1/2)/2. Wegen lim,,_,, a, = 1/2 gibt
es eine Zahl N € R, so dass

lan —1/2| <€
fiir n > N. Fiir diese n gilt
an = (an —1/2) +1/2

<e+1/2

z+1/2
= ) <.

Also ist x keine obere Schranke. Damit ist 1/2 die kleinste obere Schranke,
d.h. inf(A) = 1/2. Die Menge A kein Minimum weil inf(A4) =1/2 ¢ A.



Aufgabe 6: Man bestimme alle Losungen der Gleichung
B4i=0 (1)

mit z € C.
Hinweis: Benutze die geometrische Summenformel (in C).

Losung: Die geometrische Summenformel
n
= pntl — (a . b) ZakbnAk
k=0

gilt auch fiir komplexe Zahlen. Mit ihrer Hilfe erhélt man (fiir n = 2)

3 3

z3+i:z —1

= (z—i)(2+iz - 1).

Also ist z; = i eine Lésung von (1). Die anderen Losungen von (1) erfiillen
22 +iz — 1 = 0. Die beiden Lésungen dieser Gleichung sind

_—id/-1-4(-1)
<2,3 — 2

VB —i

= g




