Aufgabe 1

Wir beginnen mit einem kurzen
Lemma 1. FEs gilt fiir alle b > a > 0 und alle ¢ > 0
at < be. (1)

Beweis: Sei a, b, ¢ wie im Lemma verlangt, dann folgt aufgrund der Monotonie von Logarithmus
und Exponentialfunktion

In(a) < In(b) = cln(a) < cln(b) = @) < e

= eln(ac) < eln(bc) = ¢ < be.

(2)

Nun zur Aufgabe, sei (an)nen, € (]RJ’)N‘J

rekursiv durch ag := 2, an41 := \/a, definiert.
a): Es ist zu zeigen, dass 1 < a, <1+ 27" gilt. Wir zeigen zuerst durch Induktion, dass
a, =2°" (3)

gilt. Der Induktionsanfang ist klar, weil 227" = 2 ist. Fiir den Induktionsschritt sei n € Ny
und es gelte a, = 22", zeige dass an1 = 22 " gilt. Nach Definition gilt

tnp1 = ay = V22 =222 =92 (4)

Es gilt einerseits fiir alle n aus den natiirlichen Zahlen, aufgrund des Lemmas

A

2
"§22% <~ 1< ay.

|

1
=1
Andererseits gilt, ebenfalls aufgrund Bernoulli-Ungleichung und des Lemmas

(142 >1427"2" =2
= ((1 + 2—")2")24 > 92" (6)

<~ 1+2">a,

O
Ein alternative Losungsweg ist tiber Induktion und die Gleichung /1 +z <1+ 3.
b): Die Aussage a, "— - 1 ist so definiert:
Ve >03IN eNygVm > N :a, — 1] <e. (7)
¢): Seie >0 und N = [?A?;?J + 1, dann gilt fiir alle m > N
G — 1] <142 —1=2""< 27N
~in(e “n(e 8
:2_(L lrll(;)>J+l) S27ﬁ71:g<5’ ( )
wobei fiir die erste Ungleichheit in der zweiten Zeile die Eigenschaften der Gauklammer
verwendet wurden. O
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(a) Seien x,y € R beliebig gegeben. Nehme 0.B.d.A. an, dass |z| < |y|. Es gilt

T4y < 2yl
(14+22)(1+y?) |~ 1+y*

(9)

Wir unterscheiden zwei Félle. Falls einerseits |y| < 2, dann gilt, dass (9) durch 4 be-
schriankt ist. Falls dagegen |y| > 2, so ist

2l 2l _
L4y y lyl
In beiden Fallen ist S beschrankt.

(b) Eine Funktion f : R — R heifit gleichmdfig stetig, wenn gilt

Ve>030>0Vz eRVyeR: (Jlz —y| <d=|f(z) — fly)| <e).

c¢) Sei € > 0 Wir wihlen 6§ := £ > 0. Dann gilt fiir z,y € R mit |z — y| < §, dass
S

B S S U e IR Ve B VR RO
S T ] I e T R (R () A
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a):

Sei s € C mit Re(s) > 1. Es ist zu zeigen, dass die Reihe

=y n* (10)

konvergiert. Sei n € N, dann gilt fiir das n-te Glied der die Reihe definierenden Folge

—sln(n)| _ €7RC(S) In(n)—iIm(s) In(n)

] =e

‘ —Re(s) In(n) ,—~ilm(s) In(n)

(11)

‘ —Re(s) In(n)

’ —iIm(s) In(n)

e—Re( s)In(n) _ n—Re( s)

Also gilt fiir die jede Partialsumme bis zu einem gegebenen N € N

N
> n
n=1

die Partialsummen konvergieren also. O

N N
<D= 2 on ) < ¢ (Re(s)), (12)

: Sei fiir jedes p € N eine Folge (ap.,)nen € CY mit den folgenden Eigenschaften gegeben.

Es existiert eine Folge (bn)nen € CY und eine Folge (¢,)nen € (R*)N, sodass
vn € Ng lim ap, = by
pP—00
Vn e NgVpeNg:lapnl <cp

o0
E Cp < 00
n=0

gilt. Dann gilt auch

plir&; apn = nz::lplig& Qpn = ; by,. (14)



c): Sei (a;)ien, € CNo mit Re(a;) > 1 fiir alle | € Ny. Nehme an, dass die Folge (a;)en, gegen
b € C mit Re(b) > 1 konvergiert. Dann existiert inf{Re(a;) | | € Ng} := c. Gliedweise
gilt dann

ln~*| <n° (15)

mit der gleichen Rechnung wie in der ersten Teilaufgabe. Die Folge (n™°),, oy ist also die
vom Satz der dominierten Konvergenz geforderte Majorante, denn es gilt auch

Zn‘c =((c) < 0. (16)
n=1

Insgesamt vertauschen also der Grenzwert mit der Reihe in der folgenden Rechnung

hm ¢ (ar) i a 2 i ll;r(r)lo n~% = in‘b = ((b). (17)
n=1 n=1 n=1

O
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(a) Es gilt tg = 0. Zum Zeitpunkt ¢,, ist der Jager noch 1000 — ¢,, Meter von der Hiitte
entfernt. Um diese Strecke bis zur Hiitte zuriickzulegen braucht der Hund genau %
Sekunden, was zur Rekursion

1000 — t,,— 1

Spo=tp1 + ———"=L = ¢, 1 +500, n>1
2 2

fithrt. Zum Zeitpunkt s,, dagegen steht der Jager noch 1000 — s,, Meter von der Hiitte
entfernt und die beiden laufen aufeinander zu. Da der Hund mit doppelter Geschwindig-
keit lduft, muss der Jiger genau ein Drittel ebenjener 1000 — s,, Meter zuriicklegen, bis
das néchste Treffen erfolgt. Dies fiihrt zur Rekursion

1000 — s, 2 1000

n:n 7:777, e 2]-
Sn + 3 3s—|— 3 n

(b) Das Einsetzen der Rekursion fiir s,, in die Rekursion fiir ¢,, fiihrt zu

1 1000 1 2000
t, = - —tp_ —
3 -1 + - 500 + 3~ 3 + 3

Diese Rekursion lésst sich leicht induktiv zu einer Summe auflésen und ergibt

- (3"

n k
O 0 1 1
E = 2000 E ( ) — 20000 = 2000 - ———=—=——
k=1 k=0 1

T 2000
3

3n+1> — 2000 = 1000 - (1 — 37").

Setzen wir nun diese explizite Form in die Rekursion fiir s,, ein, so erhalten wir

1



