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KLAUSUR: LOSUNGEN

1. Wir beweisen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir n =1, denn 3 =2 4 1.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Behauptung gelte fiir ein n € N. Dann
n+1

S 4i-1) = (Z(4i—1)>—|—(4(n—|—1)—1):2n2—|—5n—|—3:2(n—|—1)2+(n+1),

i=1 i=1 An+3

2n2+n
also gilt die Behauptung auch fiir n + 1.
Mit vollsténdiger Induktion folgt die Behauptung fiir alle n € N.

. Sei (an)nen eine reelle Folge. Wir betrachten die Menge von Indizes
M :={neNlay <a,Vn' >n}.

Ist M unendlich, so existiert eine streng monoton wachsende Folge (ny)ren natiirlicher
Zahlen, die in M liegen. Die Teilfolge (a,, )ren ist dann monoton fallend.

Ist andererseits M endlich, so existiert eine strikte obere Schranke ng € N fiir M,
dh n < ng fiir alle n € M. Weiter existiert nach Definition von M eine Funktion
¢ :{n € N|n >mne} = N, so da ¢(n) > n und agny > a, fir alle n > ng. Die
Teilfolge (agk(ny))ken ist dann (sogar streng) monoton wachsend.

. (a) Es gilt
i _ 1, 1
limﬂ: i 1_$+x_13:xll>gloo(l $2+x3):1
z x r—400 T T
(b) Es gilt
: _ 2z
lim e’ im L™ = xglf"o(l ) =
400 €7 4 e wotoo | 72 lim (14 e2%)
T—+00
und analog
et _ % €2x -1 zgr—noo(ezr — 1)
lim —— = lim = -1
z——o00 ¥ 4 7% zo-oc0 €2¥ 4 1 lim (e?* +1)



4.

c) Wegen e < 3 ilt3z>ez>ﬁﬁirm>0,unddamit
(c) Weg g o

0 3 x? 4!
<<=
3T at/4l oz
Aus lim % = 0 folgt mit dem Einschniirungsprinzip, dafl lim Z’—i =0.
T—00 T—>00
(d) Mit der Substitution t = x — 7 bzaw z = t 4 § wird
s sin(t + %) cost t
(x——)-tanx:t- =t- — = ——— - CcOos .
2 cos(t + %) —sint sint
Es gilt
int int —sin0
lim ot = lim o — in(0) = cos 0 = 1 (1)
t—0 t t—0 t—20

wegen der Differenzierbarkeit des Sinus und sin’ = cos, also

. t . sinty\ -1
lim — = <hm —) =1
t—0 sin t t—0

wegen der Stetigkeit der Funktion u +—» % an der Stelle u = 1. Weiter gilt

limcost =cos0 =1
t—0

wegen der Stetigkeit des Kosinus. Es folgt

lim <:U — g) -tanx = lim<—L . cost) = —<lim L) . (hmcost) = 1.

=T t=0\ sint t—0sint t—0

Bemerkung: Man kann fiir Schritt (1) auch die Regel von de L’Hopital benutzen:

Da limsint = 0 und lim¢ = 0, sowie (f)’ = 1 # 0 fiir alle ¢, erhélt man
t—0 t—0

limy = lim&St =cos0 = 1.
t—0 t t—0 1
(a) Fiir |a] > 1 gilt |a"| = |a|® > 1. Damit ist (a,)nen keine Nullfolge und die
unendliche Reihe Y > a™ divergiert.
Sei nun |a| < 1. Dann gilt fiir die Partialsummen

N 1_aN+1 1
n = —
Za 1—a 1—a

n=0

fiir N — oo, denn @™t — 0. Daher konvergiert die unendliche Reihe Y >7 ja™
in diesem Fall und hat die Summe

o0 . 1
Swe it

Die Konvergenz ist absolut, denn gleichermaflen konvergiert ">, |a|™.




(b)

Fiir |a| > 1 gilt [@”’] = |a/* > 1. Damit ist (¢"),en keine Nullfolge und die
unendliche Reihe )7 a” divergiert.

Falls |a| < 1, so |a|” < |a|* fiir alle n € Ny und die geometrische Reihe
Yoo o la|™ ist eine konvergente Majorante fiir die Reihe > a™, die daher in
diesem Fall absolut konvergiert.

.. . 2 3 Inn 2 1 .. . .
Fir .n > 2gilt n®+1 < 2n°, als.o Tnorl > R Daher kor‘men wir File
Partialsummen von unten durch die Partialsummen der harmonischen Reihe

abschétzen,
Yoan ln 72 I
LS DI

Also divergiert die Reihe, weil die harmomsche Relhe divergiert.

Die Folge ( L )nGN ist eine monoton fallende Nullfolge. Daher impliziert das
Leibnizkriterium, daf die Reihe )7, e f ~ konvergiert.

Sie konvergiert jedoch nicht absolut, dh die Reihe > 7 \F konvergiert nicht,
denn sie majorisiert die harmonische Reihe Y >7 | 1 -, die ja divergiert.

Sei zunédchst f L-Lipschitz stetig. Dann gilt fir z¢,x € (a,b) mit x # x, dafl
1f(z) = f(m0)] < L |z — x|, also |[L2=@0)) < [ Es folgt
T—x0

|f'(x0)] = | lim F@) = o) | _ gy | 2) = f(20)

T—rTQ xXr — :EO T—rITQ T — Q’jo

< L.

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dafl |f’| < L auf (a,b). Fir a < x; <25 <b
liefert der Mittelwertsatz dann ein & € (21, 25) mit f/(€) = L&/ gy folgt,

Tro—x]

|[f(@2) = f(@)] = [f(©] - |w2 — 21| < L+ |y — m1].
Also ist f L-Lipschitz-stetig.

Auf kompakten Intervallen definierte stetige Funktionen sind gleichméfig ste-
tig. Also ist die Einschrénkung g, gleichméBig stetig. Daraus und aus der
gleichméBigen Stetigkeit von g 10y folgt, daf zu jedem € > 0 ein 6 > 0 exi-
stiert mit der Eigenschaft: Falls z1, 25 € [a, ] oder xq, 29 € [¢, +00), und falls
auBerdem |z —x5| < 0, 50 [g(z1)—g(x2)| < §. Es folgt dann fiir z1, 25 € [a, +00)
mit |z, —xs| < J, daB |g(x1)—g(x2)| < €. Denn oBdA sei 21 < 5. Zu betrachten
bleibt nur der Fall, dal z; < ¢ < x5 und hier gilt

l9(21) = g(@2)] < |g(x1) — g(c)| + |g(c) — g(a2)] <e.

' v

€ €
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Also ist g gleichméfig stetig.
Die Wurzelfunktion ist auf (0, 00) differenzierbar mit Ableitung w'(z) = ﬁi

Die Ableitung w’ nimmt auf dem Intervall (0,1) beliebig grofie Werte an, da
w'(z) = 4o0o fiir £ N\ 0. Andererseits ist w’ auf (1, 400) beschrinkt, denn dort
gilt 0 < w' < % Nach (a) ist w also %—Lipschitz—stetig auf [1,+00), jedoch nicht
Lipschitz-stetig auf [0, 1].

Letzteres impliziert, dafl w auch auf ganz [0, +00) nicht Lipschitz-stetig ist.

Die Lipschitz-Stetigkeit von w auf [1, +00) liefert, dal w dort gleichméafig stetig
ist. Mit (b) folgt weiter, dal w auf ganz [0, +00) gleichméfig stetig ist.



6. Falls f = 0, so gilt die Behauptung trivialerweise. Andernfalls existiert zy € R mit
f(zo) = yo > 0. Es sei 0 < € < yo. Weil nach Annahme lim, , ., f(z) = 0 =
lim, , o f(x), existiert > 0, so daf} f(z) < e fiir |x| > r. Insbesondere |zq| < r.

Die stetige Funktion f nimmt auf dem kompakten Intervall [—r, r| ein Maximum
f(m) an. Sein Wert sei M. Dann M > yo > €. Also ist das Maximum von f auf
[—r, 7] auch ein globales Maximum fiir f auf R.

7. Wir setzen f(z) = x° + 42 und zeigen, daf die Abbildung f : R — R bijektiv ist.

Als Polynom ist f stetig und differenzierbar. In Anbetracht von f(z) = (2* + 4)x
und z* 4+ 4 > 4 gilt fiir beliebiges r > 0, daB f(—r) < —r < r < f(r). Mit dem
Zwischenwertsatz folgt, daf f alle Werte in [—r, r] annimmt. Also ist f surjektiv.
Fiir die Ableitung von f gilt f/(z) = 52*+4 > 0. Also ist f streng monoton steigend
und damit auch injektiv.

8. (a) Die Funktion

Inz

fla) =% ="

auf R ist als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Thre Ablei-
tung ergibt sich mit Ketten- und Quotientenregel als

fla)y=e (ln_x)/ - <1 —in:z;>

T T

Das Vorzeichen von f’(x) wird also vom Vorzeichen von 1 — Inz bestimmt. Es gilt

>0fir0O<z<e,
f(z) < =0 fiir x = e,
< 0 fir x > e.

Also steigt f streng monoton auf (0,e] und féllt streng monoton auf [e, +00). Ins-
besondere hat f ein globales Maximum bei e mit f(e) = e'/c.

Wegen limg\ o 22 = —oo und limy, o € = 0 gilt lim,~ o f(z) = 0, also f((0,¢]) =
(0, "/ ¢]. Weiter gilt wegen lim,_, 4 I“Tg” = 0 und der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion, daB lim, . f(2) = € = 1, also f([e, +00)) = (1,¢e'/¢]. Insgesamt erhalten
wir, daB8 f((0, +00)) = (0, ex].

(b) Die Ungleichung 2 > 2 ist dquivalent zu 2'/2 > 2/* bzw 414 > 2'/*. Letztere
Ungleichung gilt fiir x > 4, weil f auf [4,+00) C [e, +00) monoton fillt, siehe (a).

9. Siehe Vorlesung.



