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1. Die folgenden Teilaufgaben bauen teilweise aufeinander auf. Sie diirfen die Ergebnisse vorhergehender Teil-
aufgaben auch dann verwenden, wenn Sie diese nicht gelost haben

(a) Es seien z € R und n € Ny. Definieren Sie im untenstehenden Feld den Binomialkoeffizienten (7). Sie

. N
o)
diirfen dabei eine Definition mit einer einzigen Formel oder alternativ eine Rekursionsvorschrift angeben
Definition von (I)

n.

T 1 =
(n) = [[@-k+1).
T k=1
Alternativ rekursiv:

Rekursionsanfang: (m) := 1, Rekursionsschritt: (nil) = niﬂ(zgl) oder leicht variiert auch: (
le( ) fiir n € Ny.

nf—l) =

Beweisen Sie im untenstehenden Feld die folgende Formel fiir alle n € Ny

2n -1
= (—4)" 2
()= ()
Beweis der Formel (1):

Vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang, n = 0:

(7)== ()

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € Ny gegeben, und es gelte die Formel (1) fiir dieses n

Induktionsschritt: Zu zeigen ist:
2(n+1)\ _ (—gyrH -1
n+1

n—+1
Hierzu rechnen wir:

(2(:;11)) ,ﬁ 2(n+1) — k +1]

(Def. des Binomialkoeffizienten)

1 2n+1)-2n+1) 7%

(Faktoren zu k = 1, 2 abgespalten,
(n+ 1)! n+1 g[Q(n+ 1) =k +1] Faktor zu k = n + 2 erweitert)

1 n
=3 1 ﬁ 1;[ [2n —1+1] (gekiirzt, Indexshift & =1+ 2)
o+ D (2n

) (nochmal Def. des Binomialkoeffizienten)
n

n—+ 1
4 _1
= 1 2 (I.V. verwendet)
1 1
_ ( 4)n+1 —3 nNf—3
n+1 n

1

= (4)”+1< _4-21) (Rekursionsgleichung fiir Binomialkoeffizienten verwendet)
n
Das war zu zeigen. O

(c) Beweisen Sie im untenstehenden Feld, dass die Potenzreihe

f(z) = 2 <2:> 2"

(2)

fiir alle z € C mit |z| < 5 in C konvergiert. Der Konvergenzradius der binomischen Reihe soll bei diesem
Beweis nicht als bekannt vorausgesetzt werden



Beweis:
Es gilt fiir n € Ny nach der binomischen Formel

0< (277;) §i<2£):(1+1)2”:4"

k=0

)

Die Potenzreihe f(z) wird also durch die wegen 4|z| < 1 in R konvergente geometrische Reihe

also fiir |z| < 1:

< (42)"

o0

PRCENS

n=0

majorisiert und ist daher selbst in C konvergent.
Alternative: Fiir n € Ny gilt nach der Rechnung in 1(a):

Crrl) =2 () < () =)
)]zl

Wegen 4|z| < 1 (gleichméBig in n) konvergiert die Potenzreihe fiir f(z) daher nach dem Quotientenkri-
terium. O

also fiir |z < 1/4:

< 4z

Geben Sie die Formel fiir die binomische Reihe an. Quantifizieren Sie auch alle darin frei vorkommenden
Variablen. Gemeint ist die unendliche binomische Reihe, nicht die binomische Formel.

Binomische Reihe:
(I+z) =3 (3)a" fir -1 <z <1lundseC.

n=0
Welchen Wert besitzt die Potenzreihe f(z) aus Formel (2) in Teilaufgabe 1(c) fiir z € R mit |z| < 17
Schreiben Sie die Antwort in moglichst vereinfachter Form in das folgende Feld. Bei dieser Teilaufgabe
ist keine Begriindung verlangt.

f(2)=(1—42)"Y? fir » € R mit |2] < % 3)

Formulieren Sie im untenstehenden Feld den Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen.

Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen: A
Es sei (a,(f))n,ieNO eine Doppelfolge in [0, +00], so daf fiir alle ¢ € Ny die Folge (agf))neNo monoton steigt.

Dann folgt
; E (1) — E ; (4)
nhm . Oan . Onhm a,’, (4)

wobei die Grenzwerte in [0, +00] zu verstehen sind.
Welchen Wert in R U {400, —oo} besitzt die folgende Reihe?

A= i (2”) 4n (5)
n=o \ "
Schreiben Sie den Wert in moglichst vereinfachter Form in das folgende Feld:
A = +o0 (6)
Beweisen Sie Thre Antwort im folgenden Feld:

Beweis der Formel (6):

Wir wihlen irgendeine monton steigende Folge (zj)reny mit Werten in [0, %[ mit limg_ o0 25 = i, zum



Beispiel zp, = %(1 - %) Dann ist fiir jedes n € Ny die Folge ((2:) z}j)keN monoton steigend mit nicht-

negativen Werten und gegen (2:)4’” konvergent. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz und
Formel (3) folgt:

o0

n > /o
A: li nzl nzl 1—-14 —1/2:
S () k;ff;o;o <n) i (1 — dz) oo,

n=

da1—4z, |0 fiir k— cound 272 — 400 fiir | 0. O

2. Es sei (fn)nen eine Folge von Abbildungen f,, : R — R und f : R — R eine weitere Abbildung. Es gelte:

2(a)

Ve e RVe>0ImeNVn>m: |fu(x)— f(z)| <e (7)

Mit welchem mathematischen Begriff wird die Aussage (7) benannt? Schreiben Sie die Antwort in das
folgende Feld:

Aussage (7)
fn konvergiert fiir n — oo punktweise gegen f.

Beweisen Sie im untenstehenden Feld: Erfiillt die Folge (f,)nen die Aussage
Ve>030>0VneNVe e RVyeR : [lx—y| <d = |fulx) — fnly)| <¢] (8)
und gilt die Aussage (7), so folgt:
Ve>030>0Vz eRVyeR : [z —y|<d = |f(zx) — fly)| <] (9)

Achten Sie beim Beweis besonders auf eine logisch korrekte Darstellung, insbesondere auf den korrekten
Umgang mit Quantoren und die Einfithrung freier Variablen in der richtigen Reihenfolge.

Beweis der Implikation “Aussage (8) A Aussage (7) = Aussage (9)”:

Wir nehmen die Aussagen (8) und (7) an. Nun sei ¢ > 0 gegeben. Wir wéhlen zu ¢ = ¢/3 unter
Verwendung der Annahme (8) ein ¢ > 0, so dass gilt:

3

VneNVzeRVYyeR : [|[z—y|<d :>\fn(x)—fn(y)|<3] (A1)
Nun seien z,y € R mit |z — y| < § gegeben. Zu zeigen ist nun:
[f(x) = fly)l <e
Wir wihlen zu x und ¢ = ¢/3 unter Verwendung der Annahme (7) ein m, € N, so dass gilt:
Vo> m,: |fa(e) - f@)] < 3 (A%)

Ebenso wéhlen wir zu y und € = ¢/3 unter Verwendung der Annahme (7) ein m, € N, so dass gilt:
€
Vn>my |faly) ~ S)] < 5 (Ay)

Nun setzen wir n = max{n,, n,} € N. Wegen Aussage (A1) und |z — y| < J schlieBen wir

@) = Tl < 5,

und mit den Aussagen (Ax) und (Ay) schliefen wir

fal@) = J@)| <5 wd(ful) - f)] < 5.
Mit der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung:
@) = SO < 1fal@) = F@)] + @) = Fa) +1Faly) — F@) < S+ 5+ 5 =<



2(c)

3. 3(a)

4. 4(a)

Mit welchem mathematischen Begriff wird die Aussage (9) benannt? Schreiben Sie die Antwort in das
folgende Feld:

Aussage (9) -
f ist gleichméBig stetig

Formulieren Sie im untenstehenden Feld eine Version des Haupsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. Dazu gehort auch die Darstellung der Voraussetzungen des Satzes.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Erste Version:
Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist

F:la,b] = R, F(m):/xf(t)dt

differenzierbar (einseitig differenzierbar am Rand) und es gilt F = f-

Alternative:

Zweite Version:

Es sei F : [a,b] — R stetig differenzierbar, d.h differenzierbar mit stetiger Ableitung (einseitig differen-
zierbar am Rand). Dann gilt:

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a).

Berechnen Sie
d exp(2z) dt
= — — 10
s@= g | e (10)

fir « > 0. Schreiben Sie das Ergebnis ohne Integralzeichen in moglichst vereinfachter Form in das
folgende Feld:

)= =% (1)

Begriinden Sie IThr Ergebnis (11) im folgenden Feld:
Es sei F :]1,4+00[— R eine Stammfunktion von 1/logt, ¢t > 1. Insbesondere gilt F’(¢) = 1/logt. Nach
dem Hauptsatz (zweite Version) gilt fiir z € R:

exp(2x) dt
[ e = e - R
exp(x) 10gt
und daher
d [er) g B de?® de” 2¢2 e” e _ o7

il F/ 2x _ F/ x
T (€™) - — F(e”)

logt dr loge2®  loge® T

exp(a)
O

Stellen Sie sin z fiir x € R im folgenden Feld (12) als Linearkombination in C von Werten der komplexen
Exponentialfunktion dar.

e
i = 12
sinz 57 (12)

Es sei k € Z. Es bezeichne i die imagindre Einheit in C. Welchen Wert besitzt das Integral in der
nachfolgenden Formel (13)? Schreiben Sie die Antwort soweit wie moglich vereinfacht in die Antwortfelder
in Formel (13). Unterscheiden Sie dabei zwei Fille.

T . w, fallsk=0
/0 exp(2ikx) dx = { 0, falls k € Z\ {0}. (13)

Es ist keine Begriindung zu Formel (13) verlangt.
Platz fiir Rechnungen zu Formel (13):



5. 5(a)

Begriindung von Formel (13) (nicht verlangt):
1. Fall: k = 0. Hier ist der Integrand konstant gleich 1, und es folgt

/ exp(2i - 0z) dx = / de =m.
0 0
2. Fall: k € Z\ 0. Hier gilt

T 2ikx)]” 2mik) -1 1-1
/ exp(2ikz) do = [exp(zm)} = exp(2rik) = =0.
0 =0

2ik 2ik 2ik
O

Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Welchen Wert besitzt das Integral in der nachfolgenden For-
mel (14)7 Schreiben Sie die Antwort soweit wie moglich vereinfacht in das Antwortfeld in Formel (14).

/O "sin(nz) o (14)

simx

Hinweis: Es ist hier zweckméfig, den Sinus mit der komplexen Exponentialfunktion darzustellen und
dann den Integranden mit einer geometrischen Summe auszudriicken.

Begriinden Sie Ihr Ergebnis in Formel (14) im folgenden Feld:

Begriindung von Formel (14):
Es gilt fiir 0 < x < 7

. ; i ; n—1 n—1
sm(nx) _ einT _ o—inz _ ei(l—n)r e2inr _ 1 _ ei(l—n)I Z ezikz _ Z el’(2/€+1—”)m

sin z e — e~ ez — 1 poars
Es folgt:

5111 nx) et iy

ei(2k+l—n)m dr = / z(2k+1 n)x dr = - =,
[ e[ X > 5 o =

wobei wir Formel (13) verwendet haben, sowie die Tatsache, dass fiir genau ein k € {0,...,n — 1} gilt:

2k 4+ 1 = n, weil n eine ungerade natiirliche Zahl ist. O

Es sei f : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, definiert auf einem offenen Intervall 1. Weiter
selen z,y € I und m € Ny gegeben. Formulieren Sie im untenstehenden Feld (15) die Taylorformel fiir
f(y) bei Entwicklung um die Stelle = bis zur Ordnung m. Geben Sie auch im Feld (16) eine quantitative
Darstellung des zugehorigen Restglieds an. Landausymbole gelten hier nicht als quantitative, sondern
nur als qualitative Darstellung.

Taylorformel:
=R (x X
Z — )" + Ry o f(y) (15)
k=0
quantitative Restglieddarstellung:
f(m“) Fr () 1
m . —t m dt —J 7\ _ m— 16
o= [ Pt = e =) (16)

fiir ein geeignetes & zwischen x und y.
Beweisen Sie im untenstehenden Feld, dass fiir alle n € N gilt:

0< L logn+1)+logn < — (17)

<~ —log gn < 5o

Hinweis: Es wird empfohlen, die Logarithmusfunktion mit der Taylorformel um die Stelle = n bis zur
Ordnung m = 1 zu entwickeln, an der Stelle y = n + 1 auszuwerten und das Restglied abzuschétzen.
Beweis der Formel (17):
Fiir f(y) =logy, y > 0 folgt: f'(y) = 1/y, f""(y) = —1/y? und daher mit der Taylorformel fiir x,y > 0:
(y — =)
282

logyzlogm—i—y_x—
x



mit geeignetem ¢ zwischen y und z. Im Spezialfall y = n 4+ 1, x = n folgt:

1

1
I 1) =1 - —
og(n+1) ogn—l—n 262

fiir geeignetes £ € [n,n + 1]. Anders geschrieben:

1 1
% = —log(n+1)+1logn
Nun gilt fiir solch ein € € [n,n + 1]:
1 1
O - -
2¢2 2

also die Behauptung (17). O

Beweisen Sie im untenstehenden Feld, dass die durch

—

Cp :=—log(n+1) z”:%

definierte Folge (Cy,)nen, in R konvergiert.
Hinweis: Es ist sinnvoll, hier die Formel (17) zu verwenden.

Konvergenzbeweis:
Gegeben n € Ny, schreiben wir —log(n + 1) in der folgenden Form:

—log(n+1)=—1log(n+1)+logl = Z[— log(k + 1) + log k].
k=1

Es folgt:

"1
Z%—log (k+1) + log k]
k=1

(19)

Der k-te Summand in dieser Summe ist nach Formel (17) nichtnegativ und durch ﬁ beschrinkt.

Insbesondere majorisiert die in R konvergente Reihe

1
3¢ = kZ:O 2k =
die Reihe -
Z[% —log(k + 1) + log k.
k=1

Die letzte Reihe konvergiert daher ebenfalls in R. Wegen Formel (19) bedeutet das genau die Konvergenz

der Folge (Cp)nen, in R. O



