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Bitte schalten Sie Thr Mobiltelefon aus und legen es nicht auf den Tisch; legen Sie bitte Ihren
Personalausweis oder Reisepass sichtbar auf den Tisch. Bitte tiberpriifen Sie, ob Sie 6 Aufga-
ben erhalten haben. Schreiben Sie bitte nicht in den Farben rot oder griin. Schreiben Sie auf
jedes Blatt Thren Nachnamen und Vornamen. Lisen Sie bitte jede Aufgabe auf dem dafiir
vorgesehenen Blatt. Falls der Platz nicht ausreicht, verwenden Sie bitte die leeren Seiten am
Ende und vermerken dies auf dem Angabenblatt der entsprechenden Aufgabe. Bitte achten Sie
darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

Sie haben 105 Minuten Zeit, um die Klausur zu bearbeiten. Erlaubte Hilfsmittel: Ein
Spickzettel (maximal Grofse DIN A4, nicht beklebt), eine gebundene abiturzugelassene For-
melsammlung, in die keine Zusétze hineingeschrieben wurden. Schreibstift, Radiergummi, kein
eigenes Papier. Losungen: Rechnungen und Beweise sollten mit allen Zwischenschritten klar
aufgeschrieben werden. Resultate ohne hinreichende, folgerichtige Begriindungen werden nicht
akzeptiert. Falls sich Ergebnisse in Form von Briichen, Wurzeln oder Ahnlichem ergeben, so
lassen Sie sie in dieser Form, und versuchen Sie nicht, sie als gerundete Dezimalzahlen zu
schreiben.

Viel Erfolg!

Aufgabe Bl /B2 |B3|B4|B5|B6| X
max. Punkte | 20 | 15| 15 | 15| 15 | 20 | 100
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Aufgabe B 1. [20 Punkte]

Vereinfachen Sie in (a), (c¢), (d) soweit wie moglich, und schreiben Sie die Zahl in (b) in der
Form z+iy mit z,y € R (aus der Vorlesung bekannte Formeln und Grenzwerte diirfen Sie ohne
Beweis benutzen):

(a) (5 Punkte)
|((sin4)? 4 (cosi)?) (=2 +)|?

(b) (5 Punkte)

(c) (5 Punkte)
lim cos (1 arctan (e”))

n—oo n

(d) (5 Punkte)

Losung:
(a)

(b)

/1 i 1 1 T+: 18 12
2 375) i T T Tt
K 273 273 1773
(c) Es ist lim,,_,o + arctan (e”) = 0, da arctan (e") beschrinkt ist: —2 < arctan (¢") < 2. Also

1
lim cos (— arctan (e" ) cos etle (hm — arctan (e )) = cos0 = 1.
n—00 n n—oo N,
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Aufgabe B 2. [15 Punkte]

Betrachten Sie die Funktion f: RT — R, f(z) := (az)™, a € R". Finden Sie eine Formel fir
die n-te Ableitung von f, n € N, und beweisen Sie sie mit einem Induktionsbeweis (aus der
Vorlesung bekannte Ableitungen diirfen Sie dabei natiirlich ohne Beweis benutzen).

Losung:

Man berechnet
@) =ar (@), f(z) = a*r (7 — 1) (az)™ 2,
und erhalt daraus die Vermutung

vV o RY R, fM(2) =a" (Tﬁ(w - k)) (ax)™ ™.

neN
Beweis der Vermutung mit Induktion:

Induktionsverankerung (n = 1): Fiir n = 1 ergibt sich die Aussage

0

PR —R, f(z)=ar(ax)" ' =a (H(ﬂ' - k:)) (az)™ !,

k=0

welche wahr ist. Fur den Induktionsschritt sei n € N. Unter Annahme der Induktionsvoraus-
setzung (™ (z) = a” ( (T — k)) (axz)™", erhilt man

O R R, (f0) () ( (f[m - k)) <am>”>

k=0
=a-a" (mr—n) (f[(ﬂ' — k)) (az)™ "t
k=0
=0 (f[(w - k)) (aa)™ ),

was zeigt, dass die Aussage auch fiir n + 1 gilt und somit den Induktionsbeweis abschliefst.
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Aufgabe B 3. [15 Punkte]

Betrachten Sie die Menge
M:={2€C: z=ni,ne N}

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen (Ergebnisse der Vorlesung diirfen Sie
dabei natiirlich ohne Beweis benutzen):

(a) (b Punkte) M ist beschrankt.
(b) (5 Punkte) M ist abgeschlossen.
(c) (5 Punkte) M ist kompakt.

Losung:

(a) M ist nicht beschrankt: Ware M beschriankt, so gidbe es u € RT so, dass {|z]: 2 € M} C
[0, ). Wéhle n € N mit g < n. Dann ist fiir z = ni € M: |z| =n > p, also |z| ¢ [0, u]. Somit
kann M nicht beschrankt sein.

(b) M ist abgeschlossen: Sei (zg)ken eine Folge in M mit « := limy_, 2 € C. Wegen

—w| >
szeM (z#£w = |z—w|l>1),

folgt

3 V z,=Ni=aq.
NeN k>N

Insbesondere ist & € M und M ist abgeschlossen.

(c) Da M nicht beschrénkt ist, ist M auch nicht kompakt.
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Aufgabe B 4. [15 Punkte]

Betrachten Sie die Funktion

1 fir x =0,
+ 3 fiir z €]0, 1].

f:00,1] —R, f(z) ::{

M

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen (Ergebnisse der Vorlesung diirfen Sie
dabei natiirlich ohne Beweis benutzen):

(a) (4 Punkte) f ist streng monoton.
(b) (4 Punkte) f ist injektiv.
(c) (7 Punkte) f ist konvex.

Losung:

(a) Wir zeigen, dass f streng monoton fallend ist: Die Funktion g :]0,2[— R, g(z) = —% + 3
ist differenzierbar mit ¢'(x) = —% < 0. Somit ist g streng monoton fallend. Da f mit g auf ]0, 1
ibereinstimmt, ist auch f auf ]0,1] streng monoton fallend. Sei nun z; := 0 und z, €]0,1].

Dann ist
1 1 T2

f(xl):1>§>§_§:f($2)-

Somit ist f auch auf [0, 1] streng monoton fallend.
(b) f ist injektiv, da f streng monoton fallend ist.
(c) Wir zeigen, dass f konvex ist. Zunéchst gilt fiir die Funktion g aus (a), dass ¢ =0 > 0, so

dass g konvex ist. Da f mit g auf |0, 1] ibereinstimmt, ist f auf |0, 1] konvex. Sei nun x; := 0
und x5 €]0,1]. Dann ist fiir alle A € [0, 1],

A= fQar 4+ (1= Naa) = f((1 = Nap) = —@ + %
Bim Ao + (= Nt =2+ (1= (<24 5) =-S5 4 2 2

Da A < B gilt, ist gezeigt, dass f auch auf [0, 1] konvex ist.
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Aufgabe B 5. [15 Punkte]

Wir nennen eine Menge C' C R konvex genau dann, wenn

V YV da+(1-\NbeC.

abeC Ae[0,1]
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(a) (10 Punkte) Beliebige Durchschnitte konvexer Teilmengen von R sind wieder konvex.
(b) (5 Punkte) Beliebige Vereinigungen konvexer Teilmengen von R sind wieder konvex.
Losung:

(a) Sei I # () eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes i € I sei C; eine konvexe Teilmenge von

R. Wir zeigen, dass dann auch
=G

iel
eine konvexe Menge ist: Seien a,b € C' und A € [0, 1]. Dann gilt
A a, be Cz
i€l

Da alle C; konvex sind, folgt
V o da+(1=XMNbeC;.

iel

Also ist Aa + (1 — A\)b € C, was zeigt, dass C' konvex ist.

(b) Die Mengen {0} und {1} sind konvex, aber A := {0} U {1} = {0, 1} ist nicht konvex, da

1 1 1
S 0+s-1=-¢A
2 O+2 2§é

Somit sind Vereinigungen konvexer Mengen i.A. nicht konvex.
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Aufgabe B 6. [20 Punkte]

Wir nennen eine Funktion f : R — R linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig in a € R genau
dann, wenn die Einschrédnkung g := flj_s,q) (bzw. h := flja.0c[) in a stetig ist. Zeigen Sie, dass
f genau dann in a stetig ist, wenn f in a linksseitig und rechtsseitig stetig ist.

Losung:

Sei f in a linksseitig und rechtseitig stetig. Sei € > 0. Zu € gibt es, da ¢ in a stetig ist, ein d; > 0
so, dass

v (a-di<e<a = [f@) - flo)] = lg(x) - gla)| <€),

z€R

Da auch h in a stetig ist, gibt es auch ein 5 > 0 so, dass

v <a§x<a—|—5g = |f(z) = f(a)| = |h(z) — h(a)| <e).

z€R
Sei nun ¢ := min{d, d2}. Ist dann |a —z| < 4§, so folgt | f(x) — f(a)| < e. Somit ist f stetig in a.
Umgekehrt sei f stetig in @ und ¢ > 0. Dann gibt es 6 > 0 so, dass
|z —a|l <6 = |f(x)— fla)| <e
Fir |z — a] < ¢ gilt dann im Fall x < a auch |g(z) — g(a)] < € und im Fall x > a auch

|h(z) — h(a)| < €, was zeigt, dass g und h beide in a stetig sind, also f in a linksseitig und
rechtseitig stetig ist.



