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Aufgabe 49 (K)

Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

a) /01(1+2x)3d$ b) /fMdt
c) /1 e:z;log(z:)d:r d) /0 wsin4(x)daz
e) /1 4arctan( Vo —1)da ) /0 larcsin(t)dt
o [ T 0 ) e
Losung:
a)

! 1 1
/ (1+22)%de = [c(1+22)Y], = <(31 = 1) = 10
) 8 8
b) Mit t = g(s) = s? fiir s € [1,2] folgt aus der Substitutionsregel

4 1 9(2) 1
/1 ievn "= /gm NSO

2 1
— (s) ds
/1 i+ Ve @

2
1
:2/ ds
1 1+S

= 2[log(1+ s)]f

3
— 21og(=
Og(2)

L o

/1 xlog(z) dx = [gx log(x) — 2% 1| = Z(e +1)



d) Es gilt
/ sint(z) dz i i
0

7rsilrlllac = [ — sin®(z) cos(z)]” ﬂ—SiHQZE cos®(z) dx = 7rSinQ:v cos®(z) dx
[ sint @) e = [ sin®@)cos(e)]y +3 [ sind (@) cost@ydo =3 [ sind(a) cos(a) a
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Mit . .
/0 sin?(z) dx = [i(m — sin(x) cos(a:))]g =

il
2

und (siehe oben)
/ sin?(x) cos?(z) dz =

0
folgt
T .4 ™ ™

de = - — - = -m.
/0 sin®(x) dx 5 5= &"

e) Mit den Substitutionen z = g(s) = &% fiir s € [1,2] und s = h(t) = t? + 1 fiir
t € [0,1] folgt

4 2
/ arctan(y/v/z — 1) dx = / arctan(v/s — 1) - (2s) ds
1 1
1
= / arctan(t) - (2(t* + 1)) - 2t dt
0

1
= / arctan(t) - 4t(t> 4+ 1) dt
0

1
241

= [arctan(t) - (£* + 1)2](1) - /1 (1) at
0

1
= 4arctan(l) — / (t* +1)dt
0
4

=T — —

3

f) Die Substitution ¢ = sin(s) fiir s € [0, 7/2] liefert

1 /2
/ arcsin(t) dt = / scos(s)ds
0

0

w/2
=[s sim(s)}g/2 - /0 sin(s) ds



g) Wir verwenden sin(2t) = 2sin(t) cos(t):

/4 /4 .
/ sin(2t) dt—/ 2sin(t) cos(t) it

56 1—sin(t) 56 1—sin(t)
_ /7;/54 2(sin(t) —11)_csoii((tt))+ 2cos(t) .,
- 714(—2 cos(t) + f_ccs)jf()ﬂ) dt
= [ 2sin(t) — 2log(1 — sin(t))] /g
— (—2-\/)52—2105:{(1—?)) - (—2-%—2log(1—%))

=1-+v2-2log(2 - V?2)

h) Mit ¢ = g(s) = 2+ V/6s fiir s € [, 0] folgt

%\

2 g(0)
/0 2—1—4t—t2 g(— Q/f)\/ (t—2
\f
/2/\[ \/—632
I \%
= —ds
—2/v6 V1 — 2

. . 2
= arcsin(0) — arcsm(—jg)
)

= arcsin(

gl

Aufgabe 50 (K)

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz:

1 00
) / g b) / S S— ¥
o sin(z) 1 24+b5z+1

) /Ommdm (s € R\ {0})

Losung:



a) Fiir e > 0 gilt

/1 - /sm(l) 1,% d e (sin(1)) — log(sin(e))
- T = — t > —dt = log(sin(1)) — log(sin(e)).
€ sm(a:) sin(e) tV1—t? sin(g) t

Wegen lim._,gsin(e) = 0 existiert das uneigentliche Integral nicht.
b) Es gilt fir z > 1

1 < 1
z2+5x+1 7" 22+1
und
K k T, w
k11_>11010 s dx = kli_)n;o [arctan(a?)]l = leIrolo(arctan(k) - Z) =1

Aus dem Majorantenkriterium folgt die Konvergenz des uneigentlichen Integrals.
¢) 1.Fall: s < 0. Firz>1gilt 0 < z* +al/s<141= 2, also
1

_ >
:L.s+$1/s =

5 @21

Folglich divergiert floo mdx nach dem Minorantenkriterium, d.h. das unei-

gentliche Integral existiert nicht.

2.Fall: s € (0,1). Es gilt

0<¥<x‘5 (z € (0,1]) 0<¥<:p‘1/5 (x €[1,00)
$s+$1/s - ’ ? LES+ZL‘1/S - ’ ’

Ferner folgt nach kurzer Rechnung

1 00
1
/x_sdac: , / e Vode = 5
0 1—s 1 1—s

Daher konvergiert das uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium.

S Fall: s=1. Aus
1 1

s+ rl/s - %
folgt die Divergenz des uneigentlichen Integrals.

4.Fall: s > 1. Es gilt
1 —1/s 1 _s
— < ot -
O<xs+m1/s—x (J:E(O’”)’ 0<IES+IE1/S_$ (ZEG[LOO).

Ferner folgt nach kurzer Rechnung

1 o)
1
/ e Yy = 2 ) / z dr = .
0 s—1 1 s—1

Daher existiert das uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium.




Aufgabe 51

Bestimmen Sie alle Stammfunktionen von

1

a) f(x) = PP i auf R und
1 1

Hinweis: In a) substituieren Sie x = sinh(y) — 1 und in b) 20 = 3% + 1
Losung:

Es folgt mit der Substitution z = g(y) = sinh(y) — 1 und y = h(s) = log(s)

z 1 g(Arsinh(z+1)) 1
/ dr = / dx
T+ Va2 42z +2 T+ Vo2 +2x+2

Arsinh(z+1) 1 , p
/ dWVIwWE t20m) £ 2 * ) éy

Arsinh(z+1) 1
:/ - cosh(y) dy
sinh(y) — 1+ /sinh?(y) + 1
Arsinh(z+1) 1
= h(y) d
/ sinh(y) — 1 + cosh(y) w)dy
Arsinh(z+1) eY L e Y
2(ev — 1)
h(eArsil1h(2+1)) ey + e_y
2(ev — 1)
B eArsinh(z+1) eh(s) _‘_efh(s) h, d
= / S 1y M) ds
eArsinh(8+1) 1
+ < 1
= / i 5. —ds
2(s—1) s
eArsinh(z+1)
1 1 1
s—1 2s 252
rsin 1 3
— log(eAinh(+1) _ 1) _ 5 Arsinh(z + 1) + SoArsimh(11)

+ const



Aufgabe 52
Zeigen Sie fiir alle n € N die Existenz des uneigentlichen Integrals
oo
/ x"e " dx
0
und berechnen Sie den Integralwert.
Lésung:

Weg 1: Sei I,(B) := [y 2™e™* dx. Dann gilt Io(8) =1 — e % und fiir n > 1

B
In(B) = [ﬂc"(—e—x)]g + ”/ 2" e de = =" + L, 1(B).
0
Per Induktion erhilt man

n!

mﬂnikeiﬁ + n'(l — 675)

Wegen I,,(3) — n! fiir  — oo existiert das uneigentliche Integral fiir alle n € N.

Weg 2: Auf [0, 00) sind die Funktionen g, (z) = z™e~%/? = z"e~*/2 (n € N) stetig positiv
und erfiillen lim, .o g,(2) = 0. Also sind die Funktionen beschréankt, d.h. es existiert
eine Konstante C), mit g,(z) < C,. Es folgt

et < Cnefm/Q

und h,(z) = Cpe™®/? ist eine Majorante, deren uneigentliches Integral 15" ha(x) dx
existiert. Also existiert das uneigentliche Integral

o
/ z"e *dx
0

Zur Berechnung: Sei J,, := [;° 2"e™* dz. Dann Jy = 1 und

nach dem Majorantenkriterium.

k k
J, = lim e " dr = lim ([ — x”ef‘r]k +/ nz"le™® dx) =nJdp_1.
0

k—oo Jo k—o00 0

Induktion liefert J,, = n!l.



