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Aufgabe 5
Wir betrachten die Ungleichungen

a) 2" >n? sowie

b) n-y/n>n++/n.

Bestimmen Sie fiir jede dieser Ungleichungen alle natiirlichen Zahlen n, welche diese erfiillen,
und beweisen Sie Thre Behauptungen.

Losungsvorschlag:
zu a): Wir behaupten {n € N: 2" > n?} = N\{2,3,...,9}. Zunichst einmal gilt
« 21—92>1-13
o 22=4<8=23
o« 2B—_8<27=38
o 2'=16<064=14°
o 29 —=32<125="5,
o 26— 64 <216 =67,
o 27— 1928 < 343 = 73,
o 28—956 <512 =8,
o 29=512 < 729 = 93 sowie
o 219=1024 > 1000 = 103.

Wir zeigen nun mit Hilfe vollstindiger Induktion, dass 2" > n? fiir alle n > 10 gilt. Den
Induktionsanfang n = 10 haben wir gerade eben schon behandelt, sodass wir uns gleich schon
dem Induktionsschritt zuwenden kénnen. Es sei nun n > 10 derart, dass 2" > n? erfiillt ist
(Induktionsvoraussetzung). Dann folgt

ontl —on. 9 >p3. 9



Der Induktionsschritt ist getan, wenn wir 2-n3 > (n + 1)3 nachweisen kénnen. Das Bestehen

dieser Ungleichung ist zum Bestehen der Ungleichung 2 > (1 + %)3 dquivalent. Wegen n > 10
gilt nun aber in der Tat

] ' L . 1t 1831,
n) — 10/ 1000 1000

Bemerkung: Unser Beweis zeigt mehr, als wir behauptet haben: Tatséchlich haben wir gezeigt,
dass fiir n > 10 sogar 2" > n? gilt.
Des Weiteren beachte man, dass sich der Induktionsschritt bereits fiir n > 4 (wegen (1 + %)3 <

(1 + %1)3 = % < 2) durchfiihren lasst. Dieses Beispiel zeigt also, dass es bei der vollstédndigen
Induktion auch wesentlich auf den Induktionsanfang ankommt!

zu b): Wir behaupten, dass {n € N: ny/n > n+/n} = N\{1, 2} erfiillt ist. Zunichst sehen
wir, dass 1-v/1 =1 < 2 = 14++/1 gilt. Wegen 2-v/2—(2+1/2) = v/2—2 < 0 (beachte: (v/2)? =
2 < 4 = 22) haben wir auch 2-v/2 < 2+ /2. SchlieBlich gilt 3- /3 — (3+\/§) =2v/3-3>0
(beachte: (2¢/3)? = 12 > 9 = 32). Wir weisen jetzt mit Hilfe vollstéindiger Induktion nach,
dass n-y/n > n+/n fir alle n > 3 erfiillt ist. Den Induktionsanfang n = 3 haben wir gerade
eben schon behandelt, sodass wir uns gleich schon dem Induktionsschritt zuwenden kénnen.
Es sei nun n > 3 derart, dass n-y/n > n+ +/n gilt (Induktionsvoraussetzung). Wir beachten
nun, dass fiir alle z > 0 wegen (vVr +1)> =2+ 1 < x+2/r+1 = (y/z+1)? die Ungleichung
Vva + 1< +/z+1 gilt. Damit und mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir einerseits

n+l+vn+l<n+vn+2<n-yn+2.
Andererseits gilt (wegen n > 3)

(n+1)\/n+1:n\/n—|—1+\/n+1>n\/ﬁ+\/3+1:n\/ﬁ+\/é_1:n\/ﬁ—|—2,

sodass wir insgesamt n + 1+ +v/n+ 1 < (n+ 1)y/n + 1 erhalten. 0J



Aufgabe 6

a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

n+1

(i) Ist ¢ € R\{1} und n € Ny, so gilt >}, ¢" = 1—1q_q :
(i) Esgilt > p_; () (—1)F =0 fiir jedes n € N.
(iii) Fiir alle n € N hat man Y, _ (}) = 2"
(iv) Die Zahl 23 ist fiir jedes n € Ny ein Teiler von 52" — 2",

b) Zeigen Sie: Ist n € N mit n > 2 und sind a,b € R mit a +b > 0 und a # b, so gilt
2" Ha™ +0") > (a +b)".

Losungsvorschlag:

zu a) (i): Wir beweisen die Behauptung fiir fixiertes ¢ € R\ {1} durch vollstandige Induktion

nach n € Ng.

Induktionsanfang n = 0: Es gilt 22:0 F=¢"=1= %.

1iqn+1
1—¢q

Induktionsvoraussetzung: Es gelte Y ;_, ¢* = fiir ein n € Nj.

Induktionsschritt: Mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

n+1 n

" 1_qn+1 " 1_qn+1+ 1_q qn+1 1_q(n+1)+1
quzzqk+q+1: +C]+1= ( ) _
k=0 k=0 1—q 1—¢ 1—q

zu a) (11)€ (iii): Der binomische Lehrsatz liefert

> ()t =52 (2)wrars = ear =

k=0
sowie . .
n n
DE@)"F =14 1)" = 2"
()= (})arar-=a+y
k=0 k=0
zu a) (iw): Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion nach n € Ny.
Induktionsanfang n = 0: Dann ist 52" — 2" = 5° — 20 = ( und 23 ist ein Teiler von 0.

Induktionsvoraussetzung: Es sei nun fiir ein n € Ny angenommen, dass 23 die Zahl 52* — 27
teilt.

Induktionsschritt: Es gilt
52(1’L+1) o 2n+1 —925. 52n —92.9" _9. (527’L . 21’L> + 23 . 52'(1,.

Nach Induktionsvoraussetzung teilt 23 die Zahl 5" — 2", d.h., es gibt ein k € Ny derart, dass
k- 23 = 52" — 27 erfiillt ist. Dies liefert nun

52(n+1) . 2n+1 _ (Qk + 52n) . 23’



woraus folgt, dass 23 auch die Zahl 521 — 2n+1 teilt,

zu b): Wir fixieren a,b € R mit a +b > 0 und a # b und beweisen die Behauptung durch
vollstéindige Induktion nach n € N\{1}.

Induktionsanfang n = 2: Es gilt

22 Ha®+ ) =2-a*+2- V= (a+b)’+a*+b*—2ab=(a+b)*+ (a—b)*> (a+b)
wobei die letzte Ungleichung aufgrund von a # b gilt.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte 2"~ (a™ + ™) > (a + b)" fiir ein n € N\{1}.

Induktionsschritt: Wegen a + b > 0 folgt einerseits unter Verwendung der Induktionsvoraus-
setzung

(1) (a+b)"™ = (a+b)"(a+0b) <2"  (a" +b")(a+b)
:2n71(an+1 +bn+1) +2n71(anb+abn).

Andererseits hat man

2n(an+1 4 anrl) _ 2n71(an+1 4 bn+1) _ 2n71(anb 4 ab”)
:2n—1(an+1 + bn+1) _ 2n—1(anb + abn)
=2""Y(a"(a — b) +b"(b— a))
=2""1(a — b)(a™ — b").

Wenn wir jetzt noch 2" '(a — b)(a™ — b") > 0 begriinden kénnen, so sind wir fertig. Denn
dann erhalten wir

2" (@™t 4 bty — 2 (T et — 277 (@b 4 ab™) > 0
oder adquivalent
2" ("t 4+ oMY > 27 (@ 4 ) 27 (a™b + ab™),
was zusammen mit (1) schlieflich
(a+ D)™ < 207 1@t £ bt 4 27 (@b + ab™) < 20D (g 4 pnt

liefert.

Nun also zur Begriindung der Ungleichung 2" !(a — b)(a™ — 0") > 0. Hierzu ist lediglich
(a —b)(a™ — b") > 0 nachzuweisen.

Ista>b>0oderb>a>0,sohaben a —bund a™ — b" stets dasgleiche Vorzeichen und sind
beide von 0 verschieden, sodass dann (a — b)(a™ — b") > 0 gilt.

Die Félle 0 > a > b und 0 > b > a konnen nicht eintreten, da dann die Bedingung a + b > 0
verletzt wére.

Es bleiben also nur noch die Félle a > 0 > b sowie b > 0 > a zu untersuchen.

Im ersten dieser Félle gilt wegen a+b > 0 auch noch b > —a. Wir haben also —a < b < a, was
zu |b| < a Aquivalent ist. Hieraus wiederum folgt b < |b"| = |b|" < a” und damit a™ —b" > 0.
Ferner gilt a — b > —b > 0. Also erhalten wir insgesamt (a — b)(a™ — b™) > 0.

Im zweiten dieser Félle erhalten wir mit dem gerade Gezeigten (indem wir die Rollen von a
und b vertauschen), dass (b —a)(b™ —a™) > 0 gilt. Wegen (a —b)(a” — ") = (b — a)(b" — a™)
folgt dann auch (a — b)(a™ — b") > 0 wie behauptet.

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen. ([l



Aufgabe 7

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

a) Sind A und B abzdhlbar, so ist auch das kartesische Produkt A x B := {(a,b) : a €
A, b € B} abzéhlbar.

b) Fiir jedes k € Nist das k-fache kartesische Produkt N* abzihlbar; hierbei ist N* rekursiv
wie folgt definiert: N' := N und N* := N*"! x N fiir & > 1, wobei N*7! x N gemii§ Teil
a) definiert ist.

c) Die Menge aller nichtleeren, endlichen Teilmengen von N ist abzdhlbar.

Losungsvorschlag:

zu a): Da A und B abzihlbar sind, gibt es Folgen (a,), in A und (b,), in Bmit A ={a, : n €
N} bzw. B = {b, : n € N}. Wir betrachten nun fiir £ € N die Menge Cj, := {(a,,b) : n € N}
und setzen ¢,k := (an,b;). Dann gilt Cy = {c,x : n € N}, d.h., C} ist abzéhlbar. Wegen
Ax B =J,ey Ok ist A x B als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen selbst abzéhlbar
(siehe 2. Saaliibung).

zu b): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k£ € N. Der Induktionsanfang
k =1 ist wegen N' = N klar. Wird nun N* fiir ein k& € N als abzihlbar vorausgesetzt, so ist
N**1 — N* x N nach Teil a) ebenfalls abzihlbar, sodass der Induktionsschritt vollzogen ist.

zu ¢): Es bezeichne P(N) die Potenzmenge von N. Fiir k£ € N betrachten wir die Mengen
Ny :={A € PB(N)\ {0} : A hat hochstens k Elemente}.

Dann ist J, .y Vi présize die Menge aller nichtleeren, endlichen Teilmengen von N. Da es
sich hierbei um eine abzihlbare Vereinigung handelt, geniigt es, zu zeigen, dass jede der
Mengen N, abzéhlbar ist. Dies zeigen wir durch Induktion nach £ € N. Fir k£ = 1 gilt
Ny = Ny ={{n}: n € N} und wir sehen unmittelbar ein, dass N; abzahlbar ist. Sei nun fiir
ein k € N vorausgesetzt, dass Ny abzihlbar ist. Dann existiert eine Folge (A,), in N, mit
Ni = {A, : n € N}. Es gilt dann Nyyy = U,,en{An U {m} : n € N}. Daher ist Ny, als
abzahlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen selbst abzahlbar. 0



Aufgabe 8

a) Beweisen Sie: Ist (a,), eine konvergente Folge reeller Zahlen mit dem Grenzwert a :=
lim,, . a, und ist @ € R, so ist auch die Folge («a,), konvergent und zwar gegen aa.

b) Eine Folge heiit Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert. Es sei (a,), eine reelle Zah-
lenfolge. Welche der nachstehenden Bedingungen erzwingen, dass (a,), eine Nullfolge
ist?

(i) Ve>03InoeNVneN: n>ng = |a,| <€
(ii) Ve>03dnyeNVneN: n>ny = |a} —ad| <e
(iii) YVe>03InyeNVneN: n>ny = |apani1| <e

(iv) Ve>03InyeNVneN: n>ny = VmeN: |a,a,| <e

Losungsvorschlag:

zu a): Sei € > 0 beliebig. Wegen lim,, ., a, = a existiert ein ny € N derart, dass |a, — a| <

‘a'ﬁ fiir jedes n > ng gilt. Damit erhalten wir

lad, — aal = |a(a, — a)| = |a] - |a, — a] < o] - ] I
lal+1  |a]+1

fir alle n > ng.

zu b)(i): Die Folge (ay), erfiille die Bedingung (i). Ist dann € > 0 beliebig, so existiert zu
Ve > 0 gemiB (i) ein ng € N derart, dass |a,| < (v/€)? = € fiir alle n > ny gilt. Mithin ist
(an)n eine Nullfolge.

zu b)(ii): Man sieht sofort ein, dass die Folge (a,),, welche durch a, := 1 (n € N) gegeben
ist, die Bedingung (ii) erfiillt, obschon es sich dabei nicht um eine Nullfolge handelt.

zu b)(i4i): Wir betrachten die Folge (a,,),, die folgendermafen definiert ist. Wir setzen a,, := 1,
falls n € N ungerade ist und a,, := 0, falls n € N gerade ist. Dann gilt a,a,,, = 0 fiir alle
n € N und (a,), geniigt somit der Bedingung (iii). Die Folge (a,), ist jedoch keine Nullfolge.
Sonst miisste es ndmlich insbesondere ein ny € N derart geben, dass |a,| < 1 fiir alle n > ng
gilt. Fiir jede ungerade Zahl n gilt allerdings |a,| = 1.

zu b)(iv): Es sei (ay), eine Folge, welche der Bedingung (iv) unterworfen sei. Ferner sei € > 0
beliebig. Dann existiert insbesondere zu ¢ > 0 ein ng € N dergestalt, dass fiir alle m € N
und alle n > ng die Ungleichung |a,a,,| < €* erfiillt ist. Dies impliziert, dass

& > |anan| = |an| - |an| = ’anP

fiir alle n > nq gilt, woraus sich wiederum |a,| < € fiir jedes n > ng ergibt. Somit ist (a,),
als Nullfolge erkannt. 0
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