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Die Gammafunktion I ist eine der wichtigsten nicht elementaren Funktionen der
Analysis. Sie interpoliert stetig die Fakultaten ¢ — ¢! unter Beibehaltung der
Funktionalgleichung ¢! = ¢(¢ — 1)!. Man bezeichnet allerdings nicht ¢!, sondern
(t — 1)! mit I'(¢) fiir t € N. Daher lautet die Funktionalgleichung der gesuchten
Funktion I' : Ry — Ry
L(t+1)=tl(t).

Wegen des Zusammenhangs mit den Fakultaten spielt die Gammafunktion auch
eine Rolle in der Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie wird fer-
ner benutzt zur Berechnung von Integralen (30.7(ii) ist ein Beispiel dafiir), und
dient in diesem Paragraphen auch zur asymptotischen Berechnung der Binomi-
alkoeffizienten (siehe 30.11). Die Kenntnis des asymptotischen Verhaltens der
Binomialkoeffizienten ermdoglicht auch eine Untersuchung der Binomialreihe in
den Randpunkten —1 und 1 (siehe 30.12).

Ein Zusammenhang von Gammafunktion und Zetafunktion wird schliellich in
30.8 dargestellt. Die folgende Definition der Gammafunktion geht auf Euler aus
dem Jahre 1729 zuriick. Die in 30.6 gegebene Darstellung der Gammafunktion
stammt von Gaufl aus dem Jahre 1812.

30.1 Die Gammafunktion
Fir ¢t € Ry existiert
o
L(t):= [z te " da.
0+

I'(t) heiBt Gammafunktion (an der Stelle t).
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Kapitel VI Riemann-integrierbare Funktionen

Beweis. Seit € R, fest. Dann ist f := z/~'e™® auf ]0, 00| stetig. Zum
Nachweis der Konvergenz des angegebenen Integrals soll 29.15 angewandt wer-
den mit gy := 2'~1[]0,1] und ga(z) := 5[1, co[ mit einem noch zu wéhlendem

¢ € R;. Es sind fol g1dz und [ go dx konvergent (siehe 29.4(i) und 29.1(ii)).
Somit ist die Bedingung (I) von 29.15 erfiillt.

Es ist |f| < g1 auf ]0,1]. Da lim, o u!Tle™ = 0 ist (siehe 19.8(iii)), folgt
u!Tle™ < 1 fiir geniigend grofie u. Somit erhalten wir wegen der Stetigkeit
von r'tle™® die Existenz eines ¢ € Ry mit z'le™ < ¢ auf [1,00[. Also ist
|f| < -5 = g2 auf [1, 00[. Daher ist auch Bedingung (II) von 29.15 erfiillt, und
wir erhalten die Konvergenz des Integrals nach 29.15. O

Die folgende Uberlegung zeigt, daB die Jensensche Ungleichung nicht nur aus
der Konvexitat der Funktion folgt, sondern sogar aquivalent zur Konvexitat ist.

30.2 Aquivalente Bedingung zur Konvexitat

Sei [ ein Intervall und f : I — R. Dann ist f genau dann konvex, wenn
fiir beliebige t1,t2 € I und beliebiges 0 < A < 1 gilt:

fOt A+ (1= Ntz) < Af(t1) + (1= A) f(t2).

Beweis. ,=“ Die angegebene Bedingung folgt aus der Jensenschen Unglei-
chung fiir n = 2, wenn man A := A\ setzt und somit Ao = 1 —A\; = 1 — X (siehe
23.7).

»<="Seien zur Riickrichtung ¢1,t2 € I und t; < t < t9 gegeben. Es ist zu zeigen
(siche Definition 23.1):

(1) Ft) < fty) + 120 gy,

Wegen t] <t < ta gibt es ein A € |0, 1[ mit £ = A1 + (1 — A)t2 (siehe 2.5). Also
ist

(2) f@) < Af(t) + (A=A f(t2) = f(E) + (1 = X)(f(E2) — f(E1))

t—t1

nach Voraussetzung. Aus (2) folgt nun aber (1) wegen 1 — A = £—1.

O

Die Gammafunktion I' ist nicht nur selbst konvex, sondern es ist sogar in oI’
konvex. Man spricht in einem solchen Fall von logarithmischer Konvexitat.

30.3 Logarithmische Konvexitat

Sei [ ein Intervall und F : I — Ry. Dann heif3t F' logarithmisch konvez,
wenn eine der beiden aquivalenten Bedingungen gilt:

(i) In o F ist konvex.
(ii) Fiir beliebige 1, t2 € I und beliebiges 0 < A < 1 gilt:
F(\ty + (1= MNt2) < (F(t)MF(t2))
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Die Gammafunktion und die Stirlingsche Formel

Beweis. (i)=(ii) Nach Voraussetzung gilt fiir ¢;,t0 € T und 0 < A < 1
(siehe 30.2):

In(F (M1 + (1= Nt2) < Nn(F(t)) + (1= NIn(F(t2)) = In[(F(t)NF(t2)) ).
Anwendung der monoton wachsenden Exponentialfunktion auf diese Unglei-
chung liefert (ii).

(ii)= (i) Seien ti,t2 und 0 < A < 1 gegeben.

Es ist zu zeigen (vgl. 30.2)

(1) In(F(AXt1 + (1 = MNt2)) < Nn(F(t1)) + (1 — N)in(F(t2)).

Wendet man die monoton wachsende Logarithmusfunktion auf die nach Vor-
aussetzung giiltige Ungleichung in (ii) an, so erhélt man

In(F(Xt1+(1=A)t2)) < Inf((F(t))NF(t2)' 4] = Nn(F(t1))+(1=N)In(F(t2)),

also die zu beweisende Beziechung in (1). O

30.4 Eigenschaften der Gammafunktion
Es ist I' eine Funktion von Ry in Ry mit

() ro-u

(ii) [(t+1) =tI'(¢) fir alle t € Ry;

(iii) T ist logarithmisch konvex;

(iv) T'(n)=Mnm-1)!firneN.

Beweis. Wegen I'(t) > ff i le™ dy 2560 ist I'(t) € Ry.
(i) Seien a < b aus Ry. Dann folgt mit partieller Integration (siehe 27.16)
f; zte™ dr = —ate ™[0 + tf: e da.
Mit a | 0 folgt (benutze 17.5(iv) fiir lim, o a’ = 0)
f(f gle ™ dy = —ble™® + ¢ f0b+ 2t le™® du.
Somit liefert b T oo (siche die Definition der Gammafunktion in 30.1 und
beriicksichtige hierzu 29.9(iii), benutze ferner 19.8(iii) fiir limy_,o, bte = = 0)
Jo~ ate ™ dw = tI(2).

Wegen I'(t + 1) = foo-i rle ™ dx 291:2(_) Jo~ ate " du folgt die Behauptung.

() D) = 57 o = iyl e ) = i1~ ) = 1
(iv) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n € N:

(A) ist nach (i) erfillt.  (S) T'(n+1) & nl'(n) v n(n—1)!=n!.
(iit) Seien ti,t2 € Ry und 0 < A < 1. Setze p := 1/A und ¢ := 1/(1 — ).
Dann gilt:

(1) ha
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Kapitel VI Riemann-integrierbare Funktionen

Zur Anwendung der Holderschen Ungleichung (siehe 28.5(iv)) setze

tlfl T t271 T

(2) flx)=a"7P e P, gx):=2 9 e 1.
Dann folgt fiir 0 < a < b
(3) Jofrgde < [ el P[] gt dul .
28.5(iv)
Wegen (2) und (1) gilt:
t t
4) fa)gla) =av e lee,
5) fr(x) = e ga(a) = atr e
Aus (3)—(5) erhélt man
t t
(6) f; et e dy < [fab gh—le= dx]l/p[f: g2 le=® dg]t/a.

LaBt man zunachst a | 0 und dann b — oo streben, so folgt

D4+ 2) < (D(1))VP((12))19,

also g
T(At1 4 (1= A)t2) < (D(t)MT(t2)) .
Somit ist I' logarithmisch konvex (siehe 30.3). |

Die Gammafunktion I' ist nicht die einzige Funktion von Ry in Ry mit

I'1) =1und I'(t + 1) = tI'(¢) fiir t € Ry.
Ist ndmlich f : Ry — R eine Funktion mit f(1) = 1 und der Periode 1, d.h.
mit f(t+ 1) = f(¢) fiir t € Ry, so ist f - I ebenfalls eine Funktion von R4 in

R+ mit
(f-T)(1) =Tund (f-D)(t+1) = i(f-D)(t);
ein Beispiel fiir eine solche beliebig oft differenzierbare Funktion ist etwa f =

% + % cos(2mx). Um so bemerkenswerter ist, dafl mit der zusétzlichen Forderung
der logarithmischen Konvexitiat die Gammafunktion eindeutig festgelegt ist.

30.5 Charakterisierung der Gammafunktion
(Satz von Bohr-Mollerup 1922)

Die Gammafunktion ist die einzige Funktion F': Ry — R4 mit
i  F1)=1

(ii) F(t+1) =tF(t) fir alle t € Ry;

(iii)  F ist logarithmisch konvex.

Beweis. Nach 30.4 ist die Gammafunktion I' eine Abbildung von R in Ry,
die (i)—(iii) erfiillt. Es geniigt daher zu zeigen, dafi eine Funktion F': Ry — R4
durch die drei Bedingungen (i)—(iii) eindeutig bestimmt ist:

Zunéchst folgt aus der Funktionalgleichung (ii) induktiv:

(1) F(t+n)=(t+n—-1)...(t+1)-t-F(t) firte Ry,neN

und somit insbesondere wegen F'(1) = 1:
(2) F(n)=(n—1)! firn € N,

[30]-4 C.1



Die Gammafunktion und die Stirlingsche Formel

Wegen (1) und F(1) = 1 geniigt es zu zeigen, dafi F(t) fir ¢t € ]0,1[ durch die
angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt ist. Wir zeigen hierzu, daf§ aus
(i)—(iii) folgt:

. n— !nt .

Wir benutzen die logarithmische Konvexitdt von F. Sei hierzu ¢t € |0, 1] fest.

Dann gilt fir n € N
n+t=tn+1)+(1—1t)n
und somit folgt aus der logarithmischen Konvexitét (setze in 30.3(ii) fiir A := ¢,
t1 :=n+ 1 und fir t9 :=n):
(4) F(n+t) < (F(n+1){(F(n)t" (:)(n')t[(n — D)t = (n—1)nt.
2
Entsprechend folgt aus n+1=t(n+t)+ (1 —t)(n+1+1):

(5) nl=Fn+1)<(Fn+t)(F(n+1+t) (;)(n + )P (n + t).
Aus (4) und (5) ergibt sich
nl(n+t)"t < Fn+t) < (n—1)n

Zusammen mit (1) erhalten wir daher
nl(n4t)tt (n—1)Int .
(6) n = g ey < FO) < gy = On

Also gilt 32 < %f) < 1. Somit folgt nach dem Sandwichsatz lim,,_ %f) =1

Daher ist auch lim, % =1, d.h. es gilt (3). o

Mit Hilfe von 30.5 erhalten wir auch

30.6 Darstellung der Gammafuntion
Fir jedes t € Ry ist

nln
I'it) = L .
(*) nooot-(E+1)... (t+n)

t

Beweis. Nach (3) in 30.5 gilt fiir ¢ €]0,1]
: —1)In’

Wegen - — 1 fiir n — oo folgt aus (1) die Behauptung fiir ¢ € |0, 1[. Wegen

['(1) = 1 gilt die Behauptung auch fiir ¢ = 1.
Es reicht daher zu zeigen: Gilt die Behauptung fiir ¢, so auch fiir ¢ + 1.

Dies folgt aber aus

. | t o ! t+1
. | t+1
= limp—oo (t+1)...?tﬁn)(t+1+n)' m
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Kapitel VI Riemann-integrierbare Funktionen

Diese zwei verschiedenen Darstellungen der Gammafunktion — einerseits als
Integral in 30.1 und andererseits als Limes einer Folge in 30.6 — konnen oft zur
Berechnung von Integralen verwandt werden:

30.7 Korollar
(1) L(3)=;

2
(ii) ﬁ [CoeTdr=1.

Beweis. (i) Mit der in 30.6 angegebenen Darstellung von I' folgt

1y _ niyn
(1) (3) =limn—oo T3y 01 2 (v /)

oder in dquivalenter Schreibweise

. nlv/n
(2) F(%) = limy 0 [(171/2)(271/2)(371\/23...(n71/2)}(n+1/2) :

Multiplikation von (1) und (2) ergibt

(n)”

I%(1/2) = limn—oo(;:7) " T T2 T @ /2 D)

T k2 )
= 2lim k=l 9 A 2.2 = .
T Lo H T g7ag 72
k=1

Also ist ['(3) = /7.

(ii) Fir 0 < a < b liefert die Substitution x = ¢(u) = v2y/u mit ' (u) =
1\/_u_1/2 \/— ~1/2 zunichst
b2 /2

f e__ dx_\fo/Q e~ Uy~ 2.

LaBt man nun a | 0 und anschliefend b — oo streben, so erhalt man
2
oo _zZ . 0y —1/2 _ 1 1 _ 1
(1) Jo e T de = f wy =112y — \[P(E)( \f\/_ 5V 2.

Wegen ['e™Z dx = f; e~z du (betrachte die Substitution z = p(u) = —u)
folgt:

22
(2) f_ooo e Tdr= [ e dm = V2.

Also folgt die Behauptung aus (1) und (2), da nach Definition des uneigentlichen
Riemann-Integrals (siehe 29.9) gilt:

x?2

2 2
ez d:v—foooe_% d:v+foooe_x7 dx. O

Nicht nur die Gammafunktion, sondern auch die Riemannsche Zetafunktion
1aBt sich durch uneigentliche Integrale definieren. Zwischen beiden Funktionen
besteht die folgende Relation:
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Die Gammafunktion und die Stirlingsche Formel

30.8 Beziehung zwischen der Gammafunktion und der Zeta-
funktion

Fiir jedes s > 1 gilt:

[(s)-((s) = ¥ £ da.

Also ist ((s) = Oijls 2 —dr - (for 5 e dr) !

Beweis. Sei 0 < a < b. Dann gilt fiir ¢ € [a,b] wegen et <e ™ < 1
ts 1

— = — ¢s—1 ftl 16% — 51—t Z?:O(eit)n — 22021 ps—1le—nt.
Wegen || O [P bl e (a,0)= b*~l(e=®)" ist die Reihe

S jasTlemn normal und somit gleichméfig konvergent (siehe 20.8(ii)) gegen
2571 /(e® — 1). Daher erhalten wir (benutze 26.12(ii) und setze hierzu f, :=

> iy ek

b 51 00 b -1 —
L — dx = . 5T e " dy
Ja = 26.12(ii) 2n=1Jo

(1)

z=u/n

b —
Ay L e < ((s)T(s).
Also existiert [y Z L1 L dz nach 29.13, und es gilt daher (siehe 29.9(iii)):

YL da < ((s)T(s):
Es bleibt zu zeigen:

(2) > de > ((s)D(s).
Nun gilt fiir 0 < @ < b und jedes N € N (benutze die Gleichung in (1)):

b ps—1 N 1 b -1 —
[, E=de >3 s [ ut e .
Mit a | 0 erhalten wir fiir jedes N € N

b ps—1 bslfu
0+ew1d$>zn1nsfo du.

b — oo liefert daher fiir jedes N € N

s—1 . N
oy oy de 2 (i ) Job v te T du = (a0 76T (s):
N — oo liefert dann (2). O

30.9 Asymptotische Aquivalenz

Zwei Folgen (ay,), (by) mit ay, by, € R\{0} heiBen asymptotisch dquivalent,

wenn gilt:
limy, o0 /by, = 1.

Man schreibt hierfir (a,) ~ (by,) oder kiirzer a, ~ by,.
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Die Festsetzungen a,, := n, b, := n++/n liefern zwei asymptotisch dquivalente
Folgen, fir die a,, — b, nicht konvergent ist. Umgekehrt sind a, := % und
by = nl zwei Folgen mit a, — b, — 0, aber * = n liefert eine divergente Folge,

also sind (ay) und (by,) nicht dquivalent.

Eine Kenntnis des asymptotischen Verhaltens von n! liefert die Stirlingsche
Formel — eine Formel, die auch fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie von Nutzen
ist. Der Beweis der Stirlingschen Formel beruht auf einer Anwendung von
Sehnentrapezregel und Wallisschem Produkt.

30.10 Stirlingsche Formel

Die Folge der Fakultdten (n!) ist asymptotisch dquivalent zur Folge
V2mn n"e™". Genauer gilt fiir n > 2 die Fehlerabschatzung

1
V2mn n"e ™ < nl < v/2mn n"e "el2(n-1)

Beweis. Wendet man die Sehnentrapezregel (s. 28.10) auf f := In(k+ 2)|[0, 1]

mit & € N an, so erhalt man wegen f” = ——(,ﬁlx)zi

k+1 1
l d = In(k d
" . In(x) x27 20 fo n(k + x) dz

V510 sin(k) +in(k+1) + & - 2 & mit einem &, € [k, k + 1].

Summiert man in (1) von £ = 1 bis n — 1, so erhélt man:

(2) [ n(z)de =37 In(k) — %ln( )+ 122 %
Nach 27.17(i) gilt ferner:

(3) [ In(z) dz = n(In(n) — 1) + 1.
Aus (2) und (3) erhalt man
Siealn(k) = nlin(n) = 1) + 1+ 3in(n) - 5 i1 &

(4)

= (n+ )ln( )—Tl—i-Tn mit 7y, =1 — 122k 152'

Setze ¢, := €' und wende die Exponentialfunktion auf (4) an (beachte In(n!) =
S iy In(k)), dann ergibt sich:

(5) nl = n"tie e,

Wegen 0 < < 12 existiert

(6) ro=lim, oorn =1— 1—12 POy é,
und somit auch

(7) c:=limy_ocp = €.

Fiir die Aussage iiber die asymptotische Aquivalenz reicht es wegen (5) und (7)
zu zeigen, dafl ¢ = /27 ist. Nun gilt:
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(8) 2 ()2 (zn)2n+%e—2n L VE 22 (n))?
con  nZntl (2n)! = Vn(@2n)!
2 2
9) limy, o0 22 (?) < =c
Das Wallissche Produkt (siehe 27.18) liefert
_ (2k) _ 2:24-4-...-2n2
(10) 7 = w2l menern = M 2asEs). e @
Nun ist
(2k)>  q1/2
2115=1 @5 2k+1)]/
— 2 2-4-..-2n 1 22.4%....(2n)* 1 227(n))?

35-.-(2n—1)v2n+1 ~ | /nt1/2 23 (2n-1)(2n) - Va2 @l
Also folgt aus (10) und der Stetigkeit der Wurzelfunktion:

s 1 22n( .)2 o 2271( )2
(11) V7 = limp oo NCESYEINED) = limy—o0 ooy

Somit erhalten wir:

& (8): \/_ hmn—>oo \/_\/_ \/ﬁ

Zur Fehlerabschatzung beachte daf fiir n > 2 gilt:
1

1
0<7”n—7"(4)( e n52 <5 nk2<12fn 1 72 4T = ey

Also ist wegen ¢, = e"™ und ¢ = €"

2271

l<epfe=emT < eXP(m)-
Daher folgt aus (5) zusammen mit ¢ = V21 < ¢, < V27 eXp(m):
nn+1/26—n o (<) n! < nn+1/26—n\/ﬂexp(ﬁ_l)). O
5

30.11 Asymptotisches Verhalten von |(2)|
Sei b € R\ Ng. Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(b) € Ry mit

‘(ZN ~ C/n1+b )

Bewets. Sei zunachst b < 0. Setze ¢ :== —b. Dann ist ¢ € R4, und es gilt:
|(ft)‘ =ttt (—t—n+1)] _ t(t+1)...(¢+n)

n/l = n! - alt+n)
Also ist 14b1 /b 1—t) (—t tt+1)...(t4n)

n G =n TG = Sy
und somit gilt nach 30.6

: b

0 ltny oo n 1 ()] = -

Daher gilt die Behauptung mit ¢ = ﬁ. Es verbleibt der Fall b > 0 und
b & Np. Also gibt es ein k € N mit
E—1<b<k.
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Dabher folgt fiir &' := b — k aus (1)
lim,,— o0 |( )|n1+ (b—k) — e b+k)

Also gilt lim,, o0 |(Z:IZ) |(n— k)1 —k) = F(f%; 7y und durch Multiplikation mit
(Lk)“r(b_k) — 1 auch

Es ist
b b(b—1)...(b—k+1) rb—k
(3) (n) - n((nfl))...((nkarl)) (n—k)
Also gilt: A
. n"b(b—1)...(b—k+1) | rb—k —
limy, o0 ‘( )Int (:3) oo n(TEfl).)..(r(Lkarl))’(n—k)‘ !0k
O b(b—1)..(b—k+1)
@ TR T c(b). O

30.12 Konvergenz der Binomialreihe in den Randpunkten

(i) Fiir b > 0 ist die Binomialreihe >~ 7 (b):zj” gleichmafig konver-
gent in [—1,1], und es gilt fiir alle t € [—1,1] :

(140 =30, (0
(ii) Fir —1 < b < 0 ist die Binomialreihe fiir ¢ = 1 konvergent und
fir t = —1 divergent. Es gilt fiir alle t € | — 1,1] :

(L+0)° =302 ()t
(iii) Fir b < —1 divergiert die Binomialreihe sowohl in ¢ = 1 als auch
int=—1. Esgilt fur allet € ] — 1,1][:

1+t =302 0( )t

Beweis. Die Giiltigkeit der angegebenen Potenzreihenentwicklung von (1+t)°
folgt fiir t € | — 1,1[ in allen drei Félle aus 21.14(i).

(i) Der Fall b € Ny ist trivial (siche auch 21.14(i)). Sei also 0 < b und b & Ny.
Nun ist g : [-1,1] — R, definiert durch
(1) g(t) ;== (1+1t)b t € [-1,1], stetig
(siche 17.5(iv)). Setzt man dann
2) £(t) =02 (0)e,
so gilt nach der Vorbemerkung;:
(3) flt) =gt firte]—1,1[.
Wegen b ¢ Ny gibt es nach 30.11 eine Konstante K mit
|( )|< {ib fir n > 1.

Somit haben wir fir n > 1
b
(4) ()" -1 < A
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Wegen 1+b > 1ist >0, ﬁb konvergent, also ( )x normal konver-
gent auf [—1, 1] und somit glelchmaﬁlg konvergent auf [ , 1] (benutze 20.8(ii)).
Dabher ist die in (2) definierte Funktion f stetig auf [—1, 1] (benutze 20.13(i)).
Hieraus und aus (1) und (3) folgt f(t)) = g(¢) fiir t € [— 1 , 1], also die Darstel-
lung von (14-)? durch die angegebene Binomialreihe auch noch fiir t = —1 und
t=1.

(ii) Fir —1 < b < 0 gilt wiederum (benutze 30.11)

‘( )|< nitb — 0.

Nun ist (z) = (—1)"](17)\ und |(n+1)/(b)| = n+1 < 1. Also folgt die Konvergenz

von Y o0, (Z) 1™ (benutze das Leibnizsche Kriterium 9.14). Also ist die Bino-
mialreihe an der Stelle 1 konvergent und daher auf [0, 1] gleichmé&Big konvergent
(siche 20.12). Daher ist die durch die Binomialreihe definierte Funktion f auch
an der Stelle 1 stetig (benutze 20.13(i)). Setzt man nun wieder

g(t) ;== (1 +t)b fiir t €] —1,1],
so gilt nach Vorbemerkung f(t) = g(t) fiir t € | — 1, 1] und, wegen der Stetigkeit
von f und g in 1, dann auch f(1) = g(1), also die Darstellung von (1+#)® durch
die angegebene Binomialreihe auch noch fir ¢ = 1.
Es ist
(5) Soto (0" = 0 1))
und es gilt |(2)| ~ —7 (siehe 30.11). Da 14b < 1ist, ist die Reihe S 5

n=1

divergent, und somit auch die Reihe Y, ](n)| (benutze z.B. 10.2). Wegen (5)
ist daher die Binomialreihe an der Stelle —1 divergent.

(iii) Fir b < —1 konvergiert \( )| wegen 30.11 nicht gegen Null. Also muf die
Binomialreihe an den Stellen —1 und 1 divergent sein. O

Das folgende Beispiel zeigt, dafl eine gleichmaflig konvergente Reihe, deren Glie-
derfolge aus differenzierbaren Funktionen besteht, gegen eine nicht differenzier-
bare Grenzfunktion konvergieren kann. (Zusammen mit Beispiel 22.11(ii) belegt
dies die Bemerkungen vor 20.17). Genauer kann man sogar eine gleichméflig
konvergente Reihe finden, deren Gliederfolge aus Polynomen besteht, ohne dafl
die Grenzfunktion differenzierbar sein muf.

30.13 Beispiel

Setze fn == > p_g (142)xk\[—1, 1]. Dann konvergiert f, gleichméfig auf [—1,1]
gegen /1 + z (siche 30.12(i)). Wegen [t2 — 1| < 1 fiir t € [~1, 1] konvergiert
also D7 _, (17/12)(352 — 1)¥ gleichmiBig auf [~1, 1] gegen /1 + (22 — 1) = |x.
Also ist die Reihe
1/2
S () = 1,
deren Gliederfolge aus Polynomen besteht, eine gleichméfig auf [—1, 1] konver-

gente Reihe, deren Grenzfunktion |z| im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.
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