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Vorbemerkung

Dieser Text enthélt eine Zusammenfassung aller verwendeten Definitionen und Resultate
sowie der meisten Beispiele. Weggelassen sind dagegen die jeweiligen Rechnungen und
Beweise sowie die meisten dazugehorigen Erkldrungen und Angaben zum Hintergrund.
Diese werden in der Vorlesung genauer ausgearbeitet und erldutert. Weggelassen sind auch
alle begleitenden Ubungsaufgaben.

Der Text ist bewusst kein vollstdandiges Skript. Er ersetzt weder den Besuch noch die
Mitschrift der Vorlesung, noch die Lektiire anderer Begleitliteratur wie z.B. das Blatter-
Skript, und schon gar nicht die aktive Teilnahme am Ubungsbetrieb. Er deckt nur das
in der Vorlesung vermittelte Faktenwissen ab, nicht aber das noch wichtigere prozedurale
Wissen, auf dem jede Anwendung mathematischer Methoden beruht. In der Basispriifung
wird vor allem Letzteres getestet, welches allerdings auf dem Faktenwissen aufbaut.

Neben dem Vermitteln des Faktenwissens versuche ich in der Vorlesung vorzumachen,
wie man mathematisch denkt und die besprochenen Begriffe, Sétze, und Methoden anwen-
det. Ich zeige durch mein Vorbild, welche Ideen und Uberlegungen in welcher Situation
glinstig sein konnen, welche Fragen man mit direkter Anwendung einer Standardmetho-
de beantworten kann, welche dagegen welche Zusatz-Uberlegungen erfordern, an welchen
Stellen man besonders aufpassen muss, welche haufigen Missverstédndnisse und Sackgassen
man besser vermeidet, und so weiter und so fort.

Diese Fahigkeiten bei sich selbst zu entwickeln ist ein aktiver Prozess, der viel eigenes
Engagement erfordert. Neben dem aufmerksamen Besuch der Vorlesung und dem Abfassen
eigener Notizen dabei gehort dazu das Merken der wichtigsten Begriffe und Séatze sowie
das Bearbeiten der wochentlichen Ubungsaufgaben und die interaktive Teilnahme an den
Ubungsgruppen. Nur dadurch kénnen die nétigen mathematischen Denkprozesse zur Ge-
wohnheit werden, wie die unbewusste Motorik beim Fahrradfahren.

Diese Zusammenfassung wurde erstmals zur Vorlesung im Herbstsemester 2013 verfasst.
Fiir alle Vorschlége zur ihrer Verbesserung bin ich dankbar.

Ich danke Felix Hensel und einigen engagierten Studierenden fiir Korrekturen, und
Christian Blatter fiir die Erlaubnis zur Verwendung der Beispiele aus seinem Skript.

Richard Pink



1 Grundbegriffe

1 Grundbegriffe

1.1 Aussagenlogik

Definition: Eine Aussage ist eine wohlgeformte mathematische Behauptung, die entweder
wahr oder falsch ist.

Definition: Gegebene Aussagen A und B kann man wie folgt zusammensetzen:
AN B, gesprochen ;A und B“, ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.
AV B, gesprochen ,, A oder B*, ist genau dann wahr, wenn A oder B oder beide wahr sind.

—A, gesprochen , nicht A“, ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

Vorsicht: Die Aussage , entweder A oder B, welche wahr ist genau dann, wenn A oder B
aber nicht beide wahr sind, muss man extra konstruieren durch (AV B) A =(A A B).

Definition: Die Aussage A — B oder A = B, gesprochen , A impliziert B* oder ,,wenn A
dann B“, ist definiert als (—A) V B und wahr genau dann, wenn A falsch oder B wahr ist.

Definition: Die Aussage A <> B oder A <& B, gesprochen ,, A ist dquivalent zu B* oder
»A genau dann, wenn B ist definiert als (A — B) A (B — A). Sie ist also wahr genau
dann, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben.

Vorsicht: Bei Implikation und Aquivalenz wird kein innerer Zusammenhang zwischen A
und B gefordert.

Grundregeln: Fiir alle Aussagen A, B, C gilt:

AN(BAC) <= (AANB)ANC (Assoziativitét)
AV (BV(C) <= (AvB)VvC (Assoziativitét)
AANB < BAA (Kommutativitét)
AVB < BV A (Kommutativitét)
AN(BVC) <= (ANB)V (AANC) (Distributivitét)
AV (BAC) <= (AVB)A(AV () (Distributivitét)
-(AANB) < -AV-B (de Morgan)
-(AVB) < -AAN-B (de Morgan)
—(nA) —= A

AV —A ist immer wahr.
AN —=A ist immer falsch.

Beispiel: Die Feststellung ,Wenn es an Silvester schneit, ist das neue Jahr nicht weit®
heisst in Aussagenlogik iibersetzt:

(Es ist Silvester) A (Es schneit) — — (Das neue Jahr ist weit).
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1.2 Pradikatenlogik

Dass dabei der Schnee fiir die Folgerung irrelevant ist, beeinflusst den Wahrheitswert der
Gesamtaussage nicht.

Beispiel: Die Regel ,Wenn der Hahn kriht auf dem Mist, éndert sich’s Wetter oder es
bleibt wie’s ist* bedeutet formal:

(Hahn kraht auf dem Mist) — (Wetter dndert sich) V — (Wetter dndert sich).

1.2 Pradikatenlogik

In der Priadikatenlogik konnen Aussagen noch von einer oder mehreren Variablen abhéngen.
Sie erhalten dann erst einen definitiven Wahrheitswert, wenn konkrete Werte in die Varia-
blen eingesetzt werden oder wenn die Variablen durch Quantoren gebunden werden.

Beispiel: Bezeichnet A(x,y) die Relation ,x > y*“, so entsteht durch Einsetzen die varia-
blenfreie Aussage A(2,3) = ,,2 > 3%, die in diesem Fall falsch ist.

Definition: Das Symbol V heisst Allquantor, das Symbol 3 heisst Fxistenzquantor.
— Die Aussage Vo A(x) bedeutet ., fir alle x gilt A(x)“.
— Die Aussage dx A(z) bedeutet , es gibt ein x mit A(x)“.
— Die Aussage 3!z A(z) bedeutet , es gibt genau ein x mit A(x)“.

Bemerkung: 3z A(z) ist gleichbedeutend mit 3z (A(z) A Vy: (A(y) = y = z)).

Bemerkung: Der Geltungsbereich jedes Quantors erstreckt sich von dem Quantor bis
zum Ende der Formel oder zur néchsten schliessenden Klammer, welche zu einer vor dem
Quantor stehenden offnenden Klammer gehort. Der Quantor muss also immer vor der
quantifizierten Aussage stehen.

Bemerkung: Einen Quantor kann man ansehen wie eine Variablendeklaration in einem
Computerprogramm. Dort muss jede Variable deklariert werden bevor sie benutzt wird,
und der Geltungsbereich erstreckt sich bis zum Ende des Unterprogramms, in dem die
Deklaration steht.

Bemerkung: Meist quantifiziert man iiber Elemente einer gegebenen Menge X und kiirzt
dies wie folgt ab:

Vo e X: A(x) bedeutet Va: (ze X)— A(z).
dr € X: A(x) bedeutet dx: (x € X) A A(z).
Jlz € X: A(z) bedeutet Tz € X: (A(x) AVy € X: (A(y) = y =x)).

Vorsicht: Diese zusammengesetzten Aussagen sind auch dann sinnvoll, wenn X die leere
Menge ist. Man muss dies sogar explizit zulassen, um Widerspruchsbeweise fiihren zu
konnen. Fiir X = & ist jede Aussage der Form Vo € X : A(z)“ wahr, auch wenn A(z)
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1.2 Pradikatenlogik

selbst absurd ist, und jede Aussage der Form ,dx € X : A(x)* falsch, auch wenn A(z)
tautologisch richtig ist.

Bemerkung: Die Reihenfolge der Quantoren macht oft einen wichtigen Unterschied. So
darf in der Aussage Vx Jy A(x,y) das y, welches fiir gegebenenes = die Formel A(z,y)
erfiillt, von x abhéngen, in der Aussage Jy Vx A(z,y) dagegen nicht.

Beispiel: Die Aussage Vax € Z Jy € Z: y > x driickt aus, dass es zu jeder ganzen Zahl x
eine ganze Zahl y gibt, welche echt grosser als x ist. Diese Aussage ist wahr. Die Aussage
Jy € Z Vx € Z: y > x dagegen driickt aus, dass es eine ganze Zahl y gibt, welche echt
grosser als jede ganze Zahl x ist. Diese Aussage ist falsch.

Bemerkung: In natiirlichen Sprachen steht die Quantifizierung oft erst nach der quantifi-
zierten Aussage, zum Beispiel wenn man sagt, dass ,,? > x ist fiir jede reelle Zahl x > 1¢.
Dort sorgen aber die (meist unbewussten) grammatikalischen Regeln fiir eine hoffentlich
eindeutige Interpretation der Gesamtaussage. In der formalen Sprache der Pradikatenlogik
gibt es einfachheitshalber nur die eine Regel, dass der Quantor davor stehen muss.

Vorsicht: Ignoriert man dies, so begeht man frither oder spéter Fehler, indem man Quan-
toren vergisst oder mehrdeutig formuliert wie zum Beispiel Jy A(x,y) Vx, wo nicht mehr
klar ist, welche Reihenfolge der Quantoren gemeint ist.

Grundregeln: Einige Grundregeln zum Umformen zusammengesetzter Aussagen sind:

Ve Vy: A(x,y) < YyVz: A(z,y)
drdy: A(z,y) < Jydz: Az, y)
-(Vr A(z)) <= dz: -A(x)
—(dzr A(x)) <= Va: -A(x)
Va: (A(z) A B(z)) < (Vx A(x)) A (Vz B(x))
dzr: (A(z) V B(x)) < (Jz A(x)) V (3x B(z))

Dagegen sind folgende Aussagen im allgemeinen nicht dquivalent:

Ve dy A(x,y) <5 JyVr A(z,y)
Va: (A(x)V B(x)) <= (Vx A(z))V (Vx B(x))
dr: (A(z) A B(x)) <~ (Jx A(x)) A (3x B(z))

Bemerkung: Viele Aussagen aus dem realen Leben kénnen in Priadikatenlogik iibersetzt
werden. Wenn zum Beispiel X die Menge aller Menschen bezeichnet, so bedeutet , Jeder
Mensch hat einen Vater® iibersetzt Vo € X Jy € X : (y ist Vater von x)“. Eine mogliche
Ubersetzung von ., You can fool some people some time, but you can’t fool all the people
all the time* lautet:

(3z € X 3t: (you can fool z at time t)) A =(Vz € X Vt: (you can fool z at time t)).



1.3 Mengen

1.3 Mengen

Definition: Eine Menge ist eine Ansammlung von FElementen. Sie ist durch die Angabe
ihrer Elemente eindeutig bestimmt. Falls a ein Element von X ist, schreiben wir a € X,
andernfalls a € X.

Beispiel: Die leere Menge @ = { } ist die Menge ohne Elemente.

Konstruktion: Eine Menge kann man angeben durch Auflisten ihrer Elemente, wie zum
Beispiel {Hans, Valeria, Biilent} oder {z1,...,x,}. Dabei sind sowohl die Reihenfolge als
auch etwaige Wiederholungen irrelevant; so gilt zum Beispiel

{1’5?7’2?4’7?8’1} = {1’274’577?8}'

Konstruktion: Eine Menge kann man angeben als die Menge derjenigen Elemente einer
bereits bekannten Menge X, welche eine bestimmte Eigenschaft P besitzen, geschrieben:

{re X | P(x)} oder {rxre X:P(x)}
Beispiel: Die Menge aller semipositiven reellen Zahlen
R = {neR|n>0}.

Konstruktion: Fiir bereits bekannte Mengen X und Y ist Abb(X,Y’) die Menge aller
Abbildungen von X nach Y. Durch Zusatzbedingungen kann man auch die Menge aller
Abbildungen mit gewissen gewiinschten Eigenschaften bilden.

Definition: Ein Ausdruck der Form (z1, ..., x,) heisst n-Tupel. Zwei n-Tupel (z1,...,x,)
und (y1,...,y,) sind gleich genau dann, wenn z; = y; ist fiir alle 1 < i < n. Ein 2-Tupel
heisst auch ein Paar, ein 3-Tupel ein Tripel, ein 4-Tupel ein Quadrupel, und so weiter.

Definition: Das cartesische Produkt endlich vieler Mengen X, ..., X, ist die Menge aller
n-Tupel
Xix.o.ox Xy = {(21,...,20) | Vit 2 € Xi}

Das cartesische Produkt von n Kopien derselben Menge wird abgekiirzt mit
X" = Xx...xX.
Definition: Fiir gegebene Mengen X und Y sind

XUY ={z|zeXVvzeY} die Vereinigung von X und Y,
XNY ={z|lzeXANzeY} der Durchschnitt von X und Y,
X\NY ={z|zeXNzgY} die Differenzmenge von X und Y.

Fakt: Die Operationen U und N erfiillen dieselben formalen Regeln wie die logischen Ope-
rationen V und A. Ein Pendant zur logischen Verneinung gibt es allerdings nicht.
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1.4 Zahlen

Definition: Eine Menge X heisst Teilmenge einer Menge Y falls gilt: Voe: x € X =z €Y,
und dann schreiben wir X C Y oder Y D X. Falls zuséitzlich X # Y ist, so heisst X eine
echte Teilmenge von Y und wir schreiben X GY oder Y 2 X.

Vorsicht: Manche Mathematiker benutzen das Symbol C nur fiir echte Teilmengen und
schreiben C, wenn sie die mogliche Gleichheit auch erlauben wollen. Wir bleiben hier aber
immer bei der oben beschriebenen Konvention.

Definition: Eine Menge X heisst endlich der Kardinalitit n € Z7° wenn es eine bijektive
Abbildung {1,...,n} — X gibt, das heisst, wenn man X = {xy,...,z,} schreiben kann
mit paarweise verschiedenen x1, ..., x,. Andernfalls heisst X unendlich oder der Kardina-
litit co. Die Kardinalitét von X ist eindeutig bestimmt und wird bezeichnet mit | X| oder
#(X) oder card(X).

Beispiel: Die leere Menge hat die Kardinalitéit |@| = 0.

Vorsicht: Verschiedene Bezeichnungen oder Formeln garantieren nicht, dass Elemente ver-
schieden sind. Zum Beispiel ist

‘{Heinz, Harun, Hrvoje}‘ = 1,
da es sich hier um verschiedene Vornamen derselben Person handelt, und
[{n*—6n+10|n=1,2,...,6}| = |{5,2,1,2,5,10}| = [{1,2,5,10}| = 4.

Definition: Eine unendliche Menge X heisst abzdhlbar, falls eine bijektive Abbildung
77t — X existiert, also eine Aufzihlung z,,xs,... aller Elemente von X. Andernfalls
heisst X dberabzdhlbar.

Satz: Die Mengen Z=°, Z, Q, und Q" fiir n > 1 sind abzihlbar unendlich.

Satz: Die Mengen R, C, und R" fiir n > 1 sind tiberabzéhlbar.

Man beweist dies durch Widerspruch mit dem Cantorschen Diagonalargument.

1.4 Zahlen

Definition: Es sind Z die Menge der ganzen Zahlen, Q die Menge der rationalen Zahlen,
und R die Menge der reellen Zahlen. Die natiirlichen Zahlen sind die méglichen Kardina-
litdten endlicher Mengen, also die Zahlen 0, 1,2, .. ..

Vorsicht: Leider sind sich die Mathematiker uneinig: Fiir einige beginnen die natiirlichen
Zahlen mit 1. Um Missverstdndnisse zu vermeiden, benutze ich keine spezielle Notation fiir
die Menge der natiirlichen Zahlen, sondern schreibe jeweils prizise Z=° oder Z>°.

Fakt: Mit den iiblichen Rechenoperationen + und - erfiillen sowohl Q als auch R die
Korperaziome:



1.5  Ungleichungen

VeVy: z4+y=y+z (Kommutativitdt der Addition)
VeVyVz: z+ (y+2)=(x+y)+2z (Assoziativitdt der Addition)
Ve: 0+z=ux (Neutrales Element der Addition)
Ve dz': x+4+2"'=0 (Inverses Element der Addition)
VeVy: z-y=y-x (Kommutativitéit der Multiplikation)
VeVyVz: z-(y-2)=(z-y)- 2 (Assoziativitat der Multiplikation)
Ve: l-z=ux (Neutrales Element der Multiplikation)
Ve#£03z: z-2'=1 (Inverses Element der Multiplikation)
VeVyVz: z-(y+z)=x-y+az-z (Distributivitét)
1#0 (Nichttrivialitét)

Dabei ist das inverse Element der Addition zu x eindeutig bestimmt und wird mit —x
bezeichnet. Fiir  + (—y) schreibt man auch x —y. Das inverse Element der Multiplikation
zu x # 0 ist ebenfalls eindeutig bestimmt und wird mit % bezeichnet. Fiir z - i schreibt

man auch .
y
Fakt: Auch die komplexen Zahlen bilden einen Korper: sieche Abschnitt [L.10L

Beispiel: Der Korper der bindren Zahlen Fy = {0, 1} mit den Operationen:

+(0 1 10 1
010 1 0(0 0
111 0 110 1

1.5 Ungleichungen
Definition: Eine reelle Zahl x mit der Eigenschaft

x > 0 heisst positiv,
x > 0 heisst semipositiv oder nichtnegativ,

x < 0 heisst negativ,

x < 0 heisst seminegativ oder nichtpositiv.
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1.6 Supremum und Infimum

Definition: Fiir reelle Zahlen a < b heisst die Teilmenge

la,b] = {x € R| a <z <b} ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall,
la,b] := {x e R| a <z < b} ein halboffenes beschrinktes Intervall,
la,b] := {x € R|a <z < b} ein halboffenes beschrinktes Intervall,
la,b[ = {x e R| a <z < b} ein offenes beschrinktes Intervall,
R7% := [a,00] == {x € R|a < x} ein abgeschlossenes unbeschrinktes Intervall,
R>* := Ja,00] == {x e R |a < z} ein offenes unbeschrinktes Intervall,
RSY := ]—00,b] == {xr e R |z < b} ein abgeschlossenes unbeschranktes Intervall,
R<? := ]—00,b[ :== {x e R |z < b} ein offenes unbeschrinktes Intervall,
|—o0,00[ == R ein offenes unbeschrinktes Intervall.
Gebrauchlich sind auch die Schreibweisen [a, b) := [a, b[ und (a,b) := ]a,b] und so weiter.

Konvention: Die Symbole oo und —oo stehen nur fiir sich selbst und haben keine weitere
Bedeutung; insbesondere stellen sie keine reellen Zahlen dar. Wir beniitzen sie einerseits
in Ungleichungen und schreiben —oo < x < oo fiir alle reellen Zahlen z. Andererseits
erlauben wir sie bei Grenzwertbetrachtungen: siehe Abschnitt .6l

Konvention: Wenn ich eine Variable nur durch eine Ungleichung, z.B. durch ¢ > 0,
einfiithre, so meine ich damit stets stillschweigend, dass sie eine reelle Zahl darstellen soll.
Oft ergibt sich aus dem Zusammenhang, dass sie sogar eine ganze Zahl sein soll, zum
Beispiel weil sie als Laufvariable einer Summe, Folge, oder Reihe verwendet wird. Das
erwahne ich dann auch nicht explizit, ist aber meist schon an der Wahl der Buchstaben
1,7, k, ¢, m,n zu erkennen.

1.6 Supremum und Infimum

Betrachte eine Teilmenge X C R.

Definition: Ein Element xq € X heisst Mazimum von X, falls gilt Vo € X : x < xy. Falls
X ein Maximum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt und wird geschrieben max(X).

Definition: Ein Element xq € X heisst Minimum von X, falls gilt Vx € X : © > xy. Falls
X ein Minimum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt und wird geschrieben min(X).

Beispiel: Das abgeschlossene Intervall [a, b] hat das Minimum a und das Maximum b. Das
offene Intervall |a, b[ dagegen besitzt weder ein Minimum noch ein Maximum.

Die folgenden allgemeineren Begriffe sind auch dann anwendbar, wenn Minimum oder
Maximum nicht existieren:

Definition: Eine reelle Zahl y mit Vx € X: z < y heisst eine obere Schranke von X.
Existiert eine solche obere Schranke, so heisst X nach oben beschrdnkt.
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1.6 Supremum und Infimum

Satz: Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R besitzt eine eindeutige
kleinste obere Schranke, genannt Supremum von X und geschrieben sup(X). Besitzt X
schon ein Maximum, so gilt sup(X) = max(X).

Definition: Das Supremum der leeren Menge ist sup(@) := —oo. Das Supremum jeder
nicht nach oben beschrinkten Teilmenge X C R ist sup(X) := oo.

Der entsprechende Ersatz fiir das Minimum ist:

Definition: Eine reelle Zahl y mit Vo € X: x > y heisst eine untere Schranke von X.
Existiert eine solche untere Schranke, so heisst X nach unten beschrinkt.

Satz: Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge X C R besitzt eine eindeutige
grosste untere Schranke, genannt Infimum von X und geschrieben inf(X). Besitzt X schon
ein Minimum, so gilt inf(X) = min(X).

Definition: Das Infimum der leeren Menge ist inf(&) := co. Das Infimum jeder nicht nach
unten beschrinkten Teilmenge X C R ist inf(X) := —oc.

Fakt: Eine dquivalente Charakterisierung des Supremums s := sup(X) ist die Bedingung:
VeeX:x<s) AN (Ve>0TreX:az>s—¢).
Das Analoge gilt fiir das Infimum.

Beispiel: Jedes Intervall [a, b], [a, b], ]a, ], ]a, b[ fiir a < b hat Infimum @ und Supremum b.
Beispiel: Die Teilmenge Z7! hat Minimum 1 und Supremum oo, aber kein Maximum.
Beispiel: Die Teilmenge {% |n € 72> 1} hat Infimum 0 und Maximum 1, aber kein Minimum.

Eigenschaften: Fiir je zwei Teilmengen X, Y C R und ¢ € R setze ¢X = {czx | v € X}
und X +Y :={z+y|x € X,y € Y} Dann gilt:

sup(X UY) = max{sup(X),sup(Y)},

sup(X +Y) = sup(X) +sup(Y),
sup(cX) = csup(X) fiir ¢ > 0,
sup(cX) = cinf(X) fiir ¢ < 0,

und das Entsprechende fiir das Infimum.

Die Existenz von Supremum und Infimum ist eine Besonderheit der reellen Zahlen, die fiir
die rationalen Zahlen nicht gilt. Man kann sie umgekehrt dazu benutzen, reelle Zahlen mit
besonderen Eigenschaften zu konstruieren.

Beispiel: Die reelle Zahl v/2 ist das Supremum der Menge {¢ € Q | €2 < 2}.

Beispiel: Fiir jede ganze Zahl n > 3 sei u,, der Umfang eines in einen Kreis vom Radius 1
eingeschriebenen regelméssigen n-Ecks. Dann ist

2 = sup{u, | n > 3}.
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1.7 Summen und Produkte

1.7 Summen und Produkte

Definition: Die Summe endlich vieler Zahlen oder Vektoren kiirzen wir ab wie folgt:

Z ap ‘l’ ap-i—l ‘l’ ‘l’ aq fur p < q,
ap =
F sonst.

Bemerkung: Der Wert der leeren Summe ist also das neutrale Element 0 der Addition.
Dies garantiert, dass die folgende erste Grundregel iiber das Aufspalten einer Summe in
zwei Teilsummen auch fiir leere Teilsummen gilt:

Grundregeln:

igk:Zak+Zak firp<qg<r,

k=q+1

Z ar = Z a; (Umbenennen der Laufvariablen),

k=p
q q q
Z(ak—i—bk) = Zak+2bk,
k=p k=p k=p
a - }i:lm = j;:(lbk.
k=p k=p

Variante: Alternativ schreiben wir auch
>
kel
wenn sich die Summe iiber eine endliche Menge von ganzen Zahlen I erstreckt. Oder wir

schreiben nur die Bedingungen unter das Summenzeichen, welche die Menge I definieren.

Grundregel:

Zak = Zak+2ak—2ak

kel Uls kel kels kel Nis

Beispiel: Es gilt

(Z ak>2 = Z az + Z 2a;ay,.

p<k<q p<k<q p<j<k<q

Beispiel: Eine Teleskopsumme ist eine Summe, die sich nach folgendem Muster berechnen
lasst:

e nl 1 nl = 1 nl 1 1
zk(k—l—l G = i s ok = Lo

k=1 k=1 k=1 k=1 k=2



1.7 Summen und Produkte

Beispiel: Fiir jede Zahl ¢ und jede ganze Zahl n > 0 ist die geometrische Summe gleich

XS

Definition: Das Produkt endlich vieler Zahlen kiirzen wir ab wie folgt:

q .
aplpiy -+ -aq fir p < g,
ap = ay =
H g H g { 1 sonst.

Bemerkung: Der Wert des leeren Produkts ist also das neutrale Element 1 der Multipli-
kation. Dies ermoglicht wieder das Aufspalten eines Produkts wie folgt:

1— qn+1

fiir g # 1,
n+1 firqg=1.

Grundregeln:

H%—Hak Hak firp<qg<r,

=p k=q+1

H ar = H a; (Umbenennen der Laufvariablen),

Definition: Fiir ganze Zahlen n > k > 0 ist der Binomialkoeffizient ,n tief k“ definiert

durch (n) _onn—1) - (n—k+1) n!
k

3 ! " K-k

Satz: Fiir alle n € Z2° gilt die allgemeine binomische Formel
" /n
a+b)" = cav R
o = 3 (})

Satz: Fiir allen > 2 und 0 < 2, < 1 gilt

n

Hl—l’k >1—Z$k

Das Berechnen von Summen und Produkten erfordert oft das folgende Beweisprinzip:
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1.8  Winkel

Vollstédndige Induktion: Zu beweisen sei eine Aussage A(n) fur alle n > ny.
Induktionsverankerung: Beweise A(ng) direkt.
Induktionsvoraussetzung: Nimm an, dass A(n) gilt fiir ein gegebenes n > ny.
Induktionsschritt: Beweise A(n + 1) unter Beniitzung der Induktionsvoraussetzung.

Daraus folgt dann A(n) fir alle n > ny.

1.8 Winkel

Definition: Ein Kreis mit Radius 1 heisst Finheitskreis. Wenn sein Mittelpunkt nicht
spezifiziert wird, ist oft stillschweigend der Ursprung gemeint.

Definition: Das Mass eines Winkels im Punkt P ist die Lange des Kreisabschnitts, welchen
der Winkel von einem Einheitskreis mit Mittelpunkt P abschneidet. Mit der Abkiirzung
1°:= 327”0 kann man Winkel auch in Grad angeben. Das Mass des Vollwinkels ist demnach
der Umfang eines Einheitskreises, also gleich 27 oder 360°.

Definition: Sei (z,y) € R? ein Punkt auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt (0,0). Sei

¢ die Lange des Kreisabschnitts vom Punkt (1,0) bis (z,y), entgegen dem Uhrzeigersinn

gemessen. Dann heissen sin ¢ := y der Sinus und cosp := x der Cosinus von . Beide

werden durch sin(¢+ 27k) := sin ¢ und cos(¢ + 27k) := cos ¢ fiir alle k € Z zu Funktionen

R — R fortgesetzt. Der Tangens und der Cotangens von ¢ sind definiert durch tany :=
COS 1

222 und cot p = S22 = , wenn der Nenner ungleich 0 ist.
COS sin tan ¢

Bedeutung einiger Winkel:

Grad | ¢ | sing | cosy | tany | Bedeutung
360° | 27 0 1 0 Vollkreis
180° | 7 0 —1 0 Halbkreis
90° | 3 1 0 ,00“ | Rechter Winkel
60° | % @ % V3 | Gleichseitiges Dreieck
45° | 7 ? g 1 Diagonale eines Quadrats
30° | § % ? % Halbiertes gleichseitiges Dreieck

1.9 Vektoren

Der abstrakte Vektorbegriff wird in der Vorlesung Lineare Algebra behandelt. Hier be-
trachten wir nur den Standardvektorraum R"™ fiir eine beliebige natiirliche Zahl n mit der
komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation mit \ € R:

(1, xn) + Wy yn) = (T1+ Y1, T+ Yn),
A (g, o x,) = Az, Axy).
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1.10 Komplexe Zahlen

Die Elemente von R™ nennen wir Vektoren. Aus Platzgriinden schreiben wir sie zunéchst als
Zeilenvektoren. In der Vektoranalysis werden wir sie aber von Spaltenvektoren unterschei-
den miissen. Alle Begriffe und Resultate fiir vektorwertige Funktionen einer (!) Variablen
gelten gleichermassen fiir Zeilen- wie fiir Spaltenvektoren.

Definition: Der (euklidische) Absolutbetrag oder die (euklidische) Linge eines Vektors
x = (x1,...,7,) € R" ist die Zahl

lz| = |lz]| = Val+ ... +a2 € RO
Eigenschaften: Fiir alle z, y € R” und A € R gilt:

lz] = 0 < x=0,
Az = [A]- [z,
lz+y| < |z|+ ]y (Dreiecksungleichung)

Definition: Der (euklidische) Abstand zweier Punkte z,y € R" ist |z — y|.
Bemerkung: Eine direkte Folge und haufige Anwendung der Dreiecksungleichung ist:

lz] = |y] < |z -yl

1.10 Komplexe Zahlen

Definition: Ein Ausdruck der Form z = x + iy fiir z, y € R heisst eine komplexe Zahl. Die
Zahl Re(z) := x heisst der Realteil von z, die Zahl Im(z) := y der Imagindrteil von z. Die
Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Eine komplexe Zahl anzugeben ist also dquivalent dazu, ihren Real- und Imaginérteil an-
zugeben. Durch x + iy = (x,y) identifiziert man C meist mit der reellen Ebene R?. Weiter
identifiziert man jede reelle Zahl x mit der komplexen Zahl x 4 0, wodurch die reelle Zah-
lengerade zur horizontalen reellen Koordinatenachse in C wird. Die komplexen Zahlen der
Form iy fiir y € R heissen rein tmagindr und bilden die vertikale imagindre Koordinaten-
achse in C.

Die folgende Definition dehnt die bekannten Rechenoperationen von R auf C aus:

Definition: Die Summe und das Produkt zweier komplexer Zahlen sind definiert durch

(z+iy) + (2" +1y) = (z+2") +ily +Y),
(x+iy) - (2 +3y) = (22’ —yy') +i(xy + 2'y).

Fakt: Mit diesen Operationen, dem Nullelement 0 = 0410, und dem Einselement 1 = 1+:0
bildet C einen Korper mit dem Unterkorper R.

Fakt: Wegen i = —1 kann man die imagindre Einheit i als eine (ein fiir alle Mal gewéhlte)
Quadratwurzel aus —1 ansehen.
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1.10 Komplexe Zahlen

Schrankt man die Multiplikation ein auf je eine reelle und eine komplexe Zahl, so erhélt
man genau die {ibliche Struktur von C = R? als R-Vektorraum der Dimension 2. Der
iibliche euklidische Absolutbetrag auf R? wird dann:

Definition: Fiir z, y € R heisst |2| := /22 + y2 € R?Y der Absolutbetrag von z := x + iy.
Fiir z = x € R stimmt dieser mit dem iiblichen reellen Absolutbetrag iiberein.

Eigenschaften: Fiir alle z, 2’ € C gilt

2|l =0 < 2=0,
22| = |

|2+ 2| < |z|+|2|. (Dreiecksungleichung)
Definition: Fiir x, y € R heisst Z := x — iy die komplex Konjugierte von z := x + iy.

Geometrisch gesehen ist dies die Spiegelung an der reellen Achse. Insbesondere ist eine
komplexe Zahl z reell genau dann, wenn z = 7 ist.

Eigenschaften: Die komplexe Konjugation ist mit allen Kérperoperationen vertréglich,
das heisst, fiir alle z, 2’ € C gilt

242 =z47,
22 =Z-7.
Weiter gilt fiir alle z € C:
z = z,

z+7Z = 2Re(z),
z—2z = 2ilm(z),

2z = |z~

Fakt: Den Quotienten zweier komplexer Zahlen z = z + iy und w = u + v # 0 fiir
x,y,u,v € R berechnet man elegant durch Erweiterung mit w:

z zw  (v+ay)u—iv)  wutyv . yu—av

_ — — 7 - .
w ww u? + v? u2 + v? u2 + v?

Polarkoordinaten: Jede komplexe Zahl z = x + 1y fiir , y € R kann man schreiben in
der Form
r+1y = r-cisp mit cisp:=cosy +ising

fiir r = |z| = /22 4+ y? und einen Winkel arg(z) := ¢, genannt das Argument von x + iy.
Dies ist der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und dem Strahl vom Nullpunkt zu
dem Punkt (z,y), entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen. Das Argument ist nur bestimmt
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1.10 Komplexe Zahlen

bis auf Addition eines Vielfachen von 27. Wenn es notig wird (und am besten nur dann),
schrénkt man arg(z) auf ein Intervall der Form |—m, 7] oder [0, 27| ein; im Fall r > 0 ist es
dann eindeutig bestimmt.

Fakt: Fiir alle 7,7’ € R*? und ¢, ¢’ € R gilt
rcisp-r'cise’ = rr’-cis(p + ¢).
Insbesondere gilt fiir alle 7 € R*? und ¢ € R und n € Z>°
(rcisp)” = r"-cis(ngp).

Folge: Fiir alle n > 1 und z € C \ {0} besitzt die Gleichung w™ = z genau n verschiedene
Losungen w € C, namlich fiir z = r cis ¢ die komplexen Zahlen

. nf; . ahe PE2TE
w = Yr-cis T
fir k=0,1,...,n — 1. Jede von diesen kann man als eine n-te Wurzel aus z ansehen.

Beispiel: Fiir jedes n > 1 existieren genau n verschiedene n-te Wurzeln aus 1, genannt
Einheitswurzeln, ndmlich die komplexen Zahlen cis % fir k =0,1,...,n— 1. Diese liegen
alle auf dem Einheitskreis und bilden die Ecken eines regelméssigen Polygons.

Fakt: Die Quadratwurzeln einer komplexen Zahl x + iy fiir z, y € R berechnet man durch
den Ansatz w = u + iv mit u,v € R, durch Trennen der Gleichung = + iy = z = w? =
(u? —v?)+2iuv in Real- und Tmaginirteil, und Losen des resultierenden reellen Gleichungs-

systems z = u? — v? und y = 2uv.

Fakt: Die Losungen einer quadratischen Gleichung az? + bz + ¢ = 0 mit Koeffizienten
a,b,c € C und a # 0 findet man wie bei reellen Koeffizienten mit der Mitternachtsformel

—b 4+ /b? — 4ac

2a

212 =

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p(z) = 2" + ¢, 12" '+ ... + 12 + ¢
vom Grad n > 1 mit Koeffizienten ¢,,_1, ..., ¢, co € C besitzt eine Nullstelle in C.

Fakt: Eine Zahl ¢ € C ist eine Nullstelle von p(z) genau dann, wenn eine Faktorisierung
p(z) = (2 — ¢) - () mit einem weiteren Polynom ¢(z) existiert. Daraus folgt die Variante:

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p(z) = 2" + ¢, 12" 1+ ...+ 12 + ¢
mit Koeffizienten in C ist ein Produkt von Linearfaktoren

(z=G)- (2= G)-

Dabei sind die Nullstellen (i, ..., (, € C bis auf die Reihenfolge bestimmt.
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1.10 Komplexe Zahlen

Definition: Eine Zahl ( € C, welche genau k-mal unter (, . . ., (, vorkommt, heisst k-fache
Nullstelle von p(z), oder Nullstelle der Vielfachheit oder Multiplizitit k. Also gilt:

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in C
besitzt, mit Vielfachheiten gezéhlt, genau n Nullstellen in C.

Fakt: Fiir jedes Polynom mit reellen Koeffizienten p(2) und jede komplexe Nullstelle ¢ von
p(z) ist ¢ eine Nullstelle derselben Multiplizitét von p(z). Daraus folgt:

Satz: Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten ist ein Produkt von Polynomen vom Grad
< 2 mit reellen Koeffizienten.

Beispiel: Das Polynom z* — 2 hat die beiden reellen Nullstellen ++/2 und die beiden kom-
plex konjugierten nicht-reellen Nullstellen +iv/2, entsprechend der Zerlegung in Faktoren
mit reellen Koeffizienten

A2 = (2= V) (24 VD) (24 V).

Beispiel: Fiir das reelle Polynom z* + 322 — 6z + 10 sei bereits eine komplexe Nullstelle
1 + 7 gegeben. Dann findet man alle {ibrigen Nullstellen durch komplexe Konjugation,
Ausfaktorisieren, und Losen der verbleibenden quadratischen Gleichung:

A 432262410 = (2—1—4)-(z—1+14) (2> +22+5)
=(z—1—i)- (z—1+4+49) - (z+1+2i)- - (z+1—2).

Anwendung: Eine Folge reeller Zahlen sei rekursiv definiert durch ag := 0 und a; :=1
sowie an19 = 2a,.1 — 3a, fiir alle n > 0. Bestimme eine geschlossene Formel fiir a,,.

Losung: Zuerst betrachtet man die Rekursionsgleichung b,,o = 2b,.1 — 3b, fiir alle
n = 0 alleine ohne Anfangsbedingungen und sucht Losungen der Form b, = 2" fiir z € C.
Man berechnet, dass die beiden Werte z = (2 := 1+ iv/2 solche Losungen liefern. Dann
setzt man a, = (' + c2¢3 und bestimmt die Koeffizienten ¢, € C so, dass auch die
Anfangsbedingungen erfiillt sind. Das Endresultat ist in diesem Fall

a, = Im(%)
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2 Funktionen

2 Funktionen

2.1 Definition

Definition: Eine Funktion oder Abbildung f besteht aus einer Menge X = domain(f),
dem Definitionsbereich von f, einer Menge Y = range(f), dem Zielbereich von f, und einer
Zuordnungsvorschrift, welche jedem Element z € X ein eindeutiges Element f(z) € Y
zuordnet. Standardmaéssig gibt man eine Funktion wie folgt an:

f: X =Y, o~ f(x):= (Vorschrift fiir den Wert von f in z).

Definition: Die Bildmenge einer Funktion f: X — Y ist die Teilmenge von Y:
image(f) = {f(z) |z € X} = {yeV |3we X: f(z) =y

Vorsicht: Nicht den Zielbereich range(f) mit der Bildmenge image(f) verwechseln!
Beispiel: Die Funktion R — R, x + 2% hat den Zielbereich R, aber die Bildmenge R>°.

Definition: Der Graph einer Funktion X — Y ist die Teilmenge
graph(f) == {(z.f(x)) |z € X} C X xY.

2.2 Beschreibung

Eine Funktion f kann man auf viele verschiedene Weisen beschreiben, unter anderem:
— durch eine Wertetabelle, z.B. eine Preisliste, eine Notenskala, eine Punktetabelle . . .,
— durch ihren Graphen: eine Kurve, eine Punktmenge, ein Balkendiagramm .. .,
— durch eine mathematische Formel,
— durch Fallunterscheidungen,
— implizit durch eine Gleichung zwischen z und f(x),
— durch eine Gleichung zwischen ihren Werten an verschiedenen Stellen,
— durch eine Differentialgleichung.

Bei durch Formeln beschriebene Funktionen unterscheidet man weiter zwischen
— Polynomfunktionen x +— ag + a1z + . .. 4+ a,x” fiir Konstanten aq, ..., a,,
— (gebrochen) rationalen Funktionen w v fohiittetouts,
— algebraischen Funktionen, welche durch Losen von Polynomgleichungen entstehen,
— elementaren Funktionen, welche beliebig aus algebraischen und trigonometrischen
Funktionen und der Exponentialfunktion und Logarithmus zusammengesetzt sind.

— sonstigen Funktionen.

Beispiel: Die Vorzeichen- oder Signum-Funktion ist die Funktion

1 falls x > 0 ist,
sgn: R — R, z+— sgn(x) := 0 falls z =0 ist,
—1 falls z < 0 ist.
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2.3 Spezielle Definitions- und Zielbereiche

Beispiel: Der Absolutbetrag einer reellen Zahl ist die Funktion

x falls x > 0 ist,

R—=R, z—|z|:=
@ al { —x falls z < 0 ist.

Beispiel: Beide Funktionen [—1,1] = [-1,1], 2 =y =+vV1—2?2 und z — y = —v/1 — 22
sind durch die implizite Gleichung z? + y* = 1 charakterisiert.

Beispiel: Die Losungsmenge der Gleichung 2° + 4% = 3y in R? hat verschiedene Zweige,
welche die Graphen verschiedener implizit gegebener Funktionen sind.

Beispiel: Die Fakultits-Funktion Z2° — Z>° n + n! kann man durch die Anfangs-
bedingung 0! = 1 und die rekursive Funktionalgleichung (n + 1)! = (n + 1) - n! definieren.

Beispiel: Die Fibonacci-Folge ist rekursiv definiert durch ag := 1 und a; := 1 sowie
Qpio = Qpi1 + ay, fiir allen > 0.

Beispiel: Die Exponentialfunktion erfiillt die Funktionalgleichung e**¥ = ¢e* - €V fiir alle
x,y € R.

Beispiel: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung f” + w?f = 0 lautet f(x) =
asinwz + bcoswz fiir Konstanten a, b.

2.3 Spezielle Definitions- und Zielbereiche

Der Funktionsbegriff lasst viele verschiedene konkrete Interpretationen zu:

Spezialfall: Eine Abbildung Z*° — X, k + x;, heisst eine (unendliche) Folge in X.
Alternative Schreibweisen: (xy)%2, oder (xy)k=0 oder (zo, 1,22, ...). Der Laufindex kann
auch an einer anderen Stelle als bei 0 beginnen.

Spezialfall: Der Graph einer geniigend gutartigen skalarwertigen Funktion einer Variablen
f: X =R fiir X C R ist eine Kurve im R

Spezialfall: Das Bild einer geniigend gutartigen vektorwertigen Funktion einer Variablen
f: X — R" fiir X C R ist eine parametrisierte Kurve C' C R™. Die Funktion f heisst dann
eine Parametrisierung von C.

Spezialfall: Eine skalarwertige Funktion mehrerer Variablen f: X — R fiir X C R™ kann
die Verteilung einer skalaren physikalischen Grosse wie Druck, Temperatur, ... wiederge-
ben. Eine giinstige Visualisierung ist dann die Darstellung der Isobaren, Isothermen, ...,
das heisst der Teilmengen {z € X | f(z) = c} fiir geeignet ausgewéhlte ¢ € R. Fiir
geniigend gutartiges f sind dies Hyperfldchen, also Gebilde der Dimension n — 1 in R”.

21



2.3 Spezielle Definitions- und Zielbereiche

Spezialfall: Der Graph einer geniigend gutartigen Funktion f: X — R fiir X C R" ist
eine Hyperfliche im R"*!,

Spezialfall: Das Bild einer geniigend gutartigen Funktion X — R? fiir X C R? ist eine
parametrisierte Fliche F' C R3?. Die Funktion f heisst dann eine Parametrisierung von F.

Beispiel: Fiir a, b € R ist das Bild der Abbildung
R — R®, t+ (acost,asint, bt)
eine Schraubenlinie mit Radius @ und Ganghohe 27b. Das Bild der Abbildung
[0,a] x R — R® (r,t) + (rcost,rsint,bt)
ist die zugehorige Schraubenfliche, deren Rand die genannte Schraubenlinie ist.

Spezialfall: Mit einer surjektiven Funktion X — Y fiir X, Y C R” kann man den Bereich
Y durch andere Variablen umparametrisieren.

Beispiel: Die ebenen Polarkoordinaten sind definiert durch die surjektive Abbildung
R? x R — R?, (r,) — (2,9) = (rcos p, rsin ).

Durch Einschrinkung liefert diese eine bijektive Funktion R>% x |-, 7] — R?~{0}. Deren
Umkehrabbildung ist gegeben durch

(\/IQ—G—y?’ arccos\/meyQ) fliry >0
(\/x2+y2,—arccos\/x§Ty2) fiir y <0

Beispiel: Die Kugelkoordinaten sind definiert durch die Abbildung

R?~{(0,0)} = R x |—7, 7], (z,y) —

R0 x [-Z,2] x [-m, 7] = R®, (r,9,¢) — (z,y,2) = (rcosdcos g, rcostsin g, rsin ).

Spezialfall: Eine Funktion X — R” fiir X C R” kann die Verteilung einer vektoriellen
physikalischen Grosse wie Geschwindigkeit, Kraft, ... wiedergeben und heisst dann ein
Vektorfeld. Zur Visualisierung zeichnet man eine Schar kleiner Pfeile auf X.

Beispiel: Beschreibt das Vektorfeld K eine Stromung, so erfiillt der Ortsvektor z eines
darin mitschwimmenden Teilchens die Differentialgleichung ‘é—f = K(z) als Funktion der
Zeit t.

Beispiel: Eine Punktladung im Ursprung erzeugt das Vektorfeld

cx
|z f?

R® < {(0,0,0)} = R?, x>
fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0.
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2.4 Eigenschaften

2.4 Eigenschaften
Definition: Eine Funktion f: X — Y heisst
injektiv, falls gilt: Va, 2’ € X: f(z) = f(2/) =z =1/,
surjektiv, falls gilt: Vy € Y dz € X: f(z) =y,
bijektiv, falls gilt: Vy € Y Iz e X: f(z) =y.
Sie ist also injektiv genau dann, wenn sie an verschiedenen Stellen verschiedene Werte
annimmt. Sie ist surjektiv genau dann, wenn ihre Bildmenge image(f) gleich ihrem Ziel-

bereich range( f) ist. Sie ist bijektiv genau dann, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv
ist.

Definition: Ist f: X — Y bijektiv, so ist ihre Umkehrfunktion eindeutig definiert durch
f71Y = X,y (das eindeutige z € X mit f(z) = y).
Die Umkehrfunktion besitzt also die Eigenschaften:

Vee X: f7H(f(z)) = =,
VyeY: f(f' () = v

Ob eine Zuordnungsvorschrift eine injektive bzw. surjektive Funktion liefert, héngt im
allgemeinen sehr von der Wahl des Definitions- und Zielbereichs ab.

Beispiel: Die Funktion R — R, x + sinz ist weder injektiv noch surjektiv.

s

Beispiel: Die Funktion [~

, 5] = R, 2+ sinz ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Beispiel: Die Funktion R — [—1, 1], x + sinx ist nicht injektiv, aber surjektiv.

Beispiel: Die Funktion [—7, 7] — [~1,1], 2 = sinx ist bijektiv. [hre Umkehrfunktion ist
der Arcus Sinus

[-1,1] — [-3, 3], y+> arcsiny.

Beispiel: Die Funktion [0,7] — [—1,1], x + cosz ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist
der Arcus Cosinus
[—1,1] — [0, 7], y — arccosy.

Beispiel: Die Funktion [~7, 7] — R, x + tanx ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist der
Arcus Tangens
R —— [-%, 5], y > arctany.
Definition: Eine Funktion f: R — R heisst
gerade, falls gilt: Vz € R: f(—z) = f(z),
ungerade, falls gilt: Vo € R: f(—z) = —f(x).
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2.5 Stetigkeit

Fakt: Eine Funktion ist gerade genau dann, wenn ihr Graph spiegelsymmetrisch beziiglich
der y-Achse ist. Sie ist ungerade genau dann, wenn ihr Graph punktsymmetrisch beziiglich
des Ursprungs ist.

Beispiel: Die Funktionen z — 1, 2%, 2%, ..., cos z, |z| sind gerade. Die Funktionen z — ,

23, 2%, ..., sinz, tanx, sgna sind ungerade.

Fakt: Jede Funktion f: R — R ldsst sich auf eindeutige Weise als Summe einer geraden
und einer ungeraden Funktion darstellen, ndmlich als

_ f@tfe) | f@)-f(a)
f(x) - 2 + 2 .

Definition: Eine auf einem Intervall I definierte Funktion f: I — R heisst

monoton wachsend, falls gilt: Vr,2' € X:x <2’ = f(z) < f(a'),
streng monoton wachsend, falls gilt: Vr,2' € X:z <2’ = f(x) < f(2),
monoton fallend, falls gilt: Vz,2' € X:z <2’ = f(x) > f(a),

streng monoton fallend, falls gilt: Vr,2' € X:z <2’ = f(x) > f(2').

Fakt: Jede streng monotone Funktion ist injektiv.
Beispiel: Jede konstante Funktion ist sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend.

Beispiel: Fiir n € Z ist die Funktion |0, 00 — ]0, 00|, x + 2™ streng monoton wachsend,
falls n > 0 ist, streng monoton fallend, falls n < 0 ist, und konstant, falls n = 0 ist.

Beispiel: Die Vorzeichenfunktion R — R, = +— sgn(z) ist monoton wachsend, aber nicht
streng.

Beispiel: Die Funktion ,,ganzzahliger Anteil“ ist monoton wachsend, aber nicht streng:

R — R, x+— |z] := (grosste ganze Zahl < z).

2.5 Stetigkeit

Wie in Abschnitt [.9) sei |x| der euklidische Absolutbetrag eines Vektors x € R"™ oder R™.
Betrachte Teilmengen X C R™ und Y C R" sowie eine Funktion f: X — Y.

Definition: Die Funktion f heisst stetig in o € X, falls gilt
Ve>030>0Ve e X: |z—xo| <0 = |f(x)— f(zo)| <e.
Sie heisst stetig, falls sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Vorsicht: Der Begriff ergibt nur fiir zp im Definitionsbereich von f einen Sinn.
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2.6 Einseitige Stetigkeit

Fakt: Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z stetig, so ist auch g o f stetig.

Fakt: Eine vektorwertige Funktion f = (fi,..., f,): X — Y C R” ist stetig genau dann,
wenn jede Komponentenfunktion f;: X — R stetig ist.

Fakt: Die Grundrechenarten definieren stetige Funktionen

R xR — R, (r,y) =~ z+vy,
R xR — R, (z,y) — xy,
R x (Rn{0}) = R, (z,y)— L.

Folge: Jede rationale Funktion ist, wo definiert, stetig.

Beispiel: Die Maximumsfunktion (und genauso die Minimumsfunktion) ist stetig:
R™ =R, z=(x1,...,Tp) — max{xy,..., Tn}.

Beispiel: Die Funktion

xr  fiurx € Q,

0,1l — 10,1}, z —
0,1] = {0,1], = {1—x sonst,

ist bijektiv, aber stetig nur in dem einen Punkt x = %
Beispiel: Der euklidische Absolutbetrag eines Vektors definiert eine stetige Funktion
R™ 5 R, z = (21,...,00) — |z| == /22 + ... + 22,
Definition: Eine Funktion f: X — Y heisst Lipschitz-stetig in xq € X, falls gilt:
de>030>0Ve e X: |z —xo| <0 = |f(x)— f(zo)| < c- |z — 0.

Das ist eine verbesserte Art von Stetigkeit, bei der die Approximationsrate durch eine
lineare Funktion beschrinkt ist.

Beispiel: Die Quadratwurzel [0, 00[ — [0, 00[ als Umkehrfunktion von [0, 0co[ — [0, oo],
x — 22 ist stetig. Sie ist Lipschitz-stetig in jedem Punkt > 0, aber nicht im Nullpunkt.

2.6 Einseitige Stetigkeit

Im Fall X C R kann man die Frage auf den Bereich rechts oder links von x( einschrénken:
Definition: Die Funktion f heisst rechtsseitig stetig in xq € X, falls gilt

Ve>030>0Ve e X: zp<z<zo+d = |f(x)— f(xg)] <e.
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2.7 Zwischenwertsatz

Sie heisst linksseitig stetig in xg € X, falls gilt
Ve>030>0Ver e X: zg—d<z<zg = |f(x)— f(z0)| <e.

Fakt: Die Funktion f ist stetig in einem Punkt genau dann, wenn sie dort sowohl rechts-
seitig stetig als auch linksseitig stetig ist.

Beispiel: Die Funktion ,,ganzzahliger Anteil* R — R,  + [z] ist in jedem Punkt n € Z
rechtsseitig stetig, aber nicht linksseitig stetig. Genauso die Funktion R — R, x +— z — |z].

Beispiel: Die Signumfunktion sgn: R — R ist weder rechtsseitig noch linksseitig stetig im
Punkt 0.

2.7 Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und ¢ eine Zahl zwischen f(a)
und f(b). Dann existiert « € [a,b] mit f(z) = c.

Der Beweis benutzt das Halbierungsprinzip, das heisst die binédre Suche.

Folge: Sei I ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Seien a, b € I mit f(a) <0
und f(b) > 0. Dann besitzt f eine Nullstelle zwischen a und b.

Beispiel: Die Funktion R — R, z + 2® — 2 — 1 besitzt eine Nullstelle im Intervall |1, 2].
Mit dem Halbierungsprinzip kann man sie sukzessive genauer eingrenzen.

Folge: Sei [ ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Dann ist die Bildmenge
image( f) wieder ein Intervall.

Satz: Fiir je zwei Intervalle I, J C R und jede bijektive stetige Funktion f: I — J ist die
Umbkehrfunktion f=': J — I stetig.

Folge: Sei [ ein Intervall und f: I — R eine stetige und streng monotone Funktion. Dann
ist J := image(f) wieder ein Intervall und f induziert eine bijektive Funktion I — J, und
deren Umkehrfunktion J — [ ist wieder stetig und streng monoton.

Beispiel: Fiir jedes n € Z”° ist die Funktion R** — R??, z ~ 2" stetig und streng
monoton wachsend. Da sie den Wert 0 und beliebig grosse Werte annimmt, ist sie nach
dem Zwischenwertsatz bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist die n-te Wurzelfunktion

R?% -5 R?°, 2 — ¥z
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3 Grenzwerte

3 Grenzwerte

Die Grundfrage bei Grenzwerten ist die Beschreibung des Verhaltens einer Funktion am
Rand ihres Definitionsbereichs.

3.1 Topologie von R"

Definition: Die offene, bzw. abgeschlossene, Kugel vom Radius v > 0 um den Punkt
xo € R" ist die Teilmenge

B,(zg) == {z e R": |x —zo| <7}, bzw.
B, (z9) == {z €R" : |z — xo| < 1}

Sei X eine beliebige Teilmenge von R™.
Definition: Die Menge der inneren Punkte, oder kurz das Innere von X, ist die Teilmenge
X° = {z€X|3>0:B.(r) C X}
Die Menge X heisst offen, wenn X = X° ist.
Definition: Der Abschluss von X ist die Menge
= {yeR" ‘Va>0: B(y) N X # &}
Die Menge X heisst abgeschlossen, wenn X = X ist.
Definition: Der Rand von X ist die Menge
0X = X~ X°

Das Innere ist also die Menge derjenigen Punkte von X, fiir die alle hinreichend nahen
Punkte aus R™ ebenfalls in X liegen. Der Abschluss ist die Menge derjenigen Punkte in R,
welche durch Punkte aus X beliebig nahe approximiert werden kénnen. Der Rand ist die
Menge derjenigen Punkte in R™, welche sowohl durch Punkte aus X als auch durch Punkte
aus R™ ~. X beliebig nahe approximiert werden konnen.

Fakt: Es gilt stets X° C X C X.

Fakt: Die Teilmengen X° und 0X und R™ . X bilden eine disjunkte Zerlegung von R™.
Fakt: Die Teilmenge X ist offen genau dann, wenn R™ . X abgeschlossen ist.

Fakt: Die Teilmenge X ist abgeschlossen genau dann, wenn R™ . X offen ist.

Fakt: Jede durch endlich viele strikte Ungleichungen in stetigen Funktionen definierte
Teilmenge von R" ist offen.
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3.2 Grenzwerte

Beispiel: Jedes Intervall der Form Ja,b] C R ist offen. Allgemeiner ist jede offene Kugel
B,.(zo) in R™ tatséchlich offen. Insbesondere ist R" selbst offen.

Fakt: Jede durch endlich viele Ungleichungen vom Typ ,,<* oder ,,>“ und/oder Gleichun-
gen in stetigen Funktionen definierte Teilmenge von R™ ist abgeschlossen.

Beispiel: Jedes Intervall der Form [a,b] C R ist abgeschlossen. Allgemeiner ist jede
abgeschlossene Kugel B,.(zg) in R™ gleich dem Abschluss von B, (zg) und daher tatséichlich
abgeschlossen. Insbesondere ist R"™ selbst abgeschlossen.

Beispiel: Der Graph jeder stetigen Funktion R — R ist abgeschlossen.

Beispiel: Der Rand jedes endlichen Intervalls ist die Menge seiner zwei Endpunkte. Der
Rand der offenen oder abgeschlossenen Kugel ist die Hohlkugel oder Sphdre

0B,(z0) = 0B,(x0) = {z €R": |z —z0| =7}.
Der Rand von R” ist die leere Menge.

Vorsicht: Viele Teilmengen von R™ sind weder offen noch abgeschlossen. Zum Beispiel
jedes halboffene Intervall der Form [a,b] oder |a,b] in R. Die einzigen sowohl offenen als
auch abgeschlossenen Teilmengen von R” sind die leere Menge @ und R"™ selbst.

Definition: Eine Teilmenge Y C X mit X C Y heisst dicht in X.

Beispiel: Das Innere der Teilmenge Q C R ist die leere Menge, der Abschluss ist ganz R,
also ist Q ist dicht in R.

Bemerkung: Fiir die folgende Definition des Grenzwerts beachte man, dass ein Punkt
xo € R"™ genau dann durch Punkte aus X ~\ {zo} beliebig nahe approximiert werden kann,
wenn zg € X N {x} ist.

3.2 Grenzwerte

Betrachte eine Teilmenge X C R™, eine Funktion f: X — R", und einen Punkt z, € R™
mit g € X ~ {LU()}

Definition: Fiir x — x hat f den Grenzwert yo € R", falls gilt:
Ve>030>0Ve e X: O0<|z—x <d = |f(z) —yo| <e.

Ist dies der Fall, so schreiben wir auch f(x) — yo fiir £ — 2. Der Grenzwert y, ist dann
eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim f(z) = yo.

T—xT0
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3.2 Grenzwerte

Fakt: Gilt schon zg € X, so ist f stetig in xy genau dann, wenn lim,_,,, f(z) = f(x¢) ist.
Beispiel: Fiir die Delta-Funktion

1 falls z = 0 ist,

0:R—R
~ ,x»—>{ 0 falls z # 0 ist,

existiert der Grenzwert lim,_,o0(z) = 0, aber er ist verschieden von §(0) = 1, also ist J im
Nullpunkt unstetig.

Fakt: Gilt g ¢ X und existiert der Grenzwert fiir x — xg, so ldsst sich f auf den
Definitionsbereich X U {x¢} stetig fortsetzen.

Beispiel: Die Funktion
R~ {2,3} R, z s £2=322=32+10

z2—-52+6

ist bei £ = 2 nicht definiert. Nach Ausfaktorisieren von Zahler und Nenner kann man aber
einen Faktor (z — 2) wegkiirzen und erhélt den Grenzwert 3 sowie die stetige Fortsetzung

z2—z—5

Beispiel: Die Funktion

R2 {0} = R, (z,y) = 25

x2+
besitzt fir (z,y) — (0,0) den Grenzwert 0 und ldsst sich daher durch (0,0) — 0 stetig
fortsetzen. Fiir die Funktion

R*\ {0} = R, (,y) = =17

existiert der Grenzwert dagegen nicht, sie besitzt daher keine stetige Fortsetzung in den
Nullpunkt hinein.

Beispiel: Es gilt
lim S22 — ]
z—0 ¥

Beispiel: Der Grenzwert lim,_, sin% existiert nicht, da die Funktion nahe 0 beliebig oft
zwischen —1 und 1 hin und her oszilliert.

Beispiel: Dagegen existiert lim, . xsin% = 0 wegen | sin %| < 1 und lim,_,ox = 0: siehe
Abschnitt 3.7

29



3.3 Einseitige Grenzwerte

3.3 Einseitige Grenzwerte
Im Fall X C R kann man die Grenzwertbildung auf den Bereich rechts oder links von z

einschranken:

Definition: Fiir z — z9 € X N|zg,00[ hat f den rechisseitigen Grenzwert y, € R™, falls
gilt:
Ve>030>0Ve e X: sp<az<azp+d = |f(x) —yo| <e.

Der Grenzwert y, ist dann eindeutig bestimmt, und wir setzen

li = 1 = .
i f(z) Jim f(z) Yo

Definition: Fiir v — 29 € X N|—o00, x| hat f den linksseitigen Grenzwert yo € R™, falls
gilt:
Ve>030>0Ve e X: gp—d<az<zy = |f(x)—yl <e.

Der Grenzwert g ist dann eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim f(z) := lim f(z) := yo.
T—xr0— x,/ xo

Fakt: Fir v — z9 € X N]zg, 00[ N X N]—00, zo] existiert der beidseitige Grenzwert genau
dann, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und gleich sind, und dann gilt

lim f(x) = lim f(z) = lim f(x).

T—T0 T—T0+ T—T0—

Beispiel: Die Funktion

lz=2| fiir © # £2,
F:R—-R, z+— 0 firoz=-2,

i fir x = 2,
ist stetig ausserhalb £2. Im Punkt xy = 2 gilt
xliga_ F(r) = —3 # F(2).

Also ist F' dort rechtsseitig aber nicht linksseitig stetig, und lim, .5 F'(x) existiert nicht.

3.4 Grenzwerte im Unendlichen

Im Fall X C R kann man auch das Verhalten fiir beliebig grosse positive oder negative x
untersuchen:
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3.5 Uneigentliche Grenzwerte

Definition: Ist X nach oben unbeschréinkt, so hat f(z) fiir x — oo den Grenzwert yo € R™,
falls gilt:
Ve>03dM >0V e X: o> M = |f(z) —wl| <e.

Der Grenzwert g ist dann eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim f(x) = vo.

T—00

Definition: Ist X nach unten unbeschriankt, so hat f(z) fir x — —oo den Grenzwert
yo € R", falls gilt:

Ve>03IM >0Ve e X: o< —-M = |f(x)—y| <e.

Der Grenzwert y ist dann eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim f(z) = vo.

T——00
Beispiel: Fiir die Funktion F' im vorigen Abschnitt gilt

lim F(z) = lim F(z) = 0.

T—r00 T—r—00
Beispiel: Fiir jedes n > 0 gilt

lim :%n = 0.
T—00

Beispiel:

lim arctanz = g
Tr—r00

3.5 Uneigentliche Grenzwerte

Sei nun f eine Funktion X — R. Wenn der Funktionswert f(z) fir x — zo iiber alle
Schranken hinaus wichst, so existiert der Grenzwert im eigentlichen Sinn nicht, aber man
sagt:

Definition: Fiir x — x( hat f den uneigentlichen Grenzwert oo, falls gilt:
YVN>030>0Vee X: 0<|r—x¢ <d = f(z)> N.
Ist dies der Fall, so schreiben wir auch

lim f(x) = oc.

Definition: Fiir z — z( hat f den uneigentlichen Grenzwert —oo, falls gilt:

VN>030>0Vere X: 0<|z—x9 <0 = f(z)<—N.

31



3.6 Rechnen mit Grenzwerten

Ist dies der Fall, so schreiben wir auch

xli)r?of(x) = —00.

Die entsprechenden Modifikationen beniitzt man fiir einseitige Grenzwerte sowie fiir Grenz-
werte im Unendlichen.

Vorsicht: Wenn man einfach sagt: ,Der Grenzwert existiert, so meint man damit stets,
dass er im eigentlichen Sinn existiert, also nicht gleich 400 ist.

Beispiel: Fiir die Funktion F' im Abschnitt [3.3] gilt

lim F(z) = —oo,
r——24+
lim F(z) = oc.
T——2—

Der beidseitige Grenzwert lim, , 5 F'(x) existiert also auch im uneigentlichen Sinn nicht.

Beispiel: Fiir jedes o > 0 gilt

lim L = .

x—0+ %
Beispiel: Fiir jedes o > 0 gilt

lim z% = oo.

T—00

3.6 Rechnen mit Grenzwerten

Fakt: Der Grenzwert einer vektorwertigen Funktion f = (fi,..., f,) existiert und ist
lim f(z) = (lim fi(z),..., lim f,(2)),
T—x0 T—xT0 T—T0

falls die rechte Seite existiert.

Satz: Betrachte Funktionen f: X — Y und ¢g: Y — Z sowie einen Punkt xy mit der
Eigenschaft zo € X \ {z0}, so dass der Grenzwert yo := lim,_,,, f(z) existiert.

(a) Ist yo € Y und g stetig in g, so gilt

lim g(f(z)) = glyo) = g( lim f(x)).

T—x0 T—T0
(b) Ist yo ¢ Y, aber lim,_,,, g(y) = 2o existiert, so gilt

lim g(f(z)) = 20 = lim g(y).

T—T0 Yy—Yo
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3.6 Rechnen mit Grenzwerten

Entsprechendes gilt fiir jede der obigen Varianten.

Insbesondere ist die Grenzwertbildung mit den Grundrechenarten vertréaglich. Ausser-
dem darf man Grenzwerte also in beliebige rationale Ausdriicke in stetigen Funktionen
hineinziehen, sofern die in der weiteren Rechnung vorkommenden Grenzwerte existieren.

Beispiel: Wegen 22 = z fiir alle > 0 erhalten wir

I sinx I ( sin x 1 ) ( I sin x ) ( I 1 ) 1 1
m ——— = lim . = m — - m —_, =1-—.
=0+ /52 + x4 z—0+ T V5 + 22 z—0+ T =0+ /5 + 12 \/3

Beispiel: Den Grenzwert einer rationalen Funktion fiir x — oo oder x — —oo bestimmt
man, indem man Zahler und Nenner durch die héchste vorkommende Potenz von x dividiert
und lim,_, % = 0 benutzt. Mit der Substitution y = % haben wir also zum Beispiel:

ho ST T LA 146y 4Ty 145-047-0° 1
oo 202 — 37— 5 amw 235 40 2-3y—5y2  2-3-0-5-02 2

T

Beispiel: Eine Differenz von zwei Quadratwurzeln bringt man zum Verschwinden durch
Erweiterung mit der Summe und Beniitzen der dritten binomischen Formel:

. — lim (Ve +1—+x) (Vo+1+4+x)
Jim Vet Ty = T (Vz+1+7)
B (x+1)—x

1
=lm —— = lim — =0
oo v/ + 1+ /& oo \/x + 1+ /&
wegen lim, ., vz + 1+ y/z = 0.

Fakt: Auch mit uneigentlichen Grenzwerten kann man zu einem gewissen Grad rechnen.
Zum Beispiel folgt aus lim,_,,, f(z) = oo oder = —oo stets lim,_,,, ﬁ = 0. Entsprechend
gelten die folgenden Regeln fiir alle x € R:

T+ 00 = 00,
r—00 = —00,
00+ 00 = 00,
00 = 00 fiir x > 0,
00 = —00 fir x <0,
0000 = 00,

T _ T —
= = = 0.

Dagegen kann man den Ausdriicken 0 - co und oo — oo und 2 genausowenig einen Sinn
verleihen wie dem Quotienten %.
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3.7 Vergleichskriterium

3.7 Vergleichskriterium
Betrachte zwei Funktionen f, g : X — R".

Satz: Gilt |f(z)| < g(z) fiir alle x nahe ¢, so gilt

lim g(z) = 0 = lim f(z) = 0.

T—TQ T—T0

Satz: Gilt f(x) > g(x) fiir alle x nahe xg, so gilt

lim g(z) = co = lim f(x) = oc.

T—xT0 T—xT0

Das Analoge gilt fiir einseitige Grenzwerte sowie fiir Grenzwerte im Unendlichen.

Beispiel: Wegen | wfﬁz

und somit

} < |z| und der Stetigkeit des Absolutbetrags gilt lim, ,y—0,0) || = 0

lim -2 = 0.

2 2
(z,y)—(0,0) T~ TV

Beispiel: Wegen /(2 +sin2) > £ und lim, o £ = oo gilt

T
3
a

lim — = 0.
T—00 2—i—sm;

3.8 Allgemeine Potenz

Definition: Fiir jedes a € R”? und je zwei ganze Zahlen m und n > 0 definieren wir

Dies héingt nur von @ und der rationalen Zahl ™ ab. Fiir beliebiges x € R variieren wir

nahe x und setzen
z . m
a® = lim an~.
sy
n
Die Existenz dieses Grenzwerts zeigt man am besten gemeinsam mit den folgenden Grund-
eigenschaften:

Fakt: Fiir alle a, b € R”? und z, y € R gilt

a”™v = a* - av,

(ab)® = a” - b",

@) = a,
a® < b* fiir a < bund x > 0,
a® < a¥ fira > 1und z < y.
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3.9 Asymptoten

Fakt: Die Funktion R™? x R — R, (a, ) — a” ist stetig.

Fakt: Fiir jedes a > 0 gilt

oo falls a > 1 ist,
lim a* = 1 falls a =1 ist,
T—r00

0 fallsa <1 ist.

3.9 Asymptoten
Betrachte eine Funktion f: X — R fiir X C R.

Definition: Wenn f an einer Stelle 2y € X einen einseitigen Grenzwert 0o hat, so heisst
die Gerade x = ¢ eine (senkrechte) Asymptote von f.

Definition: Zwei auf einer nach oben unbeschrénkten Teilmenge X C R definierte Funk-
tionen f und g heissen zueinander asymptotisch fiir x — oo, wenn gilt

Jim (g(x) — f(x)) = 0.
Beispiel: Die Funktionen v/x + 1 und /z sind zueinander asymptotisch fiir x — oo.

Definition: Ist f asymptotisch zu einer linearen Funktion der Form g(x) = px + ¢, heisst
die Gerade graph(g) Asymptote von f fir x — oo. Analog fiir z — —oo0.

Falls eine Asymptote existiert, so ist sie eindeutig bestimmt, und wir kénnen von der
Asymptoten sprechen.

Asymptoten findet man oft durch Probieren, indem man von der definierenden Formel
einen geeigneten linearen Term abspaltet.

Beispiel: Durch Polynomdivision oder Ansatz findet man

f(z) = ””2;7_”33_5 = x+1+x%3.

Wegen lim,_,, %_3 =0 hat f also die Aymptote y = = + 1.
Beispiel: Fiir festes a € R sei f(z) := \/z(z + a) fir alle z > max{0, —a}. Wegen

Valata) = a1t

sehen wir schon, dass die Asymptote die Steigung 1 haben diirfte, falls sie existiert. Dies
verifiziert man und bestimmt die genaue Form der Asymptoten, indem man den Parameter
q zuerst noch unbestimmt lasst und den Grenzwert der Differenz berechnet:

¢) = lim ((\/M_x)( 2(a+a) +2) _q) B o

xh_)rgo( r(x+a) —x—

\/x(:c—i-a) +x

T—00

Der Grenzwert ist also gleich 0 fiir ¢ = 5; somit besitzt f die Aymptote y =z + 3.
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3.10 Kompaktheitssatz

3.10 Kompaktheitssatz

Definition: Eine Teilmenge X C R™ heisst beschrdnkt, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass
fir alle z € X gilt: |z| < c.

Definition: Eine Funktion f auf X heisst beschrdinkt, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir
alle z € X gilt: |f(z)] < c.

Definition: Eine abgeschlossene beschrénkte Teilmenge von R™ heisst kompakt.

Kompaktheitssatz: Fiir jede auf einer kompakten Teilmenge X C R™ definierte stetige
Funktion f: X — R" ist die Bildmenge image(f) C R" kompakt.

Fiir den Beweis der Beschranktheit kann man wieder das Halbierungsprinzip beniitzen.
Folge: Jede auf einer kompakten Teilmenge definierte stetige Funktion ist beschrankt.

Folge: Jede stetige Funktion f: R — R mit endlichen Grenzwerten lim, ., f(z) und
lim, , o f(x) ist beschrénkt.

Beispiel: Die Funktion R — R, z 11% ist beschréankt.
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4 Folgen und Reihen

4 Folgen und Reihen

4.1 Folgen

Definition: Eine Abbildung Z*° — X, k + x; heisst eine (unendliche) Folge in X.
Alternative Schreibweisen: (xy)%2, oder (xy)r=0 oder (zo, 21,2, ...). Der Laufindex kann
auch an einer anderen Stelle als bei 0 beginnen.

Alle Begriffe fiir auf beliebigen Teilmengen von R definierten Funktionen kann man auch
auf Folgen anwenden. Insbesondere gibt es (streng oder nicht streng) monotone Folgen in R,
und vor allem ist der Grenzwert einer Folge fiir & — oo interessant.

Satz: Jede monotone beschrinkte Folge in R ist konvergent.

Beispiel: Zu gegebenem a € R”! konstruieren wir eine Folge in R durch xy := a und die
Rekursionsgleichung xp., := % (zy + x%) fiir alle £ > 0. Das jeweils néchste Folgenglied
Zry1 ist also das arithmetische Mittel zwischen dem vorigen z; und seinem Quotienten %
Dann ist (zy) eine monoton fallende Folge mit dem Grenzwert /a.

4.2 Reihen

Definition: Ein Ausdruck der Form ) jaj oder Y, . a; mit ar € C™ heisst eine (unend-
liche) Reihe. Der Laufindex kann auch an einer anderen Stelle als bei 0 beginnen. Falls die
Folge der Partialsummen (ZZZO ak);’fzo einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert
besitzt, so heisst dieser der Wert der Reihe und wird bezeichnet mit

kijoak = lim ( zn: ak).

Vorsicht: Ohne Grenzwertbetrachtung ergibt der Ausdruck » - aj keinen Sinn; darum
sollte man ihn auch keine Summe nennen.

Fakt: Ist ZZOZO ay konvergent, so gilt limy_.o, ar = 0. Die Umkehrung gilt aber nicht.

Beispiel: Die Reihe ) ;2 ¢* zu einer komplexen Zahl g heisst geometrische Reihe. Sie
konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist, und hat dann den Grenzwert

ook 1

Beispiel: Die Reihe Y7, ki zu einer reellen Zahl s konvergiert genau dann, wenn s > 1
ist. Insbesondere divergiert die harmonische Reihe:

>

k=1

= OQ.

=
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4.3 Bedingte Konvergenz

4.3 Bedingte Konvergenz

Satz: Jede (sogenannte alternierende) Reihe der Form > ;- (—1)*¢; fiir eine monoton
fallende Folge reeller Zahlen ¢;, > 0 mit limy_,. ¢, = 0 ist konvergent.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe konvergiert:

= 1-14

> (=D +lolg = 0.693147....
k=1

eIl
I
W=
ST,
o=

Umordnen von Reihen: Da die Addition assoziativ und kommutativ ist, darf man die
Glieder jeder endlichen Summe beliebig umordnen, ohne den Wert der Summe zu dndern.
Fiir Reihen gilt das auch, sofern nur endlich viele Glieder umgeordnet werden. Wenn da-
gegen unendlich viele Glieder umgeordnet werden, so kann sich im allgemeinen das Kon-
vergenzverhalten beziehungsweise der Grenzwert verdndern.

Beispiel: Wir dndern die Reihenfolge der alternierenden harmonischen Reihe, indem wir
die positiven Glieder so vorziehen, dass jeweils zwei positive Glieder und ein negatives Glied
einander abwechseln. Die resultierende Reihe ist immer noch konvergent, ihr Grenzwert ist
aber

l+5—5+s+3—i+stm—g+t—- = 1.03972...

Nehmen wir umgekehrt jeweils ein positives Glied und zwei negative Glieder, so haben wir
ebenfalls immer noch Konvergenz, jetzt aber mit dem Grenzwert

Slplo gl L L= (.346573....

Durch geeignetes Umordnen kann man sogar jede gewiinschte reelle Zahl als Grenzwert
erreichen, oder Divergenz gegen oo oder —oo, oder noch wilderes Verhalten.

4.4 Absolute Konvergenz

Definition: Eine Reihe )7, a; heisst absolut konvergent, wenn die Reihe der Absolut-
betrige Y -, |ai| konvergiert.

Die Bedingung driickt aus, dass die Reihenglieder in einem gewissen Sinn geniigend
schnell gegen 0 gehen. Der Wert der Reihe Y - |ay| ist dabei vollig irrelevant!

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konver-
gent.

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent und behélt die Konvergenz sowie
ihren Grenzwert unter beliebiger Umordnung.

Vergleichskriterium: Gilt |a;| < by fiir alle £ und ist die Reihe )"/, b konvergent, so
ist die Reihe ) ;- a; absolut konvergent.
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4.5 Rechnen mit Reihen

Folge: Es gebe einen Index kg und reelle Zahlen ¢ sowie ¢ < 1 oder s > 1, so dass fiir alle
k> ko gilt |ax| < cg® oder |ag| < 5. Dann ist die Reihe Y77 i absolut konvergent

Beispiel: Die Reihe Y7, G +1) ist konvergent (und zwar mit Grenzwert 1).

Beispiel: Die Fourier-Reihe

f(t) — 2 cos((2(k2—/f_-1|-)12)t) — C(1)§t+cos3t_'_c05525t+.”

k=0
ist wegen Cos(é(,fﬁr)lz)t) < (2k-1+1)2 < k—lz und dem Vergleichskriterium fiir alle ¢ € R ab-

solut konvergent. Die Reihe definiert daher eine 2w-periodische Funktion R — R. Mit
der allgemeinen Theorie der Fourierreihen lasst sich zeigen, dass fiir alle [t| < 7 gilt

f@t) =5 - (m=2[t]).

4.5 Rechnen mit Reihen

Fakt: Von jeder Reihe lassen sich endlich viele Glieder abspalten; dabei konvergiert die
rechte Seite genau dann bedingt oder absolut, wenn die linke Seite es tut:

00 00
Zak:a0+...+an_1+2ak.
k=0 k=n

Fakt: In jede Reihe lésst sich ein konstanter Faktor hineinziehen; dabei konvergiert die
rechte Seite bedingt oder absolut, falls die linke Seite es tut:

o o
c- Y ap = > cay.
k=0 k=0

Fakt: Jede Summe zweier Reihen kann man zu einer einzigen Reihe kombinieren; dabei
konvergiert die rechte Seite bedingt oder absolut, falls die linke Seite es tut:

[e.e]

iak+ibk = Z(ak+bk).

k=0
Fakt: Sind ay, b, € R und gilt a; < bk fiir alle &, so folgt

k=0 k=0

Fakt: Jede absolut konvergente mehrfache Reihe ldsst sich beliebig umordnen; zum Beispiel
gilt

Do ke = YL aky = Z Zakn K

k=0 =0 (=0 k=0 n=0 k=
falls Y7 o >~ |ak,e| konvergiert. Insbesondere ldsst sich das Produkt zweier absolut kon-
vergenter Reihen elementweise ausmultiplizieren und in beliebiger Reihenfolge berechnen:

(i%)'(é@) Zz&kbé = Zzﬁkbé = Z Zakbn k-

k=0 =04=0 (=0 k=0 n=0 k=0
Siehe auch die Rechenregeln fiir Potenzreihen in Abschnitt [5.2]
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5 Potenzreihen

5 Potenzreihen

5.1 Potenzreihen

Erinnerung: Fiir jede komplexe Zahl z setzen wir 2% := 1.
Definition: Ein Ausdruck der Form

f(z) = Y a2t = ag+arz+ax2® + ...
k=0

mit ay € C bzw. a; € R heisst (komplexe bzw. reelle) Potenzreihe in z.

Fakt: Konvergiert die Reihe an einem Punkt ¢ € C, so konvergiert sie absolut an jedem
Punkt ¢’ € C mit |{'| <[]

Definition: Das Supremum p der Absolutbetrige |(| fiir alle ¢ € C, in denen f(() konver-
giert, heisst der Konvergenzradius von f.

Folge: Die Reihe f(z) konvergiert absolut fiir |z| < p, und divergiert fiir |z| > p.

Im Fall p = 0 konvergiert f(z) nur fir z = 0. Im Fall p = co konvergiert die Reihe
auf ganz C. Andernfalls ist der Konvergenzbereich eine Kreisscheibe vom Radius p mit
dem Mittelpunkt 0. Fiir das Konvergenzverhalten auf dem Rand der Kreisscheibe gibt es
dann verschiedene Moglichkeiten: Konvergenz auf jedem Randpunkt, nur auf einem Teil
des Randes, oder auf keinem Randpunkt.

Satz: Der Konvergenzradius ist

_ N ag . . .
p = klggo ‘ak+1‘ (Quotientenkriterium)
= lim -+ (Wurzelkriterium)

k—oo k lag|

falls der betreffende Grenzwert existiert.

Beispiel: Fiir jedes n € Z hat die Potenzreihe Y .-, k"2" den Konvergenzradius 1. Auf
dem Rand des Konvergenzkreises konvergiert sie absolut falls n < —2 ist, teilweise falls
n = —1 ist, und nirgends falls n > 0 ist.

Beispiel: Fiir jedes @ € C \ {0} hat die Reihe )",°, Z—IZ den Konvergenzradius |al.
Beispiel: Die Reihe >, n!z* hat den Konvergenzradius 0.
Beispiel: Die Reihe )2 Zk—lf hat den Konvergenzradius co.

Variante: Alle Begriffe und Resultate gelten entsprechend fiir Potenzreihen in z — zj fiir
festes 2y € R oder C:

f(z) = Iéak(z—zo)k = ag+ar-(z—2)+tay- (z—20)%+...
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5.2  Rechnen mit Potenzreihen

5.2 Rechnen mit Potenzreihen

Satz: Jede Potenzreihe definiert auf dem Inneren ihres Konvergenzkreises eine stetige
Funktion.

Fakt: Die Summe zweier Potenzreihen mit Konvergenzradien > p hat Konvergenzradius
> p und es gilt

Sapz® + 3 et = ST (ag + br) 2R
k=0 k=0 k=0

Fakt: Das Produkt zweier Potenzreihen mit Konvergenzradien > p hat Konvergenzradius
> p und es gilt

( > akzk> . ( > bgzé) = > ( akbn_k) 2",
k=0 =0 n=0\ k=0
Fakt: Betrachte zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien > p, so dass fiir die zweite gilt
‘Z;; bgzé‘ < |bo| fiir alle |z| < p. Dann lédsst sich der Quotient als Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius > p darstellen durch die Rechnung

Iéakzk (éakzk)% - NP
S i(reg e (E0EE))

(=1

und Ausmultiplizieren der geometrischen Reihe.

Fakt: Betrachte zwei Potenzreihen der Form g(w) = >, bew’ und f(z) = Y32, axz* (also
mit ap = 0) mit Konvergenzradien > 0. Dann lésst sich die Komposition als Potenzreihe
mit Konvergenzradius > 0 darstellen durch Ausmultiplizieren von

00 00 4
g(f() = X (b (X wz) ).
=0 k=1
Fakt: Betrachte eine Potenzreihe der Form f(z) = > 7-, axz* (also mit ag = 0) mit a; # 0.
Dann ist f fiir geeignete Definitions- und Zielbereiche nahe 0 eine invertierbare Funktion,
deren Umkehrfunktion sich wieder als Potenzreihe darstellen lédsst. Diese findet man durch
den Ansatz g(w) = >, bew’ und berechnet die Koeffizienten b, durch Ausmultiplizieren
der Gleichung .
2= g(f) = (b (L at) )
=0 k=1
und Koeffizientenvergleich.

5.3 Binomische Reihe

Definition: Fiir alle o € C und k € Z=Y ist der verallgemeinerte Binomialkoeffizient

definiert durch
(a) _: a(a—1)--(a—k+1)
k) e(h—1)-1
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5.4  Exponentialfunktion

und die binomische Reihe durch

Im Fall @« = n € Z2° gilt (Z) = 0 fir alle £ > n, und fiir 0 < k£ < n stimmt der

verallgemeinerte Binomialkoeffizient mit dem bereits bekannten Wert {iberein:

(n) _ nn=1)-(n—k+1) _ n!
k 3] R (n—R)l -

In diesem Fall ist die binomische Reihe also die endliche Summenentwicklung von (14 z)"
gemiss der binomischen Formel. Im Fall o & Z7° gilt dagegen (Z) # 0 fir alle k£, und die
binomische Reihe hat den Konvergenzradius 1.

Satz: Fiir alle a, z € R mit |z < 1 gilt
kz_o () 2% = (142)

Dasselbe gilt fiir alle @ € Z und = € C mit |z| < 1.

Einige Spezialfille davon sind (zum Teil nach Ersetzen von = durch —zx):

(14 2)Y/? = éié'(_%)&(%_k%xk = 1+§—%+f—;—+...,
(1—2)" = kioxk = l4+a+2+23+... (geometrische Reihe),
(1—-2)?2 = é(l{:—l—l)xk = 1+22+322+42%+ ...,

(1-a2) = éka = 1432+ 622+ 1055+ ..

5.4 Exponentialfunktion

Definition: Die durch die iiberall konvergente Potenzreihe

expz = ézk—]f = l4z+ 2+ 2424
definierte Funktion C — C oder R — R heisst Ezponentialfunktion.
Additionstheorem: Fiir alle z, w € C gilt

exp(z +w) = exp(z) - exp(w).

Fiir alle z € C gilt also exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1 und somit exp(z) # 0.
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5.5 Logarithmus

Folge: Fiir alle z € C und n € Z gilt
exp(nz) = exp(z)".
Definition: Die Fulersche Zahl ist

e = expl = > % = 2.718281828459045235....

Satz: Fiir alle z € R gilt expz = e”.

Die komplexe Exponentialfunktion ist also eine natiirliche Erweiterung der reellen Funk-
tion z — €*. Man schreibt daher auch die komplexe Exponentialfunktion meist in der Form

e :=exp z.
Dies ist aber nur eine Schreibweise, und e* besitzt fiir nicht-reelle z keine Bedeutung als
Potenz, sondern bleibt alleine durch die Potenzreihe definiert. Denn nur reelle Exponenten

r kann man durch rationale Zahlen ™ approximieren und fiir sie die Potenz definieren
durch e :=limen» = lim {/e™ fiir = — .

Proposition: Fiir jedes n € Z gilt

lim < 0,
z—o00 L

lim 2" ™ = 0
T—00

Insbesondere wéchst e fiir x — oo schneller als jedes Polynom.

Proposition: Die Exponentialfunktion induziert eine streng monoton wachsende, stetige,
bijektive Funktion exp: R — R>Y.

5.5 Logarithmus

Definition: Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion ist der (natirliche) Lo-

garithmus
log: R7 = R.

Ublich ist auch die Bezeichnung In z := log . Als Umkehrfunktion erfiillt der Logarithmus

loge! = ¢

elog T

==z
fiir alle x € R*? und ¢ € R. Das Additionstheorem der Exponentialfunktion impliziert

logxy = logx + logy
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5.6 Trigonometrische Funktionen

fiir alle z, y € R>Y. Weiter folgt fiir alle x € R>? und ¢ € R:

logz! = t-logx
[L’t — 6t10gm

Die Potenz 2% kann man daher auch fiir alle z € R>? und alle z € C definieren durch

,I‘Z - 6zlogm
Proposition: Es gilt

lim logx = oo,
T—00

lim logx = —oo0.
z—0+

Proposition: Fiir jedes o € R>? gilt

T—00

lim z% logx = 0.
z—0+4+

Insbesondere wéchst log x fiir x — oo langsamer als jede positive Potenz von x.

Proposition: Fiir z € C und = € R gilt

lim £ =1
z2—0 z
lim
x—0

Y

log(1+z) __ 1.

Proposition: Fiir jedes z € C gilt

e = lim (1+§)n.

n—o0

Insbesondere erhalten wir fiir z = 1 eine andere Beschreibung von e:

e = lim (14+21)".

n—o0

Satz: Fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt

= — "Ek ZE2 ZE3 "E4
log(l+2) = kZ(—l)k 2 = -4+ L
=1

5.6 Trigonometrische Funktionen

Proposition: Fiir alle z € C gilt

= exp(Re(2)),

exp(z) = exp(z),
|
| =1 < Re(z) =0 < z€iR.
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5.6 Trigonometrische Funktionen

Satz: Die Abbildung R — C, ¢ — exp(it) wickelt die reelle Gerade lingentreu auf den
Einheitskreis auf.

Folge: Fiir alle t € R gilt
exp(it) = cist = cost+1-sint.
Folge: Fiir alle z, y € R gilt

iy _ @

e e’ e = e’ -cosy+i-e’-siny.

Folge: Fiir alle t € R gilt

_ elyeni B R R T L AT
cost = —— = zzo( 1) ey = =3 to—wm T
= it _e—it S 1£ 281 " 3 5 7
sint = S5— = > (-D)'gam =t~ 6 tiw mwmt
=0
_ sint __ 1 et—e ¥
tant = cost i eltfe—it”

Diese Formeln nimmt man heute als (von der Geometrie unabhéngige) Definition der trigo-
nometrischen Funktionen, und definiert 7 als die kleinste positive reelle Zahl mit sin 7t = 0.

Folge: '
e"+1 = 0.

Insbesondere gilt €2™ = 1 und daher e**?™ = ¢Z fiir alle z € C. Die komplexe Exponential-
funktion C — C ist also nicht injektiv. Alle iiblichen trigonometrischen Formeln folgen nun
aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion. Insbesondere:

Folge: Fiir alle z, y € R gilt

cos’z +sin*xr = 1 (Pythagoras)
cos(x +y) = cosx-cosy —sinz -siny (Additionstheorem)
sin(x +y) = cosx-siny +sinx - cosy (Additionstheorem)

Fiir die Umkehrfunktionen von sin, cos, und tan siehe Abschnitt 2.4l Die Graphen der
trigonometrischen Funktionen sehen wie folgt aus:
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5.7 Hyperbolische Funktionen

sin rot
tan blau

Schliesslich hat der Arcustangens die folgende einfache Potenzreihenentwicklung:
Fakt: Fiir jedes t € R mit [¢] < 1 gilt

0 $20+1 3 5 7

arctant = Y (1)L = t-—S4+ L L4+ -
(=0

5.7 Hyperbolische Funktionen

Der Cosinus, Sinus, und Tangens hyperbolicus ist definiert in Analogie zu den trigono-
metrischen Funktionen:

Definition: Fiir jedes t € R ist

L et+e*t o t2€ o t2
cosht.—T_Z( = 1+-+4 +ﬁ+

t2Z+1

3 . € —¢€ —
sinht = ==— = Z @)1 156 T 5om
.__ sinht _ et—e”?
tanht .= cosht ~—  ette t-

An den Potenzreihen erkennt man, dass cos und cosh gerade Funktionen, und sin, sinh,
tan, tanh ungerade Funktionen sind.

Folge: Fiir alle z, y € R gilt

cosh’z — sinh®*z = 1 (,Pythagoras®)
cosh(z +y) = coshz - coshy + sinhz - sinhy (Additionstheorem)
sinh(z +vy) = coshx -sinhy + sinhz - coshy (Additionstheorem)

Die Graphen der hyperbolischen Funktionen sehen wie folgt aus:
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5.7 Hyperbolische Funktionen

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 SiIl}l rot
tanh blau

Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen heissen Area Cosinus, Sinus, bzw.
Tangens hyperbolicus und sind fiir die folgenden Definitions- und Zielbereiche definiert:

arcosh: [l,00] —> [0,00],
arsinh: |—o0,00[ — ]—00, 0],
artanh: |—1,1] — ]—o00,00][.

Durch Auflésen der definierenden Formeln nach e’ kann man sie auch wie folgt angeben:

arcoshy = log(y + v/y?> — 1),
arsinhy = log(y + v/y? + 1),

14y

artanhy = %-log po

Fakt: Fiir jedes ¢t € R mit [¢] < 1 gilt

X 2041

artanht = S L0 = t4+ L4 L4 Ly

Schliesslich kann man in die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen auch kom-
plexe Zahlen einsetzen, und dann gilt fiir alle z € C:

coshiz = cosz cosiz = coshz
L . und . o
sinhiz = ¢-sinz sintz = 4-sinh 2
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6 Differentialrechnung einer Variablen

6.1 Gross-O und klein-o

Definition: Sei g eine Funktion auf X und = — xq ein Grenziibergang wie in Kapitel Bl

(a) Der Ausdruck O(g(z)), sprich ,,Gross-O von g(z) “, bezeichnet irgendeine Funktion ¢,

fiir die der Quotient % beschrankt ist fiir x — x,.

(b) Der Ausdruck o(g(z)), sprich ,klein-o von g(x)*, bezeichnet irgendeine Funktion ¢,

fiir die der Quotient % gegen Null geht fiir x — .

Man benutzt diese Abkiirzungen, um die jeweilige Funktion ¢ nicht explizit hinschreiben
zu miissen. Jede weitere Verwendung des Symbols O(...) oder of...) steht fiir eine neue,
von den vorigen unabhéingige Funktion.

Spezialfall: Es bezeichnet O(1) eine Funktion, die beschrénkt bleibt fir x — x¢, und o(1)
eine Funktion, die gegen Null geht fiir x — z,.

Spezialfall: Geht bereits g(z) gegen Null fiir x — x¢, so bezeichnet O(g(x)) eine Funktion,
welche mindestens so schnell gegen Null geht wie g(z), und o(g(z)) eine Funktion, welche
schneller gegen Null geht als g(z).

Spezialfall: Geht g(x) gegen oo fiir  — x¢, so bezeichnet O(g(x)) eine Funktion, welche
hochstens so schnell wéchst wie g(x), und o(g(z)) eine Funktion, welche echt langsamer
wéchst (wenn iiberhaupt) als g(x).

Beispiel: Eine Funktion f ist stetig in xy genau dann, wenn f(z) = f(x¢) + o(1) ist fiir
T — Xg.

Beispiel: Eine Funktion f hat die Asymptote y = px + ¢ fiir + — oo genau dann, wenn
f(z) = pxr+q+ o(1) ist fur z — oo.

Fakt: Jede Potenzreihe mit Konvergenzradius > 0, welche erst mit ™ beginnt, also der
Form , ., apz®, ist gleich O(a™) fiir 2 — 0.

Folge: Fiir jede Potenzreihe mit Konvergenzradius > 0 und jedes n € Z>° gilt fiir z — 0:
S apr® = ag+ayx + ..+ apa™ + O™

k>0
=ap+ @z + ...+ ax" +o(z").
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6.2 Ableitung

6.2 Ableitung

Betrachte eine Funktion f: X — R fiir eine Teilmenge X C R. Der Begriftf der Differen-
zierbarkeit ist eine verbesserte Form der Stetigkeit:

Definition: Die Funktion f heisst differenzierbar in xq € X, falls gilt
Ja e R: f(z) = f(zo) +a- (x — o) + o(x — ).
Die Zahl a ist dann eindeutig bestimmt und wird mit f'(z,) bezeichnet. Aquivalent:

f'(xo) = lim J(@) = J(xo)

T—x0 T — ,Z'O

Definition: Die Funktion f heisst differenzierbar, falls sie in jedem Punkt von X differen-
zierbar ist. Die Funktion
[ X =R, o f'(w0)

heisst dann die (erste) Ableitung von f.

Andere Bezeichnungen: Schreibe x = zo+ Az und yg = f(x¢) sowie y = f(x) = yo+Ay.
Dann ist der Differenzenquotient gleich

f(@) = flzo) _ y— o _ %

T — o T — To Az
und man schreibt formal
P
de =~ z-z0 Ax

Die Symbole dy und dz haben hier allerdings fiir sich alleine keine Bedeutung, sondern
nur der Gesamtausdruck j—g. Die Bezeichnung f’ geht auf Newton, die Bezeichnung j—g auf
Leibniz zuriick.

Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, wie eine Variable y von einer Variablen x
und/oder einer (als Zeitvariable interpretierten) Variablen ¢ abhéngt, so unterscheidet man
die Ableitungen nach x und ¢ auch durch die Abkiirzungen

d
= — und gy := d_?z

Bedeutung: Die Funktion f ist also differenzierbar in xy, wenn sie nahe xy durch ei-
ne lineare Funktion approximierbar ist. Der Graph dieser linearen Funktion ist dann die
Tangente im Punkt (xg, f(zo)) an den Graphen von f. Deren Steigung ist die momen-
tane Anderungsrate von f an der Stelle 2, also die Ableitung f’(z0). Stellt f einen Ort
als Funktion der Zeit dar, so gibt f” die jeweilige momentane Geschwindigkeit an. Ist die
Geschwindigkeitsfunktion selbst wieder differenzierbar, so gibt ihre Ableitung die Beschleu-
nigung an.
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6.3 Ableiten von Potenzreihen

Definition: Ist f differenzierbar und f’ ebenfalls, so heisst f zweimal differenzierbar und
f" = (f") die zweite Ableitung von f. Analog definiert man n-mal differenzierbar und die
n-te Ableitung f™ fiir alle n € Z>°. Die Leibnizsche Bezeichnung dafiir ist ;l:—ff. Analog
schreibt man

v Py d*y

= w und y = ﬁ

Usw.

Definition: Eine vektorwertige Funktion f = (fi,..., f,): X — R heisst differenzierbar,
wenn jede Komponentenfunktion es ist, und die vektorwertige Funktion f":= (f{,..., f})
heisst dann die Ableitung von f. Analog fiir die hoheren Ableitungen. Dasselbe gilt fiir
Funktionen X — C und X — C™.

Beispiel: Die Funktion f: R — R, z +— |z ist fiir x # 0 differenzierbar mit f'(z) = sgn(z).
Im Punkt z = 0 ist sie dagegen nicht differenzierbar.

Beispiel: Fiir jedes k € Z ist die Funktion = — ¥, wo definiert, differenzierbar mit der
Ableitung kz*~!.

6.3 Ableiten von Potenzreihen

Satz: Jede Potenzreihe > ;7 axz® mit Konvergenzradius p > 0 stellt eine auf |—p, p|
differenzierbare Funktion dar mit der Ableitung > .-, arkz"~!, welche ebenfalls den Kon-
vergenzradius p > 0 hat. Mit anderen Worten: Man darf gliedweise ableiten.

Folge: Jede Potenzreihe Y -, axz” mit Konvergenzradius > 0 stellt eine beliebig oft dif-
ferenzierbare Funktion dar, und fiir jedes n > 0 ist ihre n-te Ableitung gleich

S oagk(k—1)...(k—n+ 1)k
k=n

Insbesondere gilt

Potenzreihen-Identititssatz: Je zwei Potenzreihen mit Konvergenzradius > 0, welche
nahe dem Nullpunkt dieselbe Funktion darstellen, haben dieselben Koeffizienten. Insbe-
sondere haben sie denselben Konvergenzradius und stellen iiberall dieselbe Funktion dar.

Beispiel: Die Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Exponentialfunktion.

Beispiel: Die Ableitung von sin x ist cosz. Die Ableitung von cosx ist — sin x.
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6.4 Rechnen mit Ableitungen

Linearkombination: Sind f und ¢ differenzierbar, so auch f + ¢ und es gilt
(f+9) =1"+9g.
Ist f differenzierbar und c eine Konstante, so ist c¢f differenzierbar und es gilt

(cf) =cf'.

Leibnizsche Produktregel: Sind f und g differenzierbar, so auch fg und es gilt

(fg9) = flg+ fdg'

Quotientenregel: Sind f und g differenzierbar und gilt iiberall g # 0, so ist g differen-
zierbar und es gilt
(j)’ _ f'9- 14
9 9
Kettenregel: Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z differenzierbar, so ist g o f differenzierbar
und es gilt fiir alle z € X

(9o f)(z) = g'(f(x))- f(x).
Mit y = f(x) und z = g(y) schreibt sich dies elegant in der Leibnizschen Form:

%_dz dy
dx_dydx

Umkehrfunktion: Ist f: X — Y bijektiv und differenzierbar und iiberall f’ # 0, so ist
die Umkehrfunktion f=': Y — X differenzierbar und es gilt fiir alle y € Y’

I
f ()

Mit y = f(z) und x = f~!(y) schreibt sich dies elegant in der Leibnizschen Form:

dr ( dy ) -1
dy  \dx
Bemerkung: Diese Formel kann man leicht aus der Kettenregel herleiten, indem man die

Gleichung y = f(f~!(y)) einmal nach y ableitet. Durch nochmaliges Ableiten nach y findet
man eine Formel fiir die zweite Ableitung der Umkehrfunktion:

")
)

Beispiel: Die Logarithmus-Funktion ist differenzierbar mit der Ableitung 4 logx =

(f)) =

(f ') =

l
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6.4 Rechnen mit Ableitungen

Beispiel: Fiir alle z € R”? und y € R ist 2 sowohl nach z als auch nach y differenzierbar

mit der jeweiligen Ableitung

SRS

Beispiel: Fiir x € |—1, 1] gilt

() = yeav,

(x¥) = a¥ -logx.

% (log \ /}J_r—i ) = % artanhx = 1_1I2.
Standardableitungen:
Potenzen und Logarithmus
f(x) f'(x) Bedingungen
const 0
" nz" ! n€Zund z#0 wenn n <0
% ar® ! a€Rund z >0
log x % x>0
er er
a” a®-loga | a>0
Kreisfunktionen Hyperbelfunktionen
f@) | f) f(x) f(@)
sinz COS X sinh z cosh x
cos T —sinx cosh z sinh x
1 1
tan x tanh z 5
cos? x cosh” z
. 1 ih 1
aresin | ——— arsinh x _
V1—2a? V14 22
-1 b 1
arccos r | ————— arcosh z
V1—1x2 2 —1
1 1
arctan x artanh x
1+ 22 1 — 22
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6.5 Extrema

6.5 Extrema
Sei f: X — R eine Funktion.

Definition: Ein Punkt zy € X mit der Eigenschaft Vo € X: f(z9) > f(z) heisst eine
Mazximalstelle von f, und der dazugehorige Wert f(xq) heisst Mazimum von f.

Fakt: Falls f ein Maximum besitzt, so ist es als Maximum der Bildmenge image( f) eindeu-
tig bestimmt. Es kann jedoch im allgemeinen an mehreren Maximalstellen angenommen
werden.

Definition: Durch Umkehren der Ungleichung erhélt man die Begriffe Minimalstelle und
Minimum von f. Die gemeinsamen Oberbegriffe lauten FExtremalstelle und Extremum.

Die oben genannten Begriffe kann man durch das Adjektiv global von den folgenden lokalen
Begriffen unterscheiden:

Definition: Ein Punkt 2y € X, welcher fiir ein £ > 0 eine Maximalstelle der eingeschréank-
ten Funktion f|xnp. () ist, heisst eine lokale Mazimalstelle von f, und der dazugehorige
Wert f(xo) heisst ein lokales Mazimum von f. Entsprechend definiert man die Begriffe
lokale Minimalstelle, lokales Minimum, lokale Extremalstelle und lokales Extremum von f.

Fakt: Jede globale Extremalstelle ist eine lokale Extremalstelle, aber nicht umgekehrt.

Um globale Extremalstellen zu finden, muss man einerseits kliaren, ob es welche gibt. Ande-
rerseits kann man mittels lokaler Kriterien testen, welche Punkte {iberhaupt dafiir in Frage
kommen. Die erste Frage wird oft durch die folgende Konsequenz des Kompaktheitssatzes
aus Abschnitt 3.10] beantwortet:

Satz: Jede auf einer nichtleeren kompakten Menge X definierte stetige Funktion X — R
besitzt ein Maximum und ein Minimum.

Folge: Sei f: R — R eine stetige Funktion. Gilt zusétzlich

lim f(z) < f(xo) und lim f(x) < f(xo)

T—r00 T——00

fiir ein zy € R, so besitzt f ein globales Maximum. Gelten die umgekehrten Ungleichungen
fiir ein xy € R, so besitzt f ein globales Minimum.

Zur Beantwortung der zweiten Frage dient der folgende Begriff:

Definition: Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann heisst
jede Stelle xy € I mit f'(xg) = 0 ein kritischer Punkt von f.

Satz: Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann ist jede lokale
Extremalstelle von f ein kritischer Punkt.
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6.6 Mittelwertsatz

Folge: Sei f: [a,b] — R stetig und auf |a, b[ differenzierbar. Dann besitzt f ein globales
Minimum und ein globales Maximum, und jede globale Extremalstelle ist entweder gleich
a oder b oder ein kritischer Punkt der Einschrankung f|, -

Beispiel: Die Funktion [—3,3] = R,  — 2% — 322 + 2 besitzt beide globale Extrema; die
einzigen Kandidaten fiir lokale Extremalstellen sind die Intervallgrenzen —3 und 3 und die
beiden kritischen Punkte 0 und 2; und der Vergleich der Funktionswerte an diesen Stellen
zeigt, dass die Funktion ihr Maximum mit Wert 2 genau an den Stellen 0 und 3, sowie ihr
Minimum mit Wert —52 genau an der Stelle —3 annimmt.

Beispiel: Unter zusétzlicher Verwendung der Periodizitét zeigt man analog, dass die Funk-
tion R — R, ¢ — 2sint + sin 2¢ ihr Maximum 3+/3/2 genau an den Stellen ¢ = 7/3 + 27k,
sowie ihr Minimum —3+/3/2 genau an den Stellen ¢ = —7/3 + 27k fiir alle k € Z annimmt.

Definition: Der Abstand zwischen einem Punkt P € R™ und einer Teilmenge X C R™ ist
das Infimum inf{|P — Q| : @ € X}.

Beispiel: Sei H die durch die Gleichung y? — 22 = 1 definierte Hyperbel in R?, und sei
P = (a,0) fiir a € R. Dann ist der Abstand zwischen P und H gleich /1 + a?/2, und er

wird angenommen genau an den beiden Punkten @ = (a/2,£+/1+ a?/4) € H.

. . . . 2 . . ..
Beispiel: Die Funktion R — R, z — %2 besitzt ein Minimum dann und nur dann, wenn
P ) 411 )
c <0 ist.

. . . . 2 . . ..
Beispiel: Die Funktion R — R, z +— ﬁzﬁ besitzt ein Minimum dann und nur dann, wenn
c < 1 ist.

Vorsicht: Nicht jeder kritische Punkt ist eine lokale Extremalstelle: siehe Abschnitt

Beispiel: Fiir jede ganze Zahl n > 2 ist 0 ein kritischer Punkt der Funktion = +— 2”. Fiir n
gerade ist er eine lokale und globale Minimalstelle, fiir n ungerade dagegen ein Sattelpunkt.

6.6 Mittelwertsatz
Mittelwertsatz: Sei f: [a,b] — R stetig und auf ]a, b] differenzierbar. Dann gilt

3t €la,b[: f(t) =021,

Folge: Ist [ ein Intervall und f: I — R differenzierbar und |f'(t)| < M fur alle t € I, so
gilt
Vl’l,IQ el ‘f(l‘l) - f(l’2)| < M - ‘Z(Zl — .CL’Q|.

Insbesondere ist f dann Lipschitz-stetig.

Folge: Ist I ein Intervall und f: I — R differenzierbar mit f'(t) = 0 fiir alle ¢ € I, so ist
f konstant.
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6.7 Regel von Bernoulli — de I’'Hopital

Folge: Ist I ein Intervall und sind f,g: I — R differenzierbar mit f'(t) = ¢'(¢) fiir alle
t € I, so existiert eine Konstante ¢ mit

Viel: f(t)=g(t)+ec.

Beispiel: Durch Vergleichen der Ableitung beider Seiten und des Werts bei x = 0 zeigt
man .
log(1+xz) = S (~1)". 2
k=1
fiir alle x € R mit |z| < 1. Ebenso die Reihenentwicklungen fiir arctan und artanh.

6.7 Regel von Bernoulli — de I’Hoépital

Variante des Mittelwertsatzes: Seien f, g: [a, b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar
mit g(a) # ¢(b) und ¢'(t) # 0 auf |a, b[. Dann gilt

1ol 5 = 885
Regel von Bernoulli — de ’'Hépital: Seien f und g differenzierbar nahe xg mit ¢'(z) # 0
tiberall, so dass die Grenzwerte lim,_,,, f(z) und lim,_,,, g(x) entweder beide gleich 0 oder
beide gleich oo sind. Dann gilt

s f®) 15, (=)
Jm Sm = AW ey

falls die rechte Seite im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn existiert. Dasselbe gilt fiir
einseitige Grenzwerte und fiir z — +o0.

Beispiel:
lim 822 — 1
z—0 % '

Beispiel: Fiir alle a, b € R>° mit b # 1 gilt

: a®—1 __ loga
lim 5= = 13-

Beispiel: Durch zweimalige Anwendung der Regel kann man zeigen:
lim (8% — g
t—o0 t '
Beispiel: Manchmal muss man einen Ausdruck erst zu einem Bruch zusammenfassen:
lim(: - ) = 0.

20\ T sinx

Beispiel: Es hilft, wihrend der Rechnung bekannte Grenzwerte aus dem Quotienten her-
auszuziehen:

. logcosz
lim =% = —1

Beispiel: Fiir alle o, 8 # 0 gilt

M

lim log cosh at

Q

t—0 logcosh gt~ B2
li logcoshat __ } a }
i—vao logcosh gt~ 1B 1°
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6.8 Taylor-Approximation

6.8 Taylor-Approximation

Sei I ein offenes Intervall, sei f: I — R beliebig oft differenzierbar, und sei z( € I.

Definition: Das n-te Taylorpolynom von f bzgl. der Stelle xy ist das Polynom in x:

Fiir das Restglied gibt es verschiedene Abschitzungen. Die folgende ist eine Verallgemei-
nerung des Mittelwertsatzes:

Satz (Taylor): Fiir alle x € [ existiert ein ¢ zwischen xy und z, so dass gilt

n . f(n+1)(t) n+1
Rmof(x) = m (x — ) +1
Folge:
f(k k 1
Z . IL’(]) + O((SL’ — Io)n+ )
k=

Beispiel: Das Taylorpolynom vom Grad n = 1 der Funktion /2 bzgl. der Stelle zy = 4 lie-
fert fiir v/1023 den Niherungswert 4—47-1/5 = 3.99921875. Die Abschiitzung des Restglieds
zeigt, dass der Fehler < 4-1077

Beispiel: Das Taylorpolynom vom Grad n = 3 der Funktion logx bzgl. der Stelle xy =1
liefert den Niherungswert log 1.2 ~ 0.182666 . .. mit dem Fehler |R3(1.2)| < 0.0004.

Definition: Die Taylorreihe von f bzgl. der Stelle xq ist die Potenzreihe in x — x(:

Zf (= xo)".

Satz: Ist f bereits auf ganz I durch eine Potenzreihe in x — x; gegeben fiir ein 1 € I, so
ist f iiberall lokal in seine Taylorreihe entwickelbar, das heisst: Fiir jedes xy € I existiert
p > 0, so dass die Taylorreihe von f bzgl. der Stelle xy auf I N|xzg — p, xg + p| konvergiert
und dort die Funktion f darstellt.

Erstaunlich: Eine durch eine Potenzreihe beschreibbare Funktion auf [ ist also durch ihr
Verhalten in der Néhe eines beliebigen Punktes schon iiberall vollstéandig bestimmt.



6.9 Kurvendiskussion

Bemerkung: Kann man f(x) in der Ndhe von x( schon irgendwie (durch Benutzen bekann-
ter Entwicklungen) als Potenzreihe in z—x darstellen, so ist diese Potenzreihe automatisch
gleich der Taylorreihe.

Beispiel: Die Taylorreihe der Exponentialfunktion an einer beliebigen Stelle xy € R ist

[eS) 9]

T ro+r—r0 __ To , pT—T0 o . (x_xo)k _ e*o ( - )k

e’ = € = € e = € E = E N xT o).
k=0 k=0

Beispiel: Die Taylorreihe der Sinusfunktion an einer beliebigen Stelle xy € R ist
sinx = sin(xg+x — xg) = coszg -sin(z — xg) + sinxg - cos(z — xo)

0 o) 20+1 . x T—T
= cosm - KZO(—UZ'% + SN Zo 'ZZO(_DZ' : 0

)2[

k-1

i{ cosxg - (—1)"z fiir k ungerade } (2 — x0)F

sinzg- (—1)2  fiir k gerade k!

k=0

Vorsicht: Die meisten in der Praxis verwendeten Funktionen sind lokal in ihre Taylor -
reihe entwickelbar. Im allgemeinen muss die Taylorreihe aber weder konvergieren noch die
Funktion darstellen.

Beispiel: Die Funktion

e fiir t # 0,

R— R, ¢
JiR=R, H{0 fiir £ = 0,

ist iiberall beliebig oft differenzierbar. Thre Taylorreihe bei ¢ = 0 ist identisch Null, also
iiberall konvergent, stellt aber die Funktion nicht dar. Dasselbe gilt fiir die Funktion

_1
t

e fiir ¢t > 0,

f:R_)R’tH{O fiir ¢ < 0.

6.9 Kurvendiskussion

Sei [ ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar.
Fakt: Die Funktion f ist monoton wachsend genau dann, wenn f’ iiberall > 0 ist.

Fakt: Die Funktion f ist streng monoton wachsend genau dann, wenn f’ iiberall > 0 und
auf keinem Teilintervall konstant = 0 ist.

Beispiel: Die Funktion R — R, x +— x? ist streng monoton wachsend, da f’(z) positiv ist
fiir alle z # 0 und nur in dem einen Punkt 0 verschwindet.
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6.9 Kurvendiskussion

Definition: Die Funktion f heisst (nach unten) konverz, falls ihr Graph auf jedem Teilin-
tervall unterhalb der jeweiligen Sekante liegt, d.h., falls fiir alle Punkte 1 < x < 25 in [

gilt:
f(x2) — f(x1)
To — X1

fla) < fla) +

Die Funktion heisst nach oben konvex oder konkav, falls ihr Graph auf jedem Teilintervall
oberhalb der jeweiligen Sekante liegt, also falls die umgekehrte Ungleichung gilt.

(r —xq).

Fakt: Ist f zweimal differenzierbar und f” stetig, so sind dquivalent:
(a) f ist konvex.
b) f" ist monoton wachsend.
c) f” ist iiberall > 0.
d) Der Graph von f liegt oberhalb jeder seiner Tangenten, d.h., fiir alle xqy, x € I gilt

f(@) = fxo) + f(wo) - (x — x0).

Fakt: Die Analoga der obigen Aussagen mit den umgekehrten Ungleichungen gelten fiir
die Begriffe (streng) monoton fallend und konkav.

(
(
(

Definition: Ein Punkt (zo, f(zo)) € graph(f), in dem f von konvex auf konkav wechselt
oder umgekehrt, heisst ein Wendepunkt von f.

Fakt: Ist f hinreichend differenzierbar, so sind dies nach dem obigen Kriterium genau die
Punkte, in denen f” sein Vorzeichen wechselt, also notwendigerweise eine Nullstelle hat.

Beispiel: Die Funktion R — R, x — H% ist streng monoton wachsend fiir x < 0 und
streng monoton fallend fiir x > 0. Sie besitzt genau zwei Wendepunkte (:I:%, %), und ist

konvex fiir |z| > %, beziehungsweise konkav fiir |z| < %

Definition: Ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente heisst ein Sattelpunkt von f.

Fakt: Sei f beliebig oft differenzierbar, und sei g € I. Sei n > 2 so dass gilt f'(z¢) =
o= fD(20) = 0 und ™ (z0) # 0.

(a) Ist n gerade und f™(zy) > 0, so hat f ein lokales Minimum in .

(b) Ist n gerade und £ (o) < 0, so hat f ein lokales Maximum in .

(c) Ist n ungerade, so hat f einen Sattelpunkt in z.

Beispiel: Die Funktion R — R, z — z™ hat an der Stelle x = 0 ein lokales Minimum falls
n gerade ist, und einen Sattelpunkt falls n ungerade ist.

Beispiel: Die Funktion R — R, ¢ +— 2sint + sin 2¢ hat ein lokales und globales Maxi-
mum an der Stelle ¢ = 7/3, ein lokales und globales Minimum an der Stelle t = —7/3,
Sattelpunkte an den Stellen t = +7, und Wendepunkte an den Stellen ¢ = 0 und £+7 und
+ arccos(i). Dasselbe gilt an allen um Vielfache von 27 verschobenen Punkten. Zwischen
je zwei aufeinanderfolgenden Wendepunkten ist die Funktion konvex oder konkav.

58



6.10 Newton-Verfahren

6.10 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eine oft sehr effiziente Methode, eine Nullstelle einer Funktion
zu finden. Sei [ ein Intervall, sei f: I — R zweimal differenzierbar, und sei f’ {iberall # 0.

Konstruktion: Beginne mit einem Punkt xy € I. Ist der Punkt z,, € I bereits konstruiert
und ist f'(z,) # 0, so ist
Tpil = Tp — /()
f'(xn)

der Schnittpunkt zwischen der z-Achse und der Tangente an graph(f) im Punkt (z,,, f(x,)).
Falls dieser wieder in I liegt, wiederhole die Konstruktion, ad infinitum.

Fakt: Falls die Folge (2,)n>0 in I konvergiert, so ist der Grenzwert eine Nullstelle von f.

Vorsicht: Das Verfahren kann also nur dann konvergieren, wenn f iiberhaupt Nullstellen
hat. Umgekehrt ist die Konvergenz dadurch aber keineswegs garantiert.

Fakt: Sei I = [a,b] mit f(a) < 0 < f(b), sei tberall f/ > 0 und f” > 0, und sei zo = b.
Dann ist die Folge (z,),>0 monoton fallend und konvergiert in I.

Beispiel: Sei f(z) := x?—a fiir a € R”!. Dann liefert das Newton-Verfahren die Rekursions-
gleichung

Tnt+1 = Tp — zi=a = % : (xn + i)

2%y, Tn

Mit g := a erhalten wir also dieselbe gegen /a konvergierende Folge wie in Abschnitt ELT1

Satz: Falls die Folge (x,).>0 gegen £ € I konvergiert, und zusétzlich f” stetig ist, so ist
die Konvergenz schliesslich quadratisch, das heisst:

Ing e > 0Vn = ng: |Ta — & < e |z, — €2

Ab einem gewissen Schritt gilt also: Ist die Approximation schon auf k Stellen genau, so
ist die néchste Approximation mindestens auf 2k — log,,(c) Stellen genau.

Beispiel: Die Funktion R* — R, 2 + 2% — 2 hat genau eine Nullstelle, und zwar in dem
Intervall |1,2[. Mit dem Anfangswert xy = 2 findet das Newton-Verfahren diese nach 5
Iterationen auf 8 Nachkommastellen genau, ndmlich 1.559610469..., und nach 8 Iterationen
schon auf mehr als 100 Nachkommastellen genau.

Bemerkung: Um eine Nullstelle sehr genau zu approximieren, geniigt es, zuerst mit ge-
ringer Rechengenauigkeit zu arbeiten und diese erst dann zu erhéhen, wenn man schon
eine relativ gute Approximation gefunden hat. Aufgrund der quadratischen Konvergenz
braucht es bei hoher Genauigkeit dann nur noch wenige Rechenschritte.
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7 Integralrechnung einer Variablen

7 Integralrechnung einer Variablen

7.1 Riemannsches Integral

Hinreichend gutartige Teilmengen X C R? besitzen einen Flicheninhalt | X| € R*% U {oco}.
Dieser hat die folgenden Eigenschaften fiir alle gutartigen X,Y C R2:

— Ist X NY eine Kurve, so gilt [ X UY| = |X|+ |Y].

— Fir X C Y gilt | X| < [|Y].

— Der Flidcheninhalt ist invariant unter Translationen, Drehungen, und Spiegelungen.
— Der Fliacheninhalt eines Rechtecks mit Seitenldngen a und b ist ab.

— Der Flidcheninhalt eines Dreiecks mit Grundlinie @ und Hohe h ist ah/2.

Durch Aufteilen in Dreiecke kann man somit den Flidcheninhalt jedes geschlossenen Poly-
gons bestimmen. Mittels eingeschriebener und umschriebener regelméssiger n-Gone und
dem Grenziibergang fiir n — oo zeigt man:

Fakt: Der Flicheninhalt einer Kreisscheibe mit Radius r ist 2.

Analog wird im Riemann-Integral eine Fldache durch eine Vereinigung von Rechtecken an-
gendhert und dann der Grenzwert gebildet. Sei f eine Funktion auf einem Intervall [a, b].

Definition: Eine Zerlegung Z von [a,b] besteht aus endlich vielen Zwischenpunkten a =
bp < by < ... < b, = b sowie weiteren Punkten x; € [b;_1,b;] fiir alle 1 < i < n. Die
Feinheit der Zerlegung Z ist die Zahl

p(Z) = max{bi — by ‘ 1<i< n}

Die Riemann-Summe von f beziiglich der Zerlegung Z ist
Si(Z) = ; f(xi) - (bi — bi1).
Definition: Die Riemann-Summe S¢(Z) hat den Grenzwert I fir p(Z) — 0, falls gilt:

Ve > 036 > 0 VZ Zerlegung von [a,b]: p(Z) <d = |[S¢(Z) - 1| <e.

Falls der Grenzwert existiert, so ist er eindeutig bestimmt. Dann nennen wir f (Riemann-)
integrierbar und den Grenzwert fab f(x)dx := I das (bestimmte) Integral von f tiber dem
Intervall |a, b, oder von a bis b.

Bemerkung: Das Symbol [ ist ein stilisiertes S fiir ,,Summe*.
Satz: Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Bedeutung: Fiir jede integrierbare Funktion f: [a,b] — R>? ist das Integral ff f(z)dx
gleich dem Flacheninhalt der Teilmenge {(a?, y) € R? ‘ a<x<b 0<y< f(:)s)}
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7.2 Figenschaften

Beispiel: Fiir jede konstante Funktion f(z) = c ist f; f(x)dr = (b—a)c. Im Fall ¢ > 0
ist dies der Fliacheninhalt eines Rechtecks mit Seitenldngen b — a und c.

Beispiel: Fiir die Funktion f: [0,0] = R, z + % -z mit b, h > 0 ist fo dx = bh/2 der
Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit Grundhme b und Hdohe h

Beispiel: Fiir jedes b > 1 gilt fb i dxr = logb. Fiir die Zerlegung von [1,b] nimmt man
dafiir besser ungleich lange Teilintervalle, zum Beispiel b; = bi/" fiir alle 1 < i < n.

Bemerkung: Mit mehr mathematischer Maschinerie kann man das sogenannte Lebesgue-
Integral konstruieren, bei dem wesentlich mehr Funktionen integrierbar sind als beim
Riemann-Integral. Fiir Riemann-integrierbare Funktionen liefert es denselben Wert wie
das Riemann-Integral, es besitzt aber Eigenschaften, insbesondere hinsichtlich Grenzwer-
ten, welche das Riemann-Integral nicht besitzt.

7.2 Eigenschaften

Fakt: Fiir alle auf den angegebenen Intervallen integrierbare Funktionen f und g gilt:

[ f@)de = [P f(z)de+ [ fle)de fallsa<b<c
L (@) +g(@) de =[] f(0)de + [} g(x) d
[PAf(@)de = X- [ f(x)dx fiir jedes A € R.
[P fx)de < [P gle)de falls Vz € [a,b]: f(2) < g(x).
o @) da] < f71f ()] da.

Fakt: Sind f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen mit f(x) < g(z) fir alle x € [a, b], so

ist
Jg(@) = f@)de = [!g(x)de — [? f(z) du
der Flicheninhalt der Teilmenge {(z,y) € R* |a <2 <b, f(z) <y <g(2)}.

Fakt: Fiir jede integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist das Integral [ b f(z) dx gleich dem
Flicheninhalt der Teilmenge {(z,y) € R? | a < z < b 0 < y < f(z)} minus dem
Flicheninhalt der Teilmenge {(z,y) € R* |a <z <b, f(z < 0}.

Definition: Eine Funktion f auf [a,b] heisst stickweise stetig, falls eine Zerlegung a =
bo < b1 < ... <b, =D existiert, so dass die Einschrinkung von f auf jedes Teilintervall
1bi_1, b;] gleich der Einschrinkung einer stetigen Funktion auf [b;_1, b;] ist. Aquivalent: falls
f ausserhalb der Punkte b; stetig ist und an diesen alle einseitigen Grenzwerte existieren.

Beispiel: Die Vorzeichen-Funktion sgn(z) ist stiickweise stetig.

Beispiel: Die Funktion f(z) := 2 fiir # % 0 mit f(0) := 0 ist nicht stiickweise stetig.
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7.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Beispiel: Die Funktion f(z) :=sin 2 fiir x # 0 mit f(0) := 0 ist nicht stiickweise stetig.
Folge: Jede stiickweise stetige Funktion ist integrierbar.

Folge: Ist f integrierbar und gilt g(x) = f(z) fiir alle ausser endlich viele x € [a, b, so ist
g integrierbar und es gilt fabg(x) dr = f; f(x)dux.

Beispiel: Die Delta-Funktion 6(0) := 1 und 6(z) := 0 fiir  # 0 ist integrierbar mit
fab §(z) dx = 0.

Fakt: Eine vektorwertige Funktion f = (fi,..., f;,) ist genau dann integrierbar, wenn jede
ihrer Komponentenfunktionen f; integrierbar ist, und dann gilt

fab f($) dr = (fab f1(l’) de, .. 7fabfn(x) dx)-

Fakt: Insbesondere ist eine Funktion [a,b] — C genau dann integrierbar, wenn ihr Real-
und Imaginarteil integrierbar ist, und dann gilt:

[P f@)de = ["Re(f(z))de+i- [*Tm f(z)de.

Sl f(x)de = [} f(z)da.
PN f@)yde = A [P f(a) da fiir jedes A € C.

7.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition: Sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Dann heisst jede auf [
definierte differenzierbare Funktion F' mit F’ = f eine Stammfunktion von f.

Fakt: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist fiir jede Konstante ¢ die Funktion F' + ¢
eine Stammfunktion von f, und umgekehrt hat jede Stammfunktion von f diese Gestalt.

Hauptsatz Version A: Fiir jede stetige Funktion f auf [a,b] ist die Funktion auf [a, b]
t [ f(z)de
eine Stammfunktion von f.

Hauptsatz Version B: Fiir jede stetige Funktion f auf [a, b] und jede Stammfunktion F
von f gilt
[P f(x)de = F(b) — F(a).

Zur Berechnung eines bestimmten Integrals wahlt man also eine Stammfunktion F' und
berechnet dann die Differenz F'(b) — F(a).
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7.4 Einfache Integrale

Definition: Eine Stammfunktion von f heisst auch unbestimmtes Integral von f und wird
bezeichnet mit

[ 1) d.

Vorsicht: Obwohl die Notation Eindeutigkeit suggeriert, ist ein unbestimmtes Integral nur
eindeutig bestimmt bis auf Addition einer Konstanten. Man sollte daher eigentlich nur den
unbestimmten Artikel verwenden, woran sich aber leider kaum jemand hélt. Die Addition
einer (unbekannten) Konstanten ¢ driickt man oft aus durch [ f(z)dzx + c.

Definition: Zur Vereinfachung der Notation kiirzt man oft ab:

F()|" = F@)|"Z = F(b) - Fl(a).

Tr=a

Der Hauptsatz besagt dann fiir alle Punkte a < b im Definitionsintervall einer stetigen
Funktion f

[ fayde = ([ f(x)d)|22)

r=a’

Bemerkung: Durch dieselbe Formel kann man den Ausdruck ff f(z) dz auch fiir Stellen
a > b im Definitionsintervall von f definieren. Dann gilt die weitere Regel

Jy fl@)dz = —fabf(w) dx.

7.4 Einfache Integrale

Durch Umkehrung bekannter Ableitungen erhalten wir folgende unbestimmte Integrale:

Potenzen:
[z dx = ‘;Tll +c¢ firneZ?® und z € |—o00, 00|
[z dx = ‘;Tll +c¢ firn€eZS?und x € |—o0, 0 oder 0, 00|
Jrtdx = “";:1%—0 fir s € C~{—1} und z € ]0, 0]

Exponentialfunktion und Logarithmus:

[Ldz = log|z|+c fir x € ]—o0,0[ oder |0, oo
fetdr = e"+¢ fir x € ]—o00, 00|
Jlogzdx = zlogz —xz+c firx e 0,00]
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7.4 Einfache Integrale

Trigonometrische Funktionen:

[sinz dx

[cos x dx

f 00512 T

[tanz dz

v

fm

—cosx +c
sinx + ¢

tanz + ¢
—log|cosz| + ¢
arcsinx + ¢
arccosx + ¢

arctanx + ¢

Hyperbolische Funktionen:

fir € |—o0,00]

fir € |—o0,00]

fﬁrxe]kﬂ—g,kﬂ—l—%[mitkez

fﬁrxe]kﬂ—g,kﬂ—l—%[mitkez

firz e |-1,1]
firz e |-1,1]

fir € ]—o00, 00|

[sinh z dx coshz + ¢ fir x € |—o0, 00|
[coshz dx sinhz + ¢ fir x € ]—o00, 0]
[ da tanhz + ¢ fir x € ]—o00, 00|
[tanh z dz log coshx + ¢ fir x € |—o00,00]
fﬁ dx arsinh x + ¢ fiir x € ]—o00, 00|
f\/ﬁdaz arcoshx + ¢ fir x € ]1,00]
[ dx artanh z + ¢ fir z € |—1,1]
[tsdx = artanhl +c fir x € |—o0, —1[ oder |1, 00|
[sde = L-log|Z| +c¢  fiir 2 € |00, —1[ oder |—1,1[ oder |1, 00|

Vorsicht: Berechnet man dasselbe unbestimmte Integral auf verschiedene Weisen, wie zum
Beispiel in den beiden obigen Formeln fiir [ Vi dzx oder den letzten drei fiir f = dz, so
muss man die Konstanten ¢ moglicherweise verschieden wihlen, um dieselbe Funktlon Al
erhalten. Fiir die Berechnung bestimmter Integrale ist das aber irrelevant, weil der Term
+ ¢ dort weggelassen werden kann.

Beispiel: Fiir alle 0 < a < b und s € C, und ebenso fiir alle a < b < 0 und s € Z<°, gilt:

25Tl |T=b  pstl_gs+l ..
b s+1 lz=a ~ s+1 fiir s 7A -1,
[ xtde = .
log\tz;a = log|b| —log|a| = log|%| fiir s =—1.
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7.5 Partielle Integration

Beispiel:

) =

Bemerkung: Fiir viele durch explizite Formeln gegebene Funktionen existiert keine Stamm-
funktion, welche ebenfalls durch eine explizite Formel (als elementare Funktion) angegeben
werden kann. Dies ist zum Beispiel so fiir die unbestimmten Integrale

1 1 - =1 o
S de = arctanz|’__ = T — (-

S
N

e’ dx 1
f? dl‘, logz’ f\/LBS—LE dz.

Auch wenn es eine explizite Formel gibt, so kann man diese oft nicht direkt erraten. Mit
etwas Erfahrung konnen aber die im folgenden besprochenen Integrationstechniken zum
Ziel fithren. Zunéchst liefern die ersten beiden Eigenschaften in Abschnitt [7.2] die Regeln:

Linearkombination:

[(f(x) +g(z))dx = [f(z)dx+ [g(z)dz.
JAf(x)de = X- [f(z)dx fiir jede Konstante \.

7.5 Partielle Integration

Dies ist eine Umkehrung der Leibnizschen Produktregel und besagt fiir das unbestimmte
bzw. das bestimmte Integral:

[f@)g @) de = f(x)g(x)— [F(x)g(x) dx
[ f@)g@)de = fx)g(@)], — 7 f(x)g(x) dz

Als Erinnerungsstiitze deutet man oft durch einen Pfeil nach oben an, welchen Faktor man
integriert, und durch einen Pfeil nach unten, welchen Faktor man differenziert.

Beispiel: Integrieren von e* und Ableiten von x liefert mit partieller Integration:

Jox e dr = ze® — [le*dx = xe® —e” +c.
NN
A T

Beispiel: Integrieren von e* und Ableiten von z" liefert mit partieller Integration die
Rekursionsformel

[a™ e dr = z"e® — [na"te"dr = a"e® —n- [z 'e® du.
NG
+ T

Durch Induktion iiber n € Z=° folgert man daraus das Resultat:
n,x n = (—x)k T
Jaretdr = (—1)"-nl- Y e + e
k=0
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7.6 Substitution

Dass die auftretende Summe eine Partialsumme der Potenzreihe fiir e™ ist, ist iibrigens

kein Zufall, weil die rechte Seite dadurch eine Konstante 4 2"*! mal eine Potenzreihe wird.

Beispiel: Partielle Integration eignet sich gut dazu, Logarithmusterme zu eliminieren.
Manchmal muss man dazu den Integranden erst kiinstlich als Produkt schreiben:

= . = t— [L1. — F
Jlogtdt = [(logt) 1 dt = (logt)-t— [1-tdt = (logt)-t—t+c
i
Beispiel: Manchmal muss man dasselbe Verfahren wiederholen:
J(ogt)*dt = (logt)?-t—2- (logt) -t +2t+c.

Beispiel: Manchmal fiihrt wiederholte partielle Integration auf den urspriinglichen Aus-
druck zuriick. Mit Gliick kann man dann nach diesem auflésen:

[e* cos Btdt = OZQLJ:BQ . (acosﬁt+ﬁsinﬁt> +c

Eiﬂt+€7i6t

Dieses Integral kann man aber auch berechnen mittels der Formel cos St = 5

7.6 Substitution

Dies ist quasi eine Umkehrung der Kettenregel und besagt fiir das unbestimmte Integral:

(o).

fiir jede stetige Funktion f und jede differenzierbare Funktion ¢ mit stetiger Ableitung ¢’
auf einem Intervall, iiber dem die zusammengesetzte Funktion y — f(o(y)) existiert.

= /f(so(y))sO’(y) dy

Diese Regel kann man in beide Richtungen benutzen. Wenn der Integrand schon die Form
fle(y))¢'(y) hat fiir geeignete f und ¢, so benutzt man die Substitutionsformel von rechts
nach links:

Beispiel: Die lineare Substitution x = ay + § mit Konstanten o # 0 und S hat die
Ableitung fil—:y” = «. Fiir jede stetige Funktion f liefert sie folglich die Formel

ff(ay + ﬁ (ff ) }x:ay-i-ﬁ'
Beispiel: Die Substitution x = sin y mit Z—Z = cos y liefert
[sin’y-cosydy = [a¥de = & e = W4

Beispiel: Die Substitution u = cost mit Cfl—? = —sint liefert

[tantdt = — [-5 - (—=sint)dt = — [Ldu = —log|u|+ ¢ = —log]|cost|+c.

cost
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7.6 Substitution

Fiir die Richtung von links nach rechts sucht man eine Substitutionsfunktion ¢, so dass
der Ausdruck fiir f(¢(y)) einfacher ist als der fiir f(x). Dafiir gibt es unter anderem die
folgenden Standard-Substitutionen.

Standard-Substitutionen

Integral Substitution Differential Bedingung
_ t?=b
fg(x,\/m)dx \/m:ta dx:%Tdt t>0
J9(z,Vaz? + bz + ¢ ) dx r=at+p3 dr = adt af;: bf::lczl::t?)
[9(z,VT=27) dx dzznsi dv=costdt | —T<t<T
fo(z,V1+2?)da \/T; Z i:l:}lli dx = cosh t dt keine
x = cosht
fg(x, xz—l)dx VT — sinht dxr = sinh ¢t dt t>0
e’ =1
[g(e”,sinhz, cosh z) dx sinhz = &1 de =4 t>0
coshz = tQZ—ng
tang =1
Jg(sinx, cosz) dx sinz = 243 dr = 24 r<x<n
cosx = };g

Da sich leicht Fehler einschleichen kénnen, wenn man die Definitionsintervalle der Substitu-
tionsfunktion und ihrer Inversen nicht genau kontrolliert, empfiehlt es sich, nach Ende der
Berechnung eines unbestimmten Integrals die Gegenprobe durch Differenzieren zu machen.

Beispiel: Die Substitution y = /2x — 3 ist auf geeigneten Definitionsintervallen dquivalent
zu x = 1(y? + 3) mit Z—Z = y und liefert

T 2 2 g 2
f\/mdxz %—f’-ydy = [(5+3)dy = S +F+c=(5+3)y+c

= (5+1)-V2r—3+ec

Beispiel: Die Substitution # = sin¢ mit /1 — 2? = cost fiir -5 <t < § und dx = costdt
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7.7 Partialbruchzerlegung

liefert

—\/ﬁzdﬁ = [920 . costdt = [sintdt = [L=eos2 gy
1-z “cost >

__t _ sin2t __t _ sint cost
= 3 i T ¢ = 3 35— T¢C

__ arcsinz _ zV1-—z2
5~ TC

o 2

Beispiel: Die Substitutionen e* =t und /1 + t = u liefern

Viter—1
J A= = bﬂﬁ@ﬂJ+Q

Beispiel: Fiir a < b findet man mittels einer geeigneten linearen Substitution

.=l
f \/m - f 1 \/ﬁ = arcsmt‘t:_l = .
Dies ist iibrigens schon ein uneigentliches Integral: siehe Abschnitt [7.8]

Beispiel: Mit Hilfe der Substitution = sinh ¢ mit v/1 + 22 = cosh ¢ zeigt man

dx _ x
J er = A te

Beispiel: Fiir jedes n € Z kann man [ ICOS +— dx auf das Integral einer rationalen Funktion

zuriickfithren. Fiir ungerades n geht das am besten mit der Substitution sinz = s:

1 n—1
_cos"x (1—sin®z) 2 . (R
1+sin2 z dr = f 14sin? z rcosrdr = f 1452 ds.

Fiir gerades n wiirde diese Substitution aber eine stérende Quadratwurzel einfithren. Statt-
dessen verwendet man dann die Standard-Substitution tan § = ¢ aus der obigen Liste:

/ cos" d / (};ii )" 2dt
— xr = . .
1+ sin®z 1+ (&) 1412

1+¢2

7.7 Partialbruchzerlegung

Die Partialbruchzerlegung ist ein Verfahren, eine rationale Funktion mit zusammengesetz-
tem Nenner als Summe von einfacheren rationalen Funktionen zu schreiben.

Satz (Partialbruchzerlegung): Fiir beliebige paarweise teilerfremde Polynome g;(z), ...,
gr(x) # 0 und ein beliebiges weiteres Polynom f(z) existieren eindeutige Polynome f;(z)
vom Grad kleiner als der Grad von g;(x) sowie ein eindeutiges Polynom h(x), so dass gilt:

f(z) :<ﬁ@)+”_+ﬂuﬁ+h@)

g(@)---ge(x) () gr(x)
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7.7 Partialbruchzerlegung

Konkret findet man die gesuchten f; und h durch Ansatz mit noch unbestimmten Koeffizi-
enten; die gewiinschte Gleichung liefert dann nach Durchmultiplizieren mit ¢;(x) - - - g, ()
und Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem in den unbestimmten Koeffizien-
ten, von welchem man zeigen kann, dass es eine eindeutige Losung besitzt.

Ein dhnliches Resultat gilt, wenn der Nenner eine Potenz eines einzelnen Polynoms ist:

Fakt: Fiir beliebige Polynome g(x) # 0 und f(x) und n > 0 existieren eindeutige Polynome
fi(x) vom Grad kleiner als der von g(x) sowie ein eindeutiges Polynom h(x), so dass gilt:

f(z) fa(2) fi(z)
= + ...+ + h(z).
@7 = gl T gt MY

Konkret ist f,,(z) der Rest unter Polynomdivision von f(z) durch g(x), und die iibrigen

Terme erhélt man durch Iteration. Man kann die Zerlegung in Potenzen aber auch gleich
in den obigen Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung einbauen.

Anwendung: Mit der Partialbruchzerlegung und der geometrischen Reihe oder der allge-
meinen binomischen Reihe kann man die Taylorreihe einer beliebigen rationalen Funktion
explizit hinschreiben. Man kann auch eine explizite Formel fiir ihr unbestimmtes Integral
finden.

Beispiel: Es ist

1 — 1 e +
x2—5z+6 (z—2)(z—3) x—2 x—3"

Daraus ergibt sich einerseits mit der geometrischen Reihe die Taylorentwicklung

T~ 3y s s = a3 =5 X6 = Xem ) o
k>0 k>0 k>0

und andererseits das unbestimmte Integral
s = — [+ [ = —logla—2|+log|z—3|+ ¢ = log|Z=5| +c.
Beispiel: Es ist

9 9

— —r—4 _ _1 -3
z3-3z—2 = (z—2)(z+1)2 — z— 2+ (z+1)2 _2+ x+1+ T(x+1)2¢

Daraus ergibt sich einerseits, diesmal mit der binomischen Reihe, die Taylorentwicklung

9
x3—3x—2

1 1 _

T - T -3 ()

k>0 k>0 k>0

— ;( (;)Iﬁ-l _|_( 1)k+1 +3. (/{:—l—l) . (_1)k+1) .k

N[

l\)lr—l
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7.7 Partialbruchzerlegung

und andererseits das unbestimmte Integral

S = 35 - 35 - Jaby = lgle—2| —logla+1| + 5 +c.

Beispiel: Mittels der Partialbruchzerlegung

bol—
—+ ‘ml»—-
_

1 _ -1
e e Tt

zeigt man

fmdx = llog‘m A+
Integration einer beliebigen rationalen Funktion: Betrachte nun zwei reelle Poly-
nome f(z) und g(z) # 0. Um die rationale Funktion % zu integrieren, faktorisiert man
zuerst den Nenner soweit wie moglich, das heisst, man schreibt g(x) = ¢1(z) - - - g.(x) mit
teilerfremden Polynomen g;(x), deren jedes eine Potenz eines irreduziblen reellen Polynoms
vom Grad 1 oder 2 ist. Dabei entsprechen die irreduziblen Faktoren vom Grad 1 den reel-
len Nullstellen von g(z), und die irreduziblen Faktoren vom Grad 2 den Paaren konjugiert
komplexer nicht-reeller Nullstellen, wie in Abschnitt [LT0 beschrieben. Durch die Partial-
bruchzerlegung und die Additivitét des Integrals reduziert sich das Problem dann auf die

Integration des Polynoms h(z) sowie der Summanden 5 lg;

Das unbestimmte Integral [h(t)d¢t findet man wie iiblich durch Zerlegen von h(t) in
Monome und Einsetzen der bekannten Formel fiir [ dt.

Fiir g;(z) = (ax + b)" iiberfithrt die Substitution ¢ = azx + b das Integral fgg; dx in

eines der Form f ) dt fiir ein Polynom k(t). Dieses 16st man durch Zerlegen von k(t) in
Monome und Emsetzen der bekannten Formeln fiir [¢~¢dt.

Fiir g;(z) = (ax?®+bx + )™ mit ax? + bx + ¢ irreduzibel iiber R iiberfiihrt eine geeignete
Substitution der Form ¢ = ax + 3 das Integral [ % dz in eines der Form [ % dt fiir
ein Polynom k(t). Mittels wiederholter Polynomdivision durch 1+ #? schreibt man sodann
k(t) als Linearkombination von (1 +t2) und ¢ - (1 + tz)g fiir gewisse ¢. Dadurch kann man

1i(tt2‘))n als eine Linearkombination von ﬁ und a +t2 fir 1 < m < n ausdriicken.
eren Integrale findet man dann mit den unten angebenen Formeln

Insgesamt reduziert sich die Integration rationaler Funktionen auf die folgenden Félle.
Diese sind entweder bekannte einfache Integrale oder ergeben sich aus solchen mit der
Substitution 1 + ¢ = s; nur die Rekursionsformel am Ende erfordert partielle Integration:

tn+1

Jtrdt = Tt fiir n >0

[% = log|t| + ¢
e = 3 -log(l+#7) +c

dt
1412

= arctant + ¢
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7.8 Uneigentliche Integrale

f_rf = ;—_11 : % +c firn>1
tdt _ -1 .
f(l-‘rtz — 2n—2 (1+t2)n 1 + C fU.I' n > 1
_ 1 ¢ 2n—3 dt .
f(l-i-tz T 2n—2  (14¢2)n—1 + m—2 f(1+t2)n71 +c firn>1

Beispiel: Mittels der Partialbruchzerlegung

1—28 _ 1 - 2z -
z(14+x2)2 _'_ 1—|-ac2 (1422)2 xr
zeigt man

[ = 1+x2 dr = log|x|+%log(1+x2)+ljx2—%24—0.

Variante: Man zerlegt den Nenner g(z) gleich in Linearfaktoren iiber C, das heisst: Man
schreibt g(z) = g1(x) - - - g (z) mit g;(z) = (z — )™ fiir die paarweise verschiedenen Null-
stellen (; € C und fiir n; > 1. Dann wendet man den Satz {iber die Partialbruchzerlegung
iitber C an, wo er genauso gilt wie iiber R. Danach hat jeder verbleibende Summand die
Form [ ) dt fiir ein Polynom k;(t), welchen man als Linearkombination von [ = C C=al dt

(z—Gi)ni
fiir gewisse ¢ schreibt. Fiir diese gelten dhnliche Formeln wie oben:

J& = log(z — () +c

f(md——wc)‘:_—l'w—i_c fir £ > 1

[y

~

In der ersten dieser beiden Formeln muss man aber den Term log(z — ¢) noch richtig
interpretieren als komplexer Logarithmus, wofiir ich auf die kommende Vorlesung Komplexe
Analysis verweise.

7.8 Uneigentliche Integrale

Fakt: Sei f eine integrierbare Funktion auf einem Intervall [a, b]. Dann ist die Einschrankung

von f auf jedes Teilintervall [/, b'] integrierbar, und das Integral f:,, f(z) dz hingt stetig
von a’ und b’ ab.

Definition: Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall |a, b[, deren Einschrinkung
auf jedes kompakte Teilintervall [a, V'] integrierbar ist. Dann ist das uneigentliche Integral
von f von a bis b definiert als

b Pyp—
Jo f@)de = lim ;};nbf fla

falls diese Grenzwerte existieren.

Fakt: Ist f schon auf ganz [a,b] definiert und integrierbar, so existiert das uneigentliche
Integral und stimmt mit dem iiblichen bestimmten Integral iiberein.
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7.8 Uneigentliche Integrale

Fakt: Ist f schon auf [a, b[ definiert und auf jedem kompakten Teilintervall der Form [a, b']
integrierbar, so gilt schon

I f(w)dae = lim I fa

Die entsprechende Vereinfachung gilt an der oberen Intervallgrenze b.
Beispiel: Es ist [ e ™" dz = 1.

Vorsicht: Die beiden Grenzwerte miissen im allgemeinen unabhéngig voneinander genom-
men werden. Zum Beispiel gilt f_bbzvdx = 0 fiir alle b > 0 und daher lim;_, ., f_bbxdz = 0.

Die einzelnen Grenzwerte von ffzvdx fiir b — oo oder a — —o0 existieren dagegen nicht,
und somit auch nicht das uneigentliche Integral ffooo xdx.

Beispiel: Es ist [~

o l+:c2 =
Bemerkung: Alle Grundeigenschaften und Integrationstechniken fiir das bestimmte Inte-
gral gelten ebenso fiir das uneigentliche Integral.

Bemerkung: Wie stets bei Grenziibergéingen benutzt man als Spezialfall der Divergenz
auch die uneigentlichen Grenzwerte 4oo.

Beispiel: Fiir alle s € R und a > 0 gilt

s—1
oo fiir s<1.

}Od
dr
mS

a

{ﬁ fiir s > 1,

Majorantenkriterium: Ist f auf [a, oo stetig, und sind ¢ und s > 1 so, dass |f(z)| < <
ist fiir alle x > a, so konvergiert das uneigentliche Integral faoo f(x)dx.

Minorantenkriterium: Ist f auf [a, oo[ stetig, und existiert ¢ > 0 so dass f(z) >
fiir alle x > a, so divergiert das uneigentliche Integral faoo f(z) dz gegen oo.

<
T

Analoge Kriterien gelten fiir uneigentliche Integrale der Form ffoo f(z)dz.

. . 2 2
Beispiel: Das Integral [~ 1+t+243/2 dt divergiert, aber [;° (1+t4t+45/3 dt konvergiert.
Beispiel: Das Integral f2 Tgx konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.
Beispiel: Das Integral flooo xdog;ﬁ% divergiert.

Beispiel: Das Integral fooo % dx konvergiert. Hierfiir wende man zuerst partielle Integra-
tion an und danach das Majorantenkriterium.
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7.9 Anwendungen: Formeln von Wallis und Stirling

Beispiel: Fiir alle a < b und s € R gilt

(b—a)t—*

f d“"’.:{ = —  fiir s < 1,
o (@=a) 00 fiir s > 1.

(z—a)®

Majorantenkriterium: Ist f auf ]a, b] stetig, und sind ¢ und s < 1 so, dass | f(z)| <

ist fiir alle z € ]a, b], so konvergiert das uneigentliche Integral fab f(z)dz.

C
r—a

Minorantenkriterium: Ist f auf |a, b] stetig, und existiert ¢ > 0 so dass f(z) > ist

fiir alle z € ]a, b], so divergiert das uneigentliche Integral fab f(z) dz gegen oo.
Analoge Kriterien gelten an der oberen Intervallgrenze.
Beispiel: Das uneigentliche Integral fab ﬁ aus Abschnitt konvergiert.

Beispiel: Das Integral foﬂ/ 2 42 divergiert.

Beispiel: Das Integral fow/ 2 \/fm konvergiert.

Beispiel: Das Integral fooo(ﬁ — 1) dx konvergiert.

7.9 Anwendungen: Formeln von Wallis und Stirling

Fiir jede ganze Zahl r > 0 betrachte das bestimmte Integral

w/2
I, ::/ cos'x dzx.
0

Direkte Rechnung ergibt Iy = § und I; = 1. Fiir r > 2 liefert partielle Integration

I. = fowﬂ cos" t - coszdx

4 T
w/2
0

r—1

. /2 _
= oS x~smx‘0/ — r=2

(r—1)-cos"?z-(—sinz) -sinzdr

=0-0+(r—1)- Ow/zcos"‘zx-(l—coszx)dx
= (r—=1D—2—1)

und daher die Rekursionsformel I, = T’;T,l -I,._5. Daraus folgt durch Induktion fiir alle n > 0:

n
_ . 2k—=1 _ m 1. 3 . . 2n-1
Ion = 2 H 2k 2721 n
k=1
T2k 2 4 2
[ f— = e — e e e n
Ioni1 = kHI 2k+1 — 3 5 2n+1



7.9 Anwendungen: Formeln von Wallis und Stirling

2l o > cos? 2 p > 0 fiir alle p € [0, Z] und somit

Andererseits gilt cos?™ ¢ > cos 5

Iop 2 Iony1 2 lopyo = §Zi§ I,
Nach Division durch Iy, folgt daraus Iy,,1/ls, — 1 fir n — oco. Durch Einsetzen der
obigen Formeln fiir I5, und I, erhalten wir die

Formel von Wallis:

2k 2k 2.2 4 4

12k—1'2k+1 — 13355 7

|
—8
|

ol

k

Fiir spéater schreiben wir sie in der Form

T _ : (2”77/')4
(*1) 3 = I ey

Sodann wollen wir das asymptotische Verhalten von n! fiir n — oo untersuchen. Indem wir
jeden Faktor nach oben durch n abschétzen, erhalten wir die grobe obere Schranke n! < n™.
Andererseits folgt aus der Exponentialreihe fiir alle x > 0 die Ungleichung e® > z™/n! und
damit die Ungleichung n! > ™ - e~*. Auf die iibliche Weise zeigen wir, dass die Funktion
x +— 2"~ " bei x = n ihr Maximum annimmt. Die bestmégliche Folgerung ist daher die
untere Abschétzung n! > (%)n Das asymptotische Verhalten von n! wird also durch den
Faktor n" dominiert.

Eine genauere Abschitzung erhalten wir, indem wir den Ausdruck logn! = >"7_ logk
als Naherungswert fiir das Integral fl log x dx interpretieren. Wir benutzen gleich eine
Verfeinerung dieser Idee. Einerseits berechnen wir durch partielle Integration

(%2) [{logzdr = (logz) -z — I‘T = (logn) - n—n+1 = log(2)" + 1.
Andererseits teilen wir das Integrationsintervall in die Intervalle [k—1, k] fiiralle2 < k < n
auf. Wegen —(log z) = L(1) = -4 < 0 ist die Logarithmusfunktion konkav. Deshalb

liegt ihr Graph in dem Intervall [k — 1, k| oberhalb der Sekante {iber diesem Intervall. Das

Integral fkk_l log x dx ist daher > der unter dieser Sekante liegenden Trapezflache, und in
der Summe ergibt sich somit

(x3) [{logzdz > g_;é(log(k—l)jqogk) = kz_:llogk—%-(logl—i—logn) = log"T'

Die Konkavitédt bedeutet gleichzeitig, dass der Graph der Logarithmusfunktion unterhalb
jeder Tangente liegt. Die Tangente in x = k hat die Steigung %; das Integral | :_1 log x dx ist
daher < der unter dieser Tangente liegenden Trapezflache log k — 1 Dasselbe Argument

mit der Tangente in z = k — 1 liefert die Abschéitzung < log(k— 1) 2(k - Damit die
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resultierende Gesamtformel moglichst einfach wird, nehmen wir das arithmetische Mittel
dieser beiden oberen Schranken und erhalten in der Summe

M=
D=

[ logzdr < - (logk — 5= +log(k—1) + 2(k1_1))

Eond
U
N

n

_ L. 11
(%4) = 1222 (log(k—1) +log k) + g2(4(k—1) )

=log i +i-m

< lg"7+i.

Zusammensetzen von (k2) und (*3) und (x4) liefert nun die Ungleichungen
(*5) log 7 < log (2)" +1 < log 7 + 4.
Dies zeigt, dass n! in etwa so wéchst wie ( %)" -y/n. Schreiben wir also

(x6) n! = (%)n /n- ey

und versuchen, das asymptotische Verhalten von ¢, genauer zu bestimmen. Die Unglei-
chungen (x5) iibersetzen sich zu

(%7) 7 < loge, < L

Die Differenz 1 — loge, ist die Summe der in dem Argument fiir (x3) abgeschnittenen
Fldcheninhalte und ist somit monoton wachsend als Funktion von n. Also ist die Folge
(cn)se, monoton fallend. Wegen (x7) ist diese Folge aber nach unten beschrénkt durch
exp(%). Sie ist also konvergent, und ihr Grenzwert ¢ := lim,,_,, ¢, ist ebenfalls > exp(%) > 0.

Um diesen Grenzwert genau zu bestimmen, setzen wir die Formel (xg) fiir n! und (2n)!
in die Formel von Wallis in der Form (%;) ein und erhalten

4 4 2
T l [ . C __C
5 = 1im = = .
2 oo 2:(2+1)-c2, 2:2-c2 4

Also ist ¢ = v/27. Insgesamt ergibt sich mit (xg) die

Formel von Stirling:

Aquivalent gilt fiir n — oo:

nl = ()" V2mn- (1+0(1)).
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